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Fasciculo 1

Monografias 1-25

1. Diferencias de orden k£ y monomios generaliza-

dos
(a) Si aj,az,as,...,any,...es una sucesién de nimeros reales, se definen las
diferencias de ordenes 1,2,3,...,k... de la forma

Aay, = Um+1 — Om

A%m:A<A“mm)gk>L

Determinar explicitamente A2a,, v A3ayn,.

k
(b) Demostrar que A*a,, = Z(—l)j <I;> Ut k—j -
j=0
(¢) Calcular explicitamente A%a,,, vy APay,.
(d) Sea S el espacio vectorial real de las sucesiones reales. Demostrar que la
aplicaciéon A : S — S es lineal. ;Es AF : S — S lineal?
(e) Se llaman monomios generalizados a los polinomios en n :

nO =1, nW=n 2@ =nmn-1), ¥ =nn-1)(n-2),

o =nn—1)-n—=2)-...-(n—k+1).

Noétese que nk) = Vi.i es decir, son las variaciones de n elementos tomados
de k en k. Demostrar que B = ... {n® n(1) n@)  n)1 es base de Rg[n).
(f) Se considera el polinomio p(n) = n* — 3n3 4+ 7n? +n —5 € Ry[n]. Expre-
sarlo como combinacion lineal de la base B = {n(o), nW, n@ pG), n(4)}.

(g) Demostrar que para k > 1 el operador A actia sobre los monomios ge-
neralizados, como el operador derivacién. Es decir, demostrar que se verifica

An) = Epk-1)



2 1 Diferencias de orden k£ y monomios generalizados

(h) Supongamos que se verifica a, = AAg parak =0,1,...,n+1. Demostrar
que
ap+ai+az+---+a, = Ay — Ao.
(k+1)

k+1"
Nota. Denotamos a Ay, por Int (n(k)) por analogia con el operador integral.

Quedaria por tanto
Tt (n(k)> n(k-i—l)

B

(j) Usando los dos apartados anteriores, dar un procedimiento para calcular
sumas del tipo

(i) Demostrar que una solucién de n*) = AA; es Aj, =

Sp=1%+2F 4+ 3% ... 4 ¥ (k entero positivo).
(k) Aplicar dicho procedimiento al cdlculo de las sumas

a) Sy =12 +22 4+ 3% ... + 2
b) S3=1%+2%+3% ...+ n?.
) Sy=1"+24 43 +... 4 nt

Solucién. (a) Tenemos
A2a,, = A (Aay) = A (@mi1 — am)
= Amt2 — i1 — (Amt1 — Am) = Gmt2 — 2am41 + A
Aa,, = A (AQam) = A(am+2 — 2am+1 + am)
= Um+3 — 2am+2 + Amt1 — (Qmy2 — 2041 + am)

= am43 — 3Am42 + 3Amt1 — Q.

(b) Veamos (por ejemplo), que la férmula es cierta para k = 1y k = 2.
Desarrollando el segundo miembro,

i(—l)j (§)amencs = (200 (§ Jament (101} Jam = amia—am = Ala,

ZZ:(—W G) o = (=1)° <§) amyz + (=1)! G) a1+ (=1)* @) am

2
= Gm+2 — 241 + G = A%,
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Suponiendo que la férmula dada es cierta, veamos que es cierta para k + 1.

Tenemos .
A¥la, = A (Afay) = A Z ( )am+k ;
J=

zk: ( >am+k+1 —j Zk: ( )Gm+k - (%)

Jj=0 Jj=

El primer sumando de la linea () lo podemos escribir en forma

k
k
Z ( )am+k+1—] = Qmtk+1 + Z <j>am+k+1—j

Jj=0 Jj=1

kE+1
=< 0 >( am+k+1+z < >am+k+1 —j-

El sustraendo de la linea (x) lo podemos escribir en forma

Zk: ( )am““ e ki(_l)j (?)amm + (~1)ta,

Jj= Jj=0

k
k k+1
_ z 1 k
— Z < _1>am+k+1 i+ (kﬁ—i-l)(_l) Q-

j=i—114=1

En consecuencia,

E+1
A]H_lam = < 0 >( am+k+1 + Z ( >am+k+1 —j-

k
ok kE+1 kE+1
T Z(—l)J <j _ 1) @m+k+1—j+<k + 1> (—1)k+lam = < 0 >(—1)0am+k+1

S [0 ) S 3 T

7j=1
1
Usando la conocida formula de combinatoria <§> + ( k > = <k + >

Jg—1 J
queda

k+1 k+1
AR, = ( 0 )( 0 ki1 + Z < . >Gm+k+1j
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k+1
k+1 (k41
(o) etan = (e

=0 J

y la férmula es por tanto cierta para k + 1.
(c) Usando la obvia analogia de la férmula del apartado anterior con la del
binomio de Newton,

(a—b)* = a* — 4a®b + 6a%b? — 4ab® + b*

= Aq,, = Gmtd — 4am43 + 6amt2 — 4amy1 + am.
(a —b)° = a® — 5a*b + 10a®b® — 10a%b® + 5ab* — b°
= A%y = Gmas — 5amad + 10043 — 10am42 + 5mi1 — Q.

(d) Para todo o, 8 € Ry ay, by € S,
A (aam + b)) = (a@my1 + Bbms1) — (aam + Bbiy,)

= (amt1 — am) + B (bmt1 — bm) = aAay, + LAy,

luego A es lineal. Dado que A¥ = AoAo...0A (k veces) y que la composi-
cién de aplicaciones lineales es lineal, concluimos que AF también es lineal.
(e) Los k+ 1 polinomios de B son de distinto grado y por tanto linealmente
independientes. Por otra parte, dimRg[n] = k£ + 1 lo cual implica que B es
base de Rg[n].

(f) Expresando p(n) = Z?:o a;nD operando el segundo miembro, identifi-
cando coeficientes y resolviendo el sistema lineal en las incégnitas a; obte-
nemos

ap = —5, o = 6, Qg = 5, a3 = 3, gy = 1,

es decir p(n) = —5n® + 6n® + 502 4 3pG) 4 @),
Nota. Se demuestra que se pueden hallar los coeficientes «; usando de forma
general el siguiente algoritmo:

1 -3 7 1 [-5]

1 -2 5 op = —9,
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(g) Tenemos
An®) = (n+1)® —n® = (n 4 Dnn—-1)-...-(n—k+2)
—nn—1)Mn-2)-...-(n—k+2)(n—k+1)
=nn-1)n-2)-...-n—k+2)(n+1—-—n+k—1)
=knn—1)(n—2)-...-(n—k+2) = kAnF,
(h) Dado que ap = AAy = Agy1 — Ay tenemos
E=0, as=A41— A
k=1, a1 =A4y—4
k=2 ay=A3— A
k=n, an,=A4,41— An.
Sumando y cancelando, obtenemos
ap+ai+as+ -+ a, = Ant1 — Ap.

(i) Tenemos

k+1
A (n( ’ )> LAn(kﬂ) = L(k +1)n®) = k),

k+1 ) ~ k+1 T k41
A lineal

k

(j) Por el apartado 5, podemos expresar n* en la forma

Debido a la linealidad de A, y usando el apartado 9,
Int (nk) = aplnt (n(o)) + aqlnt (n(l)) + aolnt (n(2)) + -+ ailnt (n(k)>

n® n® n® (k1)

= Qg 1 + o 5 + a9 3 +"-+Oékk+1-

Por el apartado 8, y teniendo en cuenta que A0 = 0,

Sk:0k+1k+2k+3k+---+nk:Int<(n+1)k)—0

A D® @4 D@ m+)® (n + 1)+
I T R I S IS S
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(k) a) Expresando n? en funcién de monomios generalizados obtenemos n? =

n) + n@ . Usando el apartado anterior,

(n+1)® N (n+1)®  (n+1)n N (n+ 1)n(n —1)

S2=" 3 2 3

n(n+1)(2n+1)
: .
b) Expresando n® en funcién de monomios generalizados obtenemos n® =
n® 4+ 303 + nG). Por tanto,

C(n+1)® (n+ 1) (n+ 1)@
Sy = 5 +3 3 + 1
_ (n—;l)n +(n+ n(n—1) + (n+ 1)n(n4— 1)(n—2)

(e’
4

c¢) Expresando n* en funcién de monomios generalizados obtenemos n* =
n® + 7@ 1+ 6063 + n@. Por tanto,
1)(2) 1)3) 1)4) 1)(5)
PR L PE S L LGRS

(n+1)n  7n+1)n(n—1) 3(n+1n(n—1)(n—-2)
2 + 3 * 2

+(n—%l)n(n—1)(7”L—2)(n—3) _ 6n° 4+ 150t +10n% — n

5 30

2. Funciones cumpliendo f(z)—f(y) < ky [senz — seny|

Sea E el conjunto de las funciones f : R — R verificando que existe una
constante ky < 0 tal que

f(x) = fly) < kylsenxz —seny| Va,y€R.

a) Demostrar que si f € E, f es periédica de periodo 27, continua y acotada.
b) Sea f € E tal que f es derivable en R. Estudiar si f' € E.

¢) Demostrar que para todo f € F se verifica f'(7/2) = 0.

d) Estudiar si puede pertenecer E una funcién h verificando h(t) = ¢ para

(
(
(
(
todo t € [0,7/2].
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Solucién. (a) Tenemos las siguientes implicaciones para todo z,y € R
f(@) = f(y) < kylsenz —seny| = f(y) — f(x) < kf|seny — sen x|

— kylsenz —seny| < f(z) — f(y)
f(@) = f(y) < kg |senz — seny|
= 0<[f(z) = f(y)| < kylsenz —seny[. (1)

= ky|senz —seny| = {

Sea y € R y llamemos = = y + 27. De la relacién (1), obtenemos
0 <[f(y+2m) = f(y)| < kg [sen(y + 2m) — seny| = 0.

Es decir, f(y + 27) — f(y) = 0 para todo y € R luego f es periédica de
periodo 27. Tomando x =y + h,

0 <[f(y+h)—f(y)l <kglsen(y+ h) —seny].

El tercer miembro tiende a 0 cuando h — 0, por tanto |f(y +h) — f(y)| = 0
es decir, limy,_,o f(y+h) = f(y), lo cual implica que f es continua para todo
y € R. Veamos que f estd acotada. En efecto, tomando y = 0,

[f @) = [fO) < [f(x) = fO)] < Ky |sen x| < ky.

Es decir |f(z)| <|f(0)| + ks para todo z € R, luego f estd acotada en R.
(b) Consideremos la funcién f(x) = senz. Esta funcién es derivable en R.
Por otra parte, senz — seny < |senz — seny| lo cual implica que f € E.
Veamos que la funcién f’(z) = cosz no pertenece a E. En efecto, haciendo
y=m—u,

cosx — cosy = cos T — cos(m — ) = 2cosz,

|senz —seny| = [senx — sen(m — z)| = 0.

No existe por tanto constante k¢ cumpliendo cos z—cosy < kg [senx — sen y|
para todo z,y € R, luego f' ¢ E.
(c) Haciendo y = 7/2, tenemos las implicaciones

0<[f(z) - f(?r/2)\ < kylsenz —sen(w/2)|

= 0< f(z)— f(n/2) <k senx — sen(m/2)
x—7r/2 x—m/2
si #m /2
2 — /2 1
=ky ZCosx—HT/ -sen v/ : .
2 2 xr—7/2

Se verifica

2 — /2 1
mEI}rl/2 cos = +27r/ cos(m/2) = 0, mg?rﬂﬂ sen = 27T/ ' (x — 7r/2>
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x—m/2 1 1

= lim =-.
/2 2 x—m/2 2

En consecuencia

’f(l"a)j : 7{7;/2) ‘ —0six—7/2,
y por tanto

Fnf2) — i L@ =12

x—7/2 33*77'/2:0 )

(d) La derivada por la izquierda de h en 7/2 es

Wrj2—) = lm LT2EN=F@2) e TR2AR=T gy
h—0~ h h—0~ h h—0~

La funcién h no puede pertenecer a E pues segun el apartado anterior, se
deberia verificar h'(7w/2—) = 0.

3. Distancia d(z,y) = |f(z) — f(y)| en los reales

Sea f: R — R una funcién estrictamente creciente.
(a) Demostrar que d(z,y) = |f(x) — f(y)| es una distancia en R.
(b) Demostrar que si f no es continua, la distancia d no es equivalente a la
distancia usual dy(z,y) = |z — y| .
(c) Demostrar que si f es continua, la distancia d es equivalente a la distancia
usual d,,.
(d) Demostrar que si f es lineal, d puede definirse mediante una norma.

Solucién. (a) Se cumplen los axiomas de distancia. En efecto,

(i) d(z,y) =0 < [f(z) = fy)| =0 & f(z) = fly) = 0 & f(z) = f(y). Co-

mo f es estrictamente creciente, es inyectiva, luego z = y. (ii) d(z,y) =
|f(@) =)l = [fly) = f@)] = dy,). (ili) d(z,y) = |[f(z) - fy)| =
|f(x) = f(2) + f(2) = f(y)l

< |f(2) = FR+1f(2) = f(y)l = d(z, y) + d(y, 2).

(b) Si f no es continua en algin punto xp, entonces existe un € > 0 tal
que para todo § > 0 existe al menos un y € R tal que |[xg—y| < 0 ¥y
|f(zo) — f(y)] > €. Consideremos la bola con la distancia d

By(zo,€) = {y € R: d(zo,y) = |f(z0) = f(y)| <€}

Entonces, toda bola

B, (70,6) = {y € R : d(z0,y) = |xo —y| <}
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con la distancia usual no esta contenida en By(zo,¢€), lo cual implica que d

y d, no son equivalentes de acuerdo con un conocido teorema de caracteri-
zacién.

(c) Consideremos cualquier bola By(z,¢) = {y € R: d(z,y) = |f(z) — f(y)| < €}.
Veamos que existe By, (x,0) tal que By, (x,0) C Bg(x,€). En efecto, co-

mo f es continua en z, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todo y
que satisface |z —y| < § se verifica |f(x) — f(y)| < e. Esto prueba que

By, (x,0) C By(z,€).

Reciprocamente, veamos que dada cualquier bola By, (x,€) existe una
bola By(x,6) tal que By(z,0) C Bg,(x,€). En efecto, al ser f estrictamente
creciente y continua, existe y es continua la funcién f~!: f(R) — R. Por
tanto, dado € > 0 existe § > 0 tal que

[f(2) = fy)l < 6= [f7(f(@) = F (FW)] = |z —yl <e,

es derir, d(x,y) < 0 = dy(z,y) < € lo cual prueba que By(z,d) C By, (z,€).
De acuerdo con un conocido teorema de caracterizacion, concluimos que d
y d, son equivalentes.

(d) Veamos que la aplicacién

I:R=R,zl = |f(=)],

es una norma. En efecto,

(i) ||z]] = 0 < |f(x)] = 0 & f(x) = 0. Por ser f lineal y estrictamente
creciente, f(z) =0« z =0.

(ii) [[Azll = [f(Az)[ = [Af(2)] = [A[]f(2)] = Al [l]]-

(iii) [z +yll = [f (@ +y)| = |f(2) + FW)] < [f @) + [FW)] = [zl + [yl -

La distancia inducida por esta norma es

d(z,y) = lz —yll = [f(z =yl = [f(=) = fFW)],

que es la distancia dada.

4. Curvatura, torsion y ecuaciones intrinsecas

(a) Determinese en t = 1 la curvatura y la torsién de la curva
z=3t—t3, y=3t2 z=3t+1t.
(b) Determinense las ecuaciones intrinsecas de la catenaria de ecuacién
T = acoshg, y=t.
a

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).
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Solucién. (a) Representamos la curva en forma vectorial 7 = (3t—t3, 3t2, 3t+

t3). Tenemos

dF dF
D= (3-32,6t,3+3t%) = CT:@) = (0,6,6),

dt
‘Z;j—( 6t,6,6t);»‘§§(1)—( 6,6,6),
O (<6.0.6) = ST (1) = (=6.0.6).
g() ﬁf() g g g——363'+3612,
-6 6 6
‘Z(l)’ — 62, Zl;(u x dtf(l)‘ = 36V/2,
(& >x‘f;f<1>)2= ,
.S ] - :Og % g ~210

La curvatura k(1) y torsién 7(1) de la curva en ¢ = 1 son por tanto

ar, A
. OGO o
T N N (VeI A
)
i 7,
. OB ED] 3

dr A, \? 72
—(1 —(1
(G0 < G 0)

) Las ecuaciones intrinsecas de una curva vienen dadas por k = k(s), 7 =

(b
7(s) siendo k la curvatura, 7 la torsién y s el parametro arco. Tenemos
2 . 2
oy sinh £ 1
" " 1 t 1 21

9 "y zcoshy 0 Zcosh®™; 1 (1)

o 2t\3  g2coshtt’

(cosh E) accosh” o

=

@Y (sinh? L 4 1)°
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La longitud del arco es

s:/o V(' (u)2 + (¥ (u))? du = ; 1/sinh2%—|—1du
t t

t
:/ coshE du = [asinh E] = g sinh —.
0 0

a a a
Por otra parte

t t
s> 4+ a? = a’sinh® — +a® = a®cosh? = . (2).
a a

Eliminando ¢ de las relaciones (1) y (2) obtenemos x = Dado que

2 2"
s ta
la curva es plana, su torsién es 0, por tanto las ecuaciones intrinsecas de la

catenaria son a
R = —_—
52 4 a?

T = 0.

5. Esquema de urnas de Poisson. Funcién genera-
triz

(a) Supongamos que realizamos n experimentos aleatorios y que en el expe-
rimento r-ésimo la probabilidad del suceso A (éxito) es p, y la del comple-
mentario (fracaso) es ¢, = 1 —p,. Llamemos p,,, a la probabilidad de obtener
r éxitos en las n pruebas. Denotemos

an(ﬁ) = Pon +p1n§ +p2n§2 +... +prn§r + ...

(suma con un nimero finito de términos pues p,, = 0 si r > n ). Demostrar
que se verifica

an(§) = P&+ q1)(P2f + @2) - - . (Pn€ + an)-

Nota: como consecuencia, la identificacién de los coeficientes de £ en la
igualdad anterior permite calcular p,.,, en funcién de las probabilidades p; y

a5
(b) Tres urnas Uy, Us, Us tienen las siguientes composiciones
U, : 2 bolas blancas y 3 negras,
U, : 1 blanca y 2 negras,
Us : 3 blancas y 3 negras.

Se extrae una bola de cada urna. Usar la funciéon generatriz para hallar la
probabilidad de obtener exactamente dos bolas blancas.
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Solucién. (a) Consideremos los sucesos: C' = éxito en la prueba n), D =
r — 1 éxitos en las n — 1 primeras pruebas, E = fracaso en la prueba n y
F = r éxitos en las n — 1 primeras pruebas. Entonces, el suceso B = r éxitos
en las n pruebas es B = (CND)U(ENF)y por tanto

Drn = PnQr—1,n—1 + qnDrn—1-

Adems4s tenemos las condiciones limites:

(i) pro=0sir>1.

(ii) poo = 1.

(iii) pon = q1q2 - - - Gn sin > 0.

Introducimos ahora la llamada funcién generatriz o, (§) = Y .2 P&,
suma esta que ya hemos comentado que tiene un nimero finito de términos.
Tenemos las siguientes igualdades

S [eS)
Qnan—l(g) = dqn Zpr,n—lgr = ano,n—l + Z anr,n—lgr‘ [1]
r=0

r=1

gpnan—l<£) = ngnpv",n—lgr = anpr,n—lgr' [2]
r=0 r=1

Sumando las dos igualdades anteriores obtenemos

00
(pn§ + Qn)an—l(g) = qnPon—1*+ Z(anr,n—l + pnpr—l,n—l)gr

r=1

= qn192 - - - Gn—1 + ipmﬁ’" = pon + ipm{’” = ipm&’” = an(§).
Tenemos - a -
an(§) = (Pn€ + m)an—1(8) = (P& + n) (Prn—1€ + Gn—1)n—2(§)
= ... = (Pn€ + @) Pr—1€ + @n—1) - .. (p2£ + @2) a1 (§).
Pero a1(€) = po1 + p11€ = p1€ + q1, de lo que concluimos

an(&) = (P1€+ q1) (P2 + @2) - - (Pn€ + qn)-

(b) Tenemos

a3(€) = pos + p13€ + p23&” + p33&® = (p1€ + q1) (p2£ + @) (p3€ + q3).

Igualando los coeficientes de £2: pa3 = p1pags + qipaps + p1ga2ps, con lo cual
la probabilidad de obtener exactamente dos bolas blancas es

211 311 2 21 3

PB=5r3 53T 3 T T g
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6. Calculo de VA, A ! y ¢ por matrices compo-
nentes

Se considera la matriz real: A = [? _; ] )

(a) Calcular sus matrices componentes.
b) Como aplicacién, calcular VA, A~! y e,
( p ; ; y

Solucién. Recordamos el siguiente teorema:
Sea A € K" con K = C o K = R de polinomio minimo

PO = (A= A)™ (A= Ag)™e

Entonces, existen matrices A;p coni=1,2...,s, k=0,1,...,m; — 1 tales
que para toda funcién f: Q € K — K tal que existe f(A) es decir If*)();)
coni=1,2...,s8, k=0,1,...,m; — 1 se verifica
s m;—1
FA =)0 FP00) A
i=0 k=0

A las matrices A;; se las llama matrices componentes de A.

(a) El polinomio minimo de la matriz A es u(\) = (A —4)2. Es decir \; = 4
es el inico valor propio de A, las matrices componentes de A son A9, A11y
para toda funcién f para la cual exista f(A) (es decir, existen f(4) y f'(4))
se verifica:

f(A) = f(4)Ao+ f(4) A (%)

Para hallar las matrices componentes elegimos las funciones polinémicas
(siempre estan definidas) f(A) = 1, f(A) = A y aplicamos la férmula (%) lo
cual nos conduce al sistema matricial:

I= Ay
A=4A10+ An
que resuelto proporciona

1 -1
A10=I,A11=[1 _1]-
(b) Aplicando () a la funcién f(A) = v/A y usando f/(A\) = 1/(2v/\) obte-

nemos:

1 119 —1
f(A) =VA =245+ 1A11 =1 [1 7} .
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Aplicando (x) a la funcién f(\) = 1/X y usando f/(\) = —1/\? obtenemos:

1 1 1 1[3 1
SAp— —Ap = — .
A e TR T [—1 5]

Aplicando () a la funcién f(\) = ¢* y usando f’(\) = ¢* obtenemos:

f(4)= et =etAjg+etA =€t E _(ﬂ .

7. Cociente de factores integrantes

Demostrar que si 1 v s son factores integrantes de la ecuacion diferen-
cial
Pdx+Qdy=0 (1)

entonces 22 = C' con C' constante es solucién de (1).
251

Solucion. Diferenciando B2 _ C:

d <"2) — dC,
M1

M1
9 (.
Oz 12
0 1 1\ 0
(Gt () 3 ) e
ox

1 1
>d:€+a<,u2'>dy:0,
1

1Y dy M1
Ops 1 < 1 ) 8u1>
+ |5+ —— | = |dy=0.
Oz i <3y o P\T2) oy )Y
Multiplicando por p? :

Opa O Opa . O\
<u18x M28x>dx+<,u o 5, dy=0. (2)

Por ser u; factor integrante de (1),

15) 0
oy (mP) — e (m@) =0,

ay
Por ser uo factor integrante de (

0 0
3y (2 P) — % (12@Q) = 0,

PO % (ap acy) 0.

prEL

O Oz orP  0Q\
Ay ox ' ? B
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O nomy _ (pdr2  n0k2 _
H2 <P Dy 3:5) H <P8y oz =0,

es decir

e o o O
oz 2 g L 2 dy =
<M1 or M2 ax> T+ <u1 oy Moy, )Y 0,

que es justamente la expresién (2) lo cual reduce (2) a (1), y queda demos-

trado que M2 _ ¢ es solucion de (1).
M1

8. Los grupos aditivo y multiplicativo de un cuer-
po no son isomorfos

Demostrar que los grupos aditivo y multiplicativo de un cuerpo nunca
son isomorfos.

Solucién. Sea K un cuerpo y sean K y K* los grupos aditivo y multi-
plicativo de K respectivamente. Si K es finito, entonces |F*| = |[F*| — 1,
por tanto no existe biyeccién ® : K™ — K* lo cual implica que K y K*
no son isomorfos.

Supongamos ahora que K es infinito y que ® : K™ — K* es isomorfismo
de grupos, con lo cual serd ®(0) = 1.

Si 1= —1, sea ®(1) = a. Entonces, ®(—1) = a~! y también ®(1) =
®(—1) = a. Por tanto

®(0)=1
=ag=1= y = ® no es inyectiva,
P(l)=a=1

lo cual es absurdo.
Sil# —1,seabe K tal que ®(b) = —1. Entonces

O(20) = ®(b+b) = B(b)* = 1.

Como @ es inyectiva, 2b = 0, es decir b = 0 (pues 1 + 1 # 0). Por tanto
1 = ®(0) = —1, lo cual es absurdo.
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9. Desarrollo de Taylor de orden n de f(z,y) =
log(z + y)

Desarrollar la funcién f(x,y) = log(x + y) por la férmula de Taylor de
orden n en un entorno de (1,1).

Solucién. Hallemos las primeras derivadas parciales de f :

of of 1

or Oy x+vy’

827f B 0% f B 0% f B 1
0x2  0xdy  0y?  (x+y)?
Demostremos por inducciéon que en general se verifica
of
Ozoyb

()" -z +y)™" (a+B=n)

La férmula es claramente cierta para n = 1. Supongamos que es cierta para
n — 1y veamos que también es cierta para n. En efecto,

on 9 8n—1 0 —n
aa;agyﬁ = Oz (W) = o ()" (=2l +y) ")

=(D)"n-2)! (-n+(@+y) " = (=) - Dz +y)

o f 0 oLf 0 _
=7 a7 =7 ((=1)"(n—-2)! ntl
D220y ay<&w@w—1 gz (D" (0 =2 +9)™")
= (D" =2t (—n+ Dz +y) " = ()" - Dz +y) 7"

Nota. Estamos usando el que f es de clase infinito en un entorno de (1,1)

es consecuencia, las parciales sucesivas no dependen del orden de drivacién.

Se verifica f(1,1) = log2. Por otra parte

1
(=gt =15 ) FLD =@ D5+ - DE
=l + -1,
2 2
(e-vg+w-vg) s =e-125
o 0

Omﬁy(l’ 1) + (y - 1) aiyg(la 1)
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=5 [z =1+ @y -

En general,

(= g+ =5 ) F0.D) = (1 Dig, fle = D + (- D

El desarrollo pedido es por tanto

log(z +) = log2 + 2 [z~ 1)+ (y — 1)] — 5 - g [l — 1)+ (g~ )P
b (S = 1) (- 1)
1 1

+(=1)"2 (@ = 1)+ (y - ]"*,

n+1 (& + n)ntl

con (£,m) en el segmento que une los puntos (1,1) y (x,y).

10. Polinomio de Z[z] con raiz a =2 + /3

(a) Encontrar un polinomio p(z) de tercer grado de Z[z] admitiendo como
raiz o = 2 + /3.
(b) Descomponer p(z) en producto de factores irreducibles en R[z].

Solucién. (a) Sea p(z) = c3z> + cox? + c12 + ¢ € Z[x] con c3 # 0. Si tiene
como raiz a «a,
630z3 + 02a2 +cia+cy =0,

c c c
B =22 g D= boo? + bia + by, (b € Q).
C3 C3 C3

Es decir, necesariamente o ha de ser combinacién lineal racional de a2, a, 1.
Tenemos

2
o= (24 V3) =4+4.317 1823,

3
b = (2+€/§) —11+12-33 4 6.32/3,
La igualdad o = bya® + by + by equivale a

11+12- 33 46323 = b, (4+4'31/3+32/3)

+by (2 + 31/3> + bo.
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La igualdad anterior se verifica si

bo =6
by +4by = 12
bo + 2b1 + 4by = 11.

Resolviendo el sistema anterior obtenemos by = 6, by = —12, by = 11.
Obtenemos el polinomio p(z) = 2% — 622 + 122 — 11.
(b) Aplicando la regla de Ruffini,

1 —6 12 —11
2 +31/3 2433 —8-2.31/8 4323 11
|1 —4+33  4-2.334323 ¢

El polinomio p(x) lo podemos por tanto expresar en la forma
p(z) = (x — a) q(x), con q(z) = 2 + <—4 + 31/3) x4+4—2.3Y3 4323,
El discriminante de ¢(z) es
D= (—4+ 31/3)2 —4 (4 _ 9.3/ 4 32/3) — 3.3%3 <,

luego ¢(z) es irreducible en R[z] y la descomposicién pedida es p(z) =
(x — a)q(x).

11. Configuracion de centro en un sistema autono-
mo

1
1
(a) Escribir la forma general de la solucién para resolver el sistema con la
condicién inicial X (0) = (1,0)".

(b) Dibujar la 6rbita que pasa por el punto (1,0).

(c) Calcular la matriz exponencial exp (tA).

Se considera el sistema diferencial X’ = AX, con A = [ :ﬂ . Se pide:

Solucién. (a) El polinomio caracteristico de A es A2 +1 = 0 y por tanto
los valores propios son A = a + ¢ = +i. El subespacio propio asociado al
valor propio ¢, y una base del mismo son:

- (1—i)£€1—2£€2=0 L . ¢
‘/Z_{ml—i-(—l—i):vg:O, Bi={(+3 1)}
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Como A es real, una base de V_; es B_; = {(1 — i,1)!}. Este vector lo
podemos expresar en la forma (1 —i,1)! = U + iV con U = (1,1)l y V =
(—1,0)%. Por un conocido teorema, si P = [U , V], entonces:

_ a —f 0 -1
PlAP:[ﬁ OJ:L 0].

y el cambio X = PX™* proporciona las soluciones:
x| cot cos 3t —sinft| |b1|  |cost —sint| |by
xy| sin3t  cosBt| |ba| |sint  cost| |ba]|”
Para X = (1,0)! tenemos:

xerxe o) [0 ) (]« [ =[]

Es decir, la solucién que cumple que cumple la condicién inicial X (0) =

(1,0)¢ es:
=[] wem

x5 —cost

(b) La o6rbita que pasa por (1,0) es una circunferencia de centro el origen y
radio 1 en el plano xjz5 recorrida en sentido antihorario:

-
N

El cambio X = PX* proporciona la correspondiente elipse en el plano z1x-.

/7 }
v

\J S
%
8
—%
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(¢) La matriz @ cuyas columnas son los vectores propios verifica Q' AP = D
con D = diag(i, —i), por tanto:

T it R
etA:QetDQ_lz[l—fZ 1 z} [e (ﬂ [1—%@ 1 z}

1 0 e 1 1
_ |cost —2sint
" |sint —sint+cost|’

12. Matrices cuadradas invertibles con coeficien-
tes enteros

Sea ) = Z™" el conjunto de las matrices cuadradas de orden n con
coeficientes en Z. Demostrar que una condicidon necesaria y suficiente para
que una matrix M € ) admita una inversa en ), es que

det M = +£1.
Solucién. Si M es inversible en ) entonces
(det M) (det M) = det (MM ") =det] =1

y dado que det M y det M ! son enteros, ha de ser necesariamente det M =
+1. Reciprocamente, si M € )"y det M = +1, entonces M tiene inversa en
R™"™ (pues su determinante es no nulo). Cada elemento de M~ es cociente
de un adjunto de M (que es entero) entre +1, y por tanto es entero. Es
decir, M~ € 3.

13. Célculo de lim, o e” [7 e e Vdt
2x

Evaluar justificadamente

T
lim €* / e~ dt.
r—+00 _logz

2x
Solucién. Hallemos el limite de cada uno de los factores que aparecen. El
limite del primer factor es

, 2
lim €% =et™ = +00.
Tr——+00

Hallemos el limite del segundo factor. Tenemos

1 1
og T - ogx
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t

y esto ultimo ocurre para x > 1. Dado que 0 < e~ : para todo t real

z 2
0< / e Udt.
T— log

2x

Dado que et < 1 para todo t real,

T T 1 1
/ e_tzdtﬁ/ 1dt:m—<x— ng): ng.
x_logz .Z’—Ing 237 2x

2z 2z

En consecuencia

Usando la regla de L’Hopital obtenemos limy_, 1~ 102% = 0 y por tanto

T

lfim e Cdt = 0.

Tr—+00 o log x
2z

)

Llamando L al limite pedido, usando la regla de L’Hopital y usando el

teorema fundamental del Célculo

y

x
—t2 e\ 2
e dt ) _logx
L™ o e dosr o
L= lim 2 1 U gy \
T—+00 e 0 T—+00 —2xe~?®
a2 logz_log?z (1/2)2c—2log x
e 1l—e = 4? 1 -
= lim 5
——+00 —Qre %
logz_log2z _
(1—69” 4w2>(1—121;)§z)
= lim .
z—+00 —2x

Hallemos limites de expresiones que aparecen en el limite anterior:

. logz +00 . 1z

lim =< — = lim — =0,
z—+oo X “+00 ~~~ z—+oo 1

L’Hopital

. log?x 1, log x 1
:cllH-oo 422 4 xgr-ir-loo ( T T4 07=0

i 1 —logz 1 1 log _0
m—l>r-lr-loo 22 2 Z—1>I-Eco 2 x2 -

El limite pedido es por tanto

L:(l—ei)oil—O):_(;O:O‘
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14. Inversa de A € R* e interpretacién geométri-
ca

Se considera la matriz

1 2
A= -2 1| eRrR?*3
2 1 -2

(a) Hallar A2y A1
(b) Interpretar geométricamente el resultado.

1
Solucién. (a) Operando obtenemos A% = 91, y de A <9A> = I deducimos
1
A7l =ZA
que 9

1
(b) Llamando B = fA obtenemos B? = I, es decir B~! = B. Por otra parte

B es simétrica, con lo cual B! = B~! y por tanto es ortogonal Hallando los
valores propios de B, obtenemos A\; = 1 (simple) y Ay = —1 (doble) lo cual
implica que B representa una simetria axial en R3.

Concluimos que A = 3B representa la composicién de una simetria axial
con una homotecia de razén 3.

+00 log(z2+1) .
15. Integral f Td:{; por residuos
+oo 1 2 1
Calcular / logla” +1)
0 xre + 1
1
Sugerencia: considerar / Oggi:’—z)dz siendo v la curva ABC'A de la figura
z
gl
Y
c
A B
x
-R | R

Solucién. Sea I' la curva ABC, es decir la semicircunferencia superior.
Tenemos

/R log(a +4) / loglz +4) . _ / lezt9) 4. ()

_p 12+1 22+1 22+
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Podemos expresar

R - 0 , R -
I 1 I
/ og§x+z)dx :/ og(a:+z)d$+/ og(x—i-z)dx
_p 2241 _p 2241 o 22+1

log( t—l—z Rlog(x +1)
—dt ——d
v/ BEZES )+/0 211

R L R , R B
_ / log(—x + 1) a4 / log(x + 1) iy — / log(i — z) + log(i + z) .
0 0 0

x? 41 x? 41 x2+1
Simplifiquemos el numerador,
log(i — z) +log(i + =) = log(i — ) (i + x)
=log(—1 — 2?) =log(—1)(z? + 1)
=log(—1) + log(z? + 1) = i + log(z? + 1).

La expresion (1) equivale por tanto a

R R 2 -
1 1 1
m./ de +/ og(z? + )daz+/ 0g(z+z)dz
o 2+1  Jy 2?41 r 22+1

:/log(z +,i)dz. )

22+

Hallemos los limites cuando R — +o00 de los sumandos que aparecen en (2).
(i) Limite de la primera integral.

R d too g
lim m'/ 2756 = m'/ 27x = i [arctan z] ™
R—+00 o z°+1 o z°+1

7T2

= mi [arctan(+o0) — arctan 0] = i - g = ?z

(ii) Limite de la segunda integral.

lim 5
R—+o00 0 x +1

R 2 +o00 2
1 +1 1 +1
og(z )d$ / og(;v )d
0 e +1

(iii) Limite de la tercera integral. Acotemos el médulo de la funcién
integrando en I :

log(z + 1)

llog(z + 1) < log |z + 1|
2241

2 — 2
| |

|2 |2
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< log (|z] + |4]) < log2|z| log2R
— |Z‘2 NigP] Z|2 T OR2
si |z| suf. grande

La longitud de I' es 7R, por tanto

1 j log 2 log 2
0< /og(z—l—z)dz‘< o8 R-WR:;T 0828
T

211 S e —0s1i R— +oo.
z

En consecuencia,

| .
Ifm / log(z+4) ;. _,
R—+o00 T 24+ 1

) .
(iv) Limite de la cuarta integral. El inico polo de f(z) = og2(z+—|—12) en
z
el semiplano superior para R > 1 es z = 4, y su residuo es
4 . log(z41) N, log(z+1)
Res [fyi] = lim =7 (i) = lim =~
_ log(2i)  log2+ (m/2)i
20 2i '
Por tanto
1 ' log 2 2)i 2
N 22t 21 2

De los limites tomados en (2) deducimos
2 2
%z’+[+0:7rlog2+%i,
luego la integral pedida es

/+°° log(z? + 1)
I= o T
0

1 dx = mlog2.

16. Estudio de la biyectividad de f(X) = (ANX, BN
X)

Sean A y B dos partes no vacias de un conjunto F y
f:PE)—PA) xP(B), f(X)=(AnNnX,BnX).

(a) Estudiar la inyectividad de f.
(b) Estudiar la sobreyectividad de f.
(c) Determinar f~! en los casos en los que f sea biyectiva.
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Solucién. (a) Veamos que f es inyectiva si y s6lo si AU B = E. En efecto,
supongamos que f es inyectiva. Tenemos f(E) = (ANE,BNE) = (A, B).
Por otra parte f(AUB) = (AN(AUB),BN(AUB)) = (A, B). Es decir
f(E) = f(AU B), luego AU B = E por ser f inyectiva. Reciprocamente,
supongamos que AU B = E. Entonces,

fX)=fY)=(ANnX,BNnX)=(ANY,BNY)
BQX:BHYi(AmX)U(BmX):(AmY)U(BmY)
=XN(AUB)=YN(AUB)=XNE=YNE=X=Y

y por tanto, f es inyectiva.

(b) Veamos que f es sobreyectiva si y solamente si AN B = (). En efecto,
si f es sobreyectiva existe X € P(E) tal que f(X) = (A,0). Entonces,
ANX =Ay BNX = 0. De aqui se deduce A C X C B¢, luego AN B = 0.
Reciprocamente, si AN B = (), sea (X,Y) € P(A) x P(B). Tenemos

f(XUY)=(AN(XUY),BN(XUY))
=(ANX)U(ANY),(BNX)U(BNY))=(XUDPUY)=(X,Y),

luego f es sobreyectiva.
(c) De los apartados anteriores, f es biyectiva si y sélo si, Ay B son com-
plementarios en E. Si es biyectiva,

fHiP(A) x P(B) = P(E), [fHX,Y)=XUY.

{AmX_AmY

17. Extremos de f: (RY)> = R, f(z,y,2) = z™y"zP
sobre un plano

Hallar, caso de existir, los valores extremos de la funcién
I (R+)3 =R, flz,y,z) =x"y"2P (m.n.p enteros positivos)
conz+y+z=a(acR").
Solucién. El problema es equivalente a hallar los extremos de la funcién
9:Q—=R, g(z,y) =2"y"(a—z—y)"
en el abierto Q = {(z,y) € R?: 2 > 0,y > 0,a — x —y > 0}. Puntos criticos

de g,

@ =0 [ _ o 4 ] m—1, n o . p—1
O e o ma —my — (m+p)x]z y'(a—z—vy)

9 _, [na —nx — (n+p)yla™y" a—z —y)"~ "
dy
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Como x>0,y >0,ya—x—1y >0, el sistema anterior es equivalente a
(m+p)x +my =ma
nz + (n+p)y = na,

cuya Unica solucién es

< ma na >
S \m+n+p m+n+p/)’

y se comprueba inmediatamente que P € ). El hessiano de g en P es

— de gwx(P) gxy(P) _
Ay () = ot o) O] =

ma 2(m+n+p—2) ) L o1 a1
=(m4+n+ - R Sl S
( P) <m+n+p> b
Por otra parte,
dg
—(P)=...
5 L)

ma m-1 na " pa p-1
e (5) ) ) <o
m+n+p m+n+p m-+n-+p

Dado que g € C?(€2), deducimos por un conocido teorema que g alcanza un
maximo en el punto P. Hallando la z que corresponde al punto P, obtenemos

ma na pa S a mntp
Jmax : ; =m"n"p’ | ——— :
m+n+p m+n+p m+n+p m+n-+p

18. L =1lim, 5xf26 sin usar la regla de L’Hopital

5eT+5
Si usar la regla de L’Hopital, calcular el limite
2 x
I—=lim—>%¢
z—0 bx — 5e® + 5

Solucién. Podemos expresar

x 2 1 2
L=lim&™__* 7
z—0 5 14+ x—e€” 5z—=01+x —e®
~—_——

A

y por tanto, basta hallar A. Sea x > 0 y consideremos la funcién

.7}2

F:[0,z] - R, F(t) =t — ———
[0, 2] (t) [p——

(14t —eb).
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Es inmediato verificar las hipétesis del teorema de Rolle para F' en [0, z]
obteniendo un & € (0, z) tal que
x? 2¢

14+xz—er 1—¢f

Usando que e¢ — 1 ~ ¢ cuando & — 0,

T 2

€ X

. ., 2 2

lim ————— =—- lim — = ——.
=0t b 1+x—e®  Hesot =€ 5
Usando la misma funcién F en el intervalo [z,0] con x < 0 obtenemos

er x? 2

lim ——— — —,
z—0—- D 14+ax—e¥ b

con lo cual L = —2/5.

19. Diagonalizacién de A € R?>*? con funciones hi-
perbdlicas

Estudiar para qué valores de x € R la siguiente matriz es diagonalizable

en R
- |:COSh{L‘ sinh :c]

sinhz coshz|’

En cada caso, hallar la forma canénica de A.

Solucidén. Polinomio caracteristico de A
x(\) = X2 — (traza A)A + det A = X\? — (2cosh )\ 4 cosh? z — sinh? z
=\ - (e®+e ™) A+ 1.
Valores propios de A

x+ -z L T 4 7962,4
>\2—(e1’+e_“‘))\+120<:>)\:€ ‘ \/(26 )

e T ey el +e T /(er—e )
2 N 2
_ e +e* iz(em —e ) _{e" e

Entonces, e = e™@ & e?* =1 & 22 = 0 < 2z = 0. Para z = 0 obtenemos
la matriz A = I, que es diagonal. Si x # 0, tenemos e* # e % y A es
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diagonalizable en R al tener dos valores propios reales simples. Concluimos
que A es diagonalizable para todo x € R siendo su matriz diagonal;

20. Infinitud de los niimeros primos, demostracién
topoldgica

Desarrollamos la demostracion de Furstenberg de la infinitud de
los numeros primos basada en ideas topoldgicas.

Proporcionar una demostracién topoldgica de la infinitud de los niimeros
primos

Solucién. Para cada a,b nimeros enteros con b # 0 consideramos el sub-
conjunto de Z :

a+bZ={...,a—2b,a—-b,a,a+b,a+2b, ...},

y la clase B de subconjuntos de Z : B={a+bZ : a,b€ Z ,b+# 0} es decir,
B es la clase de todas las progresiones aritméticas no constantes en Z . Dado
que a +b7Z = a — b Z también podemos suponer que b > 0. Veamos que B
cumple las dos conocidas condiciones para formar base de una topologia en
7.

(i) Como 041 Z = Z se verifica trivialmente que Z es unién de elementos
de B.

(i1) Sean a+bZ y o' + V' Z elementos de By c€ (a+bZ)N (d +V Z)
,entonces a+bZ =c+bZya +b Z=c+Vb Z.Sidesel minimo comtin
multiplo de by b es claro que ¢ € ¢c+d Z C (¢+b Z)N(c+b Z) . Concluimos
pues que B es base para una topologia 7 en Z.

Para cada primo p el subconjunto de Z,

F,=Z—-((1+pZ)UQ2+pZ)U...U((p—1)+pZ))

es cerrado pues es el complementario de una unién de abiertos (que es abier-
to). Sea ahora F' = |J, F, en donde p varfa en el conjunto de los nimeros
primos. Si solamente existiera un niimero finito de primos, entonces F' seria
unién finita de cerrados y por tanto, cerrado. Dado que F, = p Z todo
entero k # £1 pertenece a algin F), es decir Z — F' = {—1,1} . Pero clara-
mente {—1,1} no es abierto por no ser unién de progresiones aritméticas no
constantes y por tanto F' no es cerrado.
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Por tanto, de la hipétesis de existir solamente un nimero finito de primos
llegamos al absurdo de que existe un conjunto F' en una topologia T que es
a la vez cerrado y no cerrado. Se concluye pues que existen infinitos niimeros
primos.

21. Ay B matrices reales y semejantes como com-
plejas, lo son como reales

(i) Sean A y B matrices reales y semejantes como matrices complejas. De-
mostrar que también son semejantes como matrices reales.

(ii) Aplicacién. Demostrar que si X es una matriz real tal que X? = —1I,
entonces, para algin n entero positivo,

X =PJP ' conJ= [0 _In} )

I, 0
donde P es una matriz real no singular e I,, la matriz identidad de orden n.

Solucién. (i) Si Ay B son semejantes como matrices complejas, existe una
matriz compleja P invertible tal que B = P~'AB. Expresemos P = Q + iR
en donde ) y R son reales. Tenemos las equivalencias

B=P AP & PB=AP & (Q +iR)B = A(Q + iR)

& QB+iRB=AQ +iAR = QB = AQ A RB = AR.

Por tanto, para todo A real o complejo se verifica
(Q+ AR)B = A(Q + \R). (%)

El polinomio ¢(\) = det(Q + AR) es polinomio con coeficientes reales y
ademds no tiene nulos todos sus coeficientes pues ¢(i) = det(Q + iR) =
det P # 0. Esto implica que existen valores reales de \ tales que ¢(\) # 0.
Sea Ag uno de estos valores y consideremos la matriz S = @ + \oR. Esta
matriz es real, invertible y verifica segtin () que B = S"'AS i.e. Ay B son
semejantes como matrices reales.
(ii) Dado que X2 + I = 0, un polinomio anulador de X es p(\) = A% + 1,
luego el polinomio minimo u(\) de X divide a p(A). Como p y p han de tener
los mismos factores irreducibles en R[)], necesariamente p(\) = A% 4 1, por
tanto y los valores propios de X como matriz compleja son +i y al ser X es
real, aparecen con la misma multiplicidad.

Dado que u(\) se descompone en factores lineales en C[\], X es diago-
nalizable en C y semejante a la matriz diagonal D = diag(il,, —il,). Por
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otra parte

0 -1 0 -1 -1 0
2 _ n n| __ n _
e | A A R
luego J es semejante a D y por tanto J es semejante a X (como matrices

complejas). Del apartado anterior deducimos que existe P real e invertible
tal que X = PJP~L.

22. El conjunto de las fracciones diadicas en [0, 1]
es denso

Sea D el conjunto de las fracciones diddicas (fracciones cuyos denomina-
dores son potencias naturales de 2) en el intervalo [0, 1]. Es decir

_{11313571 15 }

27474787878787E7"'7E7"'
Demostrar que D es denso en [0, 1], i.e. D = [0,1].

Solucién. Como D C [0,1] y [0, 1] es cerrado, se verifica D C [0, 1] pues D es
el menor de los cerrados que contiene a D. Veamos ahora que [0,1] C D. Es
suficiente demostrar que para todo a € [0, 1], cualquier intervalo (a—e,a+¢€)
con € > 0 contiene un punto de D. Dado que lim (1/2") = 0, existe una
potencia ¢ = 2™ tal que 0 < 1/¢q < e. Consideremos ahora los intervalos

ool ol o ) 15
’q? q’q? q’q ’y Tt q ) q ) q7 N

Como [0, 1] es la unién de los intervalos anteriores, el punto a pertenece a

alguno de ellos; llamémosle [%, mT‘H} . Es decir, se verifica % <a< mT‘H.

Ahora bien, como 1/q < e,
m
a—e< —<a<a-+te
q

Esto implica que el punto m/q de D pertenece al intervalo (a — €,a +€) y
queda demostrado que D es denso en [0, 1].

23. Integral triple [[[.2"y"zP(1 —z —y — 2)%dzdydz

Calcular la integral triple

I= /// 2"y 2P(1—x —y— z)ldxdydz
T
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siendo T el recinto limitado por los tres planos coordenados y el plano x +
y+z=1,y m, n, p, q enteros positivos.

Solucién. Podemos expresar I como las integrales reiteradas

1 11—z l—z—y
I= / :Cmda:/ y”dy/ (1 —z—y—2)dz.
0 0 0

Denotando a = 1 — x — y, la tercera integral iterada es

l-z—y a a
/ zp(l—x—y—z)qdz—/ zp(a—z)qdz—aq/ 2P (1—i>qdz
0 0 0 a

_ grtatl /Oa (§>p (1 — §>qd <2> = aPtatt /01 (1 — 2)%dz

t=z/a

prori L@+ +1) gPratl plq!

— P IB(p+ 1,9+ 1) =a _pre
(P+1a+1) T(p+q+2) (p+q+1)

Entonces,

p'q| 1 1—x ot
I:”/:Bmdx/ "1 —xz—y)PTidy.
p+a+1!Jo 0 v v) !

Llamando b = 1 — = tenemos

1—x b
/O yi(1 -z — )Py = /0 y" (b — y)Pretidy

mreet [ (=3 e ) (-5 ()

1
= bn+p+q+2/ (1 — PTGt = " PTIB(n 4+ 1,p + g + 2)
~~ 0

t=y/b
— bn+p+q+2r(n + I)F(p +q+ 2) _ bn+p+q+2 n'(p +q+ 1)'
L(n+p+q+3) (n+p+q+2)
Podemos por tanto escribir
Iq! ! 1)! 1
I — pq ' nl(p+q+1) '/ xm(l—m)n+p+q+2dx
(p+ag+)!(n+p+q+2)!J
nlplq!
= B 1 3
m+p+q+m!(m+’”+p+q+)
nlplgd  T(m+1I'(n+p+q+3)

m+p+q+2) T(m+n+p+q+3)
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n!plq! ml(n+p+q+2)!
(m+p+qg+2)!'(m+n+p+q+3)!

m!n!plq!
(m+n+p+q+3)!

24. Maiaximo de f(z1,...,2,) = Y. log(l + ;) con
Dl Ti=a

Determinar el maximo de la funcién
n
f: (R+) _>R7 f($1uaxn)zzlog(1+ml)7
=1

con la restriccion zq1 + - - -z, = a (a real y positivo).
Sugerencia: usar que la media geométrica de n niimeros reales y no negativos
no es mayor que su media aritmética.

Solucién. Podemos expresar f(z1,...,2,) = log[[;-;(1+z;). Dado que la
funcién logaritmo es estrictamente creciente, el punto donde se alcanza el
maximo absoluto de f es el mismo en el que se alcanza el maximo absoluto
de

n
g(x1, ..., xn) = H(l + ;).
i=1
Usando que la media geométrica de n niimeros reales y no negativos no es
mayor que su media aritmética,

H(l + ;) <

i=1

Como x1 + - -z, = a, se verifica

n

gy, o) = [JA+ ) = (L+2) 1+ 22) ... (1+ 2)
=1

- (I+z)+ 4+ Q+zp)+ QT+ (@a—21... —2p_1))]"

n?’L
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:M:(HE)”:K
nn n

El nimero K es por tanto una cota superior de g, cota superior que se
alcanza pues

Pz(%,%,...,%)ég(P)z(l—i—%) (1+%>...(1+%>:K.

El maximo de la funcién f es por tanto

fmix(P) = log (1+ %)” = nlog (1+ %) _

25. Ideal maximal en el anillo de las funciones de
clase infinito

(a) Sea A = C*™(R) el conjunto de las funciones de clase infinito de R en R.
Demostrar que es un subanillo del anillo F(R,R) de las funciones reales de
variable real, con las operaciones habituales suma y producto.

(b) Demostrar que I = {f € A: f(0) =0} es ideal de A.

(c) Demostrar que I es ideal maximal de C*°(R).

Solucién. (a) Si f y g son funciones de clase infinito en R, también lo son
f—gvy fg, de acuerdo con conocidas propiedades de andlisis. Por el teore-
ma de caracterizacién de subanillos concluimos que A es subanillo del anillo
F(R,R). Ademss, al ser F(R,R) conmutativo asi lo es A, y al ser la funcién
constante 1 de clase infinito, A es unitario.
(b) Para todo f, g € I se verifica (f—g¢)(0) = f(0)—g(0) = 0—0 = 0, es decir
f—g € l. Paratodo h € Ay para todo f € I se verifica (hf)(0) = h(0)f(0)
= h(0)-0 =0, es decir hf € I. Concluimos que I es ideal de A.
(c) Bastard demostrar que C*°(R)/I es un cuerpo. Sea [f] € C*°(R)/I con
[f] # [0], esto implica que f —0 = f ¢ I y por tanto f(0) # 0. Considere-
mos la funcién constante g(x) = 1/f(0) que claramente es de clase infinito.
Tenemos

1

(fg—l)(U)=f(0)'m—1=0$f9—1=f=>[f][g]Z[fg]Z[l],

y por tanto todo elemento no nulo de C*°(R)/I tiene inverso.
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26. Suma > -, (I — A)" en un espacio de matrices

Sea K el cuerpo de los reales o los complejos, y || || una norma matricial
en el espacio vectorial E = K"*" de las matrices cuadradas de orden n con
coeficientes en K. Sea A € K™ tal que ||A — I|| < 1. Demostrar que la
serie Y 0o (I — A)¥ es absolutamente convergente y que

i([ —AF =471

k=0

Solucién. Dado que la norma dada es matricial, se verifica ||M || < || M]| || N]|
para todo par de matrices M, N € E. Entonces,

k k k
| —a| <1 - Al =ja-1F.
La serie geométrica > ;o |4 —1 I¥ es convergente pues por hipétesis, el

médulo de ||A — I]| es menor que 1. Entonces, usando el criterio de la ma-
yorante

0< |- <pa-1*
= i H(I — A)kH es conv. = i([ — A)k abs. conv.

k=0

Denotemos ahora B = I — A. Tenemos
(I — B) ZBk (I-B)(I+B+B*+---+B")

=([I+B+B*+---+B"Y)Y-(B+B*+B*+---+B")=1-B"

35



27 Caracterizacién de una topologia por axiomas de clausura de
36 Kuratowski

Al ser la norma dada una norma matricial se verifica p(B) < ||B]|, siendo
p(B) el radio espectral de B, con lo cual B™ — 0 cuando n — oo. Entonces,

n—1 n—1 >
(I-B)Y B*"=I-B"=(I-B)lim » B"=1-0=(I-B)Y B*=1
o n—>ook:0 =0

k _ k _ 4—1
= A (I-Af=I=> (T-AF=4a"
B=I-A k=0 k=0

27. Caracterizacién de una topologia por axiomas
de clausura de Kuratowski

Sea X un conjunto no vacio y sea k : P(X) — P(X) una aplicacién que
saisface los llamados axiomas de clausura de Kuratowski:

] k() =0.

] ACk(A) para todo A € P(X).

3] k(AUB) =k(A)UEk(B) para todo A, B € P(X).
| k(kE(A)) =k(A) para todo A € P(X).

Demostrar que existe una tnica topologia en 7 tal que k(A) es la clausura
de A para todo A C X.

Solucién. Supongamos que existe una toplogia 7 en X de tal manera que
la clausura o adherencia de cada conjunto A coincide con k(A) i.e. A = k(A).
Por la conocida caracterizacion de los cerrados de una topologia, la familia
de cerrados de 7 ha de ser necesariamente

F={FCX:k(F)=F},
la cual determina univocamente una topologia
T={GCX:GeF}

Veamos que F cumple las tres propiedades de los cerrados que caracterizan

a una topologia. Es decir,

(a) 0 y X pertenecen a F.

(b) Uniones finitas de elementos de F pertenecen a F.

(c) Intersecciones cualesquiera de elementos de F pertenecen a F.
Efectivamente,

(a) O € F por [Ki]. Por [K3] se verifica X C k(X), luego X = k(X) y por
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tanto X € F.
(b) Si {F;} es familia finita de elementos de F tenemos por [Ks]

k (UzFl) = Uzk(Fz) = U F; = VU, F;, € F.
(c) Del axioma [K3],
MCN=k(N)=k[(N\M)UM]=k(N\M)UKk(M)= k(M) C k(N).

Sea ahora {F;} una familia (finita o no) de elementos de F y llamemos
F = N;F;. Entonces,

FCFEVi=k(F)Ck(F;)Vi=Ek(F) Cnk(F;)=n;F,=F

es decir F' C k(F), y por el axioma [Ks], F C k(F) luego k(F) = F y por
tanto F' € F.
Falta demostrar que para todo A C X se verifica A = k(A). En efecto,

A= (] F= N F.

FeF A ACF k(F)=F A ACF

Por [K4|, k(A) = k(k(A)) es un conjunto cerrado que contiene a A y por

tanto A C k(A). Por otra parte,

Ac N F:>k(A)Ck:< N F): N F

FeF NACF FeF N ACF FeF NACF

A.

Es decir, A C k(A) y k(A) C A luego k(A) = A.

28. Acotacién por ¢ de las soluciones de un sis-
tema diferencial

Sea A € R™ ™  con n valores propios distintos y la parte real de cada
valor propio A es menor que algin niimero negativo a. Demuestre que para
cada solucién de X'(t) = Ax(t), existe tp > 0 tal que

X @) < e sitg <t

Solucién. Las soluciones del sistema X'(t) = Az(t) son de la forma X (t) =
et4C. Tomando normas

Xl < lle el @
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La matriz A tiene n valores propios distientos en C, en consecuencia es
diagonalizable en C. Existe por tanto una matriz invertible P € C™*" tal
que A = PDP~! con D la diagonal de valores propios. Entonces,

e 4] =[PP < IPI e[ 1P| = e(P) €],

en donde ¢(P) = ||P|| ||[P~!|| es el ntimero de condicién de P.

La matriz e'? es de la forma

e'? = diag (emlwu’)t, lca=Buit  (optBpi)t e(arﬂpnt)

y (etP) el = diag (e21,. .., e2%!), luego

||| = y/méx{e2t} = méx{e™*} = ™ (m = méx {a;}).

Usando (1) podemos escribir || X (¢)|| < ¢(P)||C|| e™. Tenemos las equiva-
lencias

IX()] < e & o(P) ]| ™ < e & e(P) ]| < @,

Dado que o« —m > 0, se verifica e(®™! — 400 cuando t — +oc0. Es decir,
a partir de un ty se verifica ¢(P) ||C]| < el® ™" y por ende || X (t)] < e®* si
t > 1.

29. Generatrices rectilineas de un hiperboloide de
una hoja

Consideremos el hiperboloide de una hoja
22y 2
a2 2

v los haces de rectas

H : =1 (a>0,b>0c>0)

T =acost+ Aasint T =acost — Aasint
Li:{ y=nbsint —Abcost L,:{ y=bsint+ \bcost
z= A\ z= A

en donde t € [0,27) y A € R.

(a) Demostrar que todas las rectas de L; y todas las de L} estdn contenidas
en H.

(b) Demostrar que por cada punto de H pasa una y sélo una recta de cada
haz (por tanto L; y L} son dos haces de generatrices rectilineas de H).

(c) Demostrar que las rectas L; no se cortan. Idem para las rectas de L.
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Solucién. (a) Para todo (¢,A) € [0,27) x R y eligiendo un punto genérico
(.’IZ, Y, Z) S Lt

22y 22 a*(cos®t+ A?sin®t 4 2\ costsint)

a2 b2 2 a?

N b2(sin®t + t2cos®t — 2\sintcost)  c?\2

b2 c?

= cos®t +sin®t + A\*(cos® t +sint) — A% =1,

lo cual prueba que las rectas de L; estan contenidas en H. Andlogo razona-
miento para Lj.
(b) Sea (x,y, z) un punto de H y denotemos A = z/c. Tenemos

AN S R N S P A
N+la MN+1D A +1la MN+1D

2 2
O )t ()

En consecuencia, existe un unico ¢ € [0, 27) tal que

- A x+ 1 y
sint = - =
M 4+la MN+1b
; 1 =z Ay
cost = - — =
M4+1la MN+1b

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos facilmente

T =acost+ Aasint
y =bsint — Abcost  (t €[0,27), A € R),

z= M\

y por tanto (z,y, z) pertenece a una tunica recta de L.
Para todo punto (z,y, z) de H también se verifica

Az 1y2+ 11:+)\y2_1
M +la MN+1b AN +la MN+1b)
Razonando de manera totalmente andloga deducimos que existe un tnico
t € [0,27) tal que

T =acost — \asint
y =bsint + Abcost  (t €[0,2m), A € R),
z =\
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y por tanto (z,y, z) pertenece a una tunica recta de L;.
(c) Supongamos que las rectas Ly, y Ly, se cortan en el punto (z,y, z), y que
este punto corresponde a los pardmetros A1 y Ag respectivamente. Entonces,

A1 =Xy = z/c= A Ademés,

A E+ 1 y
M4+1la MN+1b
1 T A Y
M4+1la MN+1b

sint] =sinty =

costy = costy =

y por tanto, t; = t3. Anédlogo razonamiento para las rectas Lj.

30. Semianillo tropical
En el conjunto T = R U {+o0} se definen las operaciones
r@®y=min{z,y}, z0Oy=z+y.

(a) Demostrar que (T, @) es semigrupo abeliano con elemento neutro.

(b) Demostrar que (T, ®) es también semigrupo conmutativo con elemento
unidad.

(c) Demostrar que la operaciéon ® es distributiva respecto de la operacién
@. Es decir, que para todo x,y, z € T se verifican las igualdades

) rzOyd2)=(0y) & (z0e=2),
i) (2®y) Oz=(x02)® (y©2).

(d) Demostrar que O7 anula a todo elemento de T, es decir que
Or®@rx=200pr=0 VreT.

Nota. Los apartados anteriores prueban que (T, ®,®) es un semianillo con-
mutativo. Se le denomina semianillo tropical.

(e) Paran > 1 entero y a € T, denotamos a" =a®a ® ... ® a (n veces).
Demostrar que para todo z,y € T se verifica (z @ y)? = 22 @ 2.

(f) Demostrar que para todo entero n > 1y x,y € T se verifica (z & y)" =
" o y".

Solucién. (a) Interna. Para todo =,y € T es evidente que x @y € T.
Asociativa. Para todo x,y,z € T,

(x®y) ® 2z =min{z,y} & z = min {min{z, y}, 2} = min{z,y, 2}

=min{z,min{y, 2}} =z ®min{y, 2z} =2 ® (y ® 2).
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Existencia de elemento neutro. Denotando Op = +o00, tenemos para todo
xeT:

z @ 0p = min{z, +oo} =2z, 07 @2 = min{+oo,z2} =z,

es decir Or es elemento neutro para la operacién .

Conmutativa. Para todo z,y € T, x & y = min{z,y} = min{y,z} =y & z.
(b) Interna. Para todo z,y € T es evidente que x ® y € T.

Asociativa. Para todo x,y,z € T,

(zOy)oz=(r+y)Oz=(x+y)+=2
=z+(y+2)=r+Yy0o2)=20(yo2).

FExistencia de elemento unidad. Denotando 17 = 0, tenemos para todo
zeT:
zrOlp=z+0=2z, lpOx=0+zx=uz,

es decir 17 es elemento neutro para la operacién ©.
Conmutativa. Para todo z,y e T,z Qy=ax+y=y+x =y P x.
(c) i) Para todo z,y,z € T,

x®(y®z)=z+min{y, 2z} =min{z+y,z+ z}
=@ty o@t+z)=(20y o (ro:2).

Dado que las operaciones @ y ® son conmutativas, también se cumple 7).
(d) Para todo = € T, se verifica

Op ®x = (+00) + = 400 = 0p,

y al ser ® conmutativa, también se verifica z ® Op = Op.
(e) Para todo z,y elementos de T :

(z@y)? = (z®y) © (¢ ©y) = min{z,y} + min{z, y}
= min{2z,z + y, 2y} = min{2x, 2y}.
@y’ =(102)6 (yoy) = (r+2)& (y+y) = mn{2z, 2y}.

Es decir, (z @ y)? = 22 @ 2.
(f) La igualdad es trivialmente cierta para n = 1. Sea cierta para n — 1.
Entonces,

oy =@ey ooy =@ey) o @@ ey")
= min{z,y} + min{(n — 1)z, (n — 1)y}
= min{nz, (n — )z +y,z + (n — 1)y, ny} = min{nz, ny}.

Por otra parte, 2" ®y" = (nz) ® (ny) = min{nz, ny} y por tanto la igualdad
es cierta para n.
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31. Seminorma del supremo en el anillo de las fun-
ciones continuas

Sea R = C(I) el anillo de las funciones reales continuas en el intervalo I =
a, b] con las operaciones habituales suma y producto. Se define la aplicacién
b 1 i habitual ducto. Se define la aplicacié

N:R— R, N(f)=sup{|f(x)|:xz €I}

(a) Demostrar que N es una seminorma en R (se la denomina seminorma
del supremo).
(b) Demostrar que tal seminorma es arquimediana.

Solucién. (a) Recordamos que si R es un anillo unitario (elemento unidad
1g) una seminorma en R es cualquier aplicacién N : R — RT cumpliendo
los axiomas

N(lg)=1.
(2) N(zy) < N(z)N(y) Vz,y€R.
(3) N(z+y)<N(z)+N(y) Vr,y€R.

Veamos que la aplicacién dada satisface en el anillo de las funciones dado
los axiomas anteriores. Efectivamente, la funcion N estd bien definida por
un conocido resultado de Andlisis. La funcién 1 es 1p(z) = 1 para todo
z € I, por tanto

N (1g) =sup{|lg(x)|:x €I} =sup{l:z € I} = 1.
Sean ahora f,g € R. Tenemos
N(fg) =sup{|(f9)(@)| : x € I} = sup{|f(z)g(z)| : = € I}
= sup{[f(z)|[g(z)| : x € I}
< sup{|f(2)] : & € T} sup{lg(a)| : 2 € T} = N(/)N(g).
Por otra parte,
N(f +9) =sap{|(f + 9)(@)| : @ € I} = sup{|f(2) + g(x)| : 2 € I}
= sup{[f(z)| + lg(z)| : z € I}
< sup{|f(2)] : & € I} + sup{lg(z)| : 2 € I} = N(f) + N(g).

Por tanto, N es seminorma.
(b) Recordamos que una seminorma en un anillo unitario R se dice que es
no arquimediana si el axioma (3) es sustituye por la condicién més fuerte

(3") N(x+y) <méx{N(z),N(y)}Vz,y € R,
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llamada desigualdad ultramétrica, y si no se cumple (3') la seminorma se
dice que es arquimediana. Es facil verificar que en el anillo de las funciones
continuas dado, N es arquimediana. En efecto si f = g = 1 tenemos

N(f)=N(g) =1y
N(f+g)=sup{(lg +1g)(z) :z €I} =sup{2:x € [} =2,

lo cual implica que 2 = N(f 4+ ¢g) £ max{N(f),N(g)} = 1.

32. A= {(z,y) e R*:y=sin(1/z)} U{(0,0)} conexo,
pero no por caminos

En R? con la topologia usual se considera el subconjunto

A={(z,y) € R?:y = sin(1/z)} U {(0,0)}.

(a) Demostrar que es conexo.
(b) Demostrar que no es conexo por caminos.

Solucién. (a) La funcién f(z) = (z,sinl/x) es continua sobre cualquier
subconjunto de R que no contiene a 0. Escribamos A = AT U A~ siendo
AT ={(0,0)} U £ ((0,+00)) y A~ ={(0,0)} U f ((—00,0)).

Ahora bien, f ((0,400)) es conexo por ser imagen continua de un conexo.

Como (0,0) es punto limite de f ((0,+00)) se concluye que A1 es conexo.
Andlogamente se demuestra que A~ es conexo. Como AT N A~ # ), se
deduce que A es conexo.
(b) Supongamos que existiera un camino 7y : [0,1] — A uniendo (0,0) con
(1/m,0). Consideremos el conjunto cerrado =1 ({(0,0)}) y sea M el supremo
de este conjunto. Entonces, sobre el intervalo [M, 1] tenemos (t) = (0,0) si
y solo si t = M. Parametricemos la curva v(t) = (z(t),y(t)) de tal manera
que M = 0. Tenemos:

7(0) = (0,0

x(t) # 0, y(t) =sin(1/z(t)) sit > 0.
Elijamos ahora para cada n un entero a,, tal que 2/ma,, pertenece al intervalo
(0,z(1/n)). Aplicando el teorema del valor intermedio, obtenemos un ¢, €
(0,1/n) tal que z(t,) = 2/may. Entonces, t, — 0 pero v(t,) no tiende a
(0,0). Esto contradice la continuidad de ~.
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33. Limite L =lim,_, ”3_;# por tres métodos

, T —sinx
Calcular L = lim —
x—0 xT

(a) Usando la regla de L'Hopital.
(b) Usando un desarrollo limitado de Maclaurin de sin z.
(¢) Usando algin método esencialmente distinto de los anteriores

)

Solucién. (a) Usando la regla de L'Hopital,

I — lim x—sginx _ {O} — i 1 —cosz
x—0 x

= lim = lim
1—cosz~x2/2

(b) Usando el desarrollo limitado de orden 2 del seno,

[y — 3 3 3/a _ 3
L= lim ® [z — x°/6 + o(x?)] — i © /6 — o(x?)
x—0 3 z—0 x3

1 o(x?) 1 1

= 1’ — = — = —.

250 <6 T3 > 6 0% %

(c) Usando el cambio de variable t = 3z,
., 3t —sin 3t
L=

Usando la férmula sin 3¢t = 3sint — 4sin® ¢,

. 3t —3sint +4sin®t
L =1lim
t—0 27t3

Entonces,

34. Teorema de Casorati-Weierstrass: singularida-

des de 1/f

Sea U C C abiertoy f : U\ {a} — C analitica, con singularidad esencial
en a 'y que no se anula en : U \ {a}.



Fasciculo 2. Monografias 26-50 45

(a) Usando el teorema de Casorati-Weierstrass, estudiar el tipo de singula-
ridad que presnta 1/f en a.

(b) Verificar el resultado anterior para la funcién f(z) = e
desarrollos en serie de Laurent en una corona de centro 0.

/2 mediante

Solucién. (a) Recordemos el teorema de Casorati-Weierstrass:

Sea f(z) analitica en 0 < |z — a] < Ry a una singularidad esencial de f(z).

Entonces, Yw € C, Ve > 0, V§ > 0, existe un z € C tal que 0 < [z —a| < ¢

y |f(2) —w| < €. Es decir, en un entorno de una singularidad esencial, la

funcién toma valores arbitrariamente proximos a cualquier nimero complejo.
Existen por tanto dos sucesiones {z,} y {w,} en U \ {a} tales que

ngr—ir-loo n = ngmoo f(Zn) o 0
Entonces,
i 1 . 1
im ——=-— im
n—+oo f(zy) a’  n—o+oo f(wy)

Es decir, no existe lim, 4 1/f(2) ni finito ni infinito. Por tanto, 1/f tiene
una singularidad esencial en a.
(b) El desarrollo en serie de Laurent de f(z) = €'/ en 0 < |z| < +00 es

1 1/23 1/3!  1/2!
flz) =1+ /Z+ /Z /Z+:--~+/—3+/—2 —+1
3! z z

La serie de Laurent tiene mﬁmtos términos en su parte principal, por tanto
0 es singularidad esencial de f. El desarrollo en serie de Laurent de 1/f(z) =
1/e!/? = e 1% en 0 < |2| < 400 es
1 1/z 1/ 1/23 /30 1/21 1

7:1_L+ / _/74_:..._/73_‘_/72_,_‘_1

f(2) 1! 2! 3! z z
La serie de Laurent tiene infinitos términos en su parte principal, por tanto
0 es singularidad esencial de 1/f.

35. Minimo de L(f) = fabf(x) dr - f;% mediante
la desigualdad de Schwarz

Utilizando la desigualdad de Schwarz, demostrar que si f(z) es continua
y positiva para a < x < b, el producto

/fd‘” m

es minimo si y sélamente si f es una funcién constante.
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Solucién. El espacio E = Cla, b] de las funciones reales continuas en [a, b]
sabemos que es un espacio euclideo provisto del producto escalar

b
(f2) = [ A fala) do
Se verifica por tanto la desigualdad de Schwarz
(fi f)? < AP fll® Vf1,f2e B. (1)

Lamemos fi = fy fo = , que es continua en [a,b] (f > 0). Usando (1),

1
VT
b dx
e dw} < (1
[/ o f(2)
= (b—a)* < L(f).
Entonces, M = (b— a)? es cota inferior de L(f) y la cota se alcanza cuando

la desigualdad de Schwarz se convierte en igualdad, es decir si y solamente
si fi = Afz con A € R, es decir, si y solamente si

A
vI= i

que equivale a f = A (constante).

36. Polinomios de Legendre y operador simétrico

En el espacio vectorial E = R, [z] de los polinomios reales de grado < n
se define la aplicacion

T:-E—E, T(f)= (pf')/ con p(z) = 2% — 1.

(a) Demostrar que T es lineal.

(b) Hallar la matriz de T en la base candnica de E.

(c) Determinar el espectro de Ty estudiar si T es diagonalizable.

(d) En el espacio vectorial euclideo que se obtiene al dotar a E del producto
escalar

1
— / f(@)g(x) da
-1

estudiar si el endomorfismo T es simétrico y determinar la matriz de T
respecto de la base

BL - (p07p17 o 7pn)

formada por los polinomios de Legendre de grados 0,1,2,...,n.
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Solucién. (a) La aplicacién estd bien definida pues si f # 0,
grad f =k =grad (pf') =2+ (k—1)=k+1

= grad (pf’)l =k = grad T(f) = k,

ysi f=0,T(f) =0, por tanto T" transforma elementos de E en elementos
de E. Veamos que T es lineal. En efecto, para todo o, 8 € R y para todo

f,geFE
T(af + Bg) = (p(af + B9)) = (p(af' + Bg"))’
= (apf'+ Bpg) = o (pf') + B8 (pg)" = aT(f) + BT(9).

(b) Hallemos los transformados de la base canénica B = (1,z,22,...,2").
Tenemos para 2 < k <n

/

T(a*) = ((m2 - 1)(95’“)’)/ - (k:(x2 _ l)xk—1>

/
- (kxk“ - kxk_1> = k(k + 1)a* — k(k — 1)a2.

Por otra parte, T'(1) = 0 y T'(z) = 2z. Entonces,

T(1)=0
T(z) =2x
T(2*) = 62% — 2

T(2%) = 1223 — 62

T(z") = n(n+1)z" —n(n — 1)z" 2

y la matriz M de T en B es

00 —2 0 0
02 0 —6 0
00 6 0 0
M=10 0 o0 12 0
00 0 0 ... nn+1)]

(c¢) La matriz M es triangular, por tanto el espectro de T' es

Spec (T) ={0,2,6,12,...,n(n+1)}.
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Los valores propios son todos reales y simples, en consecuencia 1" es diago-
nalizable.
(d) Recordemos que los polinomios de Legendre

1 dF
2k k! dak [(gﬂ - 1)k] (k=0,1,...,n),

forman una base ortogonal en el espacio euclideo dado. Sean f,g € F tales
que f = ZS Py g = 28 Bjp;. Entonces,

pn(T) =

Tfa Zaszzszjp] Z 047,6]<sz,]7]>

i.j=0

Andlogamente obtenemos (f, Tg) = ZZ]’:O a;B3j(pi, Tp;). Por otra parte,

Tlpr(2)] = [(2* = Dpj(2)) = 2apj(x) + (2® = 1)pi(x)

= ... =k(k+ Dpp(z). (%)

1
(Tpi,pj) = / i(i + 1)pi(z)p;j(xz) = 0sii # j,

—11
(piy ;) = / 30+ Dp@py (@) = 05ii £

En consecuencia, para todo f,g € E

Tf) Zalﬁl Tp’mpl Zaz/82<planZ> - <f7 Tg>7

lo cual implica que T es simétrico. De la 1gualdad () deducimos que la
matriz de T' en By, es D = diag (0,2,6,12,...,n(n + 1)).

37. Forma bilineal a partir de una suma directa

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K y W7 y W5 dos subespacios
de V tales que V.= W @ Ws. Sea f una forma bilineal sobre W; y g una
forma bilineal sobre Ws, y sea la aplicacion

h:VxV =K, h(x,y)=f(x1,y1)+ g(x2,y2)

donde x = x1 + 22 e y = y1 + y2 « e y son las representaciones relativas a la
suma directa Wi @ Wa.

a) Demostrar que h es una forma bilineal sobre V', cuyas restricciones a W
y W5 son respectivamente f y g.

b) Demostrar que si x € Wi e y € Wa, entonces h(z,y) = h(y,x) = 0.
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Solucién. a) La aplicacién h estd bien definida pues al ser V.= W7 @ Wa, la
representaciéon de todo vector de V' en suma de uno de Wi y otro de Wy es
Unica. Veamos que h es forma bilineal. En efecto, para todo «, 5 € K, para
todo x, 2,y € V, y usando las correspondientes descomposiciones:

hax + B’ y) = b [a(xr + 22) + B(2) + 25), y1 + 42
= h [(ax1 + Bay) + (axs + Bxh) ,y1 + ya.
= [ (w1 + Bz, y1) + g (s + By, y2)

Dado que f y g son formas bilineales,

h(ax + B’ y) = af(z1,y1) + Bf (1, 1) + ag(x2, y2) + By(zh, y2)
= a(f(z1,y1) + g(z2,12)) + B (f (@1, 1) + g(xh, y2))
= ah(z,y) + Bh(z, y).

Andlogamente de se demuestra la otra condicién de forma bilneal:
h(z, oy + By') = ah(z,y) + Bh(z,y’) Va,f e KVz,y,y €V.

Sean ahora x,y € Wi. Las correspondientes descomposiciones son z = x +0,
y =y + 0. En consecuencia,

Anélogamente se demuestra que hy, = g.
b) Siz € Wi ey € Wy, las correspondientes descomposiciones son x = x40,
y = 0+ y, por tanto

h(x,y) = f(x,0) +g(0,y) =0+0=0,

h(y,xz) = f(0,2) + g(y,0) =04+ 0=0.

38. Un operador autoadjunto y unitario

Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensiéon finita dotado de un
producto escalar (,) y sea W un subespacio de V. Se considera la aplicacién

T:V—=V, Th=w-1v,

en donde v =w+w' conw e Wy w' € W+.
a) Demostrar que T es lineal.

b) Demostrar que T' es autoadjunto.

¢) Demostrar que 7' es unitario.
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Solucién. a) Dado que V = W @ W, la descomposicién de todo vector de
V en suma de uno de W y otro de W+ es tmica, por tanto, la aplicacién T
esta bien definida. Veamos que T es lineal. En efecto, sean o, 8 € C y sean
r,y €V tales que x = 1 + 2, y = y1 + v} con x1,y1 € W, 2,9, € Wt
Entonces,

T(ax + By) = Tla(zr + 1) + By +y1)] = Tl(az1 + By) + (e + Byy)]
eW ewd

= (ax1 + By1) — (az] + Byy) = a1 — o) + B(y1 — y1) = oT'(z) + BT (y).

b) Hay que demostrar que 7% = T o de forma equivalente, que (T'(z),y) =
(x,T(y)) para todo x,y € V. Tenemos por una parte

<T($),y> = <CL‘1 - :Ullayl +yi> = <331,y1> - <‘T/1ay1> + <$1,y/1> - <$/1,yi>

= (z1,11) — 040 — (z],9)) = (z1, 1) — (2], 9))-

Por otra parte,
<£L‘,T(y)> = <$1 —|—x'1,y1 - yi> = <ZL‘1,y1> + <x/1ay1> - <$1,y/1> - <$/17y/1>

= (z1,91) +0—0— (21, 41) = (21, 31) — (1, 41)-
Concluimos que T es autoadjunto.
c¢) Para todo x € V,
T%(x) = T[T(2)] = Tz — 1) = T(z1 + (~a1)) = 21— (~a1) = a1 + 2] =2,

es decir T2 = I, lo cual implica que 7~! = T. Por el apartado anterior,
T—!=1T%, luego T es unitario.

39. Meétrica producto d(z,y) = > Ln_li*&(f'igyz))

Sea {(Xj;,d;) : i € N*} una coleccién numerable de espacios métricos y
sea X = [[;2, X;. Demostrar que:

+00
d: X x X — Rzo, d[<$n)u (yn)] = Z

n=1

i dn(xrwyn)
2m 1+ dn(xna yn)

define una métrica en X (se la denomina métrica producto).
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Solucién. Para todo = = (x,), y = (yn) elementos de X se verifica

1
22 14+ dp(Tn,yn) on on’

Como la serie geométrica 3 7°(1/2)" es convergente, d(x,y) > 0 y finito
i.e. la aplicacion d esta bien definida. Veamos que satisface los axiomas de
métrica.

dn ($n,yn) _ 1 dn(xmyn)

M) dlzy) =0 Z 271+ dp(Tn, yn) 20 1+ dp (0, Yn) =0vn

<:> [ S A—

=0Vn & dp(Tn,yn) =0Vn < x, =y, Vn < x = y.

+00 oo
1 dn(fﬂmyn) 1 dn(yna$n)
M- d = g - IR = E —_n\gmn) g )
[ 2] (‘T’y) ] om ] 4+ dn(fﬂn,yn) —~ o] 4 dn(yn,$n) (y, $)

[M3] Sean x = (), y = (Yn), 2 = (zn) elementos del conjunto producto
X y lamemos a = dy(n, Yn), b = dn(xn, 2n), ¢ = dp(2n, yn). Veamos que se

verifica
a b c

1+a_1—|—b+1+c'

Efectivamente,

a b c

1+a§1+b+1+ a(l+b)(14+¢) < (1+a)b(l+c)+c(l+0b)

S . a<b+ e+ 2be+ abe.

Esta ultima desigualdad se verifica pues al ser d,, distancia, se cumple a <
b+ c. Entonces,
+00 +o00

d(l’ Z/) _ Z i dn(wmyn) < Z i dn(wmzn) i dn(zmyn)
’ el 271+ dn(xmyn) o 1 2m 1+ dn(xny Zn) 2n1 4 dn<zn7yn)

+001

xn,zn) dn(znayn)
= I ) g2y 4 d
Z 2 1+ dp (20, 20) nzl 2T+ dya ) 02 T ),

lo cual prueba la desigualdad triangular.
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40. Numero combinatorio (2;;) e integral

Para todo entero positivo n, demostrar la relacion

<2n) _ 2%n
n (2n+1 fO ”daz

Solucién. Integrando por partes con u = (1 — 2%)" y dv = dx tenemos

1 1
/ (1—2*)"dz = [z(1 - x2)”](1) + 2n/ 22(1 — 2?)" da
0 0
1
_o- 2n/ (1— 22— 1)(1 — 22)"lda
0

1 1
= —2n/ (1 —2%)"dx + 2n/ (1— 2" da.
0 0

Obtenemos por tanto la relacién

1 9 1
/ (1—2%)"dx = n / (1—2*)" dz.
0 2TL + 1 0

Dado que fol(l — 2%) dz = 2/3, obtenemos

JCTE T
0 35 2n+1 (2n+1)(2n)!

S () E |
= (2n+1) (2n)! - (2n +1) (2;:) )

y queda demostrada la igualdad propuesta.

41. Igualdad integral [ Ridt = [ (=4t

Demostrar la igualdad entre las integrales impropias

I:/Jroo sin;ﬁ it J:/+oo costd
» tlog“t = logt

Solucién. En |7, +00), tenemos

sint 1
tlog?t| ~ tlog?t
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Efectuando el cambio z = logt :

oo dt oo dx
5 = — (convergente)
. tlog=t logr &

por tanto I es absolutamente convergente y como consecuencia, convergen-
te. Apliquemos a I el conocido teorema de la integracién por partes para
integrales impropias (el teorema ademés asegura que si dos de los términos
que aparecen son convergentes, también lo es el tercero). Tenemos

u =sint du = cost
1 = 1
V=00 V=
tlog“t logt
T §int sint] > T cost
~ tlog“t logt] - logt
——
J
Por otra parte
int]> int int
CERE i M e 22— gy 0=
logt] t—+oo logt  t—w logt

Concluimos que I y J convergentes y tienen el mismo valor.

42. Ordinales racionales y norma p-adica

En todo este problema, p representa a un nimero primo > 2.
1. Sea 0 # = € Z. Se define el ordinal p-ddico de x como

ordy,x = max{r e N: p" | z}

es decir, ord,z es el exponente de p en la descomposicién de x en producto
de factores primos. Calcular los ordinales p-addicos en 7Z :

ord5200, OI“deOO7 ord2 15, ord7(—98).

2. Sea 0 # x = % € Q. Se define el ordinal p-ddico de x como

a
ordpg = ordya — ordyb,
Noétese que ord,, estd bien definido, es decir

/ /
a a
- = — :>ordpg = ord

b v Py
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También se define ord,0 = oco. Calcular los ordinales p-adicos en Q :

40 98
ord32—7, ordy <—15>

3. Demostrar que para todo z,y € Q se verifica: (a) ord,z = co & = = 0. (b)
ordy(zy) = ord,x +ordyy. (c) ordy(z+y) > min{ord,z, ord,y} con igualdad
si ord,x # ord,y.

4. Se define la norma p-ddica en Q como ||z, = pord

»T_ Demostrar que es
una norma no arquimediana en Q, es decir que se verifican las propiedades
(a) ||:c||p =0 xz=0.

(b) lleyll, = llzll, [lyll, Vz,y € Q.

(©) lle +yl, < max{Jlal, Iyl } o,y € Q.

Solucién. 1. Tenemos 200 = 23 -52, 15 =3-5y —98 = —2- 7. En conse-
cuencia,

ords200 = 2, orde200 =3, ordyl5 =0, ord;(—98)=2.

2. Tenemos

40 23.5
ord32—7 = ordg 33

= ords (2°-5) —ords (3*-5) =0 -3 = -3,

2.72
ord; (—?i) = ordy (—3 75> = ordy (—2'72)—0rd7(3-5):2—0:2.

3. (a) Se verifica ord,0 = oo por definicién, y si z # 0 entonces ord,z es
claramente finito.

(b) Expresando x e y no nulos como fracciones irreducibles descompuestas
en factores primos: z = &+ p"p' ...plm, y = £ p°q;’ ... ¢3". Entonces,

ord,(zy) = ord, (:l: P ) =r + s = ordyz + ordyy.

Sixz=0o0y=0, el resultado es trivial.
(c) Sean z,y € Q\ {0} con ord,z =r, ord,y = s. Entonces,

:U:p’"%, y:psg, p [fa,b,e,d (r,s € Z).
Si r = s, tenemos
a c ad + be
= " — —_ = " >
r+y p<b+d) P \T;,Ofdp(ﬂﬂry)_?“
p

= min{r, r} = min{ord,z, ordpy}.
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Sir #£ s, por ejemplo s > r tenemos

,a S C P (@ s, C »ad—+p*"be
R R B CRr i) R ey v

= ord,(z + y) = min{ord,z, ord,y}.
s—r>0 A plad

Si alguno de los términos es nulo, por ejemplo = = 0, entonces ord,z = co >
ord,y y por tanto
ordy(z +y) = ord,y > min{oo, ord,y} = min{ord,z, ord,y}.

4. (a) Tenemos |0, = p7>° = 0y si z # 0 entonces ord,z es finito, luego
Jall, = pord® £ 0.
(b) Usando la propiedad 3.(b) y para zy # 0

—ordpzy __  —(ordpz+ordpy) —ordpx

lzyll, = p p = p b TpTOr Y = ||z, Iyl

Siz=0o0y=0,laigualdad se verifica trivialmente.
(c) Supongamos que ord,z < ord,y. Entonces,

ordyr < ord,y = —ord,x > —ord,y = p_ordpx > p_ordpy
= méx{pfordpz’pfordpy} _ pfordpz.
Usando la relacién 3. (c),

”.T 4 pr — pfordp(ﬂery) < p- min{ordyz,ordyy} _ pfordpa:

= e {p o, 5oy = s { ]yl b

Anilogo razonamiento para ord,y < ord,z.

43. Familia de rectas 6pr — 2y +x +p* =0
Se considera el conjunto de rectas
6pr —2y+x+p>=0, peR.

a) Demostrar que por cada punto del plano pasan, en general, dos rectas de
dicho conjunto.

b) Encontrar el angulo que forman las dos rectas que pasan por el punto
(1,-2).

c) Hallar el lugar geométrico de los puntos del plano tales que las dos rectas
que pasan por ellos sean coincidentes.
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Solucién. a) Un punto Py(xg,yo) del plano pertenece a la recta 6pz — 2y +
x + p? = 0 sii se verifica

p? + 6pxo + o — 2yp = 0.

El discriminante de la ecuacién de segundo gado en p es A = 3623 —4x0+8yo.
Si A > 0 existen dos rectas de la familia que pasan por Py, si A = 0, sélo
una y si A < 0, ninguna.

b) Para Py(1,—2) obtenemos la ecuacién p? + 6p + 5 = 0, que proporciona
las soluciones p = —1, p = —5 que corresponden a las rectas 5z 42y —1 = 0,
29x + 2y — 25 = 0. Si « es el dangulo que forman dichas rectas,

((5,2),(29,2)) 149 149
(5,2)[1(29,2)] ~ V29y745  V 145°

149
145
c) Por un punto P(z,y) del plano pasa una tunica recta de la familia de

rectas dada, sii A = 3622 — 42 + 8y = 0. El lugar geométrico pedido es por
tanto la pardbola y = (—9/2)z% + (1/2)x.

cosx =

Q. = arc cos

44. Principio del triangulo is6sceles en normas no
arquimedianas

(a) Sea N una norma en un anillo unitario R. Demostrar que dy(z,y) =
N(x — y) define una distancia en R.

(b) Demostrar que si la norma N es no arquimediana, entonces para todo
x,y,2 € R se verifica

dn(x,y) < méx{dy(z,2),dn(z,9)}

con igualdad si dy(z,y) # dn(z,y).
(c) Demostrar el principio del triangulo isdsceles: en normas no arquimedia-
nas, todos los tridngulos son isdsceles.

Solucién. (a) Veamos que se verifican los tres axiomas de distancia. En
efecto

(1) dy(z,y) =0 Nz —y)=0er—y=0cz=y.

Demostremos ahora que N(—1) = —1. En efecto,
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Entonces,
(2) dn(z,y) = N(z —y) = N[(-1)(y — z)]

=N(-1)N(y—2) =N(y —z) =dn(y,z).
(3) dn(z,y) = N(z —y) = N{(z — 2) + (z — y)]
(b) Si N no es arquimediana, sabemos que se verifica
N(z +y) < méx{N(z), N(y)}
para todo x,y € R con igualdad si N(x) # N(y). Entonces,
dn(z,y) = N(z,y) = N|(z —2) + (2 = y)]
<mix{N(x — z), N(z — y)} = max{dn(z, 2),dn(2z,9)}.

Sidyn(z,y) # dn(z,y) entonces N(z —y) # N(z—y) con lo cual la desigual-
dad se transforma en igualdad.

(c) Sea el triangulo en R de vértices z,y, z. Si dy(x,y) = dn(z,y) el tridngu-
lo es isésceles, y si dy(z,y) # dn(z,y) entonces

dn (2, y) = méx{dn(z, 2),dn (2, y)},

con lo cual también tiene dos lados iguales.

45. Hélice circular: longitud, curvatura y torsion

Se considera la hélice circular
x(t) = acost
y(t) = asint
z(t) = bt.

(a) Determinar su longitud, correspondiente al intervalo [0, to] (to > 0).
(b) Determinar su curvatura y torsién en un punto genérico.

Solucién. (a) Las funciones x(t), y(z), z(t) son de clase 1 (mds atin de
clase infinito) en R, en consecuencia la hélice circular es rectificable en todo
intervalo real [« 5]. Su longitud en [0, ¢] es

to to
/ \/ > + (Z’;) dt = \/a2 sin?t + a2 cos? t + b2dt
0
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to
= Va2 + b2dt = toVa? + b,
0
(b) Llamemos r(t) = (z(t), y(t), 2(t)). La curvatura es

OR40]
()

Tenemos

r'(t) = (—asint,acost,b), r’(t) = (—acost,—asint,0)

i ik
= r'(t) xr’(t) = |—asint acost b|= (absint)i— (abcost)j+a’*k
—acost —asint 0

= |r'(t) x v"(t)] = Va2b? + a* = |a| Va® + b2
v'(6)]° = <\/a2 + b2>3.

La curvatura es por tanto

_al Va2 402 al

K = .
3 2 2
(\/ a? + 62> as+b
La torsién es
o F@),r"(@),r" ()]
(r'(t) x r(t))?
Tenemos
—asint acost b
[¥'(),r" (), (t)] = |—acost —asint 0| =a’b,

asint —acost 0

(r'(t) x r”(t))2 = (absint, —abcost,a®)-(absint, —abcost, a®) = a?(a®+b?).

La torsién es por tanto
b

TN
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46. Una curva no rectificable
Se considera la curva del plano
r=t si 0<t<1
1
r: tcos— s1 O0<t<l1
Yy = t
0 si t=0.

Demostrar que no es rectificable.
Sugerencia: considerar particiones de [0,1] de la forma

1 1

1
P:0 R
"(n—Dr (n—2)7" 7 21’

1

—, 1.

m

Solucién. Los puntos de la poligonal que corresponden a la particién P son

My = (0,0), M; = ((n —11)7r’ (n—11)7r cos(n — 1)7r> ,

Mo = <(n —12)7r’ (n —12)7r cos(n = 2)”> !

1 1 11
M,_o = (2, C0s27r) Y/ — (, cosw) , My, = (1,cos1).

T 2w T

La suma de las distancias de los segmentos de la poligonal es

S(P> = ’MOM1| + ‘M1M2‘ + -+ ‘Mn—QMn—l‘ + ‘Mn—an‘

- ' (e G oo )
4 ' <(n_12)7r - (n—11)7r’ (n_lm cos(n — 2 — (n_ll)wcos(n— m)
+-~+‘(1—71r,cosl— 71Tcos7r>‘.

Eliminando el primer y ultimo término de la suma anterior,

1 1 1 1
P)> — = coskr— ————cos(k +1
s( )_kzl <k‘7r (k+1)7r’/~c7rcos m (k’—i—l)ﬂcos( + M)‘
n—2 1
2 E COS k’ﬂ' — m COS(k + 1)7T

£
Il

1
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n—2 k41 n—2 n—2
1 1 1 2 1
=S| - S = et a2
k=1 k=1 k=1
Entonces,
+oo

, ) > 4 L
nEI-II—looS( _ngr-lr-looﬂz k:—f—l ™ k+1 oo,

lo cual implica que I' no es rectificable.

47. Funcién entera que es polinémica

Sea f : C — C una funcién entera tal que existen a > 0, K > 0
cumpliendo

If(2)| < K(1+]2))*, VzeC.

Demostrar que f(z) es un polinomio de grado a lo sumo «.

Solucién. Como f es entera, se puede escribir en la forma

+o00 (n)
— Z am Ap = f '(0> .
=0 mn.

Usando la férmula integral de Cauchy,

Tomando médulos,

1 f(z)
d
2mi /| _p 2ntl ‘

Si n > a y tomando limites cuando R — 400

KQ+R", , KO+R)"

1
0% fenl = o R R

I K(1+R)*
0<|an‘<RH£ooT:O’

es decir a,, = 0. Es decir f(z) = ZZ:O apz" es funcién polinémica, siendo
d = |a] (parte entera de «).
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48. Dos parametrizaciones de la elipse

Se considera la elipse

2. 2y
E={(x,y) eR :ﬁ+b72:1}’ (a>0,b>0).
(a) Demostrar que
E={(z,y) eR?:x=acosh, y="bsinh, 6c[-m )},

lo cual proporciona una parametrizacién trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

1—1t? 2t
— 2. . —
E\{(—a,O)}—{(w,y)ER 'x_a1+t27y_b1+t27

lo cual proporciona una parametrizacién racional de la elipse salvo un punto.

t € R},

Solucién. (a) Todo punto de la forma (z,y) = (acosf, bsinf) pertenece a
E. En efecto,
22 > a’cos’f  b?sin?@
= +
Reciprocamente, si (x,y) € F, entonces x2/a®+12/b?> = 1 y por tanto existe
un 0 € [—7,7) tal que z/a = cosf e y/b = sinb.
(b) Todo punto de la forma

1—¢2 2t
=(a——s,b—— teR

= cos? + sin® = 1.

pertenece a E \ {(—a,0)}. En efecto, por una parte

1—¢2 2 b 2t 2 212
01T I+22 (1—t2)2 4482 (1+1?)
+ = -

a2 b2 1+27 (+2)7F

y por otra parte
1— ¢t
T
lo cual es absurdo. Sea ahora (x,y) € E — {(—a,0)}. Entonces, (z,y) =
(acos®,bsinf) con 0 € (—m,m). Denotemos ¢t = tan(#/2), que esta definido
pues 0/2 € (—n/2,7/2). Entonces, usando la férmula de la tangente del

angulo mitad

P 0 1—cos¢9z>t2 1—(:059:> 0 11—
=tan- =/ —— = ——— = cosf =
2 1+ cosf 1+ cosf 1+12

, (1 —t2)2 2t 11—t 2t
= sinf = /1 — = = =la—7Fb—7%3 |-
s (1+12)2 142 () NTre’1+e

= a=1-t?=-1-t*!=1=-1,
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49. Dos parametrizaciones de la hipérbola

Se considera la hipérbola

, 22 P
(a) Demostrar que
— 2. . —
H={(z,y) eR*:zx= i btanf, cosf # 0},

lo cual proporciona una parametrizacion trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

H:{(x,y)eRQ;x:;a<t+1>,y=;b<1—1>,t€R\{0}},

lo cual proporciona una parametrizacion racional de la hipérbola.

Solucién. (a) Todo punto de la forma (z,y) = (a/ cos6,btan#) con cosf #
0 pertenece a H. En efecto,
2 g2 a’ b? tan? 0

B a2 29 _
TR T eod 2 =sec”f —tan“ 0 = 1.

Reciprocamente, si (z,y) € H, entonces al no anularse z, y multiplicando
por a/z? la igualdad (z/a)? — (y/b)? = 1 obtenemos
2 2

2 2 2
a’y® a . ay a o
1= G = o obien (7)) +(5) =1

Por tanto, existe un 6 tal que a/x = cos 6 (ay)/(bx) = sin 6, es decir tal que

a basin®
T = , Yy=- = btané.
cos a cosf

(b) Todo punto de la forma

(2,y) = @a <t+1>,;b<1—1>>, e R\ {0}

pertenece a H. En efecto,
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Reciprocamente, si (x,y) € H entonces

E-DE-H-

por tanto, existe un nimero real ¢ no nulo tal que

de lo cual se deduce

L. Ly L
r=—a - == ——.
2 i) YT t

50. Factor integrante de la forma p = p(xy?)
(a) Demostrar que la ecuacién diferencial
xdy + yd + (323y*)dy = 0 (E)

tiene un factor integrante de la forma p = u(xy?) y calcularlo.

(b) Verificar que la ecuacién obtenida al multiplicar la ecuacién (F) por pu,
es una ecuacién diferencial exacta.

(c) Resolver la ecuacién (E).

Solucién. a) Podemos escribir la ecuacién diferencial en la forma Pdz +
Qdy = 0, siendo

P(z,y) =y, Qz,y)=z+3z°y"

Llamando z = xy? y multiplicando por p(z), obtenemos pu(z) Pdz+u(2)Qdy =
0. Obliguemos a que esta ecuacién sea diferencial exacta:

(W(2)P), = i (2)2wy -y + pl2) - 1,

(1(2)Q)x = 1 (2)y” - (x + 32°y") + p(2) (1 + 927y*).
(1(z)P)y = (1(2)Q)z & 1 (2) (22y® — y*x — 32°y%) = pu(2) (92%y") .
Queda por tanto

w(z) 9z%y*t  9zy® 9z
w(z)  xy?—3a3yS 1 —3a2yt 1322

3
log |u(2)| = =5 log [1 = 32%|, u(2) = ¢ los(1-327)%/
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. 1
u(z) - (1 _ 3x2y4)3/2'

(b) Multiplicando la ecuacién diferencial dada por el factor integrante ha-
llado, queda en la forma

(1 — 322y %y da + (x + 323y*) (1 — 32%y*)%/2 dy = 0.
—_—
M N

Veamos que es diferencial exacta. En efecto (b) Multiplicando la ecuacién
diferencial dada por el factor integrante hallado, queda en la forma

Y x4 3x3y?
0 d —————= dy = 0.
(1 _ 3$23/4)3/2 T+ (1 _ 3$2y4)3/2 Yy
| — | —

M N

Veamos que es diferencial exacta. En efecto

1- (1= 32%y")%2 — (3/2)(1 — 32%y") /2 (=122 )y
(1 — 3z2y4)3

M, =
(1—32%y")V/2 [1 - 32%y" + 182%y"] 1+ 152%*
(1 _ 3x2y4)3 o (1 _ 3$2y4)5/2'

(1+92%y*) (1 — 322y*)3/2 — (3/2)(1 — 3a?y*) /2 (—6ay®) (x + 32°y*)
(1 —3a2y*)3

N, =

(1-— 3$2y4)1/2 [(1 +922y*) (1 — 322y*) + 9wy (x + 3x3y4)]
(1 —3x2y*)3
1 — 322y* + 922y* — 272498 + 922y + 27248 _ 1+ 15224
(1 _ 3:621/4)5/2 (1 _ 3$2y4)5/2'
Se verifica M, = N, por tanto Mdx + Ndy = 0 es diferencial exacta.
c¢) Encontremos una funcién v = u(z,y) tal que u, = M y uy = N, con lo

cual la solucién general de la ecuacién (E) serd u(z,y) = C con C constante.
Tenemos

Yy ry
=M ou= M= | — Y gp= .
" “ / v / (1 — 3z2y*)3/2 ! 1 — 3294 Tel)

Derivando u respecto de y

1-4/1— 32yt \/W (—1222y3)y

1 — 3z294

Uy = +¢'(y)
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1 — 322y* + 622y* x + 323y
=z +¢'(y) =

(1 _ 31‘23/4)3/2 (1 _ 3x2y4)3/2
Entonces, u, = N implica que ¢'(y) = 0, es decir p(y) = C. La solucién
Y
general de (E) en forma implicita es por tanto

+¢'(y) = N +¢'(y).

Y

V1 — 3x2yt

+C=0.
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Monografias 51-75

51. La rosa de cuatro pétalos es un conjunto alge-
braico

La rosa de cuatro pétalos P C R? de define mediante la ecuacién polar
p = sin 260. Usar coordenadas polares para demostrar que

P=V ((1,2 4 y2)3 o 4.T2y2) 7
lo cual probard que P es un conjunto algebraico.

Solucién. Sea (z,y) € P con x = pcosf, y = psinf. Entonces,
(2% 4 12)? — 42y® = pb — 4p* cos? sin® 6 = p° — p*(2cosHsinh)?

= p® = p*(sin20)* = p° — p'p® = 0.

Por tanto, P C V ((z* + y*)? — 4z%y?) . Sea ahora (z,y) un punto que sa-
tisface (22 + y2)® — 42%y? = 0 y sean (p,0) las coordenadas polares del
punto. Tenemos que demostrar que (z,y) € P. Sustituyendo x = pcosf e
y = psinf,

p® —4ptcos®fsin?0 =0. (1)

Claramente, (0,0) € P por tanto podemos suponer en (1) que p # 0 con lo
cual (1) se reduce a p? = sin®20. Esto implica que p = sin26 en cuyo caso
(z,y) € P o bien que p = —sin 26. Ahora bien, en este ultimo caso podemos
escribir p = sin[2(—0)]. Pero la reflexién (p,0) — (p,—0) envia (x.y) a un
punto de la rosa de cuatro pétalos y esta se transforma en si misma por esta
reflexién, en consecuencia también en este caso (z,y) € P. Concluimos pues
que la rosa de cuatro pétalos es un conjunto algebraico.

67



68 52 Imagenes inversas de conjuntos compactos

52. Imagenes inversas de conjuntos compactos

Sean X e Y espacios topolégicos y f : X — Y continua.
(a) Demostrar que si X es compacto e Y es de Hausdorff entonces, las
iméagenes inversas de conjuntos compactos son conjuntos compactos.
(b) Demostrar que la propiedad del apartado anterior no es cierta en general
si se suprime la condicién de ser Y de Hausdorff.

Solucién. (a) Sea K C Y compacto. Al ser Y Hausdorff, K es cerrado y
por ser f continua, f~!(K) es cerrado. Pero todo subconjunto cerrado de
un compacto es compacto, i.e. f~1(K) C X es compacto.
(b) Consideremos X = Y = [0,1], X con la topologia usual, ¥ con la
topologia

T={0.Y,(1/2.1)}.

y la aplicacion f = id : X — Y. Como X es cerrado y acotado en R, es
compacto. El espacio Y no es Hausdorff pues por ejemplo, 0 y 1 no tienen
entornos disjuntos. Las imagenes inversas por id de los elementos de T' son
respectivamente (,Y,(1/2,1] que son abiertos en X, en consecuencia id es
continua. El conjunto K = (1/2,1] es claramente compacto en Y pues todo
recubrimiento por abiertos de K es finito.

Por 1ltimo, id~1(K) = (—1/2,1] no es compacto en X pues no es cerrado
con la topologia usual.

53. Derivabilidad de una funcién compleja como
suma de dos series

Se considera la funciéon compleja de variable compleja definida en forma

de suma de series:
=20 2

n=0 n=1

(a) Determinar su dominio €2 de definicién.

(b) Estudiar la derivabilidad de f en €.

(c) Justificar que se puede escribir f(z) = > 02 an(z —2)" en el disco
D(2,1) y determinar los coeficientes a,,.

Solucién. (a) Usando el teorema relativo a la serie geométrica

>(5) = - (H<d,

n=0 |z/3]<1
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o0

1 1 1 1 1

=1
Z,?”:z z”\z/zgl—lz:z—l
n=1 n=0 " |1/z|<1 /

(1< |z]).

El dominio de definicién es por tanto la corona abierta Q@ = {z € C:1 <
|z| < 3}
(b) La funcién f es
3 1 2z
: Q — C = =
/ - G 3—z+z—1 B—2)(z—1)
es decir, es racional y no se anula en {2, en consecuencia es derivable en su
dominio.
(c) Efectuando el cambio u = z — 2 obtenemos

“+oo

3 1 +oo n +oo n, n n n
f(z) = Tt TS 3wy (D"t =, Y [B+ (1) (z—2)".
luj<1 n=0 n=0 |z—2|<17=0

54. Existencia de ceros en el disco unidad

Sea 0 C C abierto que contiene a D siendo D el disco unidad. Sea
f e H(Q) tal que |f(z)| > 2 para todo |z| =1y f(0) = 1. Demostrar que f
tiene algun cero en D,
(a) Usando el teorema del médulo maximo.
(b) Usando el teorema del valor medio de Gauss.

Solucién. (a) Si f(z) no tiene ceros en D, la funcién g(z) = 1/f(z) es
holomorfa en D. Al ser holomorfa en Q D 9(D), es continua en 9(D), con
f(2) #0en 9(D), luego g(z) = 1/f(2) es continua en (D).

Se verifican por tanto las hipdtesis del principio del médulo maximo para
g en D, lo cual implica que el maximo de |g(2)| = |1/f(2)| se alcanza en
(D). Pero esto es absurdo pues

9O = 1> 3 = lg()] =€ a(D)

Concluimos que f ha de tener ceros en el disco unidad.
(b) Si f no tiene ceros en el disco unidad, g(z) = 1/f(z) cumple las hipétesis
del teorema del valor medio de Gauss en v = |z| = 1, por tanto

27
4(0) 1/0 g(e") dt.

" 2r

Tomando mddulos

27 ” 1 1
Nat < . .om=
/09(6) S, 55 m=g
lg(eft]<1/2
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lo cual es absurdo.

55. Unidades en el anillo de las series formales
Al[XT]

Sea A un anillo conmutativo y unitario y A[[X]] el anillo de las series
formales S(X) =3 -;an X" con coeficientes a, € A. Demostrar que

S(X)= Z an, X" es unidad en A[[X]] < ap es unidad en A.

n>0

Solucién. =) Si S(X) = > 55an X" es una unidad de A[[X]], entonces
existe T'(X) = >, 5oan X" tal que

S(X) - T(X) =Y ( . ankbk> X"=1+4)» 0X"
k=0

n>0 n>1

lo cual implica que agbg = 1, luego ag es unidad en A.

<) Sea S(X) =), anX"™ € A[[X]] una serie formal tal que ag es unidad
en A. Construyamos otra serie formal T(X) = Y, ~, b, X™ € A[[X]] tal que
S(X)-T(X) =1, es decir tal que B

n
agbp =1,y ¢, = Zan—kbk =0sin>1. (%)
k=0

Como ag es unidad, by = a; L Supongamos ahora que hemos elegido con-
venientemente los coeficientes b, para 0 < n < m. Entonces, ¢,4+1 ha de
verificar

m+1 m
0=cmny1 = Z mt1-kbr = aobmy1 + Z Apt1— kb
k=0 k=0
Pero dado que ag es unidad basta elegir b,,11 = —ay ! Y o m+1—kbk. Que-

da pues connstruida 7T'(X) tal que S(X)-T(X) = 1.

56. Producto de Cauchy de series igual a la unidad
Usando el producto de Cauchy de series, demostrar que

£2) (£5)-

n=0 n=0

Dar una obvia interpretacién de la igualdad anterior.
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Solucién. Aplicando el criterio de D’Alembert a ambas series para x # 0,

n+1

x n! , ||
m |—|:|—|= lim 0<1,
n—too | (n+ 1) |z"| notoon+1
—)nt1 !
T Gt I O N VAR ./ B Y
n—+oo | (n+ 1)1 |(—z)?| n-otoon+1

lo cual implica que ambas series son absolutamente convergentes en R (para
x = 0 la convergencia absoluta es trivial). Aplicando el teorema del producto
de Cauchy de series,

32 4 = (—x)" XL gk (—x)k
) () ()

n=0 n=0 n=0 \k=0

+00 1 n n +oo 1 +oo

—k k

-3 (A3 ([t ) = X de s o =14 S
n=0 k=0 n=0 n=1

Una obvia interpretacién de la igualdad demostrada es que e%e™® = e = 1,
dado que segiin sabemos,

+oo m

t

e = Vvt € R.

|
ne0 n:

57. El anillo de las funciones continuas no es noet-
heriano

Sea C(R) el anillo conmutativo y unitario de las funciones continuas de
R en R con las operaciones usuales suma y producto.
(a) Demostrar que para todo enteron >0, I, = {f € C(R) : f(x) =0si x>
n} es un ideal de C(R).
(b) Demostrar que la sucesién de ideales {I,} no cumple la condicién de
cadena ascendente. Concluir.

Solucién. (a) La funcién nula 0 € C(R) satisface 0(x) = 0 para todo z > n
en consecuencia, 0 € I, para todo n > 0. Para todo x > n,

g€l = (f—9)(x)=f(x)—g(x) =0-0=0=f —g € I,

heCR), fel,= (hf)(z)=nh(z)f(x) =h(x)0=0= hf € I,.

Concluimos que I, es ideal de C(R).
(b) Veamos que se verifica

Lhchc..Cl,Cl1C...
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En efecto, si x € I, entonces f(z) = 0 para todo > n y por tanto f(z) =0
para todo x > n+ 1 i.e. x € I,11. No se cumple la condicién de cadena
ascendente pues la funcién continua

x

-1+ sizr<n+1

fw) = ntl

0 siz>n—+1

pertenece a I,,11, sin embargo f(n) = (—1)/(n+ 1) # 0, luego f ¢ I,. La
cadena {I,,} no se puede establizar. Concluimos que C(R) no es noetheriano.

58. X ={(t,t):t € R\ {1}} no es cerrado con la to-
pologia de Zariski

Demostrar que X = {(t,t):t € R\ {1}} no es cerrado en R? con la
topologia de Zariski.

Solucién. Los conjuntos cerrados con la topologia de Zariski son exacta-
mente los conjuntos algebraicos. Veamos que X no es algebraico en R2.
En efecto, si lo fuera existirian polinomios fi,..., f;; de Rz, y| tales que
X =V(f1,..., fm). Cualquier polinomio f € (fi,..., fm) anula a todo pun-
to de X, por tanto el polinomio g(t) := f(¢,t) anula a todo R\ {1}.

Ahora bien, como R es cuerpo infinito, g es el polinomio nulo. En particu-
lar, todo f € (fi,..., fm) satisface f(1,1) = 0, esdecir (1,1) € V(f1,..., fm).
Pero (1,1) ¢ X (contradiccién).

59. Ecuacién f'(\zx) = f'(x)sinz + f(x)cosx

Determinar todas las funciones derivables f : R — R que satisfacen la
ecuacion

f'(\x) = f/(x)sinx + f(z)cosz VA > 0.

Solucién. Sea f una funcién que satisface la igualdad dada. Veamos condi-
ciones necesarias que ha de cumplir f. Sea x,y reales positivos. Para A =1
obtenemos f'(z) = f/'(x) cosz + f(x)sinx. Existe p > 0 tal que y = ux, por
tanto

f'() = f'(ux) = f(x) cosz + f(z)sinz = '(z).

Es decir, f es constante en (0, +00) y por tanto f(x) = ax+ C7 en (0, +00).
El mismo razonamiento lo podemos hacer para x,y reales negativos, por
tanto f(z) = b+ Cs en (—00,0). Al ser f continua en 0,

£(0) = Jim f(@) = lin f(z) = f(0) = C1 = Cy.

z—0t
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Al ser f derivable en 0,
ah+C1 — Cq

"o+)= lim ——  —— —

Fon =l = ‘o,

f’(o_)_h'mw_b o
o0 h N

En consecuencia, si una funcién f cumple la igualdad dada, ha de ser nece-
sariamente de la forma f(z) = ax + Cy. Sustituyendo en tal igualdad,

a=asinz + (ax + C1) cos z.

azC’l
a=—ma— Ch,

lo cual implica que a = C7 = 0, luego la tinica posible solucién de la ecuacion
dada es la funcién nula, que evidentemente es solucién.

Dando a x los valores 0 y 7,

60. Lema de Gauss

Solucién. Por reduccién al absurdo, sea P(z) € Z[x], se trata de demostrar
que

P(z) es reducible en Q[z] = P(x) es reducible en Z|x].
Si P es reducible en Q[z] entonces, P = P P; con Py, P» € Q[x], grad P; > 1
y grad P» > 1. Podemos multiplicar por un n natural tal que

nP = (blacl +bhq T b0> (cmacm +emorz™ 4 co) ()

con b;,c; € Z. Sea n el menor natural tal que nP se puede descomponer
en Z[x]. Si n = 1 ya estarfa demostrado. Sea n > 1y p divisor primo de
n, entonces no todos los b; ni todos los ¢; son divisibles por p (pues n es
minimo).

Sean b;, c; tales que

p’b()vp‘bla"wpvbia”'

p|607 p|01,---,p chw"
(pudiera ocurrir i = 0, j = 0). Sea P(x) = Y azz"*. Igualando en (%) los
coeficientes de grado ¢ + 7,
N+ = bi_:,_jC() + bz‘_:,_j_lCl +---+ biCj + -+ boCi_;,_j
=plbic; = plbi Vple
p primo

lo cual es una contradiccién. Por tanto ha de ser n = 1, lo cual prueba el
Lema de Gauss.
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61. Criterio de Eisenstein

(a) Demostrar el criterio de Fisenstein:
Sea P(r) = anz™ + ap_12" ' + -+ + ap € Z[z]. Supongamos que existe p
primo tal que

(Z) pfana p ’ Ap—15---,P | ag-

(i1) p* 1 ao.
Entonces, P(x) es irreducible en Q[z] (como consecuencia también lo es en
(b) Demostrar que los polinomios P(z) = 2° — 22+ 6 y Q(z) = 27 — 12 son
irreducibles en Qlz].

Solucién. (a) Por contradiccién, si P(x) = a,z"™ + ap_12" ' +--- +ag es
reducible en Qz], por el lema de Gauss también es reducible en Z[x] :

P(l‘) — (bl$l + al_lxl—l 4+ 4 bO) (mem + CmflfL‘m_l 4o CO)
con I +m =mn, b;,c; € Z. Igualando coeficientes del mismo grado:
ap = boco, a1 = bico + bpci, az = bacy + bicy + boce, ... (1)

Por hipétesis p | ag = boco y p? 1 ap = boco, por tanto p | by o p | co pero no
a ambos. Supongamos que p | by y p 1 ¢o. Entonces,

a1 = bico + bocq = pall = bicg +pb601

plar por hip.

_ Y,
= bicg=0p (al bocl) = p|b;.
plco

De la igualdad as = bacy + bicy + bpce deducimos de manera andloga que
p | ba y de las restantes igualdades (1), que p | b3, ...p | b,. Esto implica que
p divide a todos los a;, que es una contradiccién pues p no divide a a,,.

(b) Para el polinomio P(z) elijamos p = 2. Entonces,

(2+172|072‘0a2|072|_272|6)/\(22*6)

por tanto, y de acuerdo con el criterio de Eisenstein, P(x) es irreducible en
Q[z]. Para el polinomio Q(z) elijamos p = 3. Entonces,

(311,3]0,3]0,3]|0,3|0,3[0,3[0,3]—-12) A (321-12)

con lo cual también Q(z) es irreducible en Q[x].
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62. Todo grupo de orden 4 es abeliano

Demostrar que todo grupo de orden 4 es abeliano.

Solucién. Sea G un grupo de orden 4. Si GG es ciclico, ya estda demostrado
pues sabemos que todo grupo ciclico es abeliano. Supongamos que G no es
ciclico y que a € G. Como el orden de todo elemento en un grupo finito es
divisor del orden del grupo, o bien a es de orden 1 en cuyo caso a = e, 0
bien es de orden 2, en cuyo caso a® = e. Por tanto, en cualquier caso a? = e
para todo a € G.

Sean ahora a,b € G. Se verifica (ab)(ab) = e. Multiplicando por ba a la
derecha:

abab = e = ababba = ba = abaea = ba

= abaa = ba = abe = ba = ab = ba,

es decir, G es abeliano.

63. Wronskiano

Sea I un intervalo de la recta real y fi,..., fn funciones derivables hasta
orden n — 1 en I. Se define el wronskiano de dichas funciones como

Ji(z) fa(x) - fu(2)
fi(2) folx) o fu(@)
W(f1,..., fo)(x) := : : : , xel.

V@) @) e (@)

(a) Demostrar que si el wronkiano es distinto de cero en algin punto de I,
entonces las funciones f1,..., f, son linealmente independientes en I.

(b) Aplicacién: demostrar que las funciones fij(x) = sinz, fa(z) = =z
f3(x) =1 son linealmente independientes en R.

(c) Demostrar que el reciproco del resultado del apartado (a) no es cier-

to. Para ello considérense las funciones en I = R dadas por g;(z) = 22,

g2(@) = |

3

Solucién. (a) Sea zg € I tal que W (fi,..., fn)(xo) # 0. Veamos que las
funciones fi, ..., f, son linealmente independientes en I. En efecto,

)\lfl+)\2f2+"'+>\n nZO

= Mfl+Nfy+ o+ A S, =0
= M+ Xfl + o+ Mfr =0
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= MY Y Y =0

Sustituyendo x = ¢ obtenemos el sistema lineal homogéneo

f1(zo) fa(zo) -+ fa(20) A1 0
fi(zo) falzo) -+ fu(20) Ar| |0
F Va0 1) o S D) a) [0

El determinante de la matriz del sistema es W(f1,..., fn)(zo) # 0, lo cual
implica que Ay = ... = A, = 0, es decir f1,..., fn son linealmente indepen-
dientes en I.

(b) El wronskiano es

sinz 23 1

W(f1, f2)(x) =| cosz 3z? 0| =3x(2cosx + xsinx).
—sinz 6z O

Tenemos W ( f1, f2)(m/2) = (37/2)-(w/2) # 0, por tanto f1, fa, f3 son lineal-
mente independientes en R.

(¢) Veamos que g1(x) = 23, ga(z) = |2|* son linealmente independientes en
I = R. Efectivamente, si A1g1(x) + Ag2(z) = 0 y dando a x los valores 1 y
—1 obtenemos A1 + Ao =0y —A1 + Ao = 0, lo cual implica que A} = Ao = 0.
Sin embargo, el wronskiano se anula en todo x real pues

3 3

¥ x
x>0=W(g1,92)(x) = 3.2 3.2 = 32° — 32° = 0.
ad o 5 5
x<0=W(g1,g92)(x) = 352 9,2 = -3z° 4+ 32° = 0.

64. Iteraciones de Picard

(a) Verificar que se verifican las hipdtesis del teorema de Picard para el
problema de valor inicial

Yy =2x(1-y), y0)=2. (1)

(b) Resolver el problema (1) usando iteraciones de Picard.
(c) Verificar que la solucién hallada es valida en I = (—o0, +00).
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Solucién. (a) Recordamos el teorema de Picard:
Sea f(x,y) una funcién definida en el recténgulo

R={(z,y) eR*: |z —a0| < a, ly —yo| <D}, (a>0,b>0).

Supongamos que () f es continua en R (por tanto acotada en el compacto
R, es decir existe K > 0 tal que |f(z,y)| < K para todo (z,y) € R). (i)
f es Lipschitziana en R, i.e. existe L > 0 tal que

|f(x,91) = f@,92)] < Llys —el, V(z,u) € R.

Entonces, existe una unica solucién y = y(x) del problema de valor inicial
Y = f(=,9), y(zo) = o

Veamos ahora que se verifican las hipdtesis del teorema de Picard para
el sistema de valor inicial dado. La funcién f(z,y) = 22(1 — y) es elemental
y estd definida en todo R2, luego es continua en R? y por ende en todo
rectangulo del tipo

R={(z.y) eR?: o] <a, ly—2 b}, (a>0,b>0).
Por otra parte, para todo (x, 1), (z,y2) puntos de R :

|f(z,y1) — fx,y2)| = [22(1 — y1) — 22(1 — y2)| = 22| |y2 — w1
<2al(y2 —2)+ (2 —y1)|l < 2a(lya — 2| + |2 —y1]) = 4ab = L,

es decir f es Lipschitziana en R. Concluimos que existe una tnica solucién
y = y(x) del problema de valor inicial dado.
(b) Recordamos que las iteraciones de Picard y,(x) asociados al problema
de valor inicial ¢ = f(z,v), y(zo) = yo son

X
Yo(z) = vo, wyn(z) =10 +/ f (& yn—1(t)) dt.
o
Tenemos que yo(x) = 2, por tanto

yl(x):2+/Oxf(t,2)dt:2+/0x2t(1—2)dt:2—x2,

4

yz(x)=2+/ f(t,2t2)dt:2+/ 2t(t2—1)dt:2—x2+%,
0 0

yg(:n):2+/Oxf(t,2—t2—|—t4/2)dt:2—|—/0$2t(t2—t4/2—1)dt

zt 2b

—9_ 2
SR EETE
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ya(z) =2+ /Oxf (t,2— 2 +t*/2 — 15/3)) at

‘ zt 26 28
=2+/ 2t (12 —t1/2+15/81 = 1) dt =2 —2® + - — -+ —.
0 2 3 4l
Las iteraciones anteriores sugieren la férmula general
4 6 8 2n
_g_g24r T T &
yn(z) =2 —2° + 5 "3t T +(-1) o

Efectivamente, la formula es cierta para n = 1,2,3,4 y si si es cierta para
n, entonces

Y () = 2+ /0 CF (b (6) e

T t4 t6 tS t2n
:2+/ 2t< 1+t2——+———+ (- 1)"+1>dt
0

31 4l n!
4 6 8 10 2(n+1)
X X X X X
=92 g2 T 4T T . 1)t
Thy et e YT G

luego la férmula es cierta para n + 1. La solucién del problema del valor
inicial es seglin sabemos el limite de las iteraciones de Picard. Es decir,

4 1:6 {L'S :CQn
y(iﬂ):ngffooyn()—Q—ff +?—§+*+ A D)
_ (=2?) | (=2?)? | (=2?)® | (=2?)! (—a?)"
1+<1+ T T T Tt T
=14,

(c) Siy(z) =1+e 2", se verifica y(0) = 2. Por otra parte, para todo z € R

Y (x) = —ore ™ =2z (—67‘%2) =2z (1 —y(z)),

lo cual implica que la solucién es valida en I = (—o0, +00).]

65. Afijos formando un triangulo rectangulo isésce-
les

Dada la ecuacién 22 —8iz—19+4i = 0 cuyas raices son z; y 22, hallar los
complejos z3 tales que los afijos z1, 22, y 23 formen un triangulo rectangulo
isosceles. Considérese el vértice correspondiente al dngulo recto como el afijo
de la raiz de mayor componente imaginaria.
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Solucion. Resolvamos la ecuacion dada.

L 8iE /() 2( 9+4i) _8i \/ﬁzgim,

Por otra parte,

V3—di=x4iye3—4i=(z+iy)? o3 —4i=2x>—y*+ 2y

-y =3
=
2y = —4.
Teniendo en cuenta que x,y son reales y resolviendo el sistema anterior

obtenemos (z,y) = (2,—1) y (z,y) = (=2, 1) y por tanto las raices cuadradas
de 3 —4i son 2 — 1y 2+ 4. Las raices de la ecuacién son por tanto

z o =4di+(2—i)=2+3i,

29 =4i+ (=2 +1) = —2 + 5i.

El afijo de 25 es el vértice del angulo recto, por tanto obtenemos un triangulo
rectangulo isésceles girando z; dngulos de 7/2 o —m/2 alrededor de za, es
decir

23 =29 4 (21 — 22)€™/2 = —2 4 5i + (4 — 2i)i = 9i,
3=z + (21— 22)e ™2 = —2 4 5i + (4 — 2i)(—i) = —4 +i.

66. La funcion de Thomae es integrable Riemann
en [0, 1]

Se define la funcion de Thomae como la funcién f: R — R tal que

siz=0

fz) =

1
1 . p

— sizisracional, z ==, ¢ >0y med (p,q) =1
q q

0 six is irracional.

Demostrar que es integrable Riemann en [0, 1].

Soluciéon. Veamos que la integral inferior f[o 1] f(z) dx es nula. En efecto,

para todo x € [0, 1] se verifica f(z) > 0 y para todo [a,b] C [0, 1] existe
x € [a,b] tal que x ¢ Q, luego para todo [a,b] C [0, 1] es

m = inf{f(z) : x € [a,b]} = 0.
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Esto implica que para toda particién P de [0, 1] se verifica I(P, f) = 0 y por
tanto
(z) doz =sup{I(P, f) : P € P[0,1]} = 0.
[0,1]
Veamos que la integral superior f[o 1 f(x) dz es nula. Para demostrarlo,
consideremos para todo n entero positivo la funcién f, : [0,1] — R

siz=0

1
1 .. . p
fo(z) = é si x is racional, x = . g>0,med (p,g) =1, g<n

n

en caso contrario.

La funcién f, es integrable Riemann en [0, 1] porque es continua salvo en
un ndmero finito de puntos. Para todo x irracional del intervalo [0,1] se
verifica f,(x) = 1/n, luego I(P, f,) = 1/n para toda particiéon P de [0,1] y
en consecuencia

(x)dz =1/n= f(x) dx.
[0,1] [0,1]

Ademds, para todo z € [0,1] y para todo n, f,(z) > f(x), con lo cual
S(P, fn) > S(P, f) para toda particién P de [0, 1]. Se deduce para todo n
que

fn(z) de = nf{S(P, f,) : P € P[0,1]}

[0,1]
> nf{S(P, f): P € Pl0,1]} = f(x) d.
[0,1]
Es deir, para todo n,
0< f(z) dx < l,
n

[0,1]

y tomando limites cuando n — +o0o queda f[o 1 f(z) dz = 0. Concluimos
pues que la funcién f de Thomae es integrable Riemann en [0,1] y que

f[071] f(z) dz = 0.

67. Ideal generado por un subconjunto de un ani-
llo

Sea R un anillo conmutativo y unitario y S un subconjunto de R. Se
define
(S) = {Z r;8; (suma finita) : r; € R, s; € S} .
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(a) Demostrar que (S) es ideal de R.
(b) Demostrar que (S) es el menor de todos los ideales de R que contienen
a S. Al ideal (S) se le llama ideal generado por S.

Solucién. (a) Tenemos 0 = 0s para cualquier s € S, luego 0 € (S). Si
x =3 risi € (S) ey =) r}s; € (S) entonces,

T—y= Zrisi - Zr;-s; = 27“151; + Z(—r})s;,

que es una suma finita del tipo de las que pertenecen a (S). Sir € Ry
r =18 € (S) entonces,

ry = TZrisi = Z(rri)si,

que es una suma finita del tipo de las que pertenecen a (5).

(b) Todo elemento s € S es de la forma s = 1s con 1 € R, por tanto S C (S).
Sea ahora I un ideal de R conteniendo al subconjunto S. Para elementos
cualesquiera 11, ...,y de Ry s1,...,8y de S, se verifica

ris1+ -+ rmsm, €1

por ser I ideal, luego (S) C I.

68. Caracterizacion de anillos noetherianos

(a) Sea R un anillo conmutativo y unitario. Se dice que R cumple la condicién
de cadena ascendente sii para toda cadena I, de ideales de R

Lchcl;c...cl,Clyy1C...

existe un ng natural tal que I,, = I, para todo n > ng (i.e. la cadena se
estabiliza). Demostrar la siguiente caracterizacién

R es noetheriano < R cumple la condicién de cadena ascendente.

(b) Aplicacién: demostrar que el anillo C(R) de las funciones continuas de
R en R no es noetheriano.

Solucién. (a) =) Recordamos que un anillo conmutativo y unitario R se
dice que es noetheriano sii todo ideal de R estd finitamente generado. De-
mostremos la caracterizacion propuesta. Sea Iy C Is C I3 C ... una cadena
ascendente de ideales de R. Es inmediato comprobar que I = U?:l I es
ideal de R. Por hipdtesis R estd finitamente generado, por tanto existen
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elementos gi,...,g9n de R tales que I = (g1,...,9m). Para 1 < j < m se
verifica g; € Iy, para algin k; natural. Si

no = max{k; : 1 < j <m},

entonces g1, ..., 9m € In, ya que Iy, C Ip,. Entonces, para todo n > ng se
verifica
I= <gla"°7gm> CIno CInCIa

lo cual implica que I, = I, si n > ng.

<) Por reduccién al absurdo. Si R no es noetheriano existe un ideal J de R
no esta finitamente generado. Elijamos 0 # f1 € J y sea I1 = (f1). Como J
no estd finitamente generado, I; C J y por tanto existe fo € J \ I tal que
I, = (f1, f2) € J. Repitiendo el proceso obtenemos una cadena de ideales

LCLCI3C... (In=1{f1,fo---fi)

que no se estabiliza. Queda demostrada la caracterizacién.
(b) Ver el problema [57}

69. Polinomio de Motzkin

Se llama polinomio de Motzkin al polinomio de R[X, Y] :
s(X,Y) = X2+ xX2y* - 3Xx%v? 4 1.
(1) Demostrar que s > 0, es decir s(z,y) > 0 para todo (z,y) € R
(2) s no es suma de cuadrados en R[X,Y].

Solucién. (1) Para a,b,c > 0 sabemos que se verifica la de desigualdad

b
% > Vabe  si a,b,c>0.

Elgiendo a = 1, b = 2%y?, ¢ = 2%y* queda
1+ zty? + 2%y3
3

es decir, el polinomio de Motzkin es no negativo.
(2) Por contradiccién. Si s = > f2 para ciertos polinomios f; € R[X,Y],
cada f; tiene a lo sumo grado 3 y por tanto es combinacién lineal real de

> {/26y5, o bien s(z,y) > 0 para todo (z,y) € R

1, X, Y, X2, XY, Y% X3 X%, XY? Y3

Si X3 aparece en algin f;, entonces X% aparecerfa en s con coeficiente
positivo lo cual es absurdo. Esto implica que X3 no aparece en ningin f;.



Fasciculo 3. Monografias 51-75 83

De manera andloga deducimos que Y3, X2, X, e Y no aparecen en ningin
fi- Es decir los polinomios f; son de la forma

fi = a; + ;XY + ¢ X% +d; XY?.

Pero entonces, > b? = —3 lo cual es una contradiccién.

70. Reciproco del teorema del valor medio

Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y derivable en (a,b). Se considera el
siguiente enunciado:

Ve € (a,b) Fz,y € [a,b] : f(c) = f(y;:ij(x) (E)

Noétese que se trata de una especie de reciproco del teorema del valor medio.
Demostrar mediante un contraejemplo que en general (E) es falso.

Solucién. Sea [a, b] conteniendo a 0 como punto interior y sea f : [a,b] — R
dada por f(t) = t3. Tenemos f'(0) = 0 y para z # y en [a, b],

f) = f@) _y*—2a°
y— T~y

=y? +yx + 2%

Ahora bien,

—r+v-322 —x+ V3zxi
5 -

Y ryr+a?=0sy= 5

y la tnica solucién real de la ecuacién anterior se obtiene para x = y = 0.
fly) — f(=)
y—x
reciproco (E) del teorema del valor medio es en general falso.

Concluimos # 0 para todo x # y en [a,b] y por tanto, el

71. R dominio de integridad y no cuerpo, implica
R[z] no es D.I.P.

Sea R un dominio de integridad que no es un cuerpo. Demostrar que
R[z] no es un dominio de ideales principales.

Solucién. Como R es dominio de integridad que no es un cuerpo, existe
0 # ¢ € R tal que ¢ no es invertible. Consideremos el ideal de R, dado por
I = (¢, x). Veamos por contradiccién que I no es ideal principal.

En efecto si I es principal, existe d(x) € I tal que I = (d(x)) y por tanto
c e (d(x))y z € (d(x)) o de forma equivalente d(x) | ¢ y d(x) | z. Dado que
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d(x) | , o bien d(z) es una unidad, o bien d(z) = ux con u unidad. Dado
que d(x) también divide a ¢, necesariamente d(z) es unidad y por tanto
I = R[z]. En consecuencia existen p(x), ¢(x) € R[z] tales que

ep(x) + z(x) = 1.

Como el grado de xq(x) es al menos 1, se verifica ¢py = 1 siendo py el término
constante de p(z). Es decir, ¢ es unidad (contradiccién). Concluimos que R[z]
no es dominio de ideales principales.

72. n° —n es divisible por 30

5

Demostrar que para todo entero n, el nimero n° — n es divisible por 30.

Solucion.

5 _n en la forma

Podemos expresar n
n—n=nn*—1)=nn?-Dn>+1)=n-1n(n+1)(n>+1).

Al menos uno de los tres enteros consecutivos n — 1, n, n+ 1 es divisible por
2 y al menos uno entre 3, luego (n — 1)n(n + 1) es divisible por 6.

Por otra parte n? + 1 es divisible por 5 sii n? — 4 lo es. Pero n? — 4 =
(n+ 2)(n — 2), en consecuencia

(n — 1)n(n +1)(n* + 1) es divisible por 5
< (n—1)n(n+1)(n+ 2)(n — 2) es divisible por 5.

El dltimo producto es el producto de cinco niimeros consecutivos, luego es
divisible por 5. Concluimos pues que 30 | n®> — n para todo entero n.

73. Matriz de Gram y dependencia lineal

Sean fi, fa,..., fn: [a,b] — R continuas y

<f1;f1> <f17f2> <f17fn>

Clh. o g = ot | 2T 2l o)

Ui f) Fusfo) ooe (s fo)

b
en donde (f,g) = / f(x)g(x) dx. Demostrar que

{f1,..., fn} es linealmente dependiente < G[f1,..., fn] =0.
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Solucién. <) Si{fi,..., fn} fuera linealmente independiente, consideremos
el espacio vectorial E = L[f1,..., f,]. Entonces, {f1,..., fn} es base de E
con lo cual, la matriz G = [(f;, f;)] es la matriz de Gram de un producto
escalar y por tanto G[f1,..., fn] = det G > 0 (absurdo).

=) Si{f1,..., fn} eslinealmente dependiente, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que f,, = Z?:_ll A fi. Sustituyendo, la ultima fila de la matriz

es
n—1

n—1 n—1
Z)\i<fi7f1>7 Z)\Z<flaf2>7 ) Z)\Z<flvfn>> )
i=1 =1

i=1

es decir la ultima fila es combinacion lineal de las restantes y por tanto

Glfi,---, fa] =0.

74. Generador de la extension Q(ﬂ, \/5)

Demostrar que Q(v/2 4+ v/3) = Q(v/2,v3).
Solucién. (a) Q(v2+ \/3) - Q(\/i, \/§) Dado que v2 y /3 son elementos
de Q(v/2,v/3), también lo es /2 + /3 y al ser Q(+v/2 + v/3) el menor cuer-
PO que contiene a QU{\@+ \/3}, necesariamente Q(\/i+ V3) C Q(ﬁ, \/§)

(b) Q(v/2,v3) € Q(v2 + v/3). Podemos expresar

(\/§+\/§)—1=\/§iﬁ=f2:f:f\/§.

Como Q(v2++/3) es cuerpo y vV2+v/3 € Q(v/2+/3), se verifica v/3— /2 €
Q(v2 4 V/3). Por otra parte

V24+V3+V3-v2=2V3cQ(V2+V3),

lo cual implica que v3 = (1/2)(2v3) € Q(v2 + v/3). Andlogamente se
demuestra que v/2 € Q(v/2 + v/3), con lo cual Q(v/2,v3) C Q(v2 + V/3).

75. Cardinal de un cuerpo finito

(a) Sean K/k una extensién de cuerpos de grado [K : k] =n y card k = q.
Demostrar que card K = ¢"

(b) Sea K un cuerpo finito de caracteristica p. Demostrar que card K = p™
para un cierto natural n.
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Solucién. (a) Sea B = {ai,...,a,} una base de K como espacio vectorial
sobre k. Si A € k, entonces \ se puede escribir de forma tnica como

A=A a4+ -+ Iy con Aq,..., A\, € k.

Como cada A; puede ser uno de los ¢ elementos de k, el ntimero de elementos
dekescardk=q-...-q=q".
N——

n
(b) Si K tiene caracteristica p, sabemos que existe un subcuerpo k de K que
es isomorfo a Z,. Pero la extensién K /k es finita, digamos de grado n. Por
el apartado anterior, card K = p".
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76. Funciones mondtonas, crecientes y decrecien-
tes

1. Definir los conceptos de funcion creciente, decreciente, estrictamente cre-
ciente, estrictamente decreciente y mondtona para una funcién real de va-
riable real.

2. Demostrar que la funcién f : [0,+00) — R, f(z) =z
creciente.

3. Sea f: A CR — R una funcién. Demostrar que

3 es estrictamente

f es creciente < —f es decreciente.

4. Sea f : [a,b] — R creciente. Demostrar que para todo ¢ € (a,b) existen
fle) = lim f(z), f(e=)= lim f(z)
Tr—C Tr—cC

y ademés f(c—) < f(¢) < f(c+). Demostrar que en los puntos extremos se
satisface f(a) < f(a+) v f(b=) < f(b).

Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema andalogo para funciones decre-
cientes usando el apartado tercero.

5. Sea f : A C R — R estrictamente creciente. Demostrar que existe la
aplicacién inversa f=!: f(A) — A y es estrictamente creciente.

Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema andlogo para funciones estricta-
mente decrecientes usando el apartado tercero.

6. Sea f : [a,b] — R una funcién creciente y la particién de [a, b] :

a=xpg <1 <x9< -+ < 2y, =D
Demostrar la desigualdad

n—1
> flant) = flar—)) < F() = fla).

k=1

87
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7. Sea f : [a,b] — R monétona. Demostrar que el conjunto de los puntos de
discontinuidad de f es contable.

Solucién. 1. Sea f: A C R — R una funcién. Se dice que f es creciente sii
para todo x1,x2 € A con x1 < z9 se verifica f(z1) < f(z2), y se dice que es
decreciente sii para todo z1,x2 € A con x; < g se verifica f(x1) > f(z2).
Si las desigualdades anteriores se cambian por desigualdades estrictas se dice
que f es estrictamente creciente y estrictamente decreciente respectivamen-
te. Se dice que f es mondtona si es creciente o decreciente.
2. Para 0 < 21 < z9 tenemos

flzo) = fla1) _ 2f —af (22— 21)(a3 + x90? +27)

T2 — T T2 — T T2 — T

:x%+x2x%+az%>0.

Dado que x2 — x1 > 0, ha de ser f(x2) — f(z1) > 0 luego f(z1) < f(x2) y
por tanto f es estrictamente creciente.
3. Para x1,x9 en A tenemos las equivalencias

f creciente & f(x1) < f(z2) si 1 < x2 & —f(21) > —f(x2) si 1 < x2

S (—=f)(x1) > (= f)(z2) si z1 < w9 < —f decreciente.

4. Sea B={f(z) :a <z <c}. Al ser f creciente, B estd acotado por f(c)
y por tanto existe M = sup B < f(c). Veamos que existe f(c—) y es igual a
M. Tenemos que demostrar que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

c—d<z<c=|f(x)—- M| <e

Sea € > 0. Al ser M = sup B, existe un elemento f(x;) de B tal que
M — e < f(x1) < M. Dado que f es creciente, para todo = € (z1,c) se
verifica M —e < f(x) < M, en consecuencia |f(z) — M| < e. Basta entonces
elegir § = ¢ — 1 en (1). De manera anédloga se demuestra que f(c) < f(c+)
y las desigualdades en los extremos.

5. Como f es estrictamente creciente, es inyectiva, lo cual implica que
f: A — f(A) es biyectiva, es decir existe f~! : f(A) — A. Veamos que
f~! es estrictamente creciente. En efecto, para y1,y2 € f(A) con y1 < 1o,
sean z1,79 € A tales que 1 = f1(y1), 2 = f~(y2). No puede ser que
x1 > x9 pues ocurrirfa y; = f(z1) > f(z2) = y2. Ha de ser necesariamente
r1 < T3 o equivalentemente f~!(y1) < f~'(y2), lo cual prueba que f~! es
estrictamente creciente.

6. Para cada 1 < k < n —1 sea yp € (zk,Tpr1) € Yo = a. Se verifica

flar+) < flyr) v fyr—1) < f(zx—), lo cual implica que
flzrt) = flze—) < flyr) — fyr—1).
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Sumando las desigualdades de la derecha obtenemos f(y,—1)— f(a) < f(b)—
f(a) y por tanto, Y2371 [f (zx+) — f(zx—)] < f(b) — f(a).

7. Supongamos que f es creciente y sea ¢ € (a, b). Del apartado 4 deducimos
que f es discontinua en c si y s6lo Si f(c+) — f(c—) > 0. Para todo m > 1
entero, sea A,, el conjunto de los puntos de discontinuidad ¢ de f en (a,b)
que satisfacen f(c+) — f(c—) > 1/m. Si los puntos z1 < z3 < -+ < Tp_1
pertenecen a A,,, por el apartado anterior se verifica

n—1

< f(b) = f(a),

m

lo cual implica que A,, ha de ser necesariamente finito. Pero el conjunto de
los puntos de discontinuidad de f en (a,b) es (J;,_; Am y la unién contable
de conjuntos finitos es contable. Posiblemente en a o b existen puntos de
discontinuidad para f, luego en cualquier caso el conjuntos de los puntos de
discontinuidad de f en [a,b] es contable.

Si f es decreciente, se aplica el mismo razonamiento a la funcién creciente

—f.

77. Funciones de variacion acotada

1. Estudiar si las siguientes funciones son de variacién acotada
(@) f:ilab] >R, f(x)=2.

1
xcos— six#0
x

0 six=0.

) g:[0,1] =R, g(x) =

2. Demostrar que si f : [a,b] — R es mondtona, entonces es de variacién
acotada.

3. Demostrar que f:[0,1] = R, f(z) = /z es de variacién acotada.

4. Sea f : [a,b] — R continua. Supongamos ademés que existe f’ en (a,b) y
estd acotada. Demostrar que f es de variacién acotada en [a, b].

5. Demostrar que la siguiente funcién es de variacién acotada

.
r?cos— siz#0
x

0 six =0.

f001] =R, f(x) =

6. Sea f : [a,b] — R de variacién acotada, es decir > ;_; |Afx| < M para
toda particién de [a, b]. Demostrar que f estd acotada en [a, b] por |f(a)|+M.

Solucién. 1. Recordamos que si f : [a,b] — R es una funcién y P =
{zo,x1,...,zy} una particién de [a,b] escribimos Afy = f(xg) — f(xgp—_1)
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para k = 1,2,...,n, y se dice que f es de variacion acotada en [a,b] sii
existe un nimero positivo M cumpliendo

YAl <M VP € Pla,b).

k=1
(a) Para toda particién P = {a = x¢,x1,...,x, = b} de [a, b] tenemos
SIARI =1 k) = flan-)l =Y ok — 2| = D (zx—wk-1) = b—a.
k=1 k=1 k=1 k=1

Entonces, > ;_; |Afx] < M con M = b — a para toda particién de [a, )]
luego f es de variacion acotada.
(b) Elijamos la particién de [0, 1] :

1 1 1
20=0< — < ——— < ...< =< 1=mzpy41.
nrt  (n—1)rw ™
Es decir,
| S A I |
Ty = T = = N z =1.
0 ) k (n —k + 1)71' ) 4y ’ ; n+1
Entonces
n+1 n+1

> 1Agel = lg(ar) — gzn-1)|
k=1 k=1

=lg(z1) = g(0)| + Y _ lg(ar) — glar—1)| + [g(znr1) — g(wn)|
k=2

cos N " lcos(n —k+1)T  cos(n —k+2)7 cos T
_ _ _ 1—
< nm 0)+§ (n—k+1)m (n—Fk+2)r +(COS )
(_l)n n (_1)n7k+1 (_1)nfk+2 1
- - 1+~
nm +k:2 m—k+1)m (n—k+2)r eos +7r

Dado que n — k+ 1 y n — k + 2 tienen distinta paridad,

n+1 n n

(—-1)" 1 1 1
Agr| = 14 =
Z| x| nm +Z(n—k+1)ﬂ+z(n—k+2)ﬂ+cos +7r

k=1 k=2 k=2

(=)™ 1 1 1 1
= +cosl+— |+ — + +...+1
nm T T\n—1 n-—2
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1/1 1 1 (=™ 1 1 1 1
+—(—-+—+... 4+ = +—114+=-+-+...—].
T\n n-—1 2 nmw T 2 3 n

Usando que la serie arménica es divergente y tomando limites cuando n —
400 queda

n+1 1
nll)r_ir_lookz; |Agx| >0+ — (+00) = 400
lo cual prueba que g no es de variacién acotada.
2. Si f es creciente, entonces para toda particiéon P = {xg,x1,...,2,} de
[a, b] se verifica f(z) — f(zr—1) > 0 para k =1,2,...n y por tanto

n n n

SO 1A%l = S 1) = )] = S )~ o)) = F)—f(a) = M.
k=1 k=1 k=1
Analogo razonamiento si f es decreciente.
3. La funcién f(x) = /z es claramente mondtona en [0, 1] (creciente en este
caso), luego es de variacién acotada.
4. Como [ estd acotada en (a,b), existe K > 0 tal que |f/(z)| < K para todo
z € (a,b). Sea P = {xg,x1,...,2,} una particién de [a,b]. Por el teorema
del valor medio de Lagrange,

Afp = flzr) — flzr—1) = /(&) (zr — 2p-1) con & € (zp_1,21).

En consecuencia
STafl = |F @) A < K> Ay =K(b—a):=M
k=1 k=1 k=1

y por tanto, f es de variacién acotada en [a, b].
5. La funcidn f es elemental en (0, 1] y por tanto continua en (0, 1]. Por otra
parte
1
lim f(z) = lim 2”cos — = 0= £(0),

x—0+ x—0+ x ~
acotada por infinitésimo

luego f es continua en [0,1]. En (0, 1) tenemos

1 1 1 1 1
f'(x) = 2z cos — + x2 (—sin) ( > = 2z cos — + sin —,
x x x x

2

()| < sin% <2-14+1=3,

1
2:1:cos‘ +
T

es decir f estd acotada en (0,1). Como consecuencia del apartado anterior,
f es de variacién acotada en [0, 1].
6. Sea = € (a,b) y consideremos la particién P = {a,x,b}. Entonces,

[f(x) = fla)| +1f(b) = f(z)| < M.
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Esto implica que |f(z) — f(a)| < M. Ahora bien,

f (@) = 1f ()] < [f(x) = fla)] < M

= [f(@)] = fla)] < M = |f(z)] < [f(a)| + M.
Por otra parte, |f(a)| < |f(a)| + M trivialmente, y para la particion P =
{a,b} queda |f(b) — f(a)] < M y por tanto |f(b)| < |f(a)| + M. Es decir,

[f(@)] < |f(a)]+ M Yz € a,b].

78. Variacion total de una funcion

Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Para toda particién
P = {zo,x1,...,2n} de [a,b] denotamos por Y (P) a la suma Y p_; [Af|.
Llamamos variacion total de f en [a,b] al nimero

Vi(a,b) := sup {Z(P) : P € Pla, b]} :

1. Sea f : [a,b] — R una funcién. Demostrar que f es constante < V(a,b) =
0.

2. Sean f, g : [a,b] de variacién acotada y designamos por Vy y V; a Vi(a,b) y
Vy(a, b) respectivamente. Demostrar que que la suma, diferencia y producto
de f y g son de variacién acotada y ademds

Vieg SVi+Vy, Vig<Vi+Vy Vig<aVy+pVg,

siendo a = sup{|g(7)| : z € [a,b]} y B = sup{|f(2)| : z € [a, b]}.
3. Se considera la funcion
z si xe(0,1]

1 si z=0.

f:[0,1] = R, f(x)—{

Demostrar que es de variacién acotada en [a,b] y que 1/f no lo es.
4. Sea f : [a,b] — R de variacién acotada y tal que

0<m< |f(z)] Y € la,bl.

Demostrar que g = 1/f es de variacién acotada en [a,b] y ademas, V,; <

Vi m2.
5. Sea f : [a,b] — R de variacién acotada y a < ¢ < b. Demostrar que f es
de variacién acotada en los intervalos [a,c] y [c, b], y ademés

Vf(a, b) = Vf(a, c)+ Vf(C, b).
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Solucién. 1. =) Si f(z) = ¢ para todo = € [a,b]. Para toda particién

P ={zg,x1,...,2,} de [a,b] se verifica
P =D 1A =D (@) = flar-1)| =D le—c| =0,
k=1 k=1 k=1

luego V¢ (a,b) =sup {0} =0

<) Si f no es constante, existen dos puntos z1,x3 con a < x1 < xo < b tales
que f(z1) # f(x2). Para cualquier particién P de [a,b] que contenga a x1 y
T2, tenemos Y (P) > |f(x2) — f(x1)| > 0 y por tanto Vi (a,b) > 0.

2. Para cada particién P = {xg,x1,...,2,} de [a, ] tenemos

A + 9l = |(f + 9)(@r) = (f + 9)(wpy)

= [f(@x) + g(xx) — flag_1) — g(z-1)|
< |f(@r) = flap—ny| + |g(zr) — glzp—ny | = |Afr] + |Agil,

de lo cual deducimos que Vi, < Vy 4V, y por tanto f + g es de variacién
acotada en [a, b]. Por otra parte

A = 9l = |(f = 9)(@r) = (f = 9)(@p)|

= | f(xr) = g(zx) = f@p_1) + g(zx-1)|
< |f(@r) = flap—ny| + |g(ar) — glzp_ny| = |ASr] + |Agil,

lo cual implica que Vy_, < V;+V, y por tanto f — g es de variacién acotada
en [a, b]. Por ultimo, dado que f y g son de variacién acotada, estédn acotadas
y por tanto existen « y S y son finitos. Ademds, si h = fg

|Ahi| = |(f9)(zk) = (f9)(@r—1)| = | F(zr)g(@r) — flxr_1)9(zr-1)]

= |[f(en)g(@r) — flep-1)g(z)] + [f(@r-1yg(xr) — f(zr1yg(zr-1)]|
<g(@w)| | f(ar) = flap_ny |+ f @) |g(zk) — g(zp_1)| < @ |Afil+8|Agil,

luego V¢, < aVy + BV, y por tanto fg es de variacién acotada en [a, b].
3. Para toda particién P = {z¢g = 0,21, ...,Tp_1,2, = 1}. de [0, 1] tenemos,

n

D IAf] = (1) = FO) + [ f(x2) = flan)| + | f(23) — flaa)| + -

k=1

+ |f(l'n71) - f(l‘n,g)| + |f(1) - f($n71)| = (1 - 1'1) + (552 - l‘l)
+(xg — o)+ + (-1 — Tp—2) + (Xp —xp—1) =2 — 221 < 2,
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luego f es de variacién acotada en [0, 1]. Por otra parte,

1
1 1 _ ) s xz € (0,1]
f.[(),l]—HR, <f>(x) f si x=0.

Dado que 1/2 — 400 cuando z — 07, la funcién 1/f no estd acotada en
[0,1] y por tanto no es de variacién acotada.
4. Para toda particién P = {xg,z1,...,2,} de [a,b] se verifica

’f xp—1) — f(xr)

ka—l)

|1Agi| = lg(zr) — g(@r—1)

‘f fEk fl‘k: 1
‘f rr—1) — f(xk)

f(@r-1)
lo cual prueba el resultado.
5. Veamos primeramente que la funciéon f es de variacién acotada en los
intervalos [a, c] y [¢,b]. Sea P’ una particién de [a,c] y P” una particién de
[c, d]. Entonces,

D (P)+2_(P") =2 (P") < Vi(a,b)

es decir, las sumas Y (P') y > (P”) estéan acotadas, luego f es de variacién
acotada en los intervalos [a, c| y [¢,b]. Usando la propiedad sup (A 4+ B) =
sup A 4+ sup B para subconjuntos no vacios de R obtenemos la desigualdad

_ |A f] Vi
|f(zr) f(zp—1)] = m?’

Vi(a,c) + Vi(e,b) < Vi(a,b).

Basta demostrar la desigualdad en el otro sentido. Sea P = {x¢,z1,...,2,}
una particién de [a, b], y sea P’ la particién de [a, b] obtenida al aniadir a P el
punto ¢ (podria ocurrir P’ = P). Supongamos que ¢ € [xp_1,x]. Entonces

[f(xr) = flae-)] < [f(zx) = O]+ [f(e) = flze-)],

con lo cual > (P) < > (P'). Los puntos de P’ que estén en [a, ¢] determinan
una particién P; de [a,b] y los que estdn en [c, d] una particién P, de [c, d],
por tanto

D (P)SY (P)=) (P)+) (P2) < Vi(a,e) + Vy(e,b).

Es decir, Vy(a,c) + V¢(c,b) es una cota superior de las sumas ) _(P), con lo
cual

Vf(a, b) < Vf(a, c)+ Vf(C, b).
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79. Diferencia de funciones crecientes
1. Sea f : [a,b] — R de variacién acotada. Definimos la funcién

Vi(a,z) si 0<xz<b

V:a,b] = R, V(x):{o . B

Demostrar que

(a) V es creciente en [a, b].

(b) V — f es creciente en [a, b].

2. Sea f : [a,b] — R una funcién. Demostrar que: f es de variacién acotada
en [a,b] < f se puede expresar como diferencia de dos funciones crecientes.

Solucién. 1. (a) Para a < z1 < z2 < b, y usando conocidas propiedades de
las funciones de variacion acotada,

Vf(a,xg) = Vf(a,xl) + Vf($1,l’2) = V(xg) — V(:z:l) = Vf(xl,xg) >0,

lo cual implica que V' es creciente en [a, b].
(b) Llamemos H(x) = V(z) — f(x). entonces,

a<z <w3<b= H(zz) — H(z1) = V(ze) — V(1) — [f(22) — f(21)]

= V(w1 29) = [f(w2) = f(1)] 0

>

~—
fla2)—f(21)<Vy(z1,32)
por tanto V' — f es creciente
2. =) Si f es de variacién acotada en [a, b] podemos expresar f =V —(V —f),
y por el apartado anterior V' y V — f son crecientes.
<) Sea f = f1 — fo en [a,b] con f; y fo crecientes. Sabemos que toda
funcién monédtona es de variacién acotada y que la diferencia de funciones
de variacién acotada también lo es, de lo cual se deduce f que es de variacion
acotada en [a, b].

80. Funciones holomorfas en un disco
Determinar todas las funciones holomorfas en el disco
D(1,1)={z€C:|z—-1| < 1}

y que satisfacen en tal disco la condicién

n 1
=1--— - WneN (1
f<n+1> mitontl O (1)
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Solucién. Denotando z, =n/(n+ 1),

n—+1

|zn — 1] =

n —_
n—+1 -

‘<1:>zneD(1,1).

Despejando n, tenemos n = z,/(1 — z,). Entonces,

1
flan) =1 - z 2 Z
2 n 2 n 1
<1—zn) * <1—zn>+
B (1—z:n)2 B (1—zn)2_ 22n
N 222 4+ 2z, (1 — 2) + (1 — 25)2 1+22 1422

La funcién f(z) = 2z/(1 + 2?) no es holomorfa exactamente en z = 4i ¢
D(1,1), luego es holomorfa en D(1,1) y satisface trivialmente la condicién
(1). Veamos que es la unica, para ello recordemos el siguiente teorema:

Teorema. Sean f y g holomorfas en un dominio D tales que f(z,) = g(zn)
sobre una sucesion de puntos distintos de D tales que existe [ = lim z,, € D.
Entonces, f = g.

La sucesién de puntos distintos z, = n/(n + 1) de D(1,1) satisfacen
limz, = 1 € D(1,1), lo cual implica por el teorema anterior, que la dinica
funcién que satisface las hipétesis del problema es f(z) = 2z/(1 + 22).

81. Ecuacion diferencial de la ley de absorcion de
Lambert

La ley de absorcién de Lambert asegura que la tasa de absorcion de luz
relativa a una profundidad x de un material translicido es proporcional a
la intensidad I en tal profuncidad z. Es decir,

dal

o —kI (Ley de absorcién de Lambert).

Supongamos que la intensidad I a una profundidad de 30 pies es 4/9 de la
intensidad en la superficie. Encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies.

Solucién. Resolvamos la ecuacion diferencial correspondiente:

dI dI
— = kI, — =—kdz, log|l|=—-kzx+ K, I=efe k=
dx 1
La solucién general es por tanto I = Ce %, Para z = 0 obtenemos la

intensidad en la superficie Iy = I(0) = C. Por otra parte,

4 4 4
1(30) = ;1o & Tpe 3% = gloe e 30 = 5
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4 log(9/4)
& 30k =log- k= —"—"-.
%9 30
Entonces,
161
1(60) = Ipe 210809/4) — [y los(9/4)* — 810’
—4lo o 447,
1(120) = Tpe 10809/4) — [je—los(9/9)* — 4940_

82. Derivada de un determinante
Sea I un intervalo de la recta real. Se considera la matriz de orden n :
A(t) = [Fi(t), Fa(t), . .., Fo(t)]

en donde

f15(t)

f25(t)

Fi(t) = Vt € I con las fj; derivables en I.

Fui ()

1. Demostrar que para todo t € (a,b) se verifica
d
7 det A(t) = det [F{(t), Fa(t), ..., Fn(t)] + det [Fi(t), F5(t), ..., Fu(t)]

+... 4+ det [F1(t), Fa(t), ..., F(t)] .
2. Escribir explicitamente la férmula anterior de la derivada de un determi-
nante para A(t) = [f;;(t)].
3. Calcular la derivada de la funcién determinante

sint  Vt

Az (0, 400) SR, AM) = | Yl

Solucién. 1. Por definicién,

d det A(t) = Iim det A(t + h) — det A(t)
dt h—0 h
. det [Fi(t+h),....,F(t+ h)] —det [Fi(t),..., Fu(t)]
= lim .
h—0 h
Sumando y restando det [Fi(t), Fo(t + h), ..., F,(t + h)],

d
— A
p det A(t)
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det [Fy(t + h), Fa(t+ h), ..., Fu(t+h)] — det [Fy(t), Fa(t+ h), ..., Fu(t + b))

- hli% h
4 m det [Fl(t),FQ(t +h),...,.F(t+ h)] — det [Fl(t), e ,Fn(t)]
h—0 h '
d
— det A(t
g7 det A)
o GOU TR B, Fo(t + R), oy Bt )] = det [FL (1), Folt + ), .., Fu(t + D)
- h—0 h
+ i QL LEL), Palt £ B,y Fu(t+ )] = det [FA(1), .. (8]
h—0 h '

El primer sumando es

Fi(t+h) — Fi(t)

det <h’m

, im Fo(t+h),..., lim F,(t + h))
h—0 h—0 h—0

= det [F{(t), Fa(t), ..., Fp(t)] -
Ahora, sumamos y restamos al segundo sumando
det [F1(t), Fa(t), F3(t+h),..., F.(t+ h)],

obteniendo el sumando

det [Fy(t), Fy(t), F5(t), ..., Fa(t)].
Podemos reiterar el proceso hasta obtener

det [Fy(t), Fa(t), ..., Fpo1(t), Fp(1)] -
2. Tenemos

fui(t)  fi2(t) .. fia(t)
faa(t)  fa(t) ... fou(D)

~

det A(t) =

)

fui() fur®) o fan()

por tanto la férmula del apartado anterior se puede escribir en la forma

fii@®) fiz®) oo fia(D)
%detA(t): fa1(t)  faalt) ... f2rf(t)

f?lzl(t) fn?(t) fnn(t)
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fu®) fia®) oo fia(D) @) fe(t) ... f1,(0)
. far(t)  foo(t) ..o fan(t) - fat)  faalt) ... fo,(0)

fui®) Lo o fan(®) () Fual®) oo Fn(d)

3. Usando la férmula del apartado anterior,

d _leost Wt sint  1/(2v/1)
a8 =1 ) ot —1/2
sint logt

83. Cambio de referencia en el espacio afin

1. Sean R = {0, B} y R’ = {O’, B'} dos referencias en un espacio afin A de

dimension n. Demostrar que se verifica

1 1 0 ... 0 1
r1 a pi1r --- Pnl 90/1
=" e
T, Gp Pin .-+ Pnn !T;@
en donde,
(x1,... ,:cn)T son las coordenadas de M € A en la referencia R,
(2,...,20)T las coordenadas del mismo M en la referencia R/,
(a1, ... ,an)T son las coordenadas de O en la referencia R,
pi1 .- Pnl
P=1": ¢ | es la matriz de cambio de B a B’.
Pin -+ DPnn

A la ecuacién (k) se la llama ecuacidn matricial del cambio de referencia de
R aTR.

2. En un espacio afin A de dimension 2 se consideran las referencias afines
R ={0,e1,e2} y R = {0, €, €L} tales que el vector de coordenadas de O’
en R es (2,—3)T y ademis

{6/1:61+462

/
€y = 3e; — ea.

Escribir la ecuacién matricial del cambio de referencia de R a R’ y hallar la
ecuacién de una recta r en la referencia R’, cuya ecuacién en la referencia
R es 2x1 —x9 = 5.
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Solucion. 1. Para todo M € A se verifica
s — ——
OM = 00"+ O'M. (1)

Sean B = {e1,...,e,}, B' ={¢€},...,e),}. Por definicién de coordenadas en
una referencia afin y usando (1),

r1e] + -+ Tpe, = are] + -+ anen, + el + -+ alel. (2)
La relacién entre las bases By B’ es

6/1 = p11€1 + -+ Pinén

6;1 = pni€1 + -+ Ppnén.
Sustituyendo en (2) obtenemos
riey + -+ Tpep = arey + - - - + apeéy
—|—£U,1 (pllel + - +p1nen) +---+ .’L';] (pnlel + - +pnn€n) .
Igualando coordenadas,

T = a1 +p11:6'1 + - +x%pn1

/ /
Tp = An +plnx1 +- 4+ Ty Pnns

relaciones que equivalen a la igualdad matricial (x).
2. Segtin el apartado anterior, la ecuacién matricial del cambio de referencia
de R a R/ es

1 1 0 0 1
r|l=12 1 3| |z,
T2 -3 4 —1] |4

0 equivalentemente
z1 =2+ 2] + 32h
T9 = —3 + 4| — 2.

Sustituyendo en 2z1 —x9 = 5 obtenemos 2(2+x) +3x%) — (—3+4a) —2,) =5
o equivalentemente —2z + 7zf 4+ 2 = 0, que es la ecuacién pedida.
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84. Cardinales infinitos: elementos no regulares
1. Se consideran los conjuntos X = {a}, Y = {b,c}, N y los cardinales
x=1|X|,y=1Y|, z=|N|.

Demostrar que la aplicacién f: X x N =Y x N

(b,p) si m=2pes par
fla,n) = . .
¢,p) si n=2p+1 esimpar
es biyectiva. Concluir que z no es elemento regular para el producto.
2. Demostrar que la aplicacion

FNx {1} 5N, fwy={o 0T
:Nx{0,1} - N, n,u) = .
2n+1 si u=1
es biyectiva. Concluir que existen cardinales infinitos no regulares para la
suma.

Solucién. 1. Inyectiva. Si ny y ng son naturales de distinta paridad, cla-
ramente no puede ocurrir f(a,ny) = f(a,n2) pues b # c¢. Siny = 2py y
N9 = 2po Son pares,

f(avnl) = f(aa nQ) = (bvpl) = (b,pg) = pP1 = P2

= n; =ng = (a,n1) = (a,na).

Andlogo razonamiento si ny y no son impares.
Sobreyectiva. Todo elemento de Y x N es de la forma (b,n) o (¢,n) con n
natural. Pero (b,n) = f(a,2n), (¢,n) = f(a,2n+1), luego f es sobreyectiva.
Tenemos pues que

xz=|X xXN|=|Y xN|=yz

y sin embargo = # y, lo cual prueba que z es cardinal infinito y no regular
para el producto.

2. Inyectiva. Sean (ni,u1) y (n2,ug2) elementos de N x {0,1}. Si uy # wug,
claramente f(ni,u1) # f(ng,uz). Si ug = ug =0,

f(nl,ul) = f(ng,UQ) = 277,1 = 2n2 = N1y = ng = (nl,ul) = (HQ,UQ).

Andlogo razonamiento si u; = ug = 1.
Sobreyectiva. Si m € N, o bien m = 2n, o bien m = 2n 4+ 1 para algin n.
Pero m =2n = f(n,0), m=2n+1= f(n,1) luego f es sobreyectiva.
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Llamemos = = |N|. Dado que
z=INx{0} =[Nx{1}, (Nx{0})n(Nx{1})=0,
podemos escribir

r+a=|Nx {ODUNx {1 =INx{0,1}] = =

f biyectiva

Es decir, tenemos x +x = £ 4+ 0 y = # 0 lo cual implica que x es cardinal
infinito y no regular para la suma.

85. Distancia de un plano y de una curva al origen

Usando técnicas de célculo diferencial,
1. Calcular la minima distancia del plano « : 22 — y + 2z = 2 al origen y el
punto en el que dicha distancia minima se obtiene.
2. Calcular la minima distancia del conjunto

A={(z,y,2):® +y* =1, 2 +y+z2=1}
al origen y el punto en el que dicha distancia minima se obtiene.

Solucion. 1. Todo punto P del plano « se puede expresar en la forma
P = (A\2X+2p—2,p) con A\, pu € R. La funcién cuadrado de la distancia
de P al origen O es

FiR?P =R, f(Ap) =d*(P,0) =X + 2\ + 21— 2)* + pi°.
Hallemos los puntos criticos de f.

of
x 0 {2>\+2(2)\+2u—2)-2:0

9 _, 22N+ 24 —2)- 2424 =0
ou
10\ +8u =8 SA+4p =4 A=4/9
<~ <~
8A+10pu =8 AN+5pu =4 w=4/9.

Por consideraciones geométricas, en (A, ) = (4/9,4/9) obtenemos minimo
absoluto para la funcién f y por tanto para la funcién d(P, O). Sustituyen-
do obtenemos el punto Py = (4/9,—2/9,4/9) del plano « para el cual la
distancia al origen es minima, siendo esta distancia

o= () (3) () -3
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2. Los puntos (z,y) del plano que satisfacen la condicién z? + y? = 1, son
exactamente los de la forma (cost,sint) con t € [0, 27], luego los puntos @
de A son los de la forma

Q@ = (cost,sint,1 — cost — sint) con t € [0, 27].
La funcién cuadrado de la distancia de () al origen O es
g:0,27] = R, g(t) =d*(Q,0) = cos’t +sin®t + (1 —sint — cost)?
=1+1+sin’t+ cos’t — 2sint — 2cost + 2sintcost

=3 —2sint — 2cost + sin 2¢.

Hallemos los puntos criticos de g. Tenemos
g (t)=0& —2cost + 2sint + 2cos 2t =0

& —cost +sint + cos®t —sin®t =0
& —cost +sint + (cost + sint)(cost —sint) =0
cost —sint =0
< (cost —sint)(cost +sint —1) =0 < \Y
cost +sint —1=0.

Por una parte tenemos en [0, 27]:
cost —sint =0 & sint =cost <t =n/4 V t =5 /4.

Por otra parte es claro que la condicién cost + sint = 1 se verifica exclusi-
vamente en [0, 27] para t =0, o t = /2 o t = 2m. Hallemos los valores de g
en los puntos criticos del interior de [0, 27] y en los extremos:

g(m/4) = 3 — 2sin(n/4) — 2cos(m/4) +sin(1/2) =3 — 22+ 1 =4 — 2/2,
g(5m/4) = 3—2sin(5m/4) — 2 cos(5m/4) +sin(57/2) = 3+2V2+1 = 4+2V/2,
g(m/2) =3 —2sin(w/2) —2cos(n/2) +sinTt=3-2-04+0=1,

9(0) =3 —2sin0 —2cos0+sin0 = 3 = g(27).

El minimo absoluto de g se obtiene por tanto en ¢t = m/4. Sustituyendo,
obtenemos el punto )y de A para el cual el cuadrado de la distancia al
origen es minima

Qo = <cosg,sing, 1-— Cosg — Sing) = (0,1,0),

y la distancia minima es d(Qo,0) = V02 4+ 12+ 02 = 1.
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86. Grupo de Klein y sus automorfismos

Se considera el grupo (Zg X Za, +) .
(a) Demostrar que el simétrico de cada elemento coincide con el propio
elemento.
(b) Demostrar que (Zg x Za,+) no es ciclico.
(¢) Denotemos K = Zg X Za, e = (0,0), a = (1,0), b = (0,1), ¢ = (1,1).
Escribir la tabla de K con notacién multiplicativa. Al grupo (K,-) se le
llama grupo de Klein.
Nota. Por supuesto que no hay diferencia entre (Zg X Za,+) v (K, -) salvo
la notacion.
(d) Determinar todos los automorfismos del grupo de Klein.

Solucién. (a) Tenemos Zy x Zs = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} y se cumple
(0,0) + (0,0) = (0,0), (1,0)+ (1,0) = (0,0),
(0,1) 4+ (0,1) = (0,0), (1,1)+(1,1) =(1,1),
lo cual implica que
—(0,0) = (0,0), =(1,0) = (1,0), —=(0,1) = (0,1), —(1,1) = (1,1),

es decir el simétrico de cada elemento coincide con el propio elemento.
(b) El elemento neutro es de orden 1y se cumple

(1,0) + (1,0) = (0,0), (0,1) + (0,1) = (0,0), (1,1) + (1,1) = (0,0)

es decir, los restantes elementos son de orden 2, por tanto (Zg X Zz,+) no
es ciclico.

(c) La tabla de Cayley de (K, +) es

o Qe 0

o L oo
S0 o e
L o oS
2 T aolo

(d) Si f: K — K es automorfismo necesariamente f(e) = e y al ser

{a,b,c} = {f(a), f(a), f(c)}

tenemos 6 posibles elecciones: las permutaciones de S3. Por ejemplo, para la

permutacion
a b c
a ¢ b
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obtenemos el posible automorfismo

es facil verificar f(zy) = f(z)f(y) para todo z,y € K y lo mismo para
cada permutacion de S3. En consecuencia, el grupo de los automorfismos
del grupo de Klein Aut(K), es isomorfo al grupo simétrico Ss.

87. Singularidades y residuos de f(z) = 512

23422—2-1
Se considera la funcién

sin z
2B422—z-1

f(z)
Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

Solucién. La funcién no es analitica para 23 + 22 — 2 — 1 = 0. Descompo-
niendo obtenemos (z + 1)2(z — 1) = 0, con lo cual los puntos singulares son
z =1y z = —1. Entonces,

in1 in(—1
lim f(z) = k. oo, lim f(z)= sin(=1) = 00,
z—1 z——1 0

por tanto son polos. Hallemos sus érdenes,

, ., (z—1)sinz , sinz sin 1
= ey T M e = 7
. 2o M ., sinz _ sin(—1) sinl
Zl—l>n—ll fe) (=) = z1—1>n—11 (z+1)2(z—1) 21—13111 z—1 =2 2 70,
por tanto z = 1 es polo simple y z = —1 es polo doble. Hallemos sus residuos:
; sin1
Res [f,z=1] =lim f(2)(z — 1) =
z—1
R [f __1]_l 1/ (f( )( +1)2)1_ 1, Sinz !
B TR B A\
(z—1)cosz —sinz  —2cos(—1) —sin(—1) sinl —2cos1

= [, (z —1)2 - 4 - 4




el/z
z—1
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e1/z

z—1

88. Singularidades y residuos de f(z) =

Se considera la funcién

Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

Solucién. La funcién no es analitica en z =0 y en z = 1, y estas son por
tanto sus singularidades.
Caso z = 1. Tenemos lim,_,; f(z) = /0 = 00, es decir z =1 es un polo, y

it —1) = lim e'/* =
lim f(2)(z —1) = lime e #0,
con lo cual es polo simple y ademas
Res [f,z=1]=1lim f(2)(z — 1) =e.
z—1

Caso z = 0. Consideremos z real. Tenemos

1/z 1/z

e e
lim f(x)= lim =0, lim f(x)= lim = —0o0.
xi>0— f( ) z—0- T — 1 z—0t f( ) z—0t x — 1

Es decir, no existe lim,_, f(2), luego z = 0 es singularidad esencial. Para
hallar el residuo de f en z = 0, desarrollamos f en serie de Laurent en un
entorno de 0. Tenemos para 0 < |z| < 1

1 1 1
— el/z. = T I E [ (S YR . S
f(z)=e z—l_<1+1!2+2!22+3!23+ >( l—2z—-2"-2 )
1 1 1 1 1
ST 4=t (1—) =4
+< TRECTRET >z+ =t
Entonces

1
Res [f,z =0] =coef — =1 —e.
z

89. Singularidad y residuo en el origen de f(z) =
1
T Tcosh 2
Usando desarrollo en serie de Laurent, clasificar la singularidad en el

origen de la funcién
1

f(2) = 2422 —2coshz

y hallar su residuo en tal punto.
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Solucién. Claramente el denominador se anula en z = 0, por tanto presenta
una singularidad en dicho punto. El desarrollo en serie de la funcién coseno
hiperbdlico es

L2 A L6
coshz—1+—+$+@+
y por tanto, para z # 0,
1 1
f(z)—2 2 _9(1 22 24 8 2zt 2260 228 ’
Ut T e ) T T e w

Efectuando la divisién segin potencias crecientes obtenemos para z #% 0 un
desarrollo de Laurent del tipo
Ay A

f(z)—7—|- + Ag 4 A2 + - (A_4 #0).

En consecuencia, la singularidad de f en el origen es un polo cuadruple y su
residuo es

1
Res [f,z = 0] = coef — = 0.
z

2 do
90. Integral [ ooy

Demostrar que para a, b, ¢ reales positivos con a? > b% + ¢? se verifica
) b

/ 2 do B 27
o a-+bcosh+csinh /g2 —p2— 2
Solucién. Efectuando el cambio z = € obtenemos

dz = ie"df = izd#,

el 4e®  L41/z 2241

0: pr— pr—
o 2 2 22
sind — ew—‘e_w _ z—.l/z _ 22.—1.
21 21 21z

Cuando 6 recorre [0, 27|, z recorre la circunferencia |z| = 1 en sentido anti-
horario, por tanto

I_/Q’T de _/ dz/iz
"~ Jo a+bcosh+csinf l2|=1 2241 22 -1
a +

b
b e




2
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1

/ dz/z _2/ dz
i e 200z +0i(22 + 1) + (22 +1) T 2 (e 4 bi)22 + 2aiz + bi— ¢
21z

Los puntos singulares de la funcién integrando f son los que anulan al de-
nominador:

—2ai 4 /—4a2 — 4(c + bi) (bi — c)

(c+bi)2* +2aiz +bi—c=0& 2=

2(c+ bi)
—2ai 4+ \/—4a% + 4(b2 + %) —2ai & \/4(b? + c2 — a?)
= 2= - =z = -
2(c + bi) 2(c+ bi)
—2ai + 2iva? — b? — ¢? (—a++Va?—b%—c?)i
&z = - = 2= p
2(c+ bi) c+bi

—a++va? —b2 — 2

b—ci

=z =

Los puntos singulares (polos simples) son por tanto:

—a+Vva?—-b —¢? —a—+Va?—-b>—c?

Z9 = .
’ b—ci

zZ1 = .
b—ci

Veamos si pertenecen al interior geométrico de |z| =1 :

’—a+\/a2—b2—02‘ a—VaZ b2 _ 2
<l&s <1

b — cil Vb2 + 2
<:>a<\/a2fb2702+\/b2+02
sa2<ad® -+ +AE+2va2— b2 — 22 + 2
&0<2vVa2—b2 — Vb2 + 2,

‘2’1’<1<=>

y la ultima desigualdad es trivial. Por otra parte,

o - VaZ=w = A VETR @
>le > 1

>1&
- b VET e
Sa>\Vb2+c2— Va2 — b — 2
<:>a2>b2+02—|—a2—b2—02—2\/a2—b2—c2\/b2—|—c2
0> -2v02 + 2vVa2 — b2 — 2,
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y la dltima desigualdad es trivial. El inico polo en el interior geométrico de
|z| = 1 es por tanto z; con lo cual

dz
I1=2 = 4mR = z1].
/|z|1 (c+ bi)z% + 2aiz + bi — ¢ miRes [f,2 = 2]
Ahora bien,
. z— 21 ,
Res [f,2 = 2] zlﬁnzll (c+bi)(z — 2z1)(z — 22) (c+ bi) ngzll 21 — 29
__ 1 1 B 1
) W e r-@
b—ci
Entonces,
- /27r do B 2m
Jo a-+bcosh+csind a2 —p2 — 2
o 00 n
91. Suma de la serie > _, T D)
Dada la serie ; ﬁ

(a) Demostrar que es convergente.
(b) Hallar su suma.

Solucion.

(a) La serie es de términos positivos. Aplicando el criterio de D’Alembert

n+1 2"(n+1) 1 i n 1 1
: =— lim =
2n—4con+2 2

L= 1 : - 1l==-x<1
-t oo (2”“(71—}—2) n 3=

por tanto la serie es convergente.
(b) Consideremos la funcién

Fr-L) =R, f@) =Y ni —a".
n=1

Se comprueba inmediatamente por el criterio de D’Alembert que la serie
funcional anterior es absolutamente convergente para |z| < 1, y por tanto f
estd bien definida. La suma de la serie pedida serd por tanto

=L~ 3)

n=1
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Podemos escribir para x € (—1,1) y no nulo:
n+1

n
- I~ _—E 1— " _*E
n—+1 < n—i—l) T n—+1

n=1 n=1 n=1

[e.9]

1
—1——5 = .
1—=z T n+1 l1—-z =« n-+1
n=1 n=1

Llamemos
n

[e.9]
Zn—i—l

Aplicando el criterio de D’Alembert verificamos inmediatamente que g esté de-
finida en (—1, 1) y al venir dada por una serie de potencias se puede derivar
término a término: -
::j{:am::
n=1

Integrando, g(x) = —log |l — z| — x + C. Para x = 0 obtenemos 0 = g(0) =
log1l — 0+ C, con lo cual, C' = 0. Queda para z € (—1,1) y no nulo

X

fl#) = 7~ (~log |1~ 2] - ).

Entonces,

— 1 =1=-21 =1 —— -] =2(1 -1 2).
5= ZQ”n—i—l f<2> ( %3 2) (o)

n=1

92. Cuerpo Q(\/5,1)

Denominemos por Q(\/g, i) al menor subcuerpo de C que contiene a
QU {V/5,i}. Demostrar que

Q(V5,i) ={p+qi+rV5+sV5i: p,qrs€Q}.

Solucion. Denominemos por K al cuerpo pedido. Necesariamente K ha de
contener a 1, v/5, i, v/bi. Como también ha de contener a los racionales,
necesariamente,

KDK’:{aG(C:a:p+qi+7"\/5+8\/5iconp,q,r,sEQ}.

Si demostramos que K’ es cuerpo estard demostrado que K’ = Q(v/5,1).
Efectivamente,
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1. Veamos que K’ es subanillo de C. (a) a = 0 + 0i + 0v/5 + 0v/5i € K,
por tanto K’ # (). (b) Para todo a = p+ qi +rvV5 +sV5i y o/ =p' +¢'i +
V5 + s'v/5i tenemos

a—ao =p—p)+(q—q¢)i+ o —r")V5+ (s —s)V5i

con p—1p',q—q,r—r',s— s racionales, por tanto a — o/ € K'. (¢) Para
todo a=p+qi+rV5+ sVbiy o =p +¢'i+r'V5+ s'/5i tenemos

ad = (p+qi + V5 + S\/gi)(p/ +qi+1'V5+ 5’\/51')

= (pp' —qq’ +5rr" —5ss') -1+ (p'q+ pq’ + 5sr’ + 5rs’)i
+(p'r — sq' +pr’ — qs" W5+ (0's +rd + g’ + ps')V5i,

y los coeficientes de 1, i, v/5 y v/bi son racionales, por tanto a/ € K.
2. Veamos que todo o = p + qi + /5 + sv/5i € K’ no nulo tiene inverso en
K’. Para ello, probemos previamente que

a=0< (p,q,rs)=(0,0,0,0).

<) Esta implicacién es trivial.
=) Tenemos igualando partes reales e imaginarias

p+qi+rV5+sV5i=0= (p+rvV5)+ (¢+sV5)i=0

p—l-r\/g:O
=
q—i—sx/g:().

Si r = 0, entonces p = 0. Si r # 0 tendriamos v/5 = —p/r lo cual es absurdo
pues /5 es irracional. Concluimos que p = 7 = 0. De manera aniloga se
demuestra que ¢ = s = 0.

Sea 0 # o € K'. Entonces,

1 1 _ (p+7V5) = (g +5Vb)i

o (p+rVB) + (g+sVB)i  (p+1rV5)2+ (q+ sVb)?

p+rV5 —qi — sV5i
(p2 + ¢ +5r2 + 532) +2(pr +¢s) V5

_ (p—i—r\[—qi—sx/gi)(m—y\/g) (1)
N 2 — 5y '

Tenemos que z,y € Q y dado que (p,q,7,s) # (0,0,0,0), se verifica 22 # 0.
No puede ser 22 — 5y? = 0, pues en tal caso, 22 = 5y> # 0y z/y = V5 lo
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cual es absurdo al ser /5 irracional. Es claro que operando y agrupando en
(1), obtenemos que 1/« es de la forma

1
a:A+&+C%ﬁ¢w@mnA30@e@

lo cual demuestra que 1/a € K'.

93. Puntos de inflexiéon de una familia de curvas

3
H, donde a € R — {1}.
(a) Determinar las funciones de este conjunto cuya representacién grafica
admite un punto de inflexion en el cual la tangente es paralela al eje de
abscisas.
(b) Probar que todas las funciones de este conjunto tienen una asintota

oblicua comun, de la cual se pide la ecuacién.

Sea el conjunto de funciones f,(z) =

Solucién. (a) Hallemos la derivada segunda de f,. Para todo z # —1:

32w+ 1)2 -2z + 1)(2® + a) _ 322(z +1) — 2(z3 + a)

!
fa(x)_ ($+1)4 (1:_|_1)3
_ 23+ 322 — 2a
(x+1)3
") = (322 + 62)(x + 1)3 — 3(x + 1)%(23 + 322 — 2a)
@ (x +1)6
(822 +6x)(z+1) —3(2* 4+ 327 —2a) _ 6(z —a)
(z+1)* (@Dt
Los posibles puntos de inflexién se obtienen para los z tales que f/(z) = 0 es
decir para © = —a con a # 1. Para valores x < —a suficientemente préximos
a a, claramente f(x) < 0y para valores > —a suficientemente préximos a
a, claramente f!(z) > 0. Cambia la concavidad, en consecuencia en x = —a

con a # 1 hay punto de inflexién para f,. En estos puntos de inflexién la
tangente es paralela al eje de abscisas sii f/,(—a) = 0. Entonces,

fi—a)=0o —a® +3a® - 2a PN —a(a —1)(a—2)

(—a+ 1) Carnp 0

-2
M:O < ala-2)&a=0V a=2.
(—a+1)2 \g
a
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Las funciones pedidas son por tanto fo y fa.
(b) Para todo a € R — {1},

, fa(‘r) , $3 +a

M T e Tt
3 2
, o z°+a . 2" —xz+a
b= lim (fa(@) —mae) = lim <(x—|—1)2 - x) =M e T2

por tanto y = x — 2 es asintota oblicua de f, para todo a € R — {1}.

94. Menor subanillo que contiene a un conjunto

Sean R un anillo y F una familia de subanillos de R.
1. Demostrar que Ry = (gcr S es subanillo de R.
2. Sea GG un subconjunto de R y denotemos

RG] = ﬂ con C = {S subanillo de R: G C S}.
SeC

Demostrar que R[G] es el menor subanillo de R respecto de la inclusién que
contiene a G.

3. Demostrar que R[G] esta constituido por todos los elementos de R que
son sumas finitas de productos finitos de elementos de G U (—G).

Solucién. 1. Usamos el teorema de caracterizacion de subanillos. Como
0 € S para todo S € F deducimos que 0 € Ry y por tanto Ry # (. Si
a,b € Ry entonces a,b € S para todo S € F y por tanto a —b € S para todo
S € F por ser S subanillo. Es decir, a — b € R;. Andlogamente, si a,b € Ry
entonces a,b € S para todo S € F y por tanto ab € S para todo S € F por
ser S subanillo. Es decir, ab € R;.
2. Por el apartado anterior, R[G] es subanillo de R. Como G C S para todo
S € C, tenemos G' C (gee = R[G]. Por otra parte, si T es un subanillo de
R que contiene a G entonces T' € C y por tanto R[G] = [\gee S C T. La
propiedad queda demostrada.
3. Llamemos X al conjunto de los elementos de R que son sumas finitas de
productos finitos de elementos de G U (—G) y veamos primeramente que X
es subanillo de R contiene a G. Es claro que G C X pues si z € G, x es
suma finita de productos finitos de elementos de G U (—G) (un sumando y
un factor: el x).

X es subanillo de R. En efecto, 0 es (segiin un conocido convenio) una
suma vacia y por tanto pertenece a P es decir, P # (). Denotemos GU(—G) =
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{g:} v sean a,b € X, entonces

a= Z <H gi>,b: Z (H gé) congi,g;EGU(—G),

finita \finito finita \finito
b _ /
=3 (o) - 5 (114)
finita \finito finita \finito

Sigi,...,gm € GU(—QG) tenemos —(g192- .. gm = (—91)92 - - - gm € GU(—=G).
Por tanto

a—b= Z <H gi>+z (H g}') congi,g;-EGU(—G)

finita \finito finita \finito

y por ser a —b suma finita de productos finitos de GU (—G), pertenece a X.
Es claro que al aplicar la propiedad distributiva de R, ab es suma finita de
productos finitos de G U (—G) y por tanto pertenece a X. Como R[G] C X
(por el apartado anterior), basta demostrar que X C R[G]. Pero esto es claro
pues al ser G C X y G C R[G] (subanillo), el producto finito de elementos
de G estd en R[G] y la suma finita de elementos de G también estd en R[G].

95. Ecuacion diferencial transformable en exacta
por simplificacion
Resolver la ecuacion diferencial (zy + ylogy)dz + (xy + xlogz)dy = 0.

Solucion. Facilmente comprobamos que la ecuacién no es diferencial exac-
ta, ahora bien dividiendo entre xy obtenemos la ecuacion

1 1
(1 + ogy) dx + (1 + ng) dy = 0.
Yy

X

Se verifica Py, = Q, = 1/(zy) y por tanto al ecuacién se transforma en una
diferencial exacta. Busquemos u tal que u; = Py u, = . Tenemos

1
u$:P:>u:/Pda::/<l+ Ogy) dz =z + (logy)(log ) + ¢(y).
X

Usando u, = Q:

log _ logx

1+ +¢'(y) = , = (y)=0= o) =y+C.

La solucién general es por tanto

y+x+ (logy)(logz) + C = 0.
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96. Sensibilidad a condiciones iniciales en métricas
equivalentes

Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Esto asegura que todo
entorno de cualquier x € X contiene algin punto distinto de X. Sea f : X —
X una aplicacion es decir, un sistema dinamico. Se dice que f es sensible
a condiciones iniciales si existe un 17 > 0 tal que para todo x € X y para
todo € > 0 existe y € X con d(z,y) < € tal que para algin n > 0 se verifica
d(f™(x), f*(y)) > n. Al nimero n se le llama constante de sensibilidad del
sistema.

Sea ahora X = (1, +00).

(a) Demostrar que D : X x X — R dada por D(z,y) = |log z — logy| define
una distancia en X.

(b) Demostrar que D es equivalente a la distancia usual en X: d(x,y) =
[z —yl.

(c) Demostrar que el sistema dindmico f : (X,d) — (X, d) dado por f(x) =
2z es sensible a condiciones iniciales.

(d) Demostrar que el sistema dindmico f : (X,D) — (X, D) dado por
f(z) = 2z no es sensible a condiciones iniciales. Concluir.

Solucién. (a) Existe logt paratodot € X y D(x,y) > 0 paratodo z,y € X.
Tenemos D(z,y) = 0 < |logz —logy| = 0 < logz = logy < x = y. Para
todo z,y € X se verifica D(z,y) = |logx —logy| = |logy — log z| = D(x,y).
Por ultimo, para todo z,y,z € X tenemos

D(z,y) = [(logz —log z) + (log z — log y)|
< |logx —log z| + |log z — logy| = D(z, z) + D(z,y).

Concluimos que D es distancia en X.

(b) Consideremos una bola Bp(z,¢) = {y € X : [logx — logy| < €} y veamos
que existe una bola By(x,d) tal que By(x,d) C Bp(x,€). Efectivamente, por
ser log una funcién continua en x dado € > 0 existe § > 0 tal que para todo
y que cumpla |z — y| < § se verifica |logx — logy| < €, es decir D(zx,y) < €,
luego para todo y € By(z,d) es y € Bp(x,€).

Reciprocamente, consideremos una bola By(x, €) y veamos que existe una
bola Bp(z,d) tal que Bp(z,d) C By(z,€). Efectivamente, como la funcién
exponencial es continua dado un € > 0 existe un § > 0 tal que si logy cumple
logz — logy| < & entonces |e!8® — el"gy} = | —y| <€, es decir d(z,y) < €
siempre que D(z,y) < ¢ luego Bp(z,0) C By(x,e€).

(c) Para todo z,y € X tenemos

d(f"(z), f"(y)) = 2"z = 2"y[ = 2" |z —y| = +o0
si z#y
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lo cual implica claramente que f es sensible a condiciones iniciales.
(d) Para todo z,y € X tenemos

D (f"(z), ["(y)) = [log (2"x) — log (2"y)|

| 2"y
og oy
lo cual implica claramente que f no es sensible a condiciones iniciales. Con-
cluimos por tanto que la sensibilidad a condiciones iniciales no se conserva

necesariamente por métricas equivalentes.

= logz —logy| = D(z,y)

97. Factorizacién en C[z| de p(z) = (z+1)"+ (x—1)"

Descomponer p(z) = (z + 1)" 4+ (x — 1)™ € C|x] en factores lineales.

Solucién. Hallemos las raices complejas de p(x). Tenemos

r—1

p@) =0 (z 41"+ (@—1)" =0 <“1>n=—1

1 n/—> ™y 2k,
@x—i_l:(l/—i: eﬁl:e(n‘i’Qi )’L:Zk.’ (k’:(),l,,n_l)
€Tr —

Despejando x obtenemos las raices

N

+27”)i_1'

zk—}—l_e(
ze—1 o

SIERENE]

T —

Llamando o = 7/n + 2kw/n tenemos
e 41 e(—a/2)i oo +1 ela/2)i + e(—/2)i

coi 1 ol—a/2)i eai 1 e(a/2)i _ g(—aj2)i’

T =

Por otra parte

a  Ccosg ela/2)i o o(—a/2)i  o(e/2)i _ o(—a/2)i

t— = = :
27 sing 2 2i
1  « ) T km . L Q2E+ D7
= T = —cot - = —icot | o—+ — | = — —icot ————.
? 2 2n  n 2n

Teniendo en cuenta que el coeficiente de mayor grado de p(x) es 2 queda

n—1
p)=(x+1)"+ (z—-1)" = 2H(m—xk)
k=0

Es decir,

(x+1)"+(:v—1)n:2H <x+icot(2k2—;1)ﬂ>
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98. Grupos topolégicos

Sea (G,-) un grupo y T una topologia definida en G. Decimos que
(G,-,T) es un grupo topoldgico si son continuas la aplicaciones

GxG—G, (z,y) >y

GG, z—azt

en donde en G X (G se considera la topologia producto. Es decir, han de ser
continuas la operacién del grupo y la operacion inversion. Abreviadamente
escribimos simplemente G para designar a un grupo topoldgico.

(a) Demostrar que todo grupo G es un grupo topoldgico con la topologia
discreta en G.

(b) Demostrar que todo subgrupo de un grupo topologico es un grupo to-
poldgico con respecto a la topologia inducida.

(c) Sea (E, ||]|) un espacio normado. Demostrar que el grupo aditivo (E, +)
es grupo topoldgico cuando en E se considera la topologia inducida por la
norma.

Nota. Caso particular importante es el grupo topolégico aditivo R™ con la
topologia inducida por la distancia euclidea.

(d) Sea (GL,(R), ) el grupo lineal de orden n, es decir

GL,(R) = {A € R"™" : A es invertible}

con la operacién producto. Demostrar que GL,(R) es grupo topoldgico con
la topologia inducida por la métrica

1/2
n

d(A, B) = Z |aij — bij‘Q , A= [aij],B = [blj] € GLH(R)

,j=1

Solucién. (a) Sabemos que el producto de una cantidad finita de espa-
cios topoldgicos discretos es discreto en la topologia producto. Esto implica
trivialmente la continuidad de la aplicacién operacién del grupo y de la ope-
racién tomar inversos.

(b) Si H es un subgrupo de un grupo topologico G, la restriccién de la
multiplicacién y la inversién a H son funciones continuas y como H es un
subespacio topolégico con la topologia inducida tenemos que es un grupo
topoldgico.

(c) Demostremos que la aplicacién E x E — E, dada por (z,y) — = +y es
uniformemente continua, con lo cual serd continua. En efecto, sea ¢ > 0y
elijamos § = ¢/2. Entonces,

{|x—$’| <6

! !
Hy_y/H <§ = H(m—i—y)—(:): +y)H
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€ €
<Jlo o+l vl < 5+ 5 =

Demostremos que para todo a € K, la funcién £F — E dada por x — ax
es uniformemente continua, con lo cual serd continua en particular x —
(=1)x = —x. Si a = 0, el resultado es trivial. Si a # 0, sea ¢ > 0. Entonces,
eligiendo 0 = ¢/ |al :

€

|z —2'|| < 6= ||ax — a2’|| = |a] ||z — || < |a] €.

lal

Concluimos que E es grupo topolégico.
(d) Podemos identificar R™" con R™ en la forma esténdar

2
RTLXTL — Rn y A= [G/Zj] —a= (a117~"7a1’n7"'7a’n17"'7ann>7
con lo cual podemos considerar GL,(R) C R" y la distancia dada es la
distancia euclidea en R”z, es decir
1/2
n
2
d(a,b) = [ D las; — byl
,j=1

En la operacién producto ab intervienen sumas y productos de las variables
ai; y bij y en a~!, sumas, productos e inversos de niimeros no nulos; que con
la distancia euclidea sabemos que son operaciones continuas. Concluimos
que las operaciones producto e inversién son continuas en GL,(R).

99. Convergencia de una serie segiin parametro

log ( cos —
n

Solucién. Dado que 0 < 1/n < m/2 para todo n = 1,2,..., se verifica
cos(1/n) > 0 y por tanto la serie estd bien definida. Se verifica

1 1
m 287~ i M Sogr ~ a1
z—=lx—1 ~~ z—1 1 ~~~
indet. 0/0 z—1

+oo
Analizar la convergencia de la serie E

n=1

P
segun el parame-

tro p € R.

Tenemos por tanto

1 1 1 1
n—>+oo:>—>():>cos—>1=>10g(cos> ~ (cos)—l.
n n n) ~~ n

n——+00



Fasciculo 4. Monografias 76-100 119

Por otra parte sabemos que 1 — cosz_~ x?/2 en consecuencia

z—0
1 1
cos— | —1 ~ ———.
n ~—~ 2n2
n—-+o0o

En consecuencia la convergencia de la serie dada equivale a la convergencia
de la serie

R I T R |
D53l =
n=1 n=1

Por el conocido teorema de las series de Riemann, la serie es convergente sii
2p > 1, es decir sii p > 1/2.

100. Limite de una sucesién recurrente aplicando
el criterio de Stolz

Se considera la sucesién a,, definida como

CL1:1
Opt1 =+a1 +az+ -+ ay.

3 a 1
Demostrar que lim — = —.
n—+oo N 2

Solucion. Elevando al cuadrado tenemos:
2 _ _ 2
an = (a1 4+ag+ -+ an_1) +an = a; + an.

La sucesion es claramente creciente y de términos positivos, luego tiene limite
L € (0,+0c]. Si L es finito, tomando limites en a2, = a2 + a, obtenemos
L? = L?>+ L y por tanto L = 0, lo cual es absurdo. En consecuencia lim a,, =
+o00. Por otra parte,

2
1
az = ar+a, = (anH) = 14— = (lima,)* =14+0=1= lima, = 1.
an an

Adems3s

2 2 2 2
U = Gy + Ay = 1 — A = Gy = (Gpg1 — ) (Qng1 + an) = ap

N an N 1
An+1 — Gp = Up+1 — Anp = 3
An4+1 + ap n+1 11
an




120 100 Limite de una sucesion recurrente aplicando el criterio de Stolz

= lim (apt1 —an) = —— = —.

Por ultimo

1 , Apt1 — Q ; a 1
~— lim T lim =2 =—.
n—too (n+1)—n ~~ notoon 2

Crit. Stolz
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101. Serie de los inversos de los niimeros primos

Denotamos por p,, al enésimo nimero primo, es decir p1 = 2,ps = 3,p3 =
5,p4 =T7,...y al conjunto de todos los nimeros primos lo denotamos por P.
La letra p designara siempre un nimero primo, por ejemplo Zp> ~ p denota

apN +PN+1 FPNr2+
Demostrar que la serie

S ST TS S
= p 2 3 5 7 n
de la suma de los inversos de de los niimeros primos es divergente.

Solucién. Razonamos por contradiccién. Si )
suma S, para e = 1/2 existe N natural tal que

S—SN:Z;<;

p>N

peP 1/p es convergente de

Sea Q = Hp< ~ P el producto de los nimeros primos menores o iguales que
N. Entonces, los nimeros 1 + n@ con n € N no son divisibles por primos
menores que N. Efectivamente, si p < N cumple p | (1 + n@Q) tendriamos
1+ n@ = pk con k € N. Por otra parte p | @, es decir @ = ps con s € N.
Entonces,

1+ nps = pk o bien 1 = p(k — ns)

lo cual es absurdo. Consideremos ahora

= 1 1
P= (> | <> 5=1
j=1 p>Np j:12

121
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Se verifica ,
+o0 1 400 1 J
> <> 1>
n=1 14+nQ =1 \p>n?

porque cada término de la suma de la izquierda aparece en la suma de la
derecha al menos una vez. Esto es claro, pues segin se demostro, todo divisor
primo p de 14 n@ es mayor que N. Ademads, 1/(1+ n@) < 1/p. Deducimos

por tanto que
“+o0o

1
Zl%—nQSl'

n=1

Pero la serie de la ecuacién anterior diverge pues

§1>1§1
n:11+nQ - 2Qn:1n

para todo K y el lado derecho diverge para K — +oo (serie armoénica). La
contradiccion obtenida demuestra el teorema.

102. Los complejos no pueden ser un cuerpo or-
denado

Sea (K,+,-) un cuerpo y < una relacién de orden total en K. Decimos
que (K, <) es un cuerpo ordenado si se verifican los axiomas

(K1) Va,bce K, a<b=a+c<b+ec
(K2) Va,be K, a>0yb>0=ab>0.

Es claro que Q y R son cuerpos ordenados con el orden usual, sin embargo:
Demostrar que ningtin orden total en C le puede dar estructura de cuerpo
ordenado.

Solucién. Supongamos que (C, <) fuera un cuerpo ordenado. Como i # 0
tenemos 7 > 0 o ¢ < 0.
Primer caso: © > 0. Entonces

" =117 > 0=-1>20 = —-14+1>204+1=02>1.
~~ ~~
por (K2) por (K1)

(-1)>>0=12>0.
~~

-1>0 =
K2)

por (
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Al ser 1 # 0 tenemos a la vez 0 > 1y 1 > 0 lo cual es absurdo.
Sequndo caso: i < 0. Entonces

0—i > i—i=—-i>0 = (-i)*>0=-1>0.
~— —~~
por (K1) por (K2)
Por otra parte
-1>0y—i>0 = (-1)(—i)>0=i>0.
por (K2)

No puede ser a la vez i < 0 e ¢ > 0, con lo cual obtenemos otro absurdo.

103. Limite usando la formula de Taylor

_—8z? 4
Calcular L = lim € + cosdr
z—0 10.%'4

Solucién. Usando los conocidos desarrollos de la exponencial y el coseno

.2
—e 8" 4 cosdx

L = lim
x—0 101‘4
—8z2  (—8x2)? A (4z)?  (4a)* 4
—<1+ T + o(z*) +1—T—|—T+o(a})
= lim
x—0 10])4
64 64  o(z* 64
—lm -3 " — Iy —3 4 _ _3 _ 92
70 1024 70 10 10 15°

104. Condicién necesaria y suficiente para que AU
B°=10B
Sean A y B subconjuntos de un conjunto universal U. Determinar condi-
ciones necesarias y suficientes para que se verifique la igualdad AU B¢ = B.
Solucién. Tenemos las implicaciones
AUB°=B= (AUB)UB=BUB
= AU(B°UB)=B=AUU=B=U=B.
Es decir, necesariamente ha de ser B = U. Por otra parte, si B = U,
AUU=U=AUD=U=A="U.

Por tanto, para que se cumpla AU B¢ = B es necesario que A = B = U.
También es suficiente pues UUU =U U =U.
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105. Condiciones suficientes para la irreducibili-
dad en K][z]

Sea K un cuerpo y p(z) € K[z].
(a) Demostrar que si grado p(z) = 1, entonces p(z) es irreducible.
(b) Demostrar que si p(x) es un polinomio cuadratico o cibico sin raices en
K, entonces p(x) es irreducible.
(¢) Demostrar que los siguientes polinomios de Zz|x| son irreducibles:

z,e+1, 22 +z+1, 22+ +1, 23 +2%2+1.

(d) Descomponer p(z) = z* 4+ 23 4+ 22 + 1 € Zs[x] en producto de factores
irreducibles.
(e) Descomponer p(z) = 23 + 22 — 2x — 2 € Q[z] en producto de factores
irreducibles.

Solucién. (a) Si p(x) = g(x)h(z) entonces,
1 = grado p(x) = grado ¢(x) + grado h(x).

Esto implica que grado ¢(x) = 0 o bien grado h(x) = 0, es decir o bien ¢(x)
o bien h(z) es una unidad y por tanto p(x) es irreducible.
(b) Si grado p(z) = 203 y p(x) no tiene ceros en K, entonces no tiene
factores de grado 1. Si p(z) = g(z)h(x) tendriamos o bien

2 = grado ¢(x) + grado h(x) o bien, 3 = grado ¢(z) + grado h(z).

Pero al ser los grados de ¢(x) y h(z) distintos de 1, lo cual implica en ambos
casos que o bien el grado de ¢(x) o el de h(x) ha de ser cero luego p(x) es
irreducible.
(c) Los dos primeros polinomios son de primer grado. Los restantes son de
grado 2 o 3 y claramente no tienen raices en Zy = {0, 1}. Por lo demostrado
en los apartados (a) y (b), concluimos que todos los polinomios dados son
irreducibles.
(d) Tenemos p(1) = 0. Aplicando el algoritmo de Ruffini:
11101
10 = plz) = (x—1)(2> +z +1).
L p(x) = (z = 1)( )

p1(z)

11
|1 10
Ahora bien, vimos en el apartado (¢) que pj(z) es irreducible luego la des-
composicién pedida es p(z) = (z — 1)p1(x).
(e) Tenemos p(—1) = 0. Aplicando el algoritmo de Ruffini:

11 -2 =2
-1 0 2 =p)=@+)=*-2).
1 0 -2 0 (

-1

p1(w)
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El polinomio pi(z) es de grado 2 y no tiene raices racionales, por tanto es
irreducible en Q[x] luego la factorizacién pedida es p(z) = (z + 1)p1(x).

106. Teorema de los circulos de Gershgorin

Sea A = [a;;] € C"*". Para cada i = 1,2, ..., n consideremos los circulos
cerrados del plano complejo

D; = D(ajj,ri) ={z2€C:|z—ay| <ri}conr = Z |aij| -
J#i

A tales circulos se les llama circulos de Gershgorin. Cada circulo D; tiene
su centro en el elemento a;; de la diagonal principal y su radio es la suma
de los moédulos de los restantes elementos de la fila .

(a) Demostrar el teorema de los circulos de Gershgorin:

Cada valor propio de A pertenece a algtin circulo de Gershgorin.

(b) Aplicar el teorema a la matriz A = E _21] .

(c) Idem para la matriz A = B :ﬂ .

(d) Idem para la matriz A = diag (A1, Ag, ..., \,) € C™*™,

(e) Deducir un teorema parecido al de Gershgorin que involucre elementos
de columnas.

Solucién. (a) Sea A un valor propio de A y sea 0 # x = (x;) un vector
propio asociado a A. Llamemos z; a la coordenada de x de mayor médulo.
Claramente |x;| > 0 pues en otro caso serfa x = 0. Se verifica Ax = Az, es
decir

a1 a2 ... Qip I I

a1 a22 ... Qa2n ) )
=

anl1 Ap2 ... Qpn In In

o bien,
n
E AijTj = /\l’i Vi = 1,...,n.
j=1
De forma equivalente » opi Qij T = Az; —ai;z; y dividiendo ambos miembros

entre x; y tomando médulos

<y |

J#i

I\ — | = D4 0]
(2 ‘/L’Z

< Z laij| = 7.

J#
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Es decir, A\ € D(a;, ;).
(b) Hallemos sus valores propios: x(A) = A2 —3 =0, A = ++/3. Los circulos
de Gershgorin son Dy = D(1,2), Dy = D(—1,1).

Con un sencillo grifico podemos verificar que —v/3 € Dy y que v/3 € D;.
En éste caso, ocurre ademés que —/3 ¢ Dy v /3 ¢ Ds.

(c) Sus valores propios: x(\) = A2 +1 =0, A = +i. Los circulos de Gersh-
gorin son Dy = D(1,1), Dy = D(—1,2).

Con un sencillo grafico podemos verificar que —i € Ds, i € Ds. Sin
embargo, D1 no contiene a ninguin valor propio de A. Nétese que el teorema
de Gershgorin asegura que todo valor propio pertenece a algtin circulo, pero
puede que algtn circulo no contenga valores propios.

(d) Sus valores propios son A1, Az, ..., A\, y sus circulos de Gershgorin

D1(A1,0) = {1}, D2(X2,0) = {2}, ..., Dn(Ay,0) = { A2}

con lo cual, \; € D;()\;,0) para todoi=1,2,...,n.

(e) Dado que toda matriz A y su traspuesta AT tienen los mismos valores
propios, el teorema de Gershgorin sigue siendo valido si consideramos los
discos

D} = D(ay,r}) ={2€C:|z—ay| <rl} conrl= Z lajil -
J#
Es decir, cada circulo D} tiene su centro en el elemento a;; de la diagonal

principal y su radio es la suma de los médulos de los restantes elementos de
la columna 1.

107. Derivada f"9(0) para f(z) = 2®log(x + 1)

Calcular f(2016)(0), siendo f(z) = z?log(x + 1).

Solucién. La regla de Leibniz para la derivada enésima del producto es

n

(wr)™ =3 <Z> (=) (k)

k=0

En nuestro caso, tomando u(z) =In(z + 1) y v(z) = ==

() = log(1+ ) (00 (@) = a2
u(l)(az) =(x+1)71 v(l)(az) =2z

u®(z) = —1(x +1)72 v (z) =2

uB®(z) =2z +1)73 v®) () =0

u™ (z) = (—1)”“(71 -z 4+1)"" v (m) =0
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Particularizando en = = 0:

u0(0) =0 v (0) =0

uD(0) = 1 v(0) =0

(2> (0) = v@(0) =2
>(0) = v®(0) =0

u™(0) = ( 1)n+1(n - o™ (0) =0

Queda por tanto:

f(2016) (0) _ (UU)(2016) (0) _ (20216> u(2014) (0),0(2) (0)

2016 2016!
= —1)(2013)1 -2 = — =2
( 2 >( )(2013) 1007

108. Factorizacién de un polinomio homogéneo en
Rlz, y]

Factorizar P(x,y) = 302* — 4123y — 1292%y% + 10021> + 150y* € R[z, y].
Solucién. Consideremos P(z,y) como polinomio de (R[y]) [x]:
P(z,y) = 302" + (—41y)z® + (=129y*)2* + (100y*)z + 150y*
y ensayemos soluciones de la forma = = ky. Entonces,
P(ky,y) = (30k* — 41k* — 129k* + 100k + 150) y* = 0.
Aplicando el teorema de las raices racionales a la ecuacion
30k* — 41k® — 129k% + 100k + 150 = 0,

obtenemos las soluciones k = —3/2 y k = 5/3, luego

son raices de P(z,y). Podemos por tanto escribir

Pl = o+ 30) (o~ 5v) Qo)
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Usando el algoritmo de Ruffini

30 —4ly —129y% 100y® 150y
3
—5Y —45y 1292 0 —150y4
|30 —86y 0 100y° 0

3
= P(x,y) = <:c + 2y) (3023 — 86yx? + 100y°).

Ql(l‘?y)
Aplicando de nuevo el algoritmo a Q1(z,y):
30 —86y 0  100y?
5
3Y 50y —60y%> —100y3
130 —36y —60y? 0

3 f ,
= P(z,y) = (m + 2y) (302 — 86yx2 + 100y%)
Ql(rzy)

3 5
- <g: + 2y> (:c — 3y) (302 — 36yx — 60y?)

1
= 6(2:5 + 3y)(3z — 5y) (302 — 36yx — 60y?)

= (27 + 3y)(3z — 5y) (52% — 6yz — 10y?) .

Factoricemos ahora Qs(z,y) = 522 — 6yx — 10y%. Resolviendo la ecuacién
de segundo grado en z:

6y £ /236y2 6y + 24/59
5$2—6yx—10y2:0, T = Y 10 v 10 y’

Podemos por tanto expresar

P(a,y) = 5(2z + 3y)(3z — 5y) (a: - Wy) (x - W@y>

)




Fasciculo 5. Monografifas 101-125 129

109. Rango de una funcién definida en [0, 1]

(14 2)06

Determinar el rango de la funcién f:[0,1] - R, f(x) = T 206
T

Solucién. La funcién es elemental y estd definida en [0, 1], en consecuencia
es continua. Analicemos su comportamiento en términos de crecimiento o
decrecimiento. Para todo z € [0, 1] tenemos

0,6(1 4 )% (1 + 2%6) — 0,62704(1 4 2)%F

/
€Tr) =
f ( ) (1 + $0,6)2
1+2%  (14)%9
— 06 (1+ )04 204 _ 06 29+ — (1 +2)
’ (1 + 206)? T (14 2)04204 (1 4 £06)?
294 — 1

(14 2)04204 (1 + x0v6)2 '

Para todo x € [0, 1] el denominador es positivo y el numerador negativo,
luego f'(z) < 0 y la funcién es estrictamente decreciente. Por otra parte

tenemos
206 285 1 1

T1+1 2 2B Ya
Del teorema de los valores intermedios para funciones continuas, deducimos
que

fO) =1, f(1)

rango f =

£

110. Topologia cociente en X/R

Sea (X,T) un espacio topolégico, R una relacién de equivalencia en X
y m : X — X/R la proyeccién canénica es decir, la aplicaciéon dada por
m(x) = & en donde Z es la clase de equivalencia a la que pertenece z.
(a) Demostrar que

Tgp:={UCX/R:7'(U) e T}

es una topologia en X/R. Se la denomina topologia cociente de X por R.
(b) Describir intuitivamente la topologia cociente en términos de “pegar
puntos”.

(c) Demostrar que 7 : (X,T) — (X/R,Tr) es continua y que Tg es la topo-
logia més fina sobre X/R de entre todas las que hacen a 7 continua.
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(d) En X ={0,1,2,3} se consideran la topologia Ty la relacién de equiva-
lencia R dadas por

T:{QaX{071}7{273}}, ny@HkEZx—y:gk
Determinar la topologia cociente Tg.

Solucién. (a) Veamos que T cumple los tres axiomas de topologia.

i) Tenemos 71 () =0 € Ty n 1 (X/R) = X € T, luego 0 y X/R pertenecen
a TR.

ii) Si {U; : i € I} es una familia de elementos de Tg entonces, 7~ *(U;) € T
para todo ¢, con lo cual

! (U Ui) = U

a! (U;) ET:>UU1‘ € Tg.
eT

iii) Si Uy, Us son elementos de Tx entonces, 71 (Uy), 7~ *(Uz) € T, con lo
cual

a ! (UlﬂUz) =71 (Ul)mﬂ'_l (UQ) eT =U NU;y € Tg.
—_——— N——
eT eT

(b) Supongamos, por ejemplo, que U = {Z, y, Z} es abierto en T/R, y sean
T={x;riel}, y={yj:jeJ}, z2={zn ke K},
entonces es abierto en X:
T {z,9,2) ={zi:ieJU{y:je€JYU{xn: ke K}.

Es decir, del conjunto abierto de la derecha en X hemos pasado al abierto
{Z,7,z} de X/R “pegando”los puntos que pertenecen a una misma clase de
equivalencia.

(c) Si U € Tg entonces, m~1(U) es abierto en X por la propia definicién de
TR, luego 7 es continua.

Sea T" una topologia en X/R respecto de la cual 7 : (X,T) — (X/R,T")
es continua. Entonces, si U € T” se verifica 7~ 1(U) € T y por tanto U € Tg.
Es decir, T C Tk.

(d) Las clases de equivalencia son 0 = {0,3}, 1 = {1} y 2 = {0,2}, por
tanto el conjunto cociente es X/R = {0,1,2}. Siempre () y X pertenecen a
la topologia cociente. Analicemos los restantes subconjuntos de X/R:

7 ({0}) = {0,3} ¢ T = {0} ¢ Tk,
({1 ={1} ¢ T = {1} ¢ Tr,
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{2 = {2} ¢ T = {2} ¢ T,
m! ({(_)7 i}) = {07 3, 1} ¢ T= {67 I} ¢ Tk,
m! ({(_)7 é}) = {07 3, 2} ¢ T= {67 Q} ¢ Tk,

A (1,20 = {1,2) ¢ T = {1,2) ¢ Th.

Concluimos que Tr = {0, X} (topologfa indiscreta).

111. Acotacién del rango del producto de dos ma-
trices

Sean K un cuerpo y A y B matrices multiplicables con elementos en K.
Demostrar que rango (AB) < min {rango A,rango B}.

Solucién. Supongamos que A € K™*" B e K"*P:

ail N AT b11 e blp
A= : : :[al,...,an], B =
Aml .- QAmn bnl bnp
Multiplicando,
b1 bip
AB:[al,...,an] :
bpi ... bup
= [bllal+"'+bn1an; SRR blpal+"'+bnpan] .

Es decir, las columnas de AB son combinaciones lineales de las colum-
nas de A. Esto implica que el subespacio generado por las columnas de
AB esta contenido en el generado por las columnas de A y por tanto,
rango (AB) < rango A.

Veamos ahora que rango (AB) < rango B. Usando que rango M =
rango M7T y aplicando la propiedad ya demostrada:

rango (AB) = rango ((AB)T) = rango (BTAT) < rango BT = rango B.

Concluimos pues que rango (AB) < min {rango A,rango B} .
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112. Espacio vectorial como suma directa de dos
nucleos

Sea T € Endg(F) y f,g,h € K]t] tales que
f(t) =g(t)h(t), f(T)=0, g,h primos entre si.
Demostrar que E = ker g(T') @ ker h(T).

Solucién. Al ser g y h son primos entre si, existen (lema de Bezout) poli-
nomios 7(t) y s(t) tales que r(t)g(t) + s(t)h(t) = 1, lo cual implica que

r(T)g(T) + s(T)h(T) = 1.
Entonces, para todo x € E se verifica
x=r(T)g(T)x + s(T)h(T)z.

Veamos que el primer término de la suma anterior pertenece a ker h(T). En
efecto
WT)r(T)g(T)z = r(T)g(T)W(T)z = r(T) f(T) x = 0.
—~—
=0
De la misma manera se demuestra que el segundo término pertenece a
ker h(T"), con lo cual E = ker g(T")+ker h(T). Falta demostrar que ker g(7") N

ker h(T") = {0}. Tenemos
x €kerg(T)Nker h(T) = g(T)x =0 N h(T)x =0

=z =r(T)g(T)z + s(T)h(T)z =0+0=0.
Concluimos que E = ker g(T') @ ker h(T).

113. Desigualdad de Schwarz y norma en los es-
pacios prehilbertianos

Sea P un espacio prehilbertiano, es decir un espacio vectorial complejo

con producto escalar. Para todo x € P se define la norma (o longitud) de x

como el nimero real no negativo ||z| = /(x,x).
1. Demostrar que para todo x,y € P se verifica la desigualdad de Schwarz:

[z, )] < [l {lyll -

2. Demostrar que efectivamente la aplicacién || || satisface las tres propieda-
des de una norma.
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Solucién. 1. Llamemos a = (z,z) > 0, b = (x,y), ¢ = (y,y) > 0. Entonces,
para todo A\ € C:

(z+ My, z+ Ay) = (2, 2) + My, z) + Mz, y) + Ay, y)

=a+bA+bA+cAA>0. (%)

Primer caso: ¢ # 0. Tomando A = —b/c y sustituyendo en (x):
a_@_@+c%:a—@20:ac—|b|220
c ¢ c c

2 2 2
= [lz*llyll™ = Kz, v) |7 = [{z, v)| < ll2][ lyll -

Sequndo caso: ¢ = 0. Si a # 0, para todo A € C:
(A2 +y, Az +y) = Az, 2) + My, 2) + Mz, y) + (y,9)

= AP a+ b+ b > 0.

Tomando A = —b/a en la desigualdad anterior y teniendo en cuenta que
a>0
2 2 2 2

%a—@—@:—ﬂzo:\bﬁgo,

a a a a
con lo cual ha de ser b = (z,y) = 0 y la desigualdad |(z,y)| < ||z ||ly| se
satisface trivialmente. Por ltimo, si a = 0, tomando A = —b en (%) queda
—2bb > 0 o bien bb = |b* < 0 lo cual implica que b = (z,y) = 0y la
desigualdad |(z,y)| < ||z|| ||y|| de nuevo se satisface trivialmente.
2. (a) |z =0 /(z,z) =0 (z,2) =0 2 =0.
(b) [|Az|? = Az, Adz) = A\(z, ) = [A]*||z|*, lo cual implica |[Mz|| = [A| ||z]|.
(¢) Tenemos

lz+yl? = (z+y,2+y) = (z,2) + (2,9) + (4,2) + (4, 9)

2 TN 2 2 2
= [lzlI" + (=, 9) + (=, 9) + lyl” = =[] + 2Re (z,y) + [y

2 2 2 2 2
<llzl®+2Kzp)l+ ™ < Nzl +2]zlHyll + lylI” = (=] + [yl
Des. Schw.

y tomando raices cuadradas queda ||z + y|| < ||=|| + [Jy]|-
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114. Espacio prehilbertiano de las sucesiones fini-
tamente no nulas

(a) Sea P el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas = = (x,,)
finitamente no nulas, (es decir con sélo un nimero finito de términos no
nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que P es prehilbertiano

con (z,y) = > x;7;.
(b) Demostrar que P no es de Hilbert.

Solucién. (a) Para todo z,y € P, (y,x) = > y;jT; = > xy; = y_ T;¥; =

(z,y).
Para todo z,y,z € P,

@ty2) =Y (@+y)5G = (27 + ;%)
= Z$j7j+2yj7j: (x,2) + (y, 2).

Para todo a € C y para todo = € P,

(ax,y) =Y (az)g5 = Y alag;) = a ) z;7; = alz,y).

Para todo 0 # x € P existe al menos un z; no nulo, por tanto:

(x,2) = Z:L‘jaTj: Z z;> > 0.

(b) Consideremos los elementos de P

s1=(1,0,0,...)
s =(1,1/2,0,0,...)
s =(1,1/2,1/3,0,0,...)

sn=1(1,1/2,1/3,...,1/n,0,0...)

Para todo n, k enteros no negativos tenemos

1 1 1 2 ndh oy

2

_ —1l{o0,....0 0. =Y 5

lsnt, = sul H( U n+2 Utk ) L
Jj=n+1

Como la serie Y ;°1/5% es convergente, se verifica

d(Tptk, Tn) = ||Sntk — Snf| = 0 si n — o0
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lo cual implica que s, es sucesién de Cauchy. Veamos ahora que s, no es
convergente en P. En efecto, supongamos que s, — s con

s = (a1,az,...,an,0,0,...) € P.

Paran > N

n

lsn — sl|* = Z

j=1

2

J

Z |aJ’

Jj=n+1

Haciendo n — oo obtenemos » 72 [1/j — a;]* = 0 lo cual exige a; = 1/§
para todo j, que contradice la hlpOteSIS seP.

115. (2,z) no es ideal principal en Z[z]
Demostrar que el ideal de Z[z] dado por I = (2, ) no es principal.

Solucién. Por definicién,

I=2z)={f(z) € Z|z] : f(x) = g(x)x + 2h(z) con g(x),h(z) € Z[z]}.

El término constante de todo polinomio f(x) ha de ser par y reciprocamente,
si f(x) = apx™ + -+ 4+ a1x + ap con ag par, entonces

f(:c):(anx”_1+~-+a1)x+— 2¢l.

Por tanto, I = (2,z) = {apz™ + --- + a1x + ap : ag es par}. Veamos que
I no es ideal principal. En efecto, si lo fuera existiria p(z) € Z[z] tal que
I = (p(x)). Pueden ocurrir dos casos.

1) p(z) = k # 0 constante. Entonces k = 1 -k € (p(x)) y por tanto k
ha de ser par. Esto implica que todos los polinomios de I son de la forma
kg(x), es decir todos los polinomios de (p(x)) tienen todos sus coeficientes
pares y x ¢ (p(z)) (contradiccién).

2) p(z) tiene grado > 1. En tal caso, los polinomios de (p(z)) tienen
grado > 1y 2 ¢ (p(x)) (contradiccién).

116. Teorema de la buena ordenacion de Zermelo.

Sea F un conjunto no vacio.
(a) Demostrar que en todo subconjunto finito de E' se puede definir un buen
orden.
(b) Consideremos todos los subconjuntos A de E para los cuales se puede
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definir un buen orden y elijamos uno de tales 6rdenes, al que denotamos por
<4 . Llamemos

O ={(A,<4): AC E con <4 buen orden en A}.
Definimos en O la relacion <

1) AcC B,
2) <4 eslarestriccion de <p a A,
3) acA,beB,b<pa=bec A

(A,<4) % (B,<p) &

Demostrar que =< es relaciéon de orden en O.

(c¢) Demostrar que si O tiene un elemento maximal, el conjunto E puede ser
bien ordenado.

(d) Demostrar que toda cadena de O (subconjunto totalmente ordenado)
tiene una cota superior.

(e) Aplicar el lema de Zorn para demostrar que E puede ser bien ordenado.

Solucién. (a) Para cualquier subconjunto finito ' de E podemos establecer
una biyeccién j: {1,2,...,n} — F y llamando j(i) = z; podemos definir el
buen orden en F' dado por 21 < 9 < ... < xp.

(b) Por el apartado anterior, O # ().

Reflexiva. Trivialmente tenemos A C A, <4 es la restriccion de <4 a A
y b€ Aimplica b € A, luego (4, <a) = (A,<4).

Antisimétrica. Si (A,<4) = (B,<p) y (B,<p) =< (A, <p) se verifica
AC By B C A luego A =By <s=<p por 2), por tanto (A, <) =
(B, <B).

Transitiva. Supongamos que (A,<4) < (B,<p)y (B,<p) = (C,<¢).
De la condicién 1) se deduce que A C B C C y de la 2) que <4 es la
restriccién de <o a A.

Sean ahora a € A, ¢ € C con ¢ <¢ a. Esto implica que a € By c e C
con a <¢ ¢ lo cual implica que ¢ € B. Entonces, a € A, c€ By ¢ <p a con
lo cual a € A. Es decir, (4,<4) =2 (C,<¢).

(c) Sea (A,<4) un elemento maximal en O, veamos que A = E. En en
efecto, si A # Eseabe E— A. En B = AU {b} podemos definir el orden
<p que coincide con <4 en A y a < b para todo a € A. Claramente <p es
un buen orden en By (A, <4) < (B, <p) contra la hipdtesis.

(d) Sea C = {(Ax,<4a,) : A € A} una cadena de O y sea F = {Ay: XA € A}.
Es claro que la familia F es ella misma una cadena con respecto de la relacion
de orden inclusién. Llamemos U = Jycp Ax, y vamos a definir un orden en
U.

Consideremos un numero finito uq,ue, ..., u, de elementos de U. Para
cada ¢ = 1,2,...,n existe un A; € F tal que u; € A; y al ser F una
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cadena, uno de los A; (llamemdsle A) contiene a todos los A; y por tanto

{uy,ug,...,up} C A. Sea ahora B € F con {u1,us,...,u,} C B, larelacién
u; <4 u; implica u; <p wuj para todo i,j € {1,2,...,n} pues C es una
cadena.

Tomemos n = 2 y definamos el orden <y en U escribiendo u; <y us
si u1 <4 ug siendo A cualquier elemento de F que contiene a ui y uo.
Claramente la relacion < es reflexiva y antisimétrica y tomando n = 3
deducimos que es transitiva. Es ademaés orden total por construccién.

Demostremos que <y es un buen orden en U. Sea S C U con S # ()
y veamos que S tiene elemento minimo. Sea s € S. Si s es minimo, ya
estd demostrado. Si no lo es, sea el conjunto no vacio

T={teS:t<ys}

Sea (A, <4) un elemento de la cadena C tal que s € A y sea (B,<p) un
elemento de la cadena C tal que t € B. Dado que F es una cadena, o bien
B C Ayentoncest € A, o bien A C B y entonces s € A, t € B, t <y s
luego segun la definicién del orden < en O, t € A. Es decir, en cualquier
caso t € A, luego T C A.

Como T es subconjunto no vacio de A (que estd bien ordenado), 7' admite
un elemento minimo m en el orden <4 . Ahora bien, al ser T C A C U, las
restricciones de los érdenes <4 y <y a T coinciden, luego T admite a m
como minimo en el orden <. Como <y es un orden total, m es también
elemento minimo de S, luego <y es buen orden. Es decir, hemos demostrado
que (U,<py) € O.

Veamos ahora que (U,<p) es cota superior de la cadena C es decir,
veamos que

(A7 SA) = (U7 SU): V(A7 SA) ecC.

En efecto, A C U por construccién y <4 es la restriccién de <y a A. Sean
ahora a € A, x € U tales que x <y a. Existe un X en la cadena F que
contiene a {x} U A y consideremos (X. <x) € C. Entonces,

(A4, <a) 2 (X, <x),

y por tanto la desigualdad x <y a implica x € A. Al ser U mayorante
minimo de la cadena F, el par (U, <y) es mayorante minimo de la cadena
C. Hemos demostrado que la cadena C tiene cota superior.
(e) Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal en (O, =), y como
consecuencia del apartado (c), existe un buen orden en E.
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117. Teorema de los valores extremos sobre un
compacto

(a) Demostrar el teorema de los valores extremos sobre un compacto: Sea
(X, T) un espacio topolégico, K C X un compacto no vacioy f : K — R una
funcién continua en donde en R se considera la topologia usual. Demostrar
que la funcién f alcanza un méximo y minimo absoluto en K.

(b) Se considera la funcién f : [0,1] — R dada por f(x) = }x?’ +cosx‘.
Demostrar que f alcanza en [0, 1] un maximo y un minimo absolutos.

Solucién. (a) Dado que K es compacto y f es continua, f(K) es un subcon-
junto compacto de R y por tanto cerrado y acotado. Por ser f(K) acotado
existen

—oo <m=inf f(K), M =supf(X)<+oo.

Por ser f(K) cerrado, m, M € f(K) y por tanto existen xj,z2 € K tales
que f(x1) =m, f(ze) = M y el teorema queda demostrado.

(b) La funcién g(x) = 2® + cosz es elemental y estd definida en [0, 1], en
consecuencia es continua en tal intervalo. Por otra parte, h : R — R dada
por h(z) = |z| es continua y ademds f = h o g. Como la composicién de
funciones continuas es continua, f es continua en el compacto [0,1]. Por el
teorema anterior, f alcanza en [0, 1] un maximo y un minimo absolutos.

118. Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Sea A € C™™ Ay,...,\, sus valores propios (repetidos o no) y sea
p(A) = méx {|A1],...,[\n|}-
su radio espectral. Segin sabemos,

lim A*=0sp4)<1 (1)
k——+o00
para cualquier norma en C"*",
(a) Sea ahora A invertible y consideremos el sistema lineal Az = b con b €
C™*! (sistema que por supuesto es compatible y determinado). Se considera
la sucesién definida por

2@ et 2 = (- Az D b (2)

Demostrar que la sucesién z(™ converge a la tnica solucién z del sistema
Az =bsiysélosi, p(I — A) < 1.
(b) Método de Jacobi. Supongamos que la matriz A se puede descomponer
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en la forma A = D + T con D diagonal y todos los términos de su diagonal
principal no nulos. Demostrar que la sucesion iterativa

2™ = —p7lrzm=Y 4 p=1p (3)

tiende a la tnica solucién z del sistema Az = b para toda eleccién de z(9) si
y sélo si, p(—=D~IT) < 1.

: . . <2 —1)(331)_(8)
(c) Se considera el sistema lineal = . Hallar su solu-

-1 2 To -7

cién exacta y una solucién aproximada mediante el método de Jacobi para
la eleccion (9 = (1,0)” y hasta la cuarta iteracién.
(d) Método de Gauss-Seidel. Supongamos que la matriz A se puede des-
componer en la forma A = S + T con S triangular inferior invertible y
T triangular superior con ceros en la diagonal principal. Demostrar que la
sucesion iterativa

M = —§7Irgm=b L 571 (1)

tiende a la tnica solucién z del sistema Az = b para toda eleccién de z(9) si
y s6lo si, p(=S~IT) < 1.

(e) Para el sistema del apartado (c) hallar una solucién aproximada mediante
el método de Gauss-Seidel para la eleccién (9 = (1,0)7 y hasta la cuarta
iteracion.

Solucién. (a) Llamemos €™ = (™) —z. Demostrar que 2™ — z equivale
a demostrar que €™ — 0. Llamemos B = I — A. Tenemos

Be™1) = (1 A) (m(m_l) — x) = (I=A)z™ Vgt Az = 2™ g = M),
b

De la relacién €™ = Be(™ 1 ge deduce que €™ = B™e(0) Entonces, si
p(B) <1

ltm €™ = lim (Bme@)):( lm Bm) O = 00 =
por (1

m—-+00 m——+00 m——+00
)

Reciprocamente, si €™ — 0 para cualquier eleccién de (9, eligiendo €(©) £
0
0= lim €™ = lm (Bme(0)> = < lim Bm> 0
—~

m—-+00 m—r+00 m—+400
#0

= lim B™"=0 _=
m—~o0 ~~
por (1)

p(B) < 1.
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(b) Tenemos las equivalencias
Ar=be (D+T)x=b< Dx+Tx =0
©z=-D"'"Te+D 'b& (I+D'T)z=D""b

Nuestra matriz A es ahora I + D~'T y nuestro b es D™'b, en consecuencia
la sucesién iterativa (2) se convierte en z(™ = —D~1Tz(m=1 4 D=1p que
converge a la tnica solucién z del sistema Az = b para toda eleccién de ()
siy sélo si, p(=D7IT) < 1.

(c) Resolviendo el sistema por el método de Gauss obtenemos su solucién
exacta: x = (3, —2)”. Apliquemos ahora el método de Jacobi. Tenemos

()69 (5 ) o
oG D0
ru2 (0 (3)-50)

Los valores propios de —D™1T son A = +1/2 luego p(—D~'T) = 1/2 < 1,
lo cual garantiza la convergencia del método de Jacobi. Llamando z(™) =

(asgm), asgm))T la sucesién iterativa (3) es

2 = xgm) _ /o1 xgmil) +1 8\ _1[8+ zémil)
B xém) 21\1 0 xém—l) o\=7) 9 _7+x§m—1) .
Para la eleccién z(°) = (1,0)” vamos obteniendo
Lo_L8+0) (4
2\-7+1 -3)”
L@ _1(8=3Y_(5/2 2,5
S 2\-7T+4)  \-3/2 ~1,5)"
L _ L (8=3/2\ _(13/4 3,25
T2 \-7+5/2)  \-9/4 —995)"
Lo L 8=9/4\ _(23/8Y (2875
T2 \-7+13/4) " \-15/8) T \-1.875)"

(d) La demostracién es totalmente andloga a la del apartado (b).
(e) Tenemos

9 1 2 0 0 —1
A‘<—1 2)‘(—1 2)+<0 0)_S+T’
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el {2 0\ (0 -1\ _1/0 2
ST_41200_401’
S, 1(20 8\ _1/16

Sb_412—7_4—6'

Los valores propios de —S™'1T'son A = 0y A = 1/4 luego p(—S~'T) = 1/4 <
1, lo cual garantiza la convergencia del método de Gauss-Seidel. Llamando

z(m) = (acgm), xém))T la sucesién iterativa (4) es
Lo (@) Lo 2y (&Y 16 16 4 225"
S\ 401 5—1) 4—6_ 6+ (m1>
Para la eleccién z(®) = (1,0)” vamos obteniendo
T4\ —6+0 ) \-=3/2)  \-15)"
L) _ 1 (16+2.(=3/2) 13/4 3,25
4 —6—3/2 —15/8 -1,875)"
@) _ L (1642 (15/8) 49/16 3,0625
4 —6 —15/8 —63/32 —1,96875 )’

L@ _ 1 (164+2-(=63/32)\ _ ( 193/64 \ _ [ 3015625
a4\ —6-63/32 ) \—255/128) T \—1,9021875) -

119. Triedro de Frenet, rectas y planos asociados

Se considera la curva - de ecuaciones paramétricas

x=1-—cost
Y:4Qy=sint

z=1

(a) Determinar los vectores T (tangente), B (binormal) y N (normal) que
determinan el triedro de Frenet de la curva v en un punto genérico de la
misma.

(b) Hallar las ecuaciones de las rectas tangente, binormal y normal a la curva
v en el punto Py correspondiente a tg = m/2.

(c) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a la
curva 7 en el punto Fj.
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Solucién. (a) Escribiendo 7 en forma vectorial, r = (1 — cost,sint, t) tene-
mos

d 2
T = dijf‘ = (sint,cost, 1), E;' = (cost,—sint,0)
dr  d?r .1 J k
BZEXW: sint cost 1
cost —sint 0

= (sint)i+ (cost)j — k = (sint,cost,—1),
i j k
N=BxT=|sint cost -1
sint cost 1

= (2cost)i — (2sint)j + Ok = (2cost, —2sint,0).

(b) Tenemos Py = r(7/2) = (1,1,7/2). Los vectores del triedro de Frenet
en Py son

T(x/2) = (1,0,1), B(r/2) = (1,0,—1), N(x/2) = (0,—2,0).

Las rectas pedidas pasan por Fy y tienen la direccién de los vectores con el
mismo nombre que las rectas, por tanto

-1 -1 —7/2
z =Y —_— 17T/ (recta tangente),

2
= = 71T (recta binormal),

r—1 y—1 z-7/2

= = (recta normal).
0 —2 0

(c) El plano osculador contiene a T y N, por tanto un vector normal es B:
(r—-1)+0y—1)—1(z—n/2) =0, obienxz — z+7/2—-1=0.

El plano normal contiene a B y N, por tanto un vector normal es T:
(r—1)+0y—1)+1(z—n/2) =0, obienxz+2z—1—m/2=0.

El plano rectificante contiene a B y T, por tanto un vector normal es N:

O(zx—1)—2(y—1)+0(z—7/2) =0, o bieny —1=0.
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120. Caracterizaciones de la continuidad en espa-
cios topologicos

Sean (X, T), (Y,T*) dos espacios topolégicos. Por definicién, una apli-
cacién f: (X, T) — (Y, T*) es continua sii f~(G) € T para todo G € T* es
decir, si la imagen inversa de todo abierto es abierto.

(a) Sea Z una base de de T™. Demostrar que

f:(X,T) = (Y,T*) es continua < f'(H) € T VH ¢ &.
(b) Sea . una subbase de T*. Demostrar que
f:(X,T)— (Y,T*) es continua < f~1(S) e T VS e.7.

(¢) Demostrar que f: (X,T) — (Y,T*) es continua < la imagen inversa de
todo cerrado en Y es cerrado en X.

(d) Demostrar que f : (X,T) — (Y,T*) es continua < f(A) C f(A) para
todo A C X.

(e) Por definicién, f: (X,T) — (Y, T*) f es continua en p € X sii para todo
entorno V* de f(p) se verifica que f~1(V*) es entorno de p.

Demostrar que f : (X,T) — (Y,T™) es continua < f es continua en cada
punto p de X.

Solucién. (a) =) Como # C T*, si H € & entonces H € T* y por tanto,
f~Y(H) € T al ser f continua. <=) Si G € T* entonces, al ser & base de T*,
G es unién de elementos de %: G = U; H; con H; € 4. Tenemos

FHG) = fTHUH) = U; f1(H;) = Uif "1(H;) € T = f es continua.
—_— =~
er T estopolgia

(b) =) Como .¥ C T*, si S € S entonces S € T* y por tanto, f~1(S) € T
al ser f continua.
<) Si G € T* entonces, al ser . subbase de T*, G es de la forma

G = Uz’(Sil Nn...N Slm) donde Szk € .Z.
Tenemos
SHGE) = M (UiS N...nS;,)) =Uif T (S N L. N Ss,)

Ui (S Si) N0 fH(Sin,)) -

Pero S;, € . inplica que S;, € T* y por hipétesis f1(S;,) € T. Esto im-
plica que f~1(G) € T pues es la unién de intersecciones finitas de elementos
de T'. En consecuencia, f es continua.
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(c) =) Si F es cerrado en Y, F€ es abierto en Y, y por ser f continua f~1(F¢)
es abierto en X. Pero f~1(F¢) = (f~}(F))¢, luego f~!(F) es cerrado en X.
<) Sea G C Y abierto. Entonces, G¢ es cerrado en Y. Por hipétesis, f~1(G¢) =
(f71(@))¢ es cerrado en X, con lo cual f~1(G) es abierto en X por tanto,
f es continua.

(d) =) Como todo conjunto esta contenido en su adherencia, f(A4) C f(A).
Entonces,

Ac f7Hf(A) c FH(f(A).

El conjunto f(A) es cerrado y por hipétesis f es continua, por tanto Y f(A)
es cerrado luego A C A C f~1(f(A)) y por tanto

F(A) € F(FH(F(A) © F(A).

<) Supongamos que f(A) C f(A) para todo A C X y sea F C Y cerrado.
Llamemos A = f~1(F). Si demostramos que A es cerrado, o equivalente-
mente que A = A, haremos demostrado que f es continua. Tenemos

f@A) = f(f~YF) c f(fY(F)CcF=F

Por tanto, A C f~'(f(4)) c f'(F) = A. Al ser A C A, el conjunto
A= f~YF) es cerrado.
(e) =) Sea V* un entorno de f(p). Entonces, existe abierto H tal que
f(p) € H C V*. Por hipétesis f es continua, luego f~'(H) es abierto y
p€ fTYH) C f~4V*). Es decir, f~}(V*) es entorno de p y por tanto f es
continua en p.
<) Supongamos que f es continua en todo p € X y sea H C Y abierto.
Para cada p € f~!(H) existe un abierto G, C X tal que p € G, C f~1(H).
Es decir,

f_l(H) = U Gy

pef~1(H)

es union de abiertos y por tanto abierto, luego f es continua.

121. Numeros armonicos y constante de Euler Mas-
cheroni

Se define el n-ésimo nimero arménico como la suma de los reciprocos de
los primeros n nimeros naturales. Se le denota por H,, es decir

n
1 1 1 1
H, =S — =14t =gt
" ;k R S
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1. Demostrar la representacién de FEuler de los ntimeros armoénicos:
R
H, =
11—z
2. Demostrar la expresion combinatoria

ELL:——ﬁé(_z>k<Z>.

k=1

3. Demostrar que la sucesién a,, = H,, —logn es convergente con limite v que
verifica 0 < < 1. Al ntimero ~ se le llama constante de Euler-Mascheroni.
Nota. Se demuestra que v ~ 0,577.

n

Solucién. 1. Usando la identidad — T l+2z4---+z" 1,
x

1 1
1—an 11 1

dr= [ (1 " Nde=1+ -+ <+ +—=H,.
A — A( trt " dr =144 g+t =Hy

2. Usando el apartado anterior, tenemos

L 01 —(1—¢t)" L [ AL
m:/ xmzz/()em:/()ﬁ
0 1—.'17 ~~~ 1 t 0 t

r=1-—t

:/011—220(’5)1"““( n /0 [ kz <n> 1] "

o[£

k=1

o

3. Veamos que a,, es mondtona decreciente. En efecto,

ap+1 — ap = Hyp1 — Hp — log(n+ 1) + logn
1
= + log

" L otg (1t
= 0 — .
n+1 n+1l n+1 & n+1
Consideremos la funcién f : [0,1) — R, f(t) = t + log(1 — t). Tenemos

f(0)=0y | .

"t)=1-——=—-<0 Vte(0,1
lo cual implica que f es estrictamente decreciente en [0,1). Como 1/(n+1) €
(0,1) concluimos que a,+1 — a, < 0 para todo n y por ende, a,, es mondtona

decreciente.



146 122 Determinante de una matriz solucién de un S.D.L.H.

Veamos ahora que a,, tiene cota inferior. Para todo k& > 2

1<1< 1 j1</k dm< 1
k =z k-1 k b_1 T k—1
2 3 n
d d d
éHn—1</x+ x+---+/ ® < Ha
1 n—1 T

X 9 X

n

d

:>Hn—1</ —x<Hn,1:>Hn—1<logn<Hn,1
1 X

1
=-1<-H,+logn< -H,+H, 1= -1<—-H,+logn < ——
n

1 1
= —1l<—a, < ——=—<a, <1
n n

Esto demuestra que 0 es cota inferior de a, y al ser mondétona decreciente,
tiene limite v > 0. Por ser a,, < 1, se verifica v € [0, 1].

122. Determinante de una matriz solucién de un
S.D.L.H.
Sea el sistema diferencial lineal homogéneo de orden n
X' =A@)X. (H)
en donde A(t) = [a;j(t)], I = [a,b] es un intervalo cerrado de la recta real, y
aij : la,b) = K (K=RoK=R)

son funciones continuas. Sea ®(t) = [gol (t)] una matriz solucién de (H), es
decir una matriz que satisface ®'(t) = A(t)®(¢), lo cual equivale a decir que
las columnas de ®(¢) son soluciones de (H). Sea to € [a,b].

1. Demostrar que

/t trA(t) d
det @(t) = e’to det ®(tg) (Vt € [a,b]).

2. Demostrar que det ®(¢) = 0 para todo ¢ € [a, b] o bien det ®(¢) no se anula
en ningun punto de [a, b].

Solucién. 1. La matriz ®(t) es de la forma
@11(75) ce (pln(t)
P21 t e Pon t
o(t) = ( ) ( ) , con ;j € Cta,b] Vi, j.

gpni(t) oo Onn(t)
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Derivando det ®(¢) por filas:

e t) - () p11(t) ... pnl(t)
(det B(#)) = <P21.(t) @27'1@) T 9021'@) 9027?@) (%)
Pn1(t) .. enn(t) Pp1 () o Phn(t)
Dado que ®'(t) = A(t)®(t), se verifica:
Pt) o D) a11(t) ... am()| [eu() ... @w(t)
o) @) an(t) . a(®) | jen() .. @2n(D)
Aa®) o dn®] Lan® o aw®] lem® . e

por tanto
((plll(t)ﬂ oo 7()0,1n(t)) = (an(t), s 7a1n(t)) q)(t),

y podemos expresar el primer término del segundo miembro de (%) en la
forma

P21 ... Pon
Pnl -+ Pnn
a11p11 +aw21 + ...+ a1pPnl ... AP T A12020 + - -+ G1pPnn
©21 . ©2n
®nl ce Pnn

(Hemos prescindido por comodidad de la escritura de t). Efectuando la trans-
formacién

Fy — 1 —anky — ... — a1, Fy:
80/11 S <P’1n ainpir .- a11PiIn
c»0.21 . 90.211 _ 90:21 . ‘P:2n — a1 B(t).
<P;z1 e (P;m SO;A e <P;m

De manera analoga se pueden transformar los demas sumandos del segundo
miembro de (x), por tanto

(®(t)) = a11 det ®(t) + - - - + app det ®(t) = (trA(t)) det ®(t).
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Llamando f(t) = det ®(t), queda la ecuacién diferencial f'(t) = (trA(t)) f(t).
Resolviendo:

PO e [
ﬂﬂ_tMleﬂm—AfA®ﬁ+a

t
/ trA(t) dt
7(t) = ke . flto) = .

Es decir,

/ GeA() dt
det (t) = e’to det D(tg) (Vt € [a,b]). (¥*)

2. Si det ®(tg) = 0, de (xx) se deduce que det ®(t) = 0 para todo t € [a, b].
Si det ®(tg) # 0 entonces, también por (xx) y teniendo en cuenta que la
funcién exponencial no se anula nunca, concluimos que det ®(¢) no se anula
en ningun punto de [a, b].

123. Variacion de las constantes

Usando el método de variacion de las constantes hallar la solucién general

de la ecuacién diferencial )
:B// + = —
cost

Solucion. Recordamos el método de variacién de las constantes. Sea la
ecuacion diferencial

2™ 4 an_ 1 ()" + a2 +aot)z = f(B). (1)

Entonces, si z1(t), ..., zn(t) son soluciones linealmente independientes de la
ecuacién homogénea asociada a (1), la solucién general de (1) es

2(t) = CL(H)z1(t) + - .. + Cu(t)zn(t)

en donde C1(t),...,Cy(t) son las soluciones del sistema

z1(t)CL(t) + ...+ zp(t)CL(t) =0
zi(t)C1(t) + ...+ z,(t)ClL(t) =0
(2)
2"V + .+ 2TV = ().

En nuestro caso la ecuacién homogénea z” + x = 0 es de coeficientes cons-
tantes, su ecuacién caracteristica es A> +1 = 0, con raices A\ = +i y una
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base de su espacio de soluciones estéd formada por las funciones x1(t) = cost
y x2(t) = sint. Planteamos el sistema (2) :

1
—C7(t)sint + CL (¢ t=—.
1(t)sint 4+ C5(t) cos p—

{ C1(t)cost + Ch(t)sint =0

Su solucién es:

0 sint cost 0
1 : 1
— cost —sint -
C(t) = —<=t —— = —tant, Ch(t) = — S = 1.
cost sint cost sint
—sint cost —sint cost

Entonces, C(t) = log|cost| + K1 y Ca(t) =t + Ka. La solucién general de
la ecuacion dada es por tanto:

x(t) = tsint + (cost)(log|cost|) + Kjcost + Kpsint (K1, Ko € R).

124. Caracterizaciones de cuerpos

Sea A un anillo conmutativo, unitario y no nulo. Demostrar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) A es un cuerpo.
(2) Los tnicos ideales de A son {0} y A.
(3) Cada homomorfismo de A en todo anillo conmutativo, unitario y no nulo
B, es inyectivo.
Nota. Se consideran los homomorfismos que cumplen f(1) = 1.

Solucién. (1) = (2). Sea I # {0} un ideal de A. Entonces, I contiene un
elemento no nulo a. Por hipétesis A es cuerpo, luego a es unidad de A y por
tanto

ID@=(01)=A4A=1=A.

(2) = (3). Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces, ker f
es un ideal de A. Como f(1) = 1, ha de ser ker f # A y en consecuencia
ker f = {0} con lo cual, f es inyectivo.

(3) = (1). Si a € A no es invertible entonces (a) # (1), luego A/(a) no es
el anillo nulo. El homomorfismo canénico p : A — A/(a) tiene como nicleo
kerp = (a). Por hipétesis p es inyecivo luego (a) = {0}, lo cual implica
a=0.
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125. Norma en un anillo unitario

Sea R un anillo unitario con unidad 1 = 1g y N : R — R una aplicacién.
Se dice que N es una norma sobre R si se verifican las condiciones

(N1) N(z)=0&z=0.
(N2) N(zy)=N(z)N(y) Vz,y € R.
(N3) N(z+y) <N(z)+N(y) Vao,yeR.

A la condicién (N3) se la llama desigualdad triangular. Una norma en un
anillo unitario R se dice que es no arquimediana si el axioma (N3) es susti-
tuye por la condicién mas fuerte

(N3)" N(z+y) <mix{N(z), N(y)}Vz,y € R,

llamada desigualdad ultramétrica, y si no se cumple (N3)' la norma se dice
que es arquimediana. Frecuentemente se usa la notacién ||z|| en vez de N(z).
1) Sea R cualquier subanillo unitario de los complejos C. Demostrar que
N(x) = |z| (valor absoluto) es una norma arquimediana en R (en particular,
para R=7, Q, R, C).

2) (Norma trivial). Demostrar que en cualquier subanillo unitario R de los
complejos C, la aplicacién

Irore gl ={) 50720

es una norma no arquimediana.

Solucién. 1) Usando las conocidas propiedades del valor absoluto:
(N1) N(z)=|z|=0<z=0.
(N2) N(zy) = |oy| = || |y| = N(z)N(y) Vz,y € R.
(N3) N(z+y) =le+yl <|z[+]yl = N(z)+ N(y) Ve,yeR.

La norma es arquimediana pues
N1+1)=|1+41=2¢1=max{N(1),N(1)}.
2) Por definicién ||z]| =0 < = = 0. Sean z,y € R. Tenemos

eyl =0=0-0= [l [ly

a::O/\y:O:>xy:0:>{
[z +yll =0l = 0 < [lzfl + [yl -

xaéOAy—Oé{ v { lzyl =0=1-0=lz]y]

r+y#0 lz+yll=1<140=[lz] + [yl
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El caso x = 0 A y # 0 se razona analogamente.

lzyll =1=1-1= 2|yl
x#0A O0=zy#0=
ronvosaro={y, ST
Por tanto || || es norma. Usando los resultados anteriores

r=y=0=|z+yl =0<mix{0,0} = max {|[z[|, ly[l} -

r# 0Ny =0=|z+yl=1<mix{1,0} = max{|z[,[ly]}.

El caso x = 0 Ay # 0 se razona andlogamente.
r# 0Ny #0= [z 4yl <1 <méx{1,1} = max {[lz], [|y[}

luego la norma no es arquimediana.
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126. Una sucesiéon de Cauchy con la distancia p-
adica
1) Demostrar que en R = Q con la norma p-adica la sucesién
Ton=1+p+p 4+ +p"!

es de Cauchy.
2) Demostrar que es ademds convergente con limite = 1/(1 —p) € Q

Solucién. 1) Tenemos

||$n+k — anp = ’pn +pn+1 4. +pn+k—1H

-

Ahora bien, ord, [p" (1 +p+p?--- +pk_1)} = n y por tanto

p

P (Lapp? )
p

_ 1
[Zptk —anl,=p"" <ee - <p".

Eligiendo ng tal que p™ > 1/e, se verifica ||zn4x — @[, < € para todo
n > ng y para todo k, luego x,, es sucesion de Cauchy.
2) Dado que z, = (p" —1)/(p — 1):

'

" —1 1
]mn—x\|p<e<:>‘p_1 - :H -
p pll, llp—1],
1 1
=p "=—<e&s-<p",
p* €

y eligiendo ng tal que p™ > 1/, se verifica |z, — x|, < € si n > no.
Notese que x, — 400 si se considera en QQ la norma del valor absoluto.

153
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127. Anillo de las sucesiones de Cauchy en un ani-
llo normado
Sea R un anillo unitario con norma || || y d(z,y) = ||z — y|| la distancia

inducida por ella. Sea C el conjunto formado por todas las sucesiones de
Cauchy en R. Definimos en C las operaciones:

(:L'n) + (yn) - (xn + yn)? (:L'n) ) (yn) = (xnyn>
Demostrar que (C,+,.) es anillo unitario y que es conmutativo si R lo es.

Solucién. 1) Veamos que (C,+) es grupo abeliano.
Interna. Sean x = (x,) e y = (yn) dos elementos de C es decir, dos sucesiones
de Cauchy en R. Sea ¢ > 0. Entonces, existen n1, ng nimeros naturales tales
que

m,n >ny = [T, — 2| < €/2,

m,n >niy = ||ym — yn| < €/2.

Si m,n > ng = max{ni,ny} tenemos
[(@m + ym) — (@0 + yu) | = [[(@m — 2n) + (Ym — Yn) ||

S Nzm = Tl + |Yym — ynll < €/2+€/2 =

Es decir, x 4+ y es sucesion de Cauchy, luego pertenece a C.
Asociativa. Para todo x = (z,), ¥ = (yn), 2 = (2zn) elementos de C y
aplicando la propiedad asociativa de la suma de los elementos de R:

(@+y)+2=((@n) + (Yn)) + (2n) = (@n + yn) + (2n) = (@n + Yn) + 2n)
= (Tn + (Yn + 20)) = (¥n) + (Yn + 20) = (Tn) + ((Yn) + (20)) =z + (y + 2).

Elemento neutro. La sucesiéon 0 = (0), cuyos términos son todos nulos, es
elemento neutro para la suma de sucesiones en C, pues trivialmente es de
Cauchy y para todo = = (x,) € C :

r+0=(z,+0) = (z,) =2
O+z=0+z,) =(zn) =2

Elemento simétrico. Dada x = (zy,) € C, la sucesion —x = (—zy,) es elemento
simétrico de z, pues claramente es de Cauchy y

x4+ (—z) = (xn + (—2x,)) = (0) = 0.
(—z)+ 2= ((—zp) + 2,,) = (0) = 0.
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Conmutativa. Para todo x = (z,), vy = (y,) elementos de C y usando la
propiedad conmutativa de la suma de elementos de R:

x“‘y:(xn)+(yn):(xn+yn):(yn+xn):(yn)+(xn):y+x-

2) Veamos que (C,-) es semigrupo unitario.
Interna. Recordamos que en todo espacio métrico toda sucesion de Cauchy
estd acotada. Sean x = (z,,) e y = (yy) elementos de C. y sea € > 0. Tenemos

Ve, >03ng :myn > ng = ||y, — 2nl| < €,
Ve, >0 3ny : m,n > ny = [|ym — ynl| < €.
Podemos escribir
|ZmYm — Tnynll = | TmYm — TmYn + TmYn — Tyl

< Nzl lym = yall + llynllH2m = 2nll -
Sean X > 0 e Y > 0 cotas superiores de ||z,]|| e ||yn| respectivamente y
elijamos €, < €/2Y, ¢, < €/2X. Sea ng = max{ny, ny}, entonces

€

€
m,n >ng = |TmyYm — Tuyn|| < X - == +Y - €.

2X 2y
Hemos demostrado que la suma de elementos de C pertenece a C.
Asociativa. Para todo x = (z), ¥ = (yn), 2 = (2zn) elementos de C y

aplicando la propiedad asociativa del producto de los elementos de R:

(zy)z = ((Tn)(Yn)) (21) = (@nyn)(2n) = (Tnyn)zn) =
(@n(Ynzn)) = () (Ynzn) = (Tn) (Yn)(2n)) = 2(y2).

Elemento unidad. La sucesion 1 = (1) cuyos elementos son todos iguales a la
unidad de R es trivialmente de Cauchy y ademaés para todo z = (x,) € C :
xl = (z,1) = (zp) = =,
le = (1zy) = (z,) = =z,

luego 1 = (1) es elemento unidad de C.
3) Veamos que la operacién producto es distributiva respecto de la suma. En
efecto, para todo = = (z,,), ¥y = (Yn), 2 = (2n) elementos de C y aplicando
la propiedad distributiva del producto respecto de la suma en R:

z(y +2) = (xn) (Yn) + (21)) = (@) (Yn + 2n) = (@n(yn + 20)) =

(xnyn + xnzn) = (xnyn) + (xnzn) = (xn)(yn) + (mn)(zn) =Y + 22,
y andlogamente se demuestra (x+y)z = xz+yz. Concluimos que (C, +, ) es
un anillo unitario. Ademas, si R es conmutativo también C es conmutativo

pues para todo z = (z,), y = (y,) elementos de C y usando la propiedad
conmutativa del producto en R:

ry = (2n)(Yn) = (@nYn) = (UnTn) = (Yn)(zn) = yo.
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128. Ideal en el anillo de las sucesiones de Cauchy

Sea R un anillo unitario con una norma || || y C el anillo unitario de las
sucesiones de Cauchy sobre R. Demostrar que el conjunto I formado por las
sucesiones nulas sobre R (es decir, con limite 0) es un ideal de C.

Solucién. (a) Sean = = (z5,) € y = (yn) elementos de I. Como (z,) — 0 e
(yn) — 0, para todo € > 0 existen nimeros naturales n; y no tales que
€

€
nzn =zl <5 n=ne =l < g

Si ng = max{ni,ny} tenemos:
n>ng = ||zn = yoll = [[2n + (=Dynll < ll2all + 1(=1Dynll

€ €
= llzall + Dyl = llnll + Liyall < 5 + 5 =«

Es decir, (z, — yn) — 0 y por tanto, z —y € 1.
(b) Sizx = (x,) € C ey = (yn) € I entonces ||z,]|| estd acotada e (y,) — 0.
Sea K > 0 tal que ||z, || < K para todo n. Para todo € > 0 existe ng tal que
llyn|| < €/K sin > ng. Entonces,

€

n 210 = [|2pynll = |z lynll < K- 4

€

es decir, (z,yn) — 0 con lo cual xy € I. Andlogamente se demuestra que
yx € I. Concluimos que [ es ideal de C.
Nota. Como consecuencia, queda automé&ticamente definido el anillo cociente

c/1.

129. Norma en el anillo cociente ]3@ de las sucesio-
nes de Cauchy sobre el ideal de las nulas

1) Sea R anillo unitario con norma || || . Demostrar que
llall = [[bll < lla=0bl, Va,be R.

Es decir,que el valor absoluto de la diferencia de normas es menor o igual
que la norma de la diferencia.

2) Sea R anillo unitario con norma || ||, y sea R =C/I el anillo cociente de
las sucesiones de Cauchy en R sobre el ideal I de las sucesiones nulas en R,
y designemos por {z,} la clase a la que pertenece (z,). Es decir,

R={{zn} = (2,) + I : (z,) es sucesién de Cauchy en R}.
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Demostrar que la aplicacién || |5 : R — R* dada por

{zn}lz = Hm [[zn]| 5
es una norma en el anillo unitario R.
Solucién. 1) Podemos escribir
lall = [l(a = b) + 0l < [la = bl[ + [|b]| = [lall — [|b] < lla —b]|.
Andlogamente, ||b]] — ||a|| < ||b — a|| = ||a — b]|, de lo cual se deduce
lall = 1ol < lla — o]

2) Veamos primeramente que lim ||z, ||, existe y es > 0. En efecto al ser
(z,,) de Cauchy, para todo € > 0 existe ng tal que si m,n > ngy entonces
|#m — xn||p < €. Usando que el valor absoluto de la diferencia de normas es
menor o igual que la norma de la diferencia:

lzmllz = lznll gl < l2m — 2nllg < €sim,n > mne.

Esto prueba que ||z, || es una sucesiéon de Cauchy en R (que es completo)
con lo cual es convergente. Pero ||z,|, > 0 para todo n, luego lim ||z, , €
R*.

Veamos que [[{z,}||z = lim ||z,||z no depende del representante de la
clase. Efectivamente, si {z,} = {z],} entonces (z, — =) € I es decir,
lim (z,, — x},) = 0 con lo cual

Ve>03ng :n > no = [Jon — 2y < €= [laallg = [Jan] 5| <e

Es decir, lim (||z,||z — ||2},]|g) = 0 y al existir y ser finitos lim ||z, |5 v
lim ||z, || p se concluye
lim ||z, || p = lim Hx%HR

y la aplicacion || ||z : R — R* cstd bien definida.
Veamos ahora que |[{z,}|| 5 = lim ||z,[| es una norma en R.
(1) Tenemos las siguientes equivalencias

[{(zn}llg =0 lim |lz,[|z =0 & limz, =0 (v,) € [

& (zn) —(0) el & (x)+1=(0)+1 < {z,} = {0},

y {0} es el cero de la suma en R.
(2) Para todo {zn},{yn} € R:

{zn} - {untlz = {znyn g = Mm [znynll 5
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= (I [|2n | g) m [ynll ) = {2} 7 [{yn Iz -
(3) Para todo {z,}, {yn} € R:

{zn} +{unbllg = {zn + yndllp = 1m 20 4+ ynllg <Mm (205 + [lynllR)

= lm [z, ||z + M [lynll = [{zn g + [{yn} 7 -

130. R como subanillo de ﬁ

Sea R anillo unitario y R=C /I el anillo cociente de las sucesiones de
Cauchy de R sobre el ideal I de las sucesiones nulas de R. Sea la aplicacién
¢ : R — R dada por ¢(a) = (a) en donde (a) representa la sucesién constante
de término general a. Demostrar que ¢ es un homomorfismo inyectivo de
anillos.

Solucién. Para todo a,b € R tenemos

¢(a+1b) = (a) + (b) = (a) + (b) = ¢(a) + ¢(b),

¢(ab) = (a)(b) = (a) (b) = d(a)(b),
lo cual prueba que ¢ es homomorfismo de anillos. Ademéds ¢(1) = (1) es
decir, ¢ transforma la unidad de R en la unidad de R. Por otra parte

—~ —

ker¢p={a € R:d(a) = (0)} ={a € R: (a) = (0)}
={acR:a—0el}={I} ={0+1}

es decir, el nicleo de ¢ se reduce al cero de R 1o cual prueba que ¢ es
inyectivo.

Consecuencia. R es isomorfo al subanillo Im ¢ de Rie R #(R), con lo
cual R se puede considerar como un subanillo de R. Ademas, la norma | | 7

de R extiende a la norma || |z de R pues |{a}| 5 = lim ||la][ = [|a] ;-

131. Completacion de todo anillo normado

1) Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Sea (b,,) una sucesién de Cauchy
en X y (a,) una sucesién en X tal que d(ayn,b,) < 1/n para cada n natural.
Demostrar que

(1) (an) es también sucesién de Cauchy en X.

(i) (ay) converge a p en X siy solo si, (b,) converge a p en X.

2) Sea R anillo unitario con norma || || 5. Demostrar que R es completo con
la norma || ||5. Ademds, R es denso en R.

3) Demostrar que si R es cuerpo, también R es cuerpo.
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Solucién. 1) (i) Por la desigualdad triangular,
d(am, an) < d(am, b)) + d(bm, an)

< d(am7 bm) + d(bma bn) + d(bn7 an)-

Sea € > 0. Entonces, existe n; tal que 1/n; < €/3 y por tanto
n,m > ny = d(am,an) < €/3 + d(bp, by) + €/3.
Como (by,) es de Cauchy,
Jdng tal que n,m > ng = d(by, by) < €/3.
Eligiendo ng = max{ni,na},
m,n > ng = d(am,an) <€/3+€/3+¢€¢/3=c¢

lo cual prueba que (a,) es de Cauchy.
(7i) Por la desigualdad triangular, d(b,,p) < d(bn,an) + d(an,p). Entonces,

0 < lim d(by, p) < lim d(bp, an) + lim d(an, p).
Usando la hip6tesis d(ay, by) < 1/n:
0 <d(an,by) <1/n=
0 <limd(an,by) <lim(1/n) = 0= limd(a,,b,) =0
Si lim a,, = p, tenemos lim d(ay,,p) = 0 y por tanto,
0 <limd(by,p) < 0= limd(b,,p) = limb, = p.

De manera analoga se demuestra que si lim b,, = p entones, lim a,, = p.

2) Podemos considerar a R como subanillo de R identificando cada elemento
a de R con el elemento {a} de R. Veamos sucesivamente:

(a) Toda sucesién de Cauchy en R tiene limite en R.

Sea () una sucesion de Cauchy en R. Esta sucesién puede tener o no
limite en R pero seguro que lo tiene en R a saber: z = {zy}. Efectivamente,
identificando

T = {l’l},l‘g = {.%‘2}, ey Iy = {l‘m}, e
podemos escribir

iy IHom} —allg =l lHam} —tandllp



160 132 Conservacién de normas no arquimediadas por completacion

= lim [{zm —2zn}|lpz = lim <lim \xm—xn\R>

m——+00 m——+o0 \ n—-+0o00
= 771_H_£101r7111_>_~_oo |Tm — znllg = 0= (zm) = =z ={z,}.

(zn) de Cauchy en R

(b) R es denso en R. R

Bastard demostrar que cada elemento de R es el limite de una sucesién de
R. Sea x = (,,) un elemento arbitrario de R. Entonces, la sucesion (z,,) es
de Cauchy en Ry por (1), x es el limite de la sucesién (z,,) de R.

(¢) R es completo.

En efecto, sea («;) una sucesién de Cauchy en R. Cono R es denso en ﬁ,
para todo n natural

Jz, € R tal que [z, — anllg <1/n.

Por el apartado 1), (z,) es también una sucesiéon de Cauchy y por (2), su
limite es x GAR También, por el apartado 1), lim v, = x y por tanto, (o)
converge en R.

3) Si {z,} € R es no nulo, tiene norma k > 0. Entonces,

k= {zn}llg = lm [lzn |z > 0,

con lo cual existe ng tal que si n > ng entonces ||z, > k/2 y por tanto
Zp # 0sin > ng. Definimos la sucesién (y,,) en R dada por y, = 1sin < ng,
Yn = o, ' si n > ng. La sucesién (y,) es de Cauchy y ademds

m znyn =1 = (2nyn) — (1) = 0= (1) = {znyn} = {zn}{yn}.

Es decir, {,} tiene inverso {y,} en R.

Nota. Si Q es el cuerpo de los nimeros racionales con la norma del valor
absoluto, entonces @ = R es la clasica y conocida construccién del cuerpo
de los numeros reales con la topologia usual.

132. Conservacion de normas no arquimediadas
por completacion

1) Sean (ay,) v (by) dos sucesiones convergentes de niimeros reales. Demostrar
que la sucesién max{ay, by} es convergente con limite:

lim (max{an, b, }) = max{lim a,, lim b, }.

2) Si || ||z es no arquimediana en el anillo R, demostrar que también || ||5

es no arquimediana en el anillo R.
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Solucién. 1) Supongamos que (a,) — Ay (b,) — B. Sea ¢, = méx{ay, b, }.
Si A > B llamemos 2d = A — B > 0. Existen n; ns tales que

n>n =a,>A—d, n>ny=0b,<B+d.

Dado que A —d = B +d, si ng = max{nj, na} entonces ¢, = a, si n > ny
y por tanto, limec, = A. Si B > A, andlogo razonamiento para demostrar
que lime, = B. Sea por tltimo A = B. Si la sucesién (c¢,) estd formada
por infinitos términos de (a,) e infinitos términos de (b,) entonces, (c;)
estd formada por dos subsucesiones que tienen el mismo limite A = B y por
tanto, (¢,) - A = B. Si s6lo aparece un nimero finito de términos de (a,)
entonces, (¢,) — By si s6lo aparece un ntmero finito de términos de (by,)
entonces, (¢,) — A, En cualquier caso, (¢,) -+ A = B.

2) Sean = = {x,},y = {yn} € R. Entonces,

I +yllg = H{zn} + {yn}llg = Hen + yntl g = lim lzn + yullg
<l (max {||znllz, lynllr}) = mdx{lim||z,[|g |y, 2}
Apartado 1)

=méx {||z ,lyllz} = Il |z es no arquimediana.

133. Cuerpo Q, de los nimeros p-adicos y subani-
llo Z,

Sea Q el anillo de los nimeros racionales con la norma p-adica || || p Y sea

Qp == @ Al anillo Q, se le llama anillo de los nimeros p-ddicos. La norma
en Q, también se la designard por || ||,,.

Nota. Dado que si un anillo unitario R es cuerpo también lo es ﬁ, se concluye
que Q, es cuerpo.
Se llama conjunto de los enteros p-ddicos al disco cerrado:

Zp ={a € Qp:lafl, <1}

Demostrar que el conjunto de los enteros p-ddicos Z, es un subanillo con-
mutativo y unitario de Q,.

Solucién. Sean o, € Z,. Dado que la norma || Hp en Q, es no arquime-
diana,
[+ B, < max{[jel,,, 18]} <1

leBll, = lledl, 181, <1

es decir, a + 3 y aff pertenecen a Zj, luego Z, es subanillo de Q,. Es con-
mutativo por serlo Q, y es unitario pues [[1]|, = 1.



162134 Sucesiones eventualmente constantes con normas no arquimedianas

134. Sucesiones eventualmente constantes con nor-
mas no arquimedianas

Sea R anillo unitario con una norma no arquimediana || ||. Sea (ay) una
sucesién de Cauchy en R y b € R tal que lim a,, # b. Demostrar que existe
ng tal que

m,n > ny = ||lam — b|| = ||lan, — b|| .

Es decir, la sucesién de nimeros reales (||a, — b||) es eventualmente constan-
te. En particular, si (a,) no es no nula, la sucesién (||a,||) es eventualmente
constante.

Solucién. Usando que el valor absoluto de la diferencia de normas es menor
o igual que la norma de la diferencia

[|am — bl = [lan — bll] < [lam — an]| -

Por tanto, la sucesién (||la, — b||) es de Cauchy en R y en consecuencia,
convergente. Sea [ = lim ||a,, — b||. Ha de ser [ > 0 pues en caso contrario
tendriamos lim a,, = b contra la hipdtesis. Existe por tanto nq tal que

l
n>ny = |a, — b > 5 (1)

Por ser (a,) de Cauchy, existe ny tal que

l

m,n > ng = ||am — ayl| <§. (2)
Llamando ng = méx{ni,n2} y para m,n > ng

lam = bll = [[(an — ) + (am — an)||

S méx{flan = b, lam —anl} = llan —bll.

Por (1) y (2)
135. Formula de Stirling
1) Se consideran las sucesiones
n!
Gy, = b, = logay,
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1 1
Demostrar que b, — by41 = 5(2n + 1) log ntl 1.
n

2) Usar los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones log(1l + x) y
—log(1 — z) para demostrar que

+o0 1 1 2k
by — bpy1 = :
no o ;2k¢+1<2n+1>

3) Demostrar que la sucesién (by,) es decreciente y estd acotada inferiormen-
te.

4) Demostrar que para una constante real C' se verifica la siguiente aproxi-
macién de Stirling

n
n! ~ Cv2n <2) para n — +00.
e

w/2
5) Sea I, = / sin™ x dz, Vn € N. Demostrar que
0

n—1

I, = In_s (Vn > 2).
mn

6) Usando la relacién del apartado anterior, demostrar que

n

7 Iy 11 ok 2%
2 Lpa dlopr—12k+1

k=1

=1.

I
7) Demostrar que lim 2ntl
n—+oo IQn

8) Demostrar la siguiente férmula de Wallis:

ﬁo 2n 2n m
2n—12n+1  2°
n=1

9) Demostrar que la férmula de Wallis se puede expresar en la forma

) 241 (nh)* s
lim = _.
n—+oo ((2n!)?) (2n+1) 2

10) Demostrar la férmula de aproximacién de Stirling

n\n
n! ~V2mn <—> , (n— +00).
e
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Solucién. 1) Tenemos:

1
bn — bn+1 =loga, —loga,+1 = loga, - =
An+1

n! 2(n+ 1) (n+1)n+1 _

e

Van (2)" (n+1)!

e

1 n+1<n—|—1>"<n+1>
log 4/ =
n+1 n n e

log

1 1
—10g(71+1)+§10gnJr +nlog(n+1) —nlogn+log(n+1) —1
n
1 1 1
:flogn—i— —|—nlogn+ —1=

2
1 n+1
—(2 1) log —— — 1.
2(Wr)og -

2) Los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones log(l + z) y
—log(1 — x) son

2 3 4 5
X X X xr
log(1 —r -4+ 4= ... 1
og(l+z)=ux st -1t ;o Jzl <1,
2 3 4 5
X xr xr X
—log(l —x) = R 1
og(l — ) x+2+3+4+5+ , x| < 1,

y de estos dos desarrollos obtenemos

14+ TR g2kl
log . log(1+4z) —log(l —z) = 2§W, lz| < 1. (%)
Facilmente deducimos que
n+1 14«2 - 1
o xr=
n 1—x 2n + 1’

y este x cumple |z| < 1. Sustituyendo este x en (*) obtenemos

2k+1
o n+1_2+§(2n+1) _Qi" 1 I
ST T4 T ok b1 T &gkl \2nt 1 '

Usando el apartado 1:

n+1
n

-1

1
by — bpi1 = 5(2?2 +1)log
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400 1 1 2k+1
oM +1)-2 —1
(”+ Z2k+1(2n+1)

1 400 1 1 2k+1
— (n+1 ~1
(2n+1) 2n—|—1+k212k—|—1(2n+1>

+oo

1 1 2k 00 1 1 2k
ari(ers) 1 =Xarrt (ae)

3) Por el apartado anterior, b, — b,11 es la suma de una serie convergen-
te de numeros positivos es decir, b, — b,4+1 > 0 luego (b,) es decreciente

(estrictamente). Por otra parte,

k 1 1

b — b1 < Z ( =
~—~ 21 1
n + 1 Serie geom. (27’1, + 1) 1 (2n+1)?

Podemos expresar

bl—bnz(b1—52)+(b2—b3)+"'+(()n_1—bn)

—_

n—

1 1
< - f-1:f.
jj+1 4; +1 4

J=1

1
~ 4n(n

+1)

En consecuencia, b, > by — 1/4, lo cual implica que (b,) estd acotada infe-

riormente.

4) Como (by,) es decreciente y estd acotada inferiormente, (b,) tiene limite

L € R. Entonces,

lim ap, = lim e’ = ¢lMnotocbn — ol — C e R
n—-4o0o n—-+4o0o
n! n!
= lim =C= lim =1

A () T e )

=n!l~CvV2n <E) para n — +oo.
e

-1

5) Usando integracién por partes con u = sin”~ " x y dv = sinx dx:

w/2 /2
I, = / sin” x dz = / sin” ! zsinx dz
0 0

w/2
= [~sin" !z cos z] 3/2 +(n—1) / sin" 2 z cos®  dx
0
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/2
=(n— 1)/ sin" 2 (1 —sin?x) de = (n — 1)1, — (n — 1)1,.
0

n—1

Obtenemos por tanto la relacién: I, = I,—s (Yn>2).

6) Para n par tenemos

(n=Dmn-3)-...-1  (n-1)(n-3)-...-1 ”/Qm
In nn—2)-...-2 fo= nn—2)-...-2 /0 d

(n-Dmn-=3)-...-1m«
nn—2)-...-2 2

Para n impar

(n—1n-3)-...-2 ﬂ/Qsin:c L (=1n-3)-...-2
In= n(n —2) - 3 /0 de = nn—2)-...-3 L

Podemos por tanto escribir

n n

T 2k —1 2k
=TT 220 Ly =]
2n 9 k‘r‘[l 2%k ; 2n+1 ]!]1 2]€—|— 17

y usando estas relaciones

k=1
2k 2k moooe \
:IQ"gzk—1<E[12k+1><g2k+1>
Ly, v 2k 2k

- Izn+1]}_[12k—12k+1'

7) Veamos que (I,) es una sucesién decreciente de términos positivos. En
efecto, para todo = € [0,7/2] y para todo n > 1 se verifica 0 < sin"z <
sin”~! 2 < 1. Tenemos pues la relacién 1/1,, 1 < 1/I,, < 1/I,,41. Multipli-
cando por I, ;1 y por el apartado 5

n__Inp < Inia < 1 _
n+1 I, 1 I, n+1
I I
= Im 2 =1= lim 22—
~~~ n—+oo I, n—+oo  Ioy,

Teor. Sandwich
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8) Tomando limites cuando n — +oc en la igualdad demostrada en el apar-

tado 6 queda
W_ﬁo 2n 2n
2 _nzlzn—12n+1'

9) Operando obtenemos

n

2n
7_H2n—12n+1 n—>+ H

_ oy 22"(71!)2
Tt (135 2n—1)B3-5-...-2n—1))(2n + 1)
24n(n!)4

= lim .
n—+oo ((2n!)?) (2n + 1)
10) En el apartado 4 demostramos que n! ~ C'v/2n (%)n para n — 400 para
cierta constante C. Usando esta aproximacién en la férmula del apartado
anterior obtenemos

T ) 2404 (2n)?2 (@)471 .. 94n 42 p4n
— = lim T =C* lim
2 no+oo (24, () " (2n +1) n—-+oo 4n(2n)*"(2n + 1)
e
2
_ e n Q
= T T OV
y por tanto
n\n
n! ~ V2mn (—) ,  (n— +00).
e

Queda demostrada la férmula de aproximacién de Stirling.

136. Teorema de compactificacion de Alexandrov

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Sea X, := X U {0}, en donde oo
representa cualquier elemento tal que co ¢ X y al que llamamos punto del
infinito. Consideremos la clase T, de subconjuntos de X

Too =TU{AU{o0}: AC X y X — A es cerrado y compacto}

es decir, T, estd formada por los elementos de 1" y los complementos en
X de los subconjuntos cerrados y compactos de X. Se trata de demostrar
el teorema de compactificacion de Alexandrov por un unico punto, es decir
que (Xoo, Too) €s un espacio topolégico compacto.

1) Demostrar que T, es una topologia en X
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2) Demostrar que T es la topologia Two|x inducida por T, sobre X.

3) Demostrar que (X0, Too) €s un espacio compacto lo cual probard el teo-
rema de Alexandrov.

4) Demostrar que si X no es compacto entonces X es denso en X.

5) Demostrar el siguiente lema:

Sea Y un espacio compacto, Z un espacio de Haussdorf y f : Y — Z biyec-
tiva y continua. Entonces, f es homeomorfismo.

6) Aplicacion. Sea X = (0,1) y S* = {(x,y) € R? : 22 + y? = 1} ambos con
la topologfas inducidas por la usuales de R y R? respectivamente y llamemos
P = (1,0) € S'. Demostrar que

FiXa o SL f(t) = {(cos27rti)st7rt) si te(0,1)

si t=o0
es un homeomorfismo. Es decir, topolégicamente X, = S'.

Solucién. 1) Veamos que T}, cumple los tres axiomas de topologia.

(a) ) € Ty pues () € T. Por otra parte, Xoo € Too pues Xoo = X U {oo} y
X — X = 0 es cerrado y compacto.

(b) Sean Vi, Vs € T y lamemos V = V) N Va. Si oo € V' entonces,

Vi = A1U{o0}, Vo = AgU{oco} con X —A; y X — Ay cerrados y compactos.
Entonces, V = AU {o0} con A = A; N Az. Tenemos
X—A:X—(AlﬂAg):(X—Al)U(X—AQ).

La ultima unién es un conjunto cerrado y compacto por ser unién de dos
cerrados y compactos, por tanto V =V, N Vs € T.

Si oo ¢ V entonces, o bien oo no pertenece ni a V; ni a Va, o bien pertenece
a uno de ellos pero no al otro. En el primer caso Vi,Vo € T, luego V € T'y
por tanto V € T.

Supongamos ahora y sin pérdida de generalidad que co € Vi, oo ¢ Va.
Entonces V) = A1 U{oo} con X — A; cerrado y acotado, y Vo € T'. Entonces,

V=VvinVy= (A1U{OO})ﬂV2: (AlﬁVQ)U({OO}ﬂVQ) =ANV.
0
Pero Ay € T al ser X — A; cerrado en X, y por tanto V € T lo cual implica
VeTy.

(c) Sea G; € Ty, para todo i € I y llamemos G = |J
caso en el que oo ¢ G:

ier Gi- Analicemos el

0¢G=o00¢GVicel=GeTViel=G=|]JG eT=GeTx.
el
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Si 0o € G, podemos descomponer el subconjunto de indices I en la forma
I=LUlrendondeoo ¢ G;sii € I; yoco € Gjsii€ I En el segundo caso,
podemos escribir G; = A; U{oc} con A; C X y X — A; cerrado y compacto.
Podemos escribir

G = AU {oc} con A = (Uier,Gi) U (Uien, Ai) -
Aplicando las leyes de Morgan,
X —A=X —[(Vier, Gi) U (Uier, 4i)]

= [Nien (X — G| N [Nier, (X — Aj].

Entonces, X — A es cerrado en X y estd contenido en X — Ay, (k € I2) que
es compacto, con lo cual X — A también es compacto y G € T. Queda
demostrado que Ty, es topologia en X .

2) Efectivamente, por definicién de topologia inducida,

Toolx ={GNX:GeTh}

={GNX:GeTVG=AU{oo} con X — A cerrado y compacto}
={GNX :GeT}U{GNX : G = AU{oo} con X — A cerrado y compacto}
=TU{A: X — A es compacto y A es abierto} =T.

3) Sea G = {G; : i € I} un recubrimiento abierto de X,. Existe iy € I tal
que 0o € Gj,. Ahora bien, X —G;, es un conjunto compacto y estd recubierto
por G, luego existe un nimero finito de elementos G;,,...,G;,, € G cuya
unién contiene a X — Gj;,. Entonces,

im

gl = {GioaGim"'aGim}

es un subrecubrimiento de G que contiene a X, con lo cual X, es com-
pacto. Queda demostrado el teorema de compactificacién de Alexandrov.
4) Tenemos que demostrar que X = X,,. Razonemos por reduccién al ab-
surdo:

X # X = X =X = X es cerrado en X

= X — X = {00} es abierto en X.

Dado que {00} = 0 U {oc}, ha de ser X — () = X cerrado y compacto, en
contradiccién con la hipdtesis.

5) Al ser f continua, f~! transforma conjuntos cerrados en conjuntos cerra-
dos. Es suficiente demostrar que f transforma conjuntos cerrados en con-
juntos cerrados. Pero si F' es cerrado en Y entonces es compacto y por tanto
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f(F) es compacto. Dado que Z es Hausdorff, f(F) es cerrado en Z.

6) Si t recorre el intervalo (0,1) entonces, 27t recorre el intervalo (0,27)
con lo cual (cos 27t,sin 27t) recorre inyectivamente todos los puntos de S*
salvo P = (1,0). Esto implica que f es biyectiva. Claramente f es continua
si t # co. Para demostrar la continuidad en P = (1,0), sea V un entorno de
P. Este entorno ha de contener un conjunto de la forma

W = {(cos2nt,sin2wt) : —e < t < €} para algin € > 0.

Ahora bien, f~1(V) D f~Y(W) = X — 6,1 — €] y éste tltimo conjunto
es abierto en X, al ser [¢,1 — €] cerrado y compacto. Es decir, f=1(V) es
entorno de oo, lo cual completa la demostracién de la continuidad de f.
Ahora, basta aplicar el lema del apartado anterior.

137. Matriz equivalente en forma candénica

Se considera la aplicacién lineal f : R* — R3 cuya matriz con respecto
de las bases candnicas de R* y R? es:

-1 2 01
A=1] 2 -4 -1 1
3 —6 -2 3

1) Determinar unas bases B 'y B’ de R* y R3 respectivamente tales que
/ I, 0
B r
2) Determinar matrices Py @ invertibles de orden 4 tales que

I, 0]

QAP = {0 0

lo cual probard que A es equivalente a diag (I,.,0) (que estd en forma canéni-
ca).

Solucién. 1) Hallemos el rango de A

2 0 1] ~ 2 0 1
A=| 2 -4 -1 1|FKB+2FR| 0 0 -1 3
3 —6 —2 3]FB+3R[ 0 0 -2 6

&
|
[\
&
o O

O O N
'
—

o W
—
&
=
0]
[}
BN
I
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Las ecuaciones de ker f son

Jxi+229 + 24 =0
kerf’{ —x3+ 314 = 0.

Asignando a las variables libres los valores o y x4 primero los valores xo = 1,
x4 = 0y luego z9 = 0, x4 = 1, obtenemos la base del nicleo de f:

Bkerf = {UB = (2a 17070)T1 Ug = (170737 1)T}

Una base de la imagen estara formada por dos columnas linealmente inde-
pendientes de la matriz A (por ejemplo la primera y la tercera):

By f= {’Ul = (—1,273)T’ Vg = (07 -1, _2>T}.

Llamando u; = (1,0,0,0)T y ug = (0,0,1,0)7 tenemos f(u1) = v1, f(ug) =
v9. Tenemos construida una base de R*:

B ={u; =(1,0,0,0)%,uy = (0,0,1,0)7, us = (2,1,0,0)7,uy = (1,0,3,1)7}.

Una base de R? se obtiene afiadiendo a los vectores v; v vs el vector vz =
(0,0, )T

B' = {v; = (-1,2,3)T, v = (0,-1,-2)T,v3 = (0,0,1)T}.

En consecuencia,

flw) = 1000
f(u2):g2:>[f]g,: 010 0 _[{)2 8]
fE“?*;— 000 0

fU4 =0

2) Si P es la matriz de cambio de la canénica de R* a By @ la de
cambio de la canénica de R? a B’, por un conocido teorema la matriz de f
con respecto a las bases By B’ es Q' AP. Por tanto

Io 0

-1 _ 2

Q Ap_[o O]

y la matrices pedidas son
0010 1 00

P = , Q=12 -1 0

01 0 3 3 _9 1
0 0 01

Queda pues probado que A es equivalente a la matriz en forma candnica
diag (I2,0).
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138. Representaciéon paramétrica regular

Sea I un intervalo de larectareal y E = R? o R3. Se llama representacion
paramétrica reqular a cualquier aplicacién

x:I—>FE, t—x(t)
que satisface las condiciones

(1) xecl().
(2) xX'(t)#0 Vtel.

1) Demostrar que las siguientes aplicaciones son representaciones paramétri-
cas regulares

(a) x:(—o00,+00) = R? x(t) = (2t,1+t2).
(b) x:(—o00,+00) = R3, x(t) = (1 + cost,sint,2sin(t/2)).

2) Demostrar que si x es una representacion paramétrica regular en el in-
tervalo I entonces, para todo ty € I existe un entorno de ¢y en el cual x es
inyectiva. Interpretar el resultado.

Solucién. 1) (a) Las funciones componentes de x, x1(t) = 2t, xo(t) = 1 +t>
son claramente de clase 1 en (—o0,400), luego también lo es x. Ademsds,
x'(t) = (1,2t) # (0,0) para todo t.

(b) Tenemos x'(t) = (—sint, cost, cos(t/2)), luego x es de clase 1 en R. Por
otra parte

X' ()| = \/sin2t+ cos? t 4+ cos?(2t) = /1 + cos?(2t) A0Vt € R

= x'(t) # (0,0,0) Vt € R.

2) Como x es representaciéon paramétrica regular, x'(tg) # 0 con lo cual
alguna de las componentes de x/(p) ha de ser no nula, por ejemplo z (t9) #
0. Al ser x| continua en t, existe 6 > 0 tal que

() #0sit € (to—d,tg+06) = I. (%)

Veamos que 1 es inyectiva en [I1. En efecto, si existieran t; < t9 en [q
tales que z1(t1) = za(t2), por el teorema de Rolle, z7(§) = 0 para algin
€ € (t1,t2) en contradiccién con (x). Por tanto x; es intectiva en I; y como
consecuencia también lo es x. Lo anterior prueba que en un entorno de tg
no existen puntos dobles es decir, no ocurre x(t1) = x(t2) si t1 # ta.
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139. Foérmula de Bayes

Sea (E, %, p) un espacio probabilistico, B, Ay, As, ..., A, € B con pro-
babilidades no nulas, Ay, As, ..., A, mutuamente excluyentes y que forman
un sistema exhaustivo, es decir,

AiﬁA]’:@ V’L?éj, y AiUAU...UA,=FL.

1) Demostrar el teorema de la probabilidad total, es decir
p(B) = p(Ai) p(B | A).
i=1

2) Demostrar la férmula de Bayes, es decir que para todo i =1,...,n:

p(A;) p(B | A;)
> =1 P(A;) p(B | 4;)

3) Aplicacién. Tenemos tres urnas con las siguientes composiciones: A; tres
bolas blancas y una negra, As dos blancas y dos negras y As una blanca tres
negras. Se extrae una bola al azar de una de las urnas y resulta ser blanca.
Determinar la probabilidad de que proceda de la urna As.

p(A; | B) =

Solucién. 1) Podemos escribir
p(B) = (BN E) = p(BN (L)) = P(U(BN A).

Dado que A; N Aj = () para ¢ # j, También (BN A;) N (BN A;) =0y por

tanto,
n

p(B)=> p(BNA)=> p(A)p(B|A).
i=1

=1

2) Por definicién de probabilidad condicionada:
p(Ai N B) =p(A;) p(B | A;) = p(B) p(4; | B).
Usando el teorema de la probabilidad total:

_p(A) p(B|A) _  p(Ai) p(B| Ai)
p(B) >i1p(Aj) p(B | Aj)

3) Llamemos Aj, Ag, A3 a los sucesos elegir la urna A;, As, Az respectiva-
mente y B al suceso la bola extraida es blanca. Tenemos

p(A; | B)

P(A1) = p(42) = p(45) = 3.
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3 2 1
S pBIA) = p(B A=

Aplicando la férmula de Bayes,

p(B[ A1) =

P(A3 | B) =

140. Distribucion de Poisson
Se define la distribuciéon de Poisson de parametro A > 0 como:

\ee—A
kKl

Pr = k=0,1,2,...

en donde A es un ntimero real positivo.

1) Demostrar que la distribucién de Poisson es una distribucién de probabi-
lidad.

2) Determinar su media y desviacién tipica.

3) Demostrar que los limites cuando n — +oo de las probabilidades pg(n) de
una distribucién binomial B(n, p), son las py de una distribucién de Poisson
con A = np (constante).

Nota. Esto significa que la distribucién de Poisson aproxima bien la binomial
cuando n es grande y p pequeno. Se considera que la aproximacion es buena
sip<0,1ymnp<5.

4) Aplicacion. Supdéngase que el 2% de los articulos producidos por una
fabrica son defectuosos. Hallar la probabilidad P de que halla 3 articulos
defectuosos en un lote de 100 articulos.

Solucién. 1) Para todo k =0,1,2,... es pr > 0. Por otra parte,
+oo
> pr= Z =1
k=0
2) La media es
)\k -2 +oo )\k -2
Z kpy. = Z I

0 \E=1g=A +00 A2

)\Z - kzlj!:x-lz

+o00 /\k A

k=0

)\kl—)\

_)\Zki
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La varianza es o2 = Z,Jgoo k%pj, — p?. Tenemos

+o00 +o0 too -
ZkZPk:ZkQ)\e Z 2)\6 _)\Zk2)\k 1 A
k=0 k=0

)\k -

/\Z (k+1) Zk:kaerk

:)\()\+1):)\2+)\:>a :)\2+)\—)\2:)\.

En consecuencia, la desviacién tipica de la distribucion de Poisson es o =
VA

3) La probabilidad de k éxitos en una distribucién binomial B(n,p) es

pr(n) = <Z>p’“(1 -p)" "

Si denotamos A = np,

pr(n) = <Z>p’“(1 —p)"F = <Z

TR nk
1 2 k—1
AR (1_>\)n (1-50-7)----")
A\ F '
" (1-3)
Cuando n — +o0, el primer factor es constante, el segundo tiende a e y

el tercero tiende a 1 al haber un nuimero finito de factores en el numerador
y el denominador que todos tienden a 1. En consecuencia,

N
lim pg(n) = A

n—-4o0o E

= DPk-

4) Se trata de una distribucién binomial con n = 100 y p = 0,02. Entonces,

100
P= ( 5 )(0,02)3(0,98)97 =0,182....

Ahora bien, al ser n grande y p pequeno, podemos aplicar la distribucién de
Poisson de parametro A = 100 - 0,02 = 2, con lo cual
23 —2

Prps= al

=0,180....
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141. Cambio admisible de parametro

Sea I, un intervalo de la recta real y ¢ : I, — R una aplicacién. Se dice
que la funcién ¢t = t(u) es un cambio admisible de pardmetro sii

(1)t € CY(L,). (2) % 40 Yu € I,.

1) Demostrar que las siguientes aplicaciones son cambios admisibles de

parametro
(a) t = 3u® +10u® + 15u + 1 en I, = R.

(b)t = tan%u en I,, = [0,1).

2) Demostrar que si t es cambio admisible de pardmetro en I,, entonces, t es
en I, estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

3) Demostrar que si t es cambio admisible de pardmetro en I, entonces,
I :=t(1,) es un intervalo de la recta real y que t : I, — I; es biyectiva.

4) Demostrar que la inversa de un cambio admisible de pardmetro también
es cambio admisible de pardmetro.

Solucién. 1) (a) Tenemos dt/du = 15u* + 30u® + 15 € C*(R). Por otra
parte

dt
o = 150t +30u® + 15 = 15(u? +2u? +1) = (> + 1)2 #0 Yu e R.
u
(b) Si u recorre el intervalo [0, 1) entonces, mu/2 recorre el intervalo [0, 7/2)
y en éste iltimo intervalo el coseno no se anula, en consecuencia,

g m 1 1 dt

—_— = 1 — 1).

du 2C082 ™ eC ([07 )) y du #0 Yu e [07 )
2

2) Dado que dt/du es no nula y continua en I, por el teorema de Bolzano
no puede tomar dt/du valores de distinto signo, luego dt/du > 0 en I, con
lo cual t es estrictamente creciente, o bien dt/du < 0 en I, con lo cual ¢ es
estrictamente decreciente.

3) Como I, es intervalo de la recta real, es conjunto conexo. Al ser ¢ continua,
I; = t(I,) es también conexo y por tanto es un intervalo de la recta real.
Al ser t estrictamente creciente o estrictamente decreciente, es inyectiva. Es
sobreyectiva por construccién.

4) Si t : I, — I es cambio admisible de pardmetro y uw : I; — I, es su
funcién inversa, entonces

du 1
dt — dt/du 7 0.
N——
#0

Ademds, al ser dt/du continua, también lo es du/dt.
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142. Curvas regulares

Se dice que la representacién paramétrica regular x = x(t), t € I; es
equivalente a la representacion paramétrica regular x = x*(u), u € I, sii
existe un cambio admisible de pardametro ¢ = t(u) en I, tal que t(I,) = I; y
ademas

x[t(u)] = x*(u) Yu € L.

1) Demostrar que la relacién definida anteriormente es una relacién de equi-
valencia sobre el conjunto de las representaciones paramétricas regulares.
2) Se llama curva regular a cada una de las clases de equivalencia de la rela-
cién anterior. Demostrar que las dos siguientes representaciones paramétri-
cas regulares definen la misma curva regular.

T =1 x1 = logt
x:4q xp=sint (t€R), x*:¢ za=sinlogt (te€ (0,+00)).

acgzet r3 =1

Solucién. 1) Refleriva. Sea la representacion paramétrica regular x = x(t),
t € I; y consideremos la aplicacién identidad ¢ : I, = I; — I;, t = u.
Claramente ¢t = u es un cambio admisible de pardmetro y ademéds

x[t(uw)] =x(u) Yu € I,,.

Simétrica. Si la representaciéon paramétrica regular x = x(t), t € I; equiva-
lente a la representacién paramétrica regular x = x*(u), u € I, existe un
cambio admisible de pardmetro ¢ : I,, — I;, t = t(u) tal que

x[t(uw)] =x*(u) Yu € L.

Sabemos que la aplicacién inversa uw : I; — I,, u = u(t) es un cambio
admisible de parametro y ademas

x*[u(t)] = x"(u) = x[t(u)] = x(t) Vte I,

luego x = x*(u), u € I,, es equivalente a x = x(t), t € ;.
Transitiva. Sean las representaciones regulares

Ry {X = x(t) Ry - {x = x*(u) Ry {x = x**(0)

tel; u € I 0 € Iy.

Si R es equivalente a Ry v Ro a R3, existen cambios admisibles de parametro
t: I, > I, t=t(u) y u: Iy — I, u=u(f) tales que

x[t(u)] = x*(u) Yu € I, x*[u(f)] =x""(0) V0 € Iy.
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Consideremos la composicién de los cambios admisibles de parametro
tou:Ipg— I, 60— t=tu(d)]

Aplicando la regla de la cadena,
d_ it du
d9  du_ _db

—~ =~
£0 #0

dt
:%#Oenlg,

y dt/du, du/df son continuas, en consecuencia, towu : Iy — I; es cambio
admisible de parametro y ademas

x[(t o u)(0)] = x[t(u(0))] = x"[u(0)] = x"(0) VO € Iy

por tanto, R es equivalente a Rj.

2) Consideremos la aplicacién ¢ : (0.400) — R dada por ¢ = log u. Entonces,
dt/du = 1/u es continua y no nula para todo u € (0, 4+00), con lo cual es un
cambio admisible de pardmetro. Por otra parte

x[t(u)] = x(logu) = (log u, sinlogu,u) = x*(u) Vu € (0,+00),

lo cual prueba que definen la misma curva regular.

143. EDO homogénea con coeficiente analiticos
Se considera la ecuacién diferencial
Y +p(@)y +a@)y=0 (B

en donde las funciones p y ¢ son analiticas en el intervalo I = (zg—r, ¢ +71)
con desarrollos

+00 +oo
p(x) = Z bn(z —x0)", q(z) = Z en(x — x0)".
n=0 n=0

1. Supongamos que y(z) es una solucién de (F) analitica en I, esto es

+oo
y(x) = Z an(x — z0)".
n=0

Demostrar que se verifican las relaciones de recurrencia

(n+2)(n+D)ani2 = = Y [(k + Dagp1bnr + arcni], ¥n=0,1,2,.... ()
k=0
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2. Las relaciones recurrentes anteriores definen a,2 en funcién de los coe-
ficientes ag, ai,...,an4+1 y de los de p(x) y ¢(x) y por ende, ag,as,aq, ... en
funcién de ag, a1 y de los de p(x) y (). Demostrar que la serie > 2% a,,(z—
xo)"™ es convergente en I, con lo cual estard demostrado que y(z) es solucién
de (E).

3. Demostrar que existen dos funciones analiticas de (E) que son linealmen-
te independientes.

Nota. En general, se puede demostrar que para la ecuacién homogénea

y™ 4 pp (@)Y (@)Y +poy =0 (n>1)

con coeficientes p,—1(x), ..., po(x) funciones analiticas en el intervalo (zo —
r,xo + 1), existen n funciones yi(z),. .., yn(z) linealmente independientes y
analiticas en dicho intervalo.

4. Aplicacién. Dar una solucién general de la ecuacion diferencial

y//_$y/+4y:0

que sea analitica en R. Expresarla como combinacién lineal de dos funciones
linealmente independientes.

Solucién. 1. Usando la derivacién término a término de las series de po-
tencias

+00 +oo
Y(@) =3 nan(z — 20"t = 3 (0 + Dans (@ — 20)",
n=1 n=0
+00 oo
y"(z) = Z n(n — Dan(z — z0)" 2 = Z(n +2)(n+ Dapio(x — z0)".
n=2 n=0

Usando la formula del producto de Cauchy para series absolutamente con-
vergentes:

+oo n
Q(Cc)y(HU) Z (Z ancnk> ([IZ - xo)n7
n=0 \k=0
+00 n
pa)y () =" (Z(k + 1>ak+1bn_k> (z — o)™
n=0 \k=0

Sustituyendo en la ecuacién (E):

+00 n
Z (n+2)(n+1ani2 + Z ((k+ 1)ag+1bn—k + akCn—k-)] (x —z0)" = 0.
n=0 k=0
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Por tanto se han de verificar las relaciones:

n

(n+2)(n+ Dany2 = — Y _ [(k+ Dagribn_y + areni], ¥n=0,1,2,....
k=0

2. Para o = g la serie 1% a,(z — x0)" converge trivialmente. Sea 21 € I
con z1 # x¢ y llamemos t = |x1 — x¢|. Como las series Y20 by (z1 — )"
y S0 cn(r1 — 20)™ son absolutamente convergentes en z7, sus términos
estan acotados en valor absoluto, es decir existen constantes positivas K; y
K> tales que

lbp| t* < Ky, ep|tF < Ky, Yk=0,1,2,...

Llamando K = max{Kj, Ky} se verifica
K K
|bk‘ St?’ ‘Ck’ Stikd Vk:071727

Usando las relaciones anteriores junto con las relaciones de recurrencia (x):

(n+2)(n+ 1) [ant2| =

n
> 1k + Dags1bn—k + axcni]
k=0

< [k + 1) agsa] [bi] + lar] len—l]

M M
< (k+1)|ags1] o |ak| sy

M n n
S 3 TIPS oI

k=0 k=0
Ahora bien,
n n n
D larlt* = laol + Y larl t* = laol + Y lara [ = [ansa [ "1,
k=0 k=1 k=0
con lo cual

(n+2)(n + 1) [ans2l <

M n n
IS [Z(k + 1) Japra |+ Jao) + D lapsaa [ = |apa ] tk+1]
k=0 s

S tn-i-l

n n
3 ) 4ol + 3
k=0 k=0



Fasciculo 6. Monografias 126-150 181

M n M n+1

k k

= ot | Do (k2 s |7  faol | = S D (k4 1) Ja]
k=0 k=0

Definamos la sucesién {A,}n>0 de la forma recurrente

Ao = lao|, A1 = |aa],
M n+1
(n+2)(n+1)Apso = pres) Z(k + 1) AptF. (%)
k=0

Como |a,| < A, para todo n > 0, la serie >0 |ay| |z — x0|" estd mayorada
por la serie Z:ﬁ% Ap |r — xo|", para todo x € I con lo cual si la segunda es
convergente, lo serd la primera. Sustituyendo n por n — 1 en (sx):

M n
(n+ Dndnir = - D (ke + 1) Atk
k=0
Multiplicando por ¢~ 1:
M n
(n+ Dt~ Appr = g D (R -+ 1) At

k=0

Restando a la igualdad (xx) la igualdad anterior
(n + 2)(” + 1)An+2 - (n + 1)nt71An+1 = M(n + 2)An+1’

de lo cual se deduce

An+2 . (n + 1)71 + M(TL + 2)t , An+2 1

= lim 272 = -
Apr (n+2)(n+ 1)t Y noteo Ayt

Aplicando el criterio de D’Alembert para x € I:

Apya |z —xo[" " o — a0
n+1 t

<1lsi|x—x9| <t=|z1—20].
nteo Ay |z — | | | |

Al ser ;1 arbitrario en I se deduce que Z:ﬁ% an(x — xp)™ es absolutamente
convergente en [ y por tanto convergente.

3. Sean yi(x) e y2(x) las soluciones de (E) que satisfacen respectivamente
ap=1,a1 =0y ap=0,a; =1 es decir,

yi(x) =1+0(x —x9)+...
ya(x) =0+ 1(z — o) + ...
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entonces
/\13/1(.%‘)—!-)\23/2(.%‘) :0:>)\1—|—)\2(1‘—.Z‘0)+...:0:>)\1 =X =0

lo cual implica que yi(z) e ya(x) son soluciones analiticas de (E) en el
intervalo I y linealmente independientes.

4. Las funciones p(z) = z, ¢(x) = —4 son analiticas en todo intervalo de la
forma (—r,r) para todo r > 0 y por tanto analiticas en R. Por el teorema
anterior, existen las soluciones pedidas. Sea

Sustituyendo en la ecuacién dada:

0=y" -2y +4y

—+o00 +oo +oo
= Z n(n — 1)an$”_2 —x Z na,z" ' + Z 4a,z"
n=2 n=1 n=0

+oo
—Zn—l—Q(n—l—l apaox” Znanac +Z4anzv
n=0
+o0
= (202 +4ag) + Y _ [(n+2)(n + any2 — (n — 4)ay].
n=1
En consecuencia,
2a0 + 4ag =0

(n+2)(n+ 1apt2 — (n—4)a, = 0.
o bien
as = —2a0
n—4
——ay,.
n+2)n+1)"

Distingamos los casos n par y n impar. Para n par tenemos:

an42 =

az = —2ap, a4 = —5% = 34, a6 = 0, ag =0, a1p =0,

Para n = 2k + 1 impar tenemos:

2% -5 B (2k — 5)(2k — 7)
BT ok 1+ 1)(2k) TN T (2K + 1) (2k) (2k — 1)(2k — 2)
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(2k —5)(2k — 7)...(=3)

T T @+ )R- 1)EE—2)...(3)2)""
Por tanto,
1 X (2k —5)(2k —7)... (-3
y(z) = ap (1 — 222 + 3364) + a1 (w—k; ( )((2k:+ 1))! ( ):z:k) )

y de acuerdo con el apartado anterior, las dos funciones entre paréntesis
son soluciones de la ecuacion diferencial dada, analiticas en R y linealmente
independientes.

144. Limite de una sucesion por la definicion

,oon?-2 1
Demostrar que lim ——— = —.
n—+oo 3n2+1 3

Solucién. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno

n’-2 1 <ee |—0 <es <
—— — | <€ —— | <es ——— <€
3n?2+1 3 9n2 + 3 9n2 + 3
@z—3<9n2@7736<n2@ T3¢

€ 9¢ ¢

Es decir, para € > 0 suficientemente pequenio si

i 7 — 3¢ 1
0= 9¢

entonces
n?-2 1 _
_— = = €
3n2+1 3
si n > ng por tanto,
n?—2 1

im — =—.
ns+oo3n?24+1 3
145. Inverso de un elemento en Q/(x?+ x + 1)

Hallar el inverso del elemento 3 + 2z + (22 + x + 1) de Q/(z? + z + 1).
Solucién. Tenemos:
B4+22+ (@ +2+1) (ax+b+ (2 +2+1)) =1+ (2® + 2+ 1)
& (3+22)(az+b)+ (P +x+1) =1+ (2® +x+ 1)
& 2a2° + (3a+20)x +3b+ (2 + 2+ 1) =1+ (2® +x +1).
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El resto de la divisién de 2ax? + (3a + 2b)z + 3b entre 22 + 2 + 1 es (a +
2b)x 4+ 3b — 2a, por tanto

2a2” + (3a + 2b)x + 3b+ (2® +x + 1) =
(a+2b)x+3b—2a+ (2*+2+1) =1+ (2* +z+1).

Entonces,
26=0
ot =a=-2/Tb=1/T.
3b—2a=1
Por tanto,
2 -1 2 1 2
[(3+ 2z + (z" +z+1))] :—?az—k?—i-(x +z+1).

146. Caracterizacién de aker f para un homomor-
fismo de grupos

Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos y sea a € G. Demostrar

que aker f = {g € G : f(g) = f(a)}.
Solucién. Denotemos por € al neutro de G’ y veamos el doble contenido
C) z€akerf=g=ahconh € ker f
= f(9) = f(ah) = f(a)f(h) = f(a)e’ = f(a).
D) flo)=f@)= @] flg)=¢=flalg)=¢=algeke |
=alg=hconheckerf=g=ahconh€ckerf=g¢caker}f.

Concluimos pues que aker f ={g € G: f(g9) = f(a)}.

147. Limite de una sucesion de conjuntos

Sea Aj, As, As, ... una sucesién de conjuntos contenidos en un conjunto
universal U. Se definen:

liminf A, = G ﬁ A, limsup A, = ﬁ [j Ag.

n=1k=n n=1k=n

1. Demostrar que

(iminf A,)° = limsup A7, (limsup 4,)° = liminf A¢.
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2. Si para una sucesién de conjuntos {4, } se verifica liminf A,, = limsup A,,
se define
lim A,, = liminf A,, = limsup A,,.

Demostrar que
o0
Al CAyCA3C...= lim A, = UAn,

n—00
n=1

A1 DA DA3D ... = lim A, = ﬂAn.
n—oo n—=1

3. Determinar lim A,,, siendo A, = [0, n) .
n+1

4. Demostrar que:

n=1

(a) limsup 4,, = {x eU: ZXAn(x) :oo},

n=1

[e.e]
(b) liminf A,, = {a: eU: ZXA%(CU) < oo} .
en donde s representa la funcién caracteristica de M C U.
5. Demostrar que para cualquier sucesion Aq, Ao, As, ... se verifica
liminf A,, C limsup A,,.
Solucién. 1. Usando las leyes de Morgan

(iminf A,)° = (LJ (]<Ak> = (] < Ak>
n=1 \k=n

n=1k=n

o0

Af = limsup A;,.
n

A

n=1k=
Anélogamente
(limsup A,,)¢ = (ﬂ U Ak> = U (U Ak>
n=1k=n n=1 \k=n

[o.¢] [o.¢]
= |J () 4% = lfminf A5,
n=1k=n
2. 51 A; C Ay C A3 C ... entonces, [, Ax = Ay y por tanto liminf A, =
U2, An. St A D Ay D As D ... entonces, Jyo,, Ax = A, y por tanto
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limsup A, = (o~ A,. Por otra parte si A C Ay C As C ... entonces
Af D A5 D AS D ..., con lo cual

limsup A, = ﬂ Af = (U An> = (limsup A4,)°
=1 n=1

apartado 1

o0
= limsup A4, = U A,
n=1

en consecuencia
o0
Ay C Ay C Ay C ... = lim A, = liminf A, = limsup A, = ] A,.
n=1

De igual manera si A1 D A2 D A3 D ... entonces A] C A5 C A§ C ..., con
lo cual

o 0 ¢
liminf A5 = | ] Af = (ﬂ An) = (liminf A,)°
n=1 n=1

apartado 1

= liminf A4,, = ﬂ A,
n=1

en consecuencia

A1 DAy DA3D ... = 1limA, =liminf A, = limsup 4, = ﬂ A,.

n=1
3. Para todo n natural tenemos
gt anpsd)
Por otra parte,
n+1 n n?+2n+1-n?>—2n 1
n+2 n+l (n+1)(n+2) :(n+1)(n+2)>0
n n+1

= < = A, CA,1Vn=1,2,3,...
n+1 TL+2 n n+1 VI 5 4y 9y

y por el apartado anterior, lim A4,, = [ J;2; 4,. Dado que n/(n+1) < 1 para
todo n, se verifica A, C [0,1) luego |J;2; A, C [0,1). Sea ahora z € [0,1).
Como limn/(n 4+ 1) = 1, existe ng tal que ng/(ng + 1) > x lo cual implica
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que z € Ay, C o2y Ay. Concluimos que lim A,, = [0, 1).
4. (a) Tenemos

z € limsup 4,, = ﬂ U A = Vn 3k, 1z € Ay,

n=1k=n

= Vn 3k, : x4, () =1= ZXAn(x) = 00.
n=1

Reciprocamente, si »_° | x4, (z) = oo existe una sucesién ki, ka2, ks, . .. tal
que x4, (z) =1 o bien x € A,, con lo cual para todo n, ¥ € Uy, Ak ¥
por ende z € (72, Ure,, Ak- -

(b) Tenemos

[

o o o oo
;EEHmiann:UﬂAk@Elno:xEﬂAk<:>E|n0:z¢ mAk
n=1k=n k=ng k=no

= U Az<:>x§§AZW{:2n0<:>3n0:XAi(x):0Vk:2no<:>ZXA%($)<oo.

k=ngo n=1

5. Segun el apartado anterior, el limite superior es el conjunto de los elemen-
tos que pertenecen a infinitos conjuntos de la sucesion, y el limite inferior
es el conjunto de los elementos que pertenecen a todos los conjuntos de la
sucesion salvo a lo sumo a un nimero finito. De aqui se deduce trivialmente
que liminf A,, C limsup A,,.

148. Ecuaciones paramétricas de la interseccion de
una esfera y un plano

Determinar unas ecuaciones paramétricas de la curva interseccién de la
esfera B : 2?2 +y?+22=4yelplanon: x4+ y+ 2 =0.

Solucidén. Sustituyendo z = —z — y en la ecuacién de la esfera obtenemos
22 + > + (—z —y)? = 4, o bien 22% + 22y + 2¢* = 4.

Podemos escribir la cénica anterior en la forma

222 4+ 2xy + 2% — 4 = (z,7) <§ ;) (5) —4=0.
——
M
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Apliquemos a M el teorema espectral. Valores propios

2—-A 1
1 2—-A

‘:)\2—4)\+3:0<:>)\:3v)\:1.
Bases de los subespacios propios

—r+y=0
‘/35{ s BV1 :{(1’1)}
r—y=0

T—y=
i= { , By, = {(_17 1)}
Una base ortonormal y de vectores propios de R? es por tanto

1 1
ﬁ(l’ 1), ea = ﬁ(_l’ 1).

La matriz de P de cambio de la base canénica B = {(1,0), (0,1)} ala B’ es

B’ = {e1,e2} con e; =

1 /1 -1
P = 7 (1 1 ) (ortogonal),

y la expresién del cambio es
]‘ / /
, r=—=("—y')
<$> =P <$,> , 0 bien V2
Yy Yy L( / /)'
V2

x>_4
)

M
— (&g ) P'MP (y) 4= @y (g g) <y> »

=3z + () —4=0.
La ecuacion de la conica en los nuevos ejes x'y’ es por tanto
@? WP _
(2/v3)? 2

Las ecuaciones paramétricas de la elipse son por tanto

Entonces

222 4+ 2zy + 2% — 4 = (z,y)

7N\

' = —cost

V3 t € [0,27].

y = 2sint
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Sustituyendo z = —=(2' —¢/), y = %(:El +y'):

S

1 2 .
r=—| —=cost—2sint

\{5 \ég t e 0,27
= — | —=cost + 2sint

T vz\B

Como z = —x — y, unas ecuaciones paramétricas de la interseccion £ N7

son

1 .
——cost —sint

2
V2\V3
2 1
ENm:{y=—=|—=cost+sint t € [0,2m].
V2
z =

V3
4
———=cost

V6

149. Cuerpo primo

Los cuerpos Zo,Zs3,Zs, . . .,Q se denominan cuerpos primos.
1. Demostrar que todo subcuerpo de un cuerpo primo coincide con él mismo.
2. Demostrar que todo cuerpo contiene a un subcuerpo isomorfo a un cuerpo
primo. Es decir, todo cuerpo contiene a un cuerpo minimo que es una copia
de Q o de Z, para algtin p primo.

Solucién. 1. Si L es subcuerpo de Q entonces, 1 € Ly por tanton-1 =n € L
para todo entero n. Es decir Z C L. Como L es cuerpo, si 0 # m € Z entonces
1/m € Ly por ende n - (1/m) = n/m € L. Es decir L > Q y por tanto
L=Q.
Si L es subcuerpo de Z, con p primo, entonces 1 € L y por tanto
r-l=14+14---4+41€L Vr=0,1,2,...p—1.
N————
r)
Es decir, L D 7Z, luego L = Z,.
2. Sea K un cuerpo y consideremos la aplicacion

[:Z—=K, fn)=n-lg=1g+1g+---+1g (n veces).

Fécilmente verificamos que f es un homomorfismo de anillos y por tanto
ker f es un ideal de Z.

Primer caso: ker f = {0}. En este caso, n - 1x = 0 implica n = 0
luego cada entero no nulo se transforma en un elemento invertible de K.
Consideremos la aplicacion

g:Q— K, g(%):(m-lK)(n-lK)_l
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Esta aplicaciéon es un isomorfismo de cuerpos con locual Q ZImf C Ky
en consecuencia K contiene una copia de Q.

Segundo caso: ker f # {0}. En este caso, n-1x = 0 para algin n # 0. Si
p es el menor entero positivo tal que p - 1x = 0, entonces p es primo pues p
es la caracteristica de K. Por un conocido teorema de isomorfia, se verifica
Zyp = Z/ ker f = Imf C K lo cual implica que K contiene una copia de Z,,.

150. Cuerpo de ruptura de un polinomio

Sea k un cuerpo, f € k[z| irreducible y sin raices en k. Se llama cuerpo
de ruptura de f a cualquier extensién simple k' = k(€) de k en la que f tiene
la raiz .

1) Sea k un cuerpo, f € k[z] irreducible y sin raices en k (por tanto,
grado f > 2). Demostrar que

(i) > = k[z]/(f) es un cuerpo extensién de k.

(i) =z + (f) esraizde fen ).

(iii) > = k(§), es decir Y es extensién algebraica simple.

Nota. Esto demuestra que Y, = k(&) es cuerpo de ruptura de f, y por tanto
f es reducible en k(§)[z] al ser f(z) = (x — §)g(x) con g € k(§)[z].

2) Describir las operaciones suma y producto en k().

3) Determinar un cuerpo de ruptura Q(&) del polinomio irreducible

f@) = o* —2 € Qla].

4) Determinar un cuerpo de ruptura R(§) del polinomio irreducible
f(z) =2 +1€R[z].

5) Determinar un cuerpo de ruptura Q(¢) del polinomio irreducible
f(z) =2® =2 € Q[z].

Solucién. 1) (i) Al ser f irreducible, (f) es ideal maximal y por tanto
> =k[z]/(f) es un cuerpo. Definamos la aplicacién

k—sk={a+(f)rack}cC)
a—a+(f).

Es facil comprobar que tal aplicacion es un isomorfismo de cuerpos, y por
tanto se puede considerar k incluido en .
(i) Sea f(x) = Y_1v, cka®. Usando las conocidas operaciones en k[x]/(f),

o (4 + () =3 (et + (1)

0 k=0

NE

FO=>ac=>a@+)=
k=0 k=0

=
Il
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= (Z cw’“) +N=fa)+(f) = 0+(H=0

k=0
(iii) Todo elemento de ) es de la forma

n n

h(z) + (f) = (Zakﬂﬁk) + ()= ar(@+ () =D ag.
k=0

k=0 k=0

Es decir, > C k[¢]. Entonces, Y C k[¢] C k(§) C > luego > = k(&).
2) Si f € k[z] es irreducible de grado m y & = x + (f), entonces el cuerpo

de ruptura ) de f es de la forma
Z ={ro+ré+ - +rma&" " ir €k}
Si tenemos los elementos de

w(€) =ro+ri&+ - +rma"
(&) =rh+riE+ -, 1€

debido a la construccién del cuerpo >, la operacién suma es
pE&) + 1 () =ro+rg+ (r+r) €+ (rmor + ) €77

y (&' (&) es r(€), siendo r(x) el resto de la divisién de p(z)u/(z) entre
f(x). El método expuesto se llama adjuncion simbdlica de Cauchy.

3) Los elementos de Q(&) son de la forma a + b€ con a, b € Q. Para dos
elementos a + b y @’ + /¢ de Q(€) la suma es

(a+08) + (a' + V') = (a+b) + (a' + V)¢
Por otra parte,
(a4 bx)(a +b'z) = ad + (bd' + ab')z + bb' 22,

y efectuando la divisién euclidea entre 22 —2 obtenemos el resto 2bb’ + (a’b+
ab’)zx, con lo cual

(a + bE)(d + V€)= 260 + (a'b+ ab))E.
Dado que &2 = 2, dividiendo f(x) = 2% — 2 entre x — £,
1 0 -2

£ ¢ &
1 € 0
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por tanto f(z) = (z — &)(z + £). Segin es sabido, denotamos a £ por el
sfmbolo v/2.

4) Los elementos de R(&) son de la forma a + b§ con a, b € R. Para dos
elementos a + b€ y a' + /¢ de R(€) la suma es

(@a+b8)+ (a/ +VE) = (a+b)+ (a +b)¢
Por otra parte,
(a+bz)(d +b'x) =a+d + (bd + ab)z + bb'z?,

y efectuando la divisién euclidea entre 22+ 1 obtenemos el resto 2bb’ + (a’b+
ab’)x, con lo cual

(a+b€)(a' +b'&) = aa’ — bb' + (a'b+ ab)E.
Dado que ¢2 = 1, dividiendo f(z) = 22 + 1 entre = — £,

10 1
£ £ &
1 &€ 0

por tanto f(z) = (z — &)(z + £). Segin es sabido, denotamos a £ por el
simbolo i (unidad imaginaria). Nétese que hemos construido el cuerpo de
los niimeros complejos.
5) Los elementos de Q(€) son de la forma a + b¢ + c£2 con a, b, c € Q. Para
dos elementos a + b€ + c£2 y a' + b'¢ + €2 de Q(€) la suma es

(a+bE +c€%) + (a +VE+E?)

=(a+b)+ (a +V)E+ (c+ )€

Por otra parte,

(a+bx + cx?)(d + Vx + 2?)

= ad' + (ba' + ab )z + (a'c + bV’ + ac)2® + (V¢ + b )a® + ed'z?,
y efectuando la divisién euclidea entre 2% — 2 obtenemos el resto
aa' + 2b'c+ 2bc’ + (ba’ + ab’ + 2¢c)z + (a'c + Y + ac')x?,
con lo cual
(a+ b€ + c€?)(d’ + V€ + €)
= ad’ + 2b'c +2bc’ + (ba' + ab' 4 2 )¢ + (a'c + bb + ac')E>.
Dado que &3 = 2, dividiendo f(z) = 2® — 2 entre x — £,

10 0 —2
(] e ¢
1 ¢ & 0

por tanto f(z) = (x — &) (2 + &x + £2). Segiin es sabido, denotamos a ¢ por
el simbolo /2.
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151. Completaciéon de todo espacio métrico

Sea X un espacio métrico. Se dice que el espacio métrico X* es una com-
pletacion de X si X™* es completo y X es isométrico a un subespacio denso
de X*. El objetivo de éste problema es demostrar que todo espacio métrico
tiene una completaciéon y que ésta es tinica salvo isometrias.

1) Sea (X, d) un espacio métrico y sea C[X] el conjunto de todas las suce-
siones de Cauchy en X. Se define en C[X] la relacién

() ~ (yn) © limd(xp, yn) = 0.

Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia en C[X]

2) Sean (z,) e (yn) dos elementos de C[X]. Demostrar que la sucesién de
numeros reales d(x,,y,) es convergente.

3) Sea el conjunto cociente X* = C[X]/ ~. Se define la aplicacién

A X*x X* >R, d"([xn], [yn)) = imd(xyn, yn).

Demostrar que esté bien definida, es decir que no depende del representante
elegido en cada clase.

4) Demostrar que d* es una distancia en X*.

5) Para todo p € X sea la sucesién constante (p) = (p,p,p,...). Conside-
remos el subconjunto de X*: X = {[(p)] : p € X}. Demostrar que X es
isométrico a X.

6) Demostrar que X es denso en X*.

7) Demostrar el siguiente lema:

Sea (M, d) un espacio métrico, (b,) una sucesién de Cauchy en M y sea (ay,)
una sucesién en M tal que d(ay,b,) < 1/n para todo n natural. Entonces,
(i) (an) es sucesién de Cauchy en M.

(ii) (an) > peM < (b,) = pe M

193
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8) Demostrar que (X*,d*) es completo.

9) Demostrar que si Y* es una completacién de X, entonces Y* es isométrico
a X*.

10) ;/Cuél es la completacién de Q con la distancia usual?

Solucién. 1) Reflexiva. Para todo (x,) € C[X] tenemos limd(z,,z,) =
lim 0 = 0, luego (x,) ~ (x4).
Simétrica. Para todo (xy,), (yn) € C[X] tenemos

() ~ (yn) = limd(zp, yn) = 0=

limd(yp, xn) = limd(zy, yn) = 0= (yn) ~ (zn).

Transitiva. Si (z5,) ~ (yn) € (Yn) ~ (2n) se verifica d(xp, yn) — 0y d(yn, 2n) —
0. Por la desigualdad triangular, 0 < d(zy, 2,) < d(zpn, yn) + d(yn, 2n). Por
el teorema del Sandwich, d(xy,, z,) — 0 luego (zy,) ~ (zy).

2) Por la desigualdad triangular

d(znp, yn) < d(xna xm) + d<$ma Ym) + d(ymv yn)

o bien d(zyn, yn) — d(xm, Ym) < d(Tn, Tm) + d(Ym, yn) con lo cual

’d(xmyn) - d(xmaymﬂ < d(l’m xm) + d(ym>yn)

Como las sucesiones (z,) e (y,) son de Cauchy, para todo € > 0 existen
naturales N, Ny tales que d(2y, m) < €/2 si n,m > Ny v d(yn, ym) < €/2
si n,m > N,. Entonces,

|d(Zn, Yn) — d(Zm, Ym)| < €/2+€/2 =€ si N = max{N,, Ny}.

Esto prueba que la sucesion de nimeros reales d(x,,y,) es de Cauchy y por
tanto convergente al ser R completo.

3) Supongamos que (z,) ~ (z),) v que (yn) ~ (y,). Sea | = limd(zy,yn)
y ' =limd(z],,y). Tenemos que demostrar que | = I’. Por la desigualdad
triangular,

d(@n, yn) < d(zn, 27,) + d(2),, yp) + d(Yp, Yn)-
Sea ahora € > 0. Tenemos
In1 € N:in >ny = d(z,,2),) < €/3,
Ine € N:n > ng = d(yn,yl,) < €/3,
Ing € N:n>ng = |d(z),y,) —U'| <e/3.

Sin > méx{ni, ng, ng} se verifica d(x,, y,) < I'+ey por tanto lim d(x,,, y,) =
[ < I' + € para todo € luego I < I'. De manera simétrica se demuestra que
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I <1y por tanto, [ =1’

4) Para todo [(x,)], [(yn)] € X™* tenemos d* ([(xn)], [(yn)]) = Umd(xn, yn),
limite que vimos que existe y que ademads es > 0 al ser los d(x,,y,) > 0.
Por otra parte,

d* ([(zn)], [(yn)]) = 0 & Mmd(2n, yn) = 0 & (2n) ~ (yn) < [(2n)] = [(yn)]-

Para todo [(zy)], [(yn)] € X

d* ([(zn)], [(yn)]) = Hm d(zn, yn) = U d(yn, 2n) = d” ([(yn)], [(za)]) ,

Para todo [(za)], ()], [(z0)] € X*
d ([(l‘n)], [(yn)]) = lim d(lina yn) <lim [d(ajna Zn) + d(zna yn)]

= limd(zn, 2) + imd(zn, yn) = d* ([(22)]; [(z0)]) + d* ([(20)], [(yn)]) -

Concluimos pues que d* es distancia en X*.
5) Para todo p € X la sucesién constante (p) es convergente y por tanto de
Cauchy, con lo cual X C X*. Definamos la aplicacién f : X — X dada por

f(p) = [(p)]. Tenemos,
fo)=fl@=I[p]=[g]=lm(p-qg)=p-—qg=0=p=gq

es decir, f es inyectiva. Por otra parte para todo [(p)] € X se verifica [(p)] =
f(p), luego f es sobreyectiva. Veamos ahora que la biyeccién f es isometria.
En efecto, para todo p,q € X:

d* ([(p)]; [(¢)]) = lim d(p, q) = d(p, q).

6) Basta demostrar que todo punto de X* es el limite de una sucesién de
elementos de X. Sea pues x = [(z,)] € X* y denotemos por 21, 73, 773, . ..
los elementos de X:

7 = [(x1, 21,21, . .)], D2 = [(z2, 22,22, ...)], @3 = [(x3,23,23,...)], ...

Dado que (z,,) es sucesién de Cauchy en X:

lim d*(2,,2) = lim <h’m d(xm,acn)>: lim  d(zp,z,) =0

m——+00 m—-+o00 \ n—+400 m, n——400

luego (Z,) — .
7) (i) Por la desigualdad triangular

d(am, an) < d(@m,bm) + (bm, bp) + d(bn, an).
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Para todo € > 0 existe n; natural tal que 1/n; < €/3 por tanto
n,m >ny = d(am,a,) < €/3+ (b, byn) +€/3.

Como (by,) es de Cauchy, existe ng natural tal que si n,m > ny entonces
d(bpm, b)) < €/3. Si ng = max{ny, na},

n,m>ng = d(am.an) <€/3+¢€/3+€/3=c¢

lo cual implica que (a,) es de Cauchy.

(ii) =) Por hipétesis (an) — p, luego d(an,p) — 0. Por otra parte 0 <
d(bn,an) < 1/n, es decir d(b,,a,) — 0. De la desigualdad triangular 0 <
d(by,p) < d(by,an) + d(an,p) obtenemos usando el teorema del Sandwich
que d(by,p) — 0 o de forma equivalente (by,) — p.

<) Se demuestra de manera anéloga.

8) Sea () una sucesién de Cauchy en X*. Tenemos que demostrar que

converge en X*. Como X es denso en X*, para todo n natural existe 2, € X
tal que d* (2, ay) < 1/n. Por la parte (i ) del apartado anterior, la sucesién
(2,) es también de Cauchy en X* con lo cual lo serd (z,,) en X por ser X
y X isométricos. Por el apartado 6, (n) = x € X* y por la parte (ii) del
apartado anterior también () — .
9) Sea Y* una completacion de X. Al ser X isométrico a un subespacio
denso de Y*, podemos asumir que X es subespacio de Y*. Al ser X denso
en Y*, para todo y € Y* existe una sucesién (z,) de X que converge a y
con lo cual (z,) es de Cauchy. Definamos la aplicacién

g:Y" = X" g(y) = ()]

La aplicacion estd bien definida pues si (z],) es otra sucesién tal que (x},) —
y, entonces d(x,, ) — 0y por tanto [(z],)] = [(xy)]. Sean ahora y,y’ € Y*
con (x,) — vy, () — v'. Entonces,

9(y) = 9(¢) = [(zn)] = [(27,)] = lim d(zp,27,) = 0=y =/

luego g es inyectiva. También es sobreyectiva. En efecto, si [(z,)] € X* la
sucesion () es de Cauchy en X C Y™ por tanto (z,,) converge auny € Y*,
luego ()] = g(y). Por tltimo, para todo y,y" € Y*

d* (f(y), f(y) = d" ([(zn)], [(z},)]) = lim d(wn, 27,)
=d (limzy, lima},) = d(y,y)

es decir, g es isometria.
10) De la conocida construccién de los nimeros reales via sucesiones de
Cauchy racionales, deducimos que la completacién de Q es Q* = R.
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152. Algebras uniformemente densas, teorema Stone-
Weierstrass

Sea X un espacio topolégico compacto y C(X) el espacio vectorial de
las funciones reales continuas f : X — R con la norma de la convergencia
uniforme

1flloe = méx{[f(z)| : z € X}.

Es claro que una sucesién f, de C(X) converge uniformemente a f €
C(X) siysolosi f, converge a f con la norma anterior. El teorema de Stone-
Weierstrass asegura que si F es un dlgebra de C'(X) que separa puntos y
contiene a las funciones constantes, entonces es uniformemente densa en
C(X) (es decir, es densa con la norma de la convergencia uniforme).

Esto, naturalmente equivale a decir que para toda funcién f € C(X)
existe una sucesion f,, en F tal que f, — f uniformemente. Se pide:

1) Demostrar que el conjunto R[z] de las funciones polinémicas es familia
uniformemente densa en C([a, b]). Concluir.

2) [dem para K C R™ compacto y la familia F = R[z1,...,zy,] de las fun-
ciones polindmicas.

3) Demostrar que el subespacio vectorial de C[0, 1] generado por las funcio-
nes {€"* : n € Z} es uniformemente densa en C|0, 1].

4) Demostrar que el teorema de Stone-Weirstrass es aplicable al intervalo
[a, b] con

F =Lip ([a,b]) ={f : [a,b] — R con f lipschitziana}.

Solucién. 1) Recordamos que si A y B son conjuntos y F es una familia
de funciones de A en B, se dice que F separa puntos si para cada par de
elementos x,y € A con = # y existe f € F tal que f(x) # f(y).

El intervalo [a, b] es compacto, R[z] es un dlgebra de C([a, b]) y contiene a
las funciones constantes. Por otra parte si «, 5 € [a, b] con a # (5 el polinomio
p(z) = x satisface p(a) # p(B). Por el teorema de Stone-Weierstrass R[z] es
algebra uniformemente densa en C(]a, b]). Concluimos que para toda funcién
continua f en [a,b] existe una sucesién de polinomios p,, tales que p, — f
en [a,b] uniformemente.

Nota. Este caso particular del teorema de Stone-Weierstrass se conoce como
Teorema de Weierstrass.

2) De nuevo, K es compacto por hipétesis, R[z1,...,z,] es un élgebra de
C(K) y contiene a las funciones constantes. Por otra parte si a, f € K con

Oé:(Oq,...,Om,)#B:(ﬁlw"aﬁn)a

existe k tal que ay # Bk. Eligiendo p(x1,...,x,) = x, obtenemos p(a) #
p(B), i.e. Rlz1,...,x,] es familia uniformemente densa en C(K).
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3) El subespacio vectorial F generado por {e"* : n € Z} estd formado por
las funciones de la forma

F00,1] =5 R, f(z) =M™+ A€ + -+ A (N € Ry € Z).

F C C|0,1] pues las funciones de F son continuas. Es facil demostrar que
forman un dlgebra. Contiene a las funciones constantes pues f(z) = C =
Ce% € F. Por tltimo, si o, 3 € [0,1] con a # 3 entonces, f(z) = ¥ =
le'* € Fy fla) = e* # e = f(B). Concluimos que F es uniformemente
densa en C(]0, 1]).

4) (i) Lip [a, b] es subespacio vectorial de Cla,b]. En efecto, sabemos que toda
funcién lipschitziana es uniformemente continua y por tanto continua, luego
Lip [a,b] C Cla,b]. La funcién nula es claramente lipschitziana. Ademsds,
para todo z,y € [a, b]:

By > 0:[1(x) — F(0)] < by |z
Fky >0 |g(x) — g(y)| < k2 |z —y|

= [(f+9)(x) = (f+9)W)| = [f(x) + 9(x) = f(y) — 9(v)]

<|f(@) = fW)l +l9(x) = g(y)| = (k1 + k2) | — y| = f + g € Lip [a,].
AeR, felipla,b)=3k>0:|f(z)— fly)| < kl|z—y|
= |(AN) (@) = AN W) = [Af(z) = Af ()| = [A[[f (=) = f(y)]
< k[N |z —y| = \f € Lip [a,b].

(i7) Lip [a,b] es subanillo de Cla,b]. En efecto, §) # Lip [a,b] C C|a,b].
Ademds, para todo z,y € [a, b]:

Fk1 >0 |f(z) — f(y)| < kilz —yl
Tk > 0:[g(x) —g(y)| < k2 |z — y|

= [(f—9)(@) = (f 9| =If(x) —g(z) — f(y) +9(v)]
<|f(x) = fWl +19(x) — g(y)| = (k1 + k2) |z —y| = f — g € Lip [a, b].

Si f,g son lispschitzianas en [a,b], son continuas en [a,b] y por tanto
estan acotadas, es decir existe M > 0 tal que |f| < M y |g| < M. Entonces,

fr9 € Lip [a,b] = [(fg)(z) — (fo)W)| = |f(z)g(z) — f(y)g(y)]

<|f(@)g(z) — f(@)g(y)| + |f(x)g(y) — f(¥)9(y)]
<M (|g(z) —gy)| + |f(z) = f(Y)]) < M(k1 + k2)|z — y| = fg € Lip [a, ].

Lip [a, b] es por tanto subanillo de Cla,b] (ademds, conmutativo y uni-
tario).

f,g € Lip [a,b] :‘{

f,g € Lip [a,b] =>{



Fasciculo 7. Monografias 151-175 199

Ahora, para todo A € R y para todo par de funciones f, g € Lip [a, b] se
verifica A(fg) = (Af)g = f(Ag) con lo cual podemos concluir que Lip [a, b] es
un algebra. Claramente contiene a las funciones constantes y separa puntos
pues id € Lip [a,b] e id(a) # id(5) si a # . Esto completa la demostra-
cién de que se verifican las hipotesis del teorema de Stone-Weierstrass y en
consecuencia Lip [a, b] es dlgebra uniformemente densa en Cfa, b].

153. Teorema de Wedderburn

A lo largo de éste problema la letra K designard un cuerpo finito y no
necesariamente conmutativo. Si A es un conjunto, denotamos por |A| al
cardinal de A. Se trata de demostrar el teorema de Wedderburn i.e. que
todo cuerpo finito es conmutativo.

1) Sea k C K un subcuerpo propio y conmutativo de K.

(i) Demostrar que la dimensién de K como k-espacio vectorial es finita y
mayor o igual que 2

(ii) Demostrar existe un entero n > 2 tal que |K| = |k|".

2) Sea s € K. Definimos el centralizador de s como

Cs={x € K :zs=sz}

es decir, como el conjunto de los elementos de K que conmutan con s.
Demostrar que Cs es subcuerpo de K.
3) El centro de K se define como

Z={aeK:arxr=zxaVzr e K}

es decir, es el conjunto de los elementos de K que conmutan con todos los
de K. Demostrar que Z es subcuerpo conmutativo de K.

Nota. Obsérvese que el teorema de Wedderburn quedaria demostrado si
demostramos que Z = K.

4) Sea |Z| = q. Demostrar que |K| = ¢" y que |Cs| = ¢"* para ciertos enteros
positivos n, ns. Demostrar que si ademas K no es conmutativo, existe s € K
tal que ngy < n.

5) Definimos en K* = K \ {0} la relacién

Lyx para algin = € K*.

U~NVESU=T
Demostrar que ~ es relacién de equivalencia en K* y determinar sus clases
de equivalencia.
6) Demostrar que |[s]| =1 < s € Z, y que si K no es conmutativo existe al
menos una clase tal que [[s]| > 2.
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7) Para s € K* denotamos C¥ = Cs \ {0} y Ciz = {zz : z € C}}. Se
considera la aplicacion

fs : K* = [s], fo(z)=atsz.

Demostrar que fs(z) = fs(y) siy sélo si, y € C¥z. Aplicar éste resultado
para demostrar que

(K| _ g1

0= oy = |18l

’Cs’ q" — 1
en donde ¢, n y ngs tienen los mismos significados que en el apartado 4.
8) Sea K no conmutativo y llamemos Z* = Z\{0}. Sean [s1], ..., [sm] las cla-
ses que tienen mas de un elemento (vimos que existen si K no conmutativo).
Demostrar la férmula

m
q”—lzq—l%—z
k=1

9) Sea K no conmutativo. Demostrar que ny | n para todo k =1,...,m.
10) Sea & = 2™/ y U, = {1,£,€2,...," 1} el grupo ciclico multiplicativo
de las raices enésimas de la unidad. Si A € U,, definimos ord A (orden de \)
como el menor entero positivo d tal que A? = 1. Por el teorema de Lagrange,
necesariamente d | n. Para todos los divisores positivos d de n definimos los
polinomios:

dq(z) == H (z — A) con lo cual, 2" — 1 = H(;Sd(:z:).

ord A=d dn

n_1 n_1
d con 1<q
g —1 g™ —1

eENVk=1,...,m.

(i) Descomponer % — 1 como producto de los polinomios ¢4(x) con d | 6.
(ii) Demostrar que para todo n el polinomio ¢, (z) tiene coeficientes enteros
(i.e. ¢n(x) € Z[z]) y que su término constante es 1 0 —1.

11) Demostrar que si K no es conmutativo, entonces ¢, (q) | ¢ — 1.

12) Demostrar el teorema de Wedderburn: todo cuerpo finito es conmutativo.

Solucidén. 1) (i) Al ser k conmutativo, claramente K es espacio vectorial
sobre el cuerpo k, y por ser K finito la dimensién de K es finita. Si a € K
y a ¢ k el sistema S = {1,a} es libre. En efecto, si \11 + A2a = 0 con
A1, A2 € k han de ser nulos los escalares A1 y As. Si fuera Ay # 0, entonces

ML+ doa=0= doa= -\ = a=X"(—\).

Entonces, a = Ay 1(—)\1) perteneceria a k en contradiccion con la hipotesis.
Necesariamente Ay = 0 y por ende, \; = —0a = 0. Concluimos pues que
dim K > 2 y finita.

(ii) Sea dim K = n, que segun el apartado anterior es > 2 y finita. Al ser K
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isomorfo a k", se verifica |K| = |k"| = |k|™.
2) Claramente 0 y 1 pertenecen a Cs. Por otra parte,
r,yels= (z—y)s=zs—ys=sx—sy=s(zx—y) =z —y e Cs,

2,y € Cs = (zy)s = x(ys) = z(sy) = (ws)y = (sv)y = s(xy) = vy € Cs,

1 1

O£tzeCi=as=sct=>s=a ‘se=>sz '=als=a21eC,

es decir, Cy es subcuerpo de K.

3) Tenemos que Z = [,cx Cs v la interseccién de subcuerpos es subcuerpo.
Ademds, Z es conmutativo por su propia definicién.

4) Dado que Z es subcuerpo conmutativo tanto de Cy como de K, podemos
considerar a Cs y a K como espacios vectoriales sobre Z. Si dim Cs = ng
entonces, ns > 1 por ser {1} sistema libre y Cs = Z"s es decir |Cs| = ¢"s.
De manera andloga, si dim K = n entonces | K| = ¢" con n > 1. Nétese que
segln el apartado primero, serifan > 2si Z C K.

5) Para todo u € K* se verifica u = 171u1 es decir, u ~ u. Si u ~ v entonces
u = v 'z lo cual implica v = zuz™! = (71 luz~!, luego v ~ u. Sean
ahora u,v,w € K*. Entonces

= @ lve = u=a Yy wyr = (yz) rw(yz) = u~w
v~ w v =y twy '

Concluimos que ~ es relacién de equivalencia en K*. Si s € K*, la clase de
equivalencia a la que pertenece s es

[s]={uc K*:u~s}={uc K*:u=2z'sxconzec K"}

={z sz 2 € K*}.

6) =) Si el cardinal de [s] es 1, entonces [s] = {s} y por tanto s = 2~ 1sz

para todo xz € K*, luego s = sx para todo x € K* y por supuesto para
todo x € K con lo cual s € Z.
<) Si s € Z entonces sx = xs para todo x € K, por tanto

[s]={z'sx:x e K*}={a 7 as: 2 € K*} = {s} = |[s]| = 1.

Si K no es conmutativo existe s € K tal que s ¢ Z por tanto () # [s] no
tiene cardinal 1, es decir |[s]| > 2.
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7) Para todo z,y € K* se verifica

[o(@) = fy) & a7 sa =y lsy & (yaY) s = s (ya )

SyrteCl eyl

Claramente |C¥z| = |C?| pues z es invertible. Cada elemento fs(x) = v~ sz

de [s] es la imagen de los y € K* tales que y € CF es decir es la imagen de
|C¥x| = |C¥*| elementos de K*, luego |K*| = |[s]| |C%|. Es decir
(K| _ ¢ -1

ol “ 1 I[s]|  Vse K*.

8) Tenemos |K*| = ¢" — 1, |Z*| = ¢— 1y |Cf| = ¢" — 1. Las clases de
equivalencia de ~ en K* forman una particién de K* y tenemos |K*| clases
de equivalencia con un elemento y m clases [s1],...,[sm] con ¢", ... ¢"™
clementos respectivamente, con lo cual |K*| = |Z*[ + Y7, |C% | v usando
el apartado anterior queda

m n 1
q”—lzq—l—i-z 1
k=1

gm =1

Por otra parte, para toda clase [s;] con k = 1,...,m se verifica 1 < |[sg]| € N
con lo cual,
_4a-1
1< |[sk]| = prT— eN.

9) Podemos escribir n = ang + r con 0 < r < nj y para todo k se verifica
q"* —1|¢" — 1. Entonces,

" =1]¢"—1=q¢" —1]¢"™ " - 1=

¢ = 1] (¢" T —1) = (¢" = 1) = g™ (q(“_l)"’“” - 1) -

Dado que ¢™ y ¢"* — 1 son relativamente primos, se verifica ¢"* — 1 |
gla=Dnmetr 1, y continuando de esta manera llegariamos a que ¢"*—1 | ¢"—1
con 0 < r < ng que sélo puede ocurrir si 7 = 0, luego n = ang. Es decir,

10) (i) Tenemos Us = {1,¢,£2,€3, ¢4, €5}, Los minimos exponentes positivos
d que corresponden a cada raiz son

1= 1, 56 =1, (52)3 =1, (53)2 =1, (64)3 =1, (55)6 =1,
luego los polinomios ¢4(x) son

pr(z)=x—1, ¢o(z)=(z—¢),
¢3(x) = (2 — &) (x - &), (z) = (v —&)(z - &),
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y queda 2% — 1 = ¢1(x)¢2(z)ds(x) 6 ().

(ii) Se verifica ¢1(x) =  — 1 y procedamos por induccién. Supongamos que
¢4(x) € Z]x] para todo d < n y que sus coeficientes constantes son 1 o —1.
Por la descomposicién z" — 1 =[], ¢a(z):

l n—l
2" — 1= p(x)pa(x) con p(x) = ai’, po(z) = bja’
i=0 =0

con los a; enteros y ag = 1 0 ag = —1. Dado que —1 = agbg, se verifica
bp = 1 o by = —1. Supongamos ahora que by, b1,...,bp_1 € Z. Igualando
coeficientes de 2* en ambos miembros de 2" — 1 =[] dn Pa():

k k
Z a;ibp_; = Z a;bg_; + agby € 7.
i=0 i=1
Por hipétesis bg, b;. . .., bx_1 son enteros, y también lo son todos los a;. Dado

que ag es 1 o —1, también es entero by.

11) Si ng | n es uno de los niimeros que aparecen en el apartado 4, se verifica:

2" —1=[]da@) =@ -1 on(z) [] ¢al).

dln d|n, diny, d#n

En consecuencia y para ¢ = |K| se verifican las relaciones de divisibilidad

en Z:
q" -1

Pn(q) |¢" =1 y ¢"<q>|an_1‘

Por la férmula demostrada en el apartado 8 para todo n:

m n_q
q"—lzq—l—i—z a
k=1

qw —1’
deducimos que ¢, (q) | ¢ — 1.

12) Supongamos que K no es conmutativo. Entonces Z C K y por el apar-
tado 1, n > 1. Sabemos que ¢,(x) = [[(z — A\) en donde A recorre todas
las raices de orden n. Al ser n > 1, A = a4+ bi # 1 y la parte real a de A
claramente satisface a < 1. Entonces,

lg—=A\* =g —a—10bi]* = (¢ — a)? + b* = ¢* — 2aq + a* + b*

_ 2 2 (o 1)2
=q¢"—2aq+1 > ¢“—2q+1=(¢g—1)".
a<l1
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Es decir, se verifica |¢ — A\| > ¢ — 1 para toda A\ de orden n. Esto implica

on(@)] > ] la—Al>q—1

ord A=n

Pero esto contradice la relacién ¢,(q) | ¢ — 1 demostrada en el apartado
anterior. Concluimos que K ha de ser necesariamente conmutativo y queda
demostrado el teorema de Wedderburn.

154. Un espacio vectorial no usual

Sea el conjunto H = R x Ry.

1) Demostrar que (H,®) es grupo abeliano, estando @ definida mediante
(x,y) ® (z,w) = (x + 2z — 2, yw).
2) Demostrar que la operacién
RxH—H A®(z,y) = Az —2\+2,9")

dota al grupo abeliano H del apartado anterior, de estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo R.

Solucién. 1) Interna. Dado que para todo (x,y),(z,w) € H, se verifica
x,z € R, también z + 2z — 2 € R. Al ser y,w € Ry también yw € R~ y por
tanto, (z,y) ® (z,w) € H.

Asociativa. Para todo (z,y), (z,w), (u,v) € H tenemos

(z,y) @ [(z,w) ® (u,v)] = (z,y) ® (2 + u — 2,wv) = (z + z + u — 4, ywu),

[(z,9) & (z,w)] & (u,v) = (x + 2 = 2,yw) ® (u,v) = (z + z + u — 4, ywu).

Se verifica la igualdad.
FElemento neutro. El par (a, b) es elemento neutro en H siy sélo si para todo
(x,y) € H se verifica

(z,9) ® (a,0) = (a,0) ® (2,y) = (z,y)

o equivalentemente (x + a — 2,yb) = (a + = — 2,by) = (z,y). Es claro que
(a,b) = (2,1) € H y satisface la relacién anterior para todo (z,y) € H. Es
por tanto el elemento neutro de H.

Elemento simétrico. El elemento (z,y') € H es simétrico de (z,y) € H siy
solo si se verifica

(z,9) ® (¢, y) = (@) @ (z,y) = (2,1)
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o equivalentemente (x + 2’ — 2,yy') = (' +x —2,y'y) = (2,1). Es claro que
(',y") = (4 — 2,1/y) es elemento de H y satisface la relacién anterior.
Conmutativa. Para todo (x,y), (z,w) € H tenemos

(z,y) ® (z,w) = (x+2—2,yw) = (2 +x — 2,wy) = (2,w) & (z,y).

Concluimos pues que (H,®) es grupo abeliano.

2) Para todo A\, x € R se verifica Az —2A+2 € R y para todo y € R+ existe
y* > 0. Es decir, A ® (z,y) € H estd bien definida. Veamos ahora que se
cumplen los cuatro axiomas de ley externa para espacios vectoriales.

(1) Para todo A € R y para todo (z,y), (z,w) € H tenemos

AR [(z,y) D (z,w)] = AR (x+2—2,yw) = <)\x + Az =2\ =2\ + 2, (yw)’\) :
Por otra parte,
M@ (2,9)] &A@ (z,w)] = Az — 20+ 2,5) & (A\z — 2\ + 2, w)
= (A — 20+ 24 A — 20+ 22,9 ) = ()\x+)\z—4)\+2,(yw))‘).

Se verifica la igualdad.
(73) Para todo A, u € Ry para todo (z,y) € H tenemos

A+ )@ (@,y) = (A + p)e = 200+ ) +2,5M7).
Por otra parte,
M@ (@y)) @ 1o @,y) = (A =22+ 2.9)) & (o — 20+ 2,5")

= (A — 2\ + 24 px — 2u + 2 — 2,7 yH).

Se verifica la igualdad.
(731) Para todo A\, u € R y para todo (z,y) € H tenemos

A& (1@ (2,9)] = A (uz = 20+ 2,5) = (Muz — 21+ 2) — 2 +2, (1))
Por otra parte,
() @ (2,9) = (e = 200) +2,5™).

Se verifica la igualdad.
(iv) Para todo (z,y) € H se verifica

1@ (z,y) =1z —2-1+2,9") = (z,y).

Concluimos que H es espacio vectorial sobre el cuerpo R con las operaciones
dadas.
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155. Espacio vectorial de las matrices circulantes

SeaT : C" — C™ dada por T'(xg, x1,...,Tn-1) = (Tn—1,T0,...,Tn_2). Se
llama matriz circulante de orden n determinada por x = (zg, z1,...,Tn—1)
y la representamos por circ{z}, a la matriz cuyos filas en el orden natural
son v, T(v),...,T" ! (x), es decir

X

T(x)

circ {z} =
™ (x)

1) Escribir de forma explicita una matriz circulante genérica.

2) Sea Circ(n) = {circ{z} : x € C"} el conjunto de todas las matrices
circulantes de orden n. Demostrar que es subespacio vectorial de C**™.

3) Demostrar que la aplicacién ® : C" — Circ(n) dada por ®(z) = circ{z}
es isomorfismo de espacios vectoriales.

4) Hallar la dimensién y una base de Circ(n). Escribir explicitamente esta
base para n = 3.

Solucién. 1) Una matriz circulante genérica es

i x i i ZTo 1T ... Tp-2 l‘nfl_
T(x) Tp-1 TO -+. Tp—3 Tp_o
circ {z} = : =| : : e C™ .
T 2(z) To X3 ... Io 1
_Tnfl(af)_ L 21 X9 ... Tp-1 Zo |

2) Se verifica 0 = circ{0} € Circ(n). Por otra parte y para todo A € Cy
para todo par de matrices circ{z}, circ{y} de Circ(n):

circ{x} + circ{y} = circ{z +y} € Circ(n), Acirc{z} = circ{A\z} € Circ(n),

por tanto Circ(n) es subespacio de C™*".
3) Para todo A € C y para todo z,y € C se verifica

O(z +y) = circ{x + y} = circ{z} + circ{y} = ®(z) + (y),
®(\x) = circ{ Az} = Acirc{z} = AP (\x).

Por tanto, ® es lineal. Es inyectiva pues
ker® = {x € C" : &(z) =0} = {x € C" : circ{z} = 0} = {0}.

Por otra parte, ® es sobreyectiva por su propia construccion. Concluimos
que ® es isomorfismo.
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4) Al ser ® isomorfismo, dim Circ(n) = dim C" = n y como los isomorfismos
transforman bases en bases, si B. = {eg,e1,...,e,—1} es la base canénica
de C" una base de Circ(n) es Beire(n) = {®(€0), ®(e1),. .., P(en—1)}. Para
n = 3, los vectores de una base de Circ(3) son

100 010 00 1
Dleg)= [0 1 0], Pler) =10 0 1|, Bex)=1|1 0 0
00 1 100 010

156. Probabilidad de la unién de n sucesos

Sea (E, 2, p) un espacio de probabilidad. Se trata de demostrar la férmu-

la:
P(AU...UA) =D p(A)— D p(AinA4)+
=1 1,7=1,1<j

> p(ANANA)+ .+ ()" p(AN AN NA),
i,5,k=1, i<j<k

para Aq,..., A, € Q. Se pide:

1) Demostrar la férmula para n = 2.

2) Demostrar la férmula para n = 3.

3) Usando el método de induccién, demostrar que la férmula es valida para
todo n > 2.

Solucién. 1) Tenemos
Ay :AlﬂE:Alﬂ(AQUAg) = (AlﬂAQ)U(AlﬂAg),

A2:AQQE:AQD(AlUA?):(AlmAQ)U(AQDAi).

Ademas, Ay estd expresado como unién de los sucesos incompatibles A1 N Ao
y A1 NAS y por tanto,

p(A1) =p(A1NAg)+p(AiNA3). [l
De la misma manera,

p(A2) =p(A1NAz)+p(A2NAT).  [2]
Por otra parte,

AjUAy = (AlﬁAQ)U(AlﬁAg)U(AgﬁAi)



208 156 Probabilidad de la unién de n sucesos

esta expresado como union de tres sucesos incompatibles y por tanto,
p(AlUAQ):p(AlﬁAQ)—‘rp(AlﬂAg)—i_p(AQmAi). [3]

Sumando miembro a miembro [1] y [2] y pasando un p (A; N A3) al primer
miembro

p(A1)+p(A2) —p(Ai1NA) =p(A1NA)+p(AiNAS) +p(AaN A7),

y usando la igualdad [3] queda

2

p(A1U Az) = p (A1) +p (A2)—p (A1 N Az) = > p(A)+(=1)*T'p (A1 N Ag).
=1

2) Usando la férmula deducida en el apartado anterior,
p(Al UAQUAg) :p[Al U (AQUAg)] =

p (A1) +p(A2U A3) —p[A1 N (A2 U A3)]
=p(A1) +p(A2) +p(A3) —p(AaN As) — p[(A1 N A2) U (A1 N A3)]
=p (A1) +p(A2) +p(A3) — p(A2 N A3)
—[p (A1 N A2) +p (A1 N A3) — p((A1 N A2) N (A1 N A3))]
=p (A1) +p(A2) +p(A3) — p (A2 N A3)
—p (A1 N Ay) —p (A1 N A3) +p (A N AN As)

1,7=1, i<j

3 3
=> p(A)— > pAinA)+(-1)"p(A1NAyn As).
i=1

3) Sea la férmula cierta para n > 3 y veamos que es cierta para n + 1:
p(AiU...UA, UA 1) =p[(A1U...UA,) UA,4]

=p(A1U...UA) +p(Ant1) —p[(A1U...UA,) N Apyi]
=p(A1U...UA) +p(Ans1) —p[(A1NApt1)U... U (AN Apta)]

=> pA)— > pAnA)+ D p(AinAnAy)
i=1 i,0=1,1<g i,7,k=1, i<j<k

+... 4+ (=D)"p(Ain...NAL) +p(Antr)

> p(AinAn)+ > p(ANA; N Ay

i=1 ij=1,i<j
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n

— Z p(AiﬂAjﬂAkﬂAn+1)
i jk=1, i<j<k

4o = (=) pAiNn.. . NA NA).

Agrupando las probabilidades de las intersecciones de un conjunto, de dos,
etc. obtenemos

n+1 n+1
P(A1U...UA UAp) =) p(A)— > p(AinA4y)
=1 1,j=1,1<J

n+1
+ ) p(ANANA) 4. A (D) (An. N AN Apy)

1,7,k=1, 1<j<k

y la féormula es cierta para n + 1.

157. Cardinal de la union de n conjuntos

Dado un conjunto A denotamos por |A| a su cardinal. Sean los n con-
juntos finitos Aq,..., A, que podemos suponer contenidos en un conjunto
universal U finito. Se trata de demostrar la férmula

n

[ATU L UA =D A= Y JAinAl+
=1

=1, 1<

n
> JAINA N A+ 4 ()" A N AL N Ayl
1,7,k=1, 1<j<k

Se pide:
1) Demostrar la féormula para n = 2.
2) Demostrar la férmula para n = 3.
3) Usando el método de induccién, demostrar que la férmula es vélida para
todo n > 2.

Solucién. 1) Sabemos que si By, ..., By, son m conjuntos finitos y disjuntos
dos a dos se verifica

|BiU...UBy| = |Bi|+...4+ |Bnl. 1]
Tenemos
A1:AlﬂU:Alﬂ(AQUAS):(AlﬂAQ)U(AlﬂAS),

AQZAQOU:AQH(AluAi):(AlﬁAQ)U(AQﬁAT).
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Ademads, Ay esté expresado como unién de los conjuntos disjuntos A; N Ao
y A1 A3y por [1],

|Ai| = |A1 N A + |Ar N A5 2]
De la misma manera,
|Ag| = |A1 N Ag| + |A2 N Af]. (3]
Por otra parte,
At UAs = (A1 NAy) U (A1 NAS)U (AN AY)
estd expresado como unién de tres conjuntos disjuntos dos a dos, y por [1],
|A1 U Ao| = [A1 N Ag| + |[AL MAS| + [Aa N AT, [4]

Sumando miembro a miembro [2] y [3] y pasando un |A; N Ag| al primer
miembro

|A1] + [A2| — [A1 N Ag| = [A1 N Ag| + |41 N AZ| + [A2 N AT,

y usando la igualdad [4] queda

2
|A1 UA2| = |A1| + |A2| — |A1 N A2| = Z |Al‘ + (—1)2+1 ‘Al N A2| .

i=1
2) Usando la férmula deducida en el apartado anterior,
|A1 U Ay UA3| = |A1 U (AQ UA3)| =

|A1] + [A2 U As| — |A1 N (A U A3))|
= |A1] + [Ag] + [As] — [A2 N A3| — (A1 N A2) U (A1 N A3)
= |A1] + [Az| + [As] — [A2 N A3
—(JA1 N Az + A1 N As| — |(A1 N A2) N (A1 N A3)|)
= |A1] + |Az| + |A3] — [A2 N Aj

— ‘Al ﬂA2| — ‘Al ﬂA3| + |A1 N Ao ﬂAg‘
3 3
:Z|A1’— Z |AiﬂAj’—|-(—1)3+1 ’AlﬂAgﬂAg,’.
=1

1,j=1,1<J

3) Sea la férmula cierta para n > 3 y veamos que es cierta para n + 1:

’A1U...UAnUAn+1|:‘(Alu...UAn)UAn_H’
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=[AU...UA, |+ |Aps1| — (AU UA) N Apya|
=[A1U...UA,| +|Ans1| — (A1 NAps) UL ..U (Ap N Apyr)]

n n n
=3 A= Y JAnAl+ > AN AN Ay
i=1 i,j=1, 1<J 1,7,k=1, i<j<k

+... 4+ (D" AN N Ay F | Ant]
n n
_Z‘AimAn—&—l‘"i‘ Z ‘AiﬂAjﬁAn_;,_l‘
i—1 ij=1,i<j
n
— Z ‘AiﬂAjﬂAkﬂAn_;,_l‘
i,7,k=1, i<j<k

o= (D)™ AIN L N AL N A

Agrupando los cardinales de las intersecciones de un conjunto, de dos, etc.
obtenemos

n+1 n+1
AU UA UAp| =D A= > AN 4
=1 i,7=1,1<j

n+1
+ ) JANA N A+ (D) A NN AN A

1,7,k=1, 1<j<k

y la féormula es cierta para n + 1.

158. Valores propios y determinante de una ma-
triz circulante

Recordamos que una matriz circulante es una matriz de la forma

a al e apn—92 Qanp—1
an—1 ao ce+ Qp-3 Gp-2
p—2 0OGp—1 ... 0apn—4 0Qap-3
nxn
a9 as PN aq aq
L a1 a9 ¢ 7o | ag |

es decir una matriz cuadrada compleja cuyas componentes de la primera
fila son niimeros complejos cualesquiera y cada una de las sucesivas filas se
obtiene de la anterior sustituyendo la tltima componente por la primera y
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trasladando las restantes. El objetivo de este problema es hallar los valores
propios, vectores propios y el determinante de cualquier matriz circulante.
1) Demostrar que v = [1,w,w2 . ,w"‘l]T con w cualquier raiz enésima de
la unidad, es vector propio de A. Determinar su valor propio asociado.

2) Demostrar que A tiene n vectores propios linealmente independientes.
3) Calcular det A.

4) Para una matriz genérica circulante de orden 2, hallar sus valores propios,
vectores propios y determinante sin usar los apartados anteriores. Verificar

los resultados.

Solucidn. 1) Hallemos el vector Av, es decir

ag aj cee Qp—9 Qp—1 - 1 -
ap—1 ago -e. Qp-3 Gp-2 w
Gp—2 d4pn-1 ... G(p—4 0Gp-3 2
Av = ) _ ) . w
a as NN aq aj wnfl
L al a9 e Ap—1 a 1 - -

Llamemos A a la primera componente del vector Av. Entonces,

A =ag+ a1w+ asw? + - ap_ow™ 2+ ap_w" L

La segunda componente del vector Av es

ap—1+agw + -+ an_gwn72 + an_anfl

=w (an_lwnf1 +ag+ A+ ap_sw S+ an_gw"ﬂ)
_ n—3 n—2 n—1\ __ A
=w (ag + -4 ap_3sw + ap_ow + anp_1w ) = \w.
La i-ésima componente es

-1
Ap—it1 + Qp_jpow + -+ + ap_w"

=it (an,iﬂw”_”l + Qpiyow™ T 4 anﬂ-w”_z) = 'L

En consecuencia

A 1
Aw w
2

)\wnfl wh™ 1
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. _11T . .
Concluimos que v = [1,w,w2 e, w” 1] # 0 es vector propio asociado al

valor propio A = ag + a1w + a2w2 + - an,Qw”_z + an,lw”_l, y esto para
todo w raiz n-ésima de la unidad.

2) El razonamiento del apartado anterior es vélido para toda raiz enésima
de la unidad. Si ¢ = €?>™ entonces, las n raices enésimas de la unidad son
w=CFconk=0,1,...,n—1. Esto significa que para todo k = 0,1,...,n—1

el vector
T

o = [1,¢K, ¢ ¢HOD)]
es vector propio de A asociado al valor propio
Ak =ag + algk + aQC% 4o an72ck(n—2) + (ln71fk(n_1).

Para demostrar que los vectores vy (k = 0,1,...,n — 1) son linealmente
independientes formamos la matriz:

P = [vo,v1,02...,0n-1] =
1 1 1 .. 1 1 i
1 C CQ o Cn—2 Cn—l
1 C2 C4 o C2(n72) CQ(nfl)
1 C3 CG o CS(n—2) <3(n—1)
_i Cn.—l <2(7.z—1) C(n—li)(n—Q) C(n—l.)(n—l)_

La matriz P es una matriz de Vandermonde y su determinante es

detP= J] (/-¢)#0.

0<i<j<n—1

Es decir, rg (P) = n lo cual implica que sus columnas son linealmente inde-
pendientes. Notese que hemos demostrado también que toda matriz circu-
lante es diagonalizable.

3) El determinante de A es el producto de sus valores propios, en consecuen-
cia

n—1
det A = H (QO 4 alck + aQCQk + e+ an_lgk(nfl)> , (= 627ri/n.
k=0

4) Hallemos los valores propios de una matriz circulante genérica A de orden
dos:

A= [ao al] cC*?  x(\) =AM —2ap\+ag —at =0
ap ag

_ 2ap+ V4ak — 4a? + 4a?

=) 5

:aO:I:al.
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Llamemos A\g = ag+a1 y A1 = ag—a1. Se verifica A\g = Aq siy sélo sia; = 0.
Entonces para a; # 0 tenemos dos valores propios simples y los subespacios
propios y una base de cada uno de ellos son:

. —a1T1 + a1xro = 0 B _ r
Vo { a1z1 — a1z =0, By,, ={vo=(1,1)" }.

aix1 +arze =0
V)\l :{ Y . BV/\l :{Ulz(lv_l)T}'

a1z] + ajze = 0,

Para a1 = 0 tenemos

=[5 W[ oo i =[5 ][] =[]

y por tanto vy y w1 son también vectores propios asociados al valor propio
doble A\g = A\; = ag. Verificamos todo esto con lo demostrado en los aparta-
dos anteriores. Sea ¢ = —1. Las raices cuadradas de la unidad son (° =1y
¢! = —1. Los valores propios son:

0 1
XA =ay+a =ap+a1(’, I\ =ay—ar =ag+a(,

y los respectivos vectores pI'OpiOS
oo || oo ||
0= ] T eo|r T 1] T ||

det A = ag — a% = (ap +a1)(ap —ay) = (ao + algo) (ao + alcl)

Por dltimo,

2—-1

=1] (ao + ale> , (==

k=0

159. Teorema de reordenacion de Riemann

Por simplicidad, denotaremos > a, =Y .~ an.
1) Demostrar que si la serie real > a, es condicionalmente convergente,
entonces existen infinitos términos positivos e infinitos negativos.
2) Para todo n descomponemos a, = a, +a; con a;f >0y a, <0dela
siguiente manera:

a

+:an+’an’ __an_‘an‘
n 2 Y n 2 °
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Describir tal descomposicion segun los casos a,, positivo, negativo o nulo.
3) Demostrar que Y a = 400y que Y a, = —oc.

4) Dada una serie real condicionalmente convergente y dado cualquier niime-
ro real x, demostrar que existe una reordenacién de la serie cuya suma es x.
5) Dada una serie real condicionalmente convergente demostrar que existe
una reordenacién de la serie cuya suma es 400 y otra cuya suma es —oo
(esto completara la demostracién del teorema).

Solucién. 1) Supongamos que existiera sélo un nimero finito de términos
positivos y sea a,, el ultimo de ellos. Entonces, al ser ) a,, convergente, lo
serfa o a, = —) . la,| con lo cual lo serfa »_ .  |a,| y por ende
> |an|. Llegariamos al absurdo de que ) a, serfa absolutamente conver-
gente. Andlogo razonamiento si existiera sélo un numero finito de términos
negativos.

2) De acuerdo con las definiciones de a; y a,,:

af+a, =a,+0 si a,>0
an=1<al +a, =0+a, si a, <0
af +a, =0+0 si a,=0.

3) Si ambas series fueran convergentes:

ZICLX:SG]R:> Sat =S
doa, =TeR "~ | Xla,|=-T

:>Z|an|:Z(a;:+‘a;|):Za:{+2|a;‘=5—TER

y la serie > a, seria absolutamente convergente (contradiccién). Si una de
las series Y. a, > a, fuera convergente y otra divergente, la serie suma
> (a} 4+ a;;) (que es la serie Y ay,), seria divergente, en contradiccién con
la hipétesis de ser ) a, condicionalmente convergente. Concluimos que ne-
cesariamente las series Y. a," y > a, son ambas divergentes. Ademas, al ser
> a;l serie de términos positivos y Y a,, de negativos, ha de ser

Za?{ = 400, Za; = —00.

4) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos los términos de
la serie condicionalmente convergente ) a,, son no nulos. Sea p,, el n-ésimo
término positivo de Y a, y sea —¢, su n-ésimo negativo. Segun el apar-
tado anterior, > p, = 400y >, —¢, = —oo. Elijamos términos positivos
Di,--.,Dn, hasta el primer p,, que verifique

Sn1:p1+-'-+pn1 >
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con lo cual, S,, —x < pp,. Elijamos términos negativos —qi, ..., —gn, hasta
el primer —g,, que verifique

Snydny =P1t -+ Py —q1— .. —Gny <X
con lo cual, x — Sy, 4n, < @n,. Ademas, Sy, > Sp 41 > ... > Sn 4n,, lUego
=5, <(gn, Vn=mni,na+1,...,n1+na.

Nétese que estamos reordenado la serie > a,. De nuevo, elijamos los térmi-

nos positivos pp,+1, ..., Pns hasta el primer p,, que verifique
STL1+TL2+TL3 :pl + +pn1 _Q1 T e _Qng +pn1+1 + +pn3 >
con lo cual, Sy, 1nytns — T < Ppy. Ademas, Sp,4n, < Snitngt1 < ... <

Sn1+7l2+7l3’ luego
Sp—T <pny Vn=ng+ng,n+ne+1,...,n1 +n2+ ns.

Procediendo de esta manera llegamos a una reordenacién de la serie > ay,
de tal manera que sus sumas parciales satisfacen

Sn1 —x < Pny, T — Sn1+n2 < Any, Sn1+n2+n3 —x < Pns,

asi como las sumas parciales intermedias S,,. Por la condicién necesaria de
la convergencia de ) a, tenemos que p, — 0y g, — 0, por tanto las sumas
parciales de la serie reordenada tienen limite x.

5) De nuevo y sin pérdida de generalidad suponemos que todos los términos
de la serie Y a, son no nulos. Sea p; < p2 < p3 < --- la sucesién de indices
tales que ap, es término positivo de la serie y n; < no < ng < --- la de
los que ay, es negativo. Cada nimero natural aparece pues una y sélo una
vez en alguna de las sucesiones (p;) o (n;). Recordemos que segin se ha
demostrado, Y7, a,, = +o0o. Entonces, sea k; el menor nimero natural tal
que

k1
Zapi > ’an1| + 17
=1

ko el menor nimero natural tal que

ko
Z ap; > |an2| + 17
i=k1+1

y asi sucesivamente. Esto define la reordenacién de la serie

ap; + Apy + -+ Apy, +an, + Apry 11 + App; 12 + Apy, tan, +- -
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Veamos que la serie reordenada de esta manera tiene suma +oo. Efecti-
vamente, por construccién, la suma de los ki + 1 primeros términos de la
reordenacion es > 1 y ninguna suma parcial de entre esos términos es < 0.
De manera andloga, la suma de los siguientes ko — k1 + 1 términoses > 1y
ninguna suma parcial de entre esos términos es < 0. Reiterando, concluimos
que la suma de la reordenacién es +oo. La demostracion de que existe una
reordenacion cuya suma es —oo es similar.

160. Derivada aritmética natural

La funcién derivada aritmética es una funcién n’ : N — N definida
recursivamente por
(1) p’ =1 para todo p primo
(2) (ab)’ = d’b+ ab’ para todo a,b € N (Regla de Leibniz).
1) Calcular 1/, 0/, 6" y 9”.
2) Calcular las derivadas de los 11 primeros numeros naturales.
3) Demostrar que si existe la funcién derivada aritmética, es unica.
4) Demostrar que la funcién derivada aritmética existe y es

en donde n = [[;~, p;"" > 2 es la factorizacién de n en producto de factores
primos.
5) Usando el teorema anterior, hallar 120'.

Solucién. 1) Tenemos I'=(1-1)=1-1+1-1"=2-1"=1 =0.
0=2-00=2"-0+2-00=1-0+2-00=2-00=0=0.
6/=(12-3)=2-3+2-3=1-3+2-1=5.
9" = (9) =6 =5.
2) Fécilmente podemos verificar las derivadas de los 11 primeros nimeros
naturales:

|0

0

n
n"

1234567 89 10
011415 112¢6 7

3) Si existe la derivada aritmética vimos que necesariamente 0’ = 1’ = 0
y por definicién, p’ = 1 para todo p primo. Sea n > 2y n = [[I" pi
la descomposicién de n en factores primos (repetidos o no). Procedamos
por induccién sobre m. Para m = 1 tenemos n’ = (p;)’ = 1. Supongamos

determinada univocamente la derivada aritmética para todos los naturales
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de la forma [[;", p;, Entonces,

(1) = () ) = () o (7).

/
y al estar determinado (][, p:)’, lo estd (H:nJ{lpz)

4) Es claro que para n > 2 la férmula dada es vélida incluso si alguno de los
exponente n; es nulo, por tanto si a,b son dos nimeros mayores o iguales
que 2 se pueden expresar en la forma a = Hl 1Pt b= HZ 1 pl Entonces,

k ! k
ab)/ — (H pZOLZJrﬁZ) _ abz az; /B’L
i=1 i=1 v

k k
o Bi
= ag — |b+a bE Z2)=db+ab.
( i—1 pi) ( ilpi>

Si alguno de los a,b es 0 o 1, la comprobacién de la regla de Leibniz es
inmediata.
5) Tenemos 120’ = (2%-3-5) =120 (3 + 1 + 1) = 244.

161. Propiedades de la derivada aritmética natu-
ral

1) Demostrar que para k,n enteros positivos se verifica (n*) = kn¥=1n/.
2) Demostrar la férmula de Leibniz para la derivada k-ésima del producto
de dos nimeros: (ab)*) = Zf:o (l;)a(k_")b(").
3) Demostrar que la aditividad de la derivada (a + b) = o’ + V' se cumple
en algunos casos y en otros no.
4) Demostrar que
(1) (a+b) =d +V = (ka+ kb) = (ka)' + (kb)’ Vk e N.
2) (a+b) > d +V = (ka+ kb)Y > (ka) + (kb) Vk € N.
(3) (a+b) <da +¥ = (ka+ kb)Y < (ka) + (kb)’ Vk € N.
5) Demostrar que para todo k& > 1 nimero natural se verifica

n' >n>1= (kn) > kn Vn > 1.

Solucién. 1) Para k = 1, (n ) =n/ = In'"!n' y la férmula se verifica.
Para k =2, (n?) = (n-n) = n'n+nn' = 2nn’, y también se cumple. Si se
cumple para k,

/ / /
(nk'H) = (nkn) = (nk> n+nfn' = kn*"n'n + nFn’ =(k+ l)nkn'
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y la féormula es cierta para k + 1.
2) La férmula es cierta para k = 1, en efecto

(ab)M) = (ab)’ = b + ab’

1 1 ! 1
— (1)4(0) 0)5(1) — E (1-4)3(9)
<0>a b +<1>a b (i>a b\Y.

i=0
Supongamos que la férmula es cierta para k. Entonces,

(ab)F+D) = (zkg <’Z‘> a(k—i)b@'))/ _ zk: ((’:) a(k—nb(i))/

i=0
k
_ Z <k> (a(kﬂ'ﬂ)b(i) i a(kﬂ')b(iﬂ))
1
=0
k
_ Z <k> (k=i+1)p(0) 4 Z < > —i)pi+1)
i=0

Haciendo un cambio de indices y usando las conocidas férmulas combina-
k k E+1\  (k E+1\  (k k-+1
torias (3) + (;Z)) = (1), (o) = 1= ("), () =1 = (1) podemos
escribir
k k+1
(ab)+D) Z( ) (k— z+1)bz)+z< ) (k=i+1) (3
=0
k Lk
_ (k+1)1,(0) (k—i+1)3(7)
<O>a 0 +Y () b
i k
+ Z < > (k— l+1)b( ) <k> a(O)b(kJrl)
=1
k
E4+ 1\ (k41)10) E+1\ i@ . (K1) ©0)pken)
= b b b
< 0 >a —I—g ; a + ka1 a

k+1

_ Z <k + 1> (k+1-0) 1)

lo cual implica que la formula es cierta para k + 1.
3) Por ejemplo

(1+2)/=3=1=0+1=1+2,
(3+5)=8=12, 345 =1+1=2= (3+5) #3 +5.
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4) Tenemos

(1) (ka+kb) = (k(a+0b)) =K' (a+b) +k(a+b) =Ka+kb+k(d +V)
— (Ka+ ka') + (Kb + k) = (ka) + (kb).

(2) (ka+kb) = (k(a+0b)) =K (a+b)+k(a+b) > Ka+kb+k(d +V)
— (Ka+ ka') + (K'b + k) = (ka) + (kb).

(3) Anélogo razonamiento.
5) Sik > 1 entonces k¥’ > 1 con lo cual ¥'n > 1. Entonces, (kn)" = k'n+kn’ >
kn' > kn.

162. Cotas para la derivada aritmética natural

nlogsn

1) Demostrar que para todo entero positivo n se verifica n’ < >

2) Demostrar que si n = 2¥ la cota es exacta

3) Demostrar que si n es el producto de k factores, cada uno de ellos mayor
que 1, se verifica n’ > kn'w

4) Demostrar que si n = 2¥ la cota es exacta.

5) Demostrar que si n > 1 no es primo, entonces n’ > 2,/n.

Solucién. 1) Sin =1 se verifica la desigualdad trivialmente. Si n > 2, sea
n= Hle p;* su descomposicién en factores primos. Entonces,

k k k
n > HQ”" = logyn > logZHQ"i = an
i=1 i=1 i=1

k k
n; n; n nlogon
=>n/:n§ —~<n 51:55 niﬁ%'
—1 Pi i=1 i—1

log, 2* 1
2) Tenemos n’:n-gzn()g? :nozggn'

3) Sea n = ningng---n con n; > 2 para todo i = 1,...,k. Aplicando la
regla de Leibniz y que n} > 1 para todo i,

/ / / /
n =MNiNaNng- - N +NiNgNg - - - Ng + ... +N1Nong - - - Ny

>nong-- N +ning---ng+ ... +ninong - Ng_1
1 1 1
=n|—+—4+...+— .
ny n9 ng
Usando que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica,

1/k
n'>nk<1-1.,,_.1> — knn~ Yk — bn 5
ny n2 Nk
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k—1

k k=1
4) Tenemos n/ = 2’@5 =k 1=k (2" F =kn'® .
5) Sin > 1 no es primo, es el producto de k > 2 factores mayores que 1, por
tanto n/ > kn'F > om’s = 2y/n.

163. Primeras ecuaciones diferenciales aritméticas

Es natural plantear el problema de encontrar todos los niimeros naturales
que satisfacen a la ecuacién diferencial aritmética

apn® 4+ ap_n® Y 4 aon” 4 an’ +agn = b

con los a; y b, nimeros naturales. Vemos algunos ejemplos sencillos.

1) Demostrar que el tinico entero positivo que satisface n’ =0 es n = 1.

2) Demostrar que los tinicos nimeros naturales n que verifican n’ = 1 son
los primos.

3) Demostrar que si a — 2 es primo, la ecuacién n’ = a tiene al menos la
solucién n = 2(a — 2).

4) Demostrar que n = pP con p primo es solucién de la ecuacién n’ =n

Solucién. 1) Sabemos que 1’ = 0 y si n > 2, entonces n contiene algin
factor primo con lo cual n’ > 0.

2) Si n es primo, entonces n’ = 1 y si n > 2 no es primo, contiene al
menos un par de primos pi,ps en su factorizacién, es decir n = p1pa... y
n’zn(p%—kzj%—i-...) > 1.

3) En efecto, (2(a —2)) =2(a—2)+2(a—2)=a—2+4+2=a.

4) Tenemos (pP) = ppP~1p' = pP.

164. Conjetura de Goldbach y derivada aritmética

La conjetura de Goldbach, no resuelta a dia de hoy se enuncia como
todo numero par mayor que dos es la suma de dos primos. Proporcionamos
una condicién necesaria para que la conjetura sea cierta en términos de una
ecuacion diferencial aritmética.

Demostrar que si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces la ecuacion
diferencial aritmética n’ = 2a tiene solucién para todo a > 2.

Solucién. Si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces para todo a > 2
existen primos p1,pz con 2a = p1 + pa. Si n = p1ps, tenemos n’ = (p1p2) =
Pip2 + p1ph = p2 + p1 = 2a, por tanto n = pipy es solucién de n' = 2a.
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165. Conjetura de los primos gemelos y derivada
aritmética

La conjetura de los primos gemelos, no resuelta a dia de hoy se enuncia
como existen infinitos pares de numeros gemelos, es decir infinitos pares
(p,p+ 2) con py p+ 2 primos. Proporcionamos una condicién necesaria
para que la conjetura sea cierta en términos de una ecuacién diferencial
aritmética.

Demostrar que si la conjetura de la infinitud de los primos gemelos es
cierta, entonces la ecuacién diferencial aritmética n” = 1 tiene infinitas
soluciones.

Solucién. Si la conjetura de los primos gemelos es cierta, entonces existen
infinitos pares de primos de la forma p, p+2. Si n = 2p, tenemos n’ = (2p)’ =
2'p+2p' = p+ 2. Pero al ser p+ 2 primo, n” = (p+2) = 1.

166. Conjetura de Sophie Germain

Un ntimero primo p se dice que es un primo de Sophie Germain si 2p+1
es también primo. Por ejemplo, 2 es primo de Sophie Germain, y 7 no lo
es. Se ha conjeturado que existen infinitos primos de Sophie Germain, pero
a dia de hoy, esta conjetura ni se ha demostrado ni refutado. 1) Demostrar
que si p es primo, entonces (24p)’ = 2*(2p + 1).

2) Demostrar que para todo entero positivo m se verifica la desigualdad
(24m)" > 2%(4m + 3), con igualdad si y s6lo si m es un primo de Sophie
Germain.

3) Demostrar que la conjetura de Sophie Germain es cierta si y sélo si la
ecuacién diferencial aritmética n” = 4n + 48 tiene infinitas soluciones de la
forma n = 2%p con p primo.

Solucién. 1) Tenemos (24p)’ = (24)'p+24p’ = 4-23.2".p+24.1 = 24(2p+1).
2) Analicemos los casos m primo y no primo. Si m no es primo,

(24m)" = 4-23m + 2%m’ = 24 (2m + m),
(2'm)" = (2*@m +m")) = 4-22@2m + m') + 2 (2m + m')’
= 2% (4m + 2m’ + 2m +m')’) > 2*(4m + 3).

Si m es primo,
(24m) = 4-2%m + 20m’ = 24 (2m + m') = 2*(2m + 1),

(2'm)" = (2*(2m + 1)) = 4-2°@2m + 1) + 2 (2m + 1)’
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=2 (4m+2+ (2m+1)) > 2%(4m + 3),

verificindose la igualdad si y sélo si 2m + 1 es también primo, es decir si y
s6lo si m es un primo de Sophie Germain.

3) Si la conjetura de Sophie Germain es cierta, segun el apartado anterior
existen infinitos primos p tales que (2*p) = 24(4p + 3) y llamando n = 2*p
queda la ecuacién n” = 4n+48. Reciprocamente, si la ecuacién n” = 4n+48
tiene infinitas soluciones de la forma n = 2%p, entonces (2*p) = 2*(4p + 3)
y sgun el apartado anterior, p es primo de Sophie Germain.

167. La ecuacién diferencial aritmética n’ = n

1) Demostrar que si n = pPm con p primo y m > 1 natural, entonces
n' = pP(m+m') y limy_e n® = 0.

2) Sea n niimero natural y p¥ la mayor potencia del primo p tal que p* | n.
Si0 < k < p, demostrar que p*~! es la mayor potencia de p tal que p*~! | n/
y que todas las derivadas n/, n”, ..., n®) son distintas.

3) Demostrar que si n = pP¥m para algin primo p y enteros k,m > 1,
entonces n’ = pP*(km + m/).

4) Sea n > 2 entero. Demostrar que: n estd libre de cuadrados < (n,n’) = 1.
5) Demostrar que todas las soluciones de la ecuacion n’ = n sonn =0y
n = pP con p primo.

Solucién. 1) Tenemos n' = (pPm)’ = (pP)'m + pPm’ = p? - % -m + pPm/ =
pP(m 4+ m’). Dado que (pP)®) = pP para todo i > 0 y usando la férmula de
la derivada k-ésima del producto,

k

i=0
prm+kppm’2ppm+k:n+k:>klim n*) = co.
— 00

2) Como pF | n, podemos escribir n = pFm. Derivando, n' = kp*~lm +
pFm/ = pF=(km 4 pm/), es decir p*~1 | n’. No puede ocurrir p* | n pues si
asi fuera,

PP n' = p* | p" (km + pm!) = p | km + pm/,

lo cual es absurdo pues k < p y m no contiene el factor p. Deducimos ademas
que n' sélo puede ser divisible por p*~2, etc. Esto asegura que las derivadas
n',n”, ..., n*®) son distintas.

3) Tenemos (pP*m)" = pkpP*~tm + pPPm’ = pP*(km + m/).

4) =) Si (n,n’) # 1, existe primo p tal que p | ny p | n’ y segun el apartado
2, p% | n (absurdo).
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<) Si existe primo p tal que p?|n, por el apartado 2, p | n/ con lo cual
(n,n') # 1 (absurdo).

5) Se verifica 0/ = 0y (p?)’ = ppP~1p’ = pP, luego 0 y pP son soluciones de
la ecuacion.

Sean # 0y n' = n, con lo cual ha de ser n > 2. Sea p alguno de los
factores primos que aparecen en la factorizacién de n. Entonces, p | n y
veamos que al menos pP | n. En efecto si p* con 0 < k < p fuera la mayor
potencia que divide a n, entonces y segiin el apartado 2, p*~!
potencia que divide a n’ = n lo cual es absurdo. Pero si p? | n tenemos
n = pPm con m > 1. Si fuera m > 1y por el apartado 1, n’ = pP (m +m/’)
= pPm implica m’ = 0 y por tanto m = 1, lo cual es es una contradiccién.
Ha de ser pues m = 1 con lo cual necesariamente n = pP.

seria la mayor

168. Derivada aritmética entera

Se llama funcién derivada aritmética en los enteros Z a la funcién n' :
7 — 7. dada por
(1) 0/ =1"=(-1) =:0.
(2) Sin = upip2---pr con u = £1 y los p; son primos (alguno de ellos
puede estar repetido), entonces n' := u Zle P11 Pie1Pit1 " Dk
Noétese que si p es primo, entonces k = 1 y el producto anterior es vacio, por
tanto p’ = 1.
1) Demostrar que esta definicién generaliza la derivada aritmética en N.
2) Demostrar que (—n)’ = —n’/ para todo n € Z, y que se verifica la regla
de Leibniz.
3) Calcular (—60)".

Solucién. 1) En efecto, para n = 0 y n = 1 coinciden y para n > 2 con
descomposicién n = [[;, P/" = 1pips - - - p, tenemos

k
=p2p3 Pk tpip3s- Pkt ... T PIP2 P11 = 1ZP1"'pi—1pi+1'-'pk-
i=1

2) Son consecuencia inmediatas de la definicién.
3) (—60)' = —(60)' = — (22-3-5)" = —60 (2 + 1 + 1) = —02.
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169. Derivada aritmética racional
1) Demostrar que la funcién (a/b)’ : Q — Q definida mediante
(g)’ __adb—"Va

b/ b2

es una extension de la derivada aritmética en Z y cumple la regla de Leibniz.
2) Demostrar que es la tnica extensién que la cumple.
3) Completar la tabla

a
b

(a/b)

Solucién. 1) Veamos que (a/b)" estd bien definida, es decir que no depende
del representante de cada nimero racional. En efecto, si 0 # k € Z,

W —
Wl N
(G213 TSN
| Ot
|
00|~

NeJ

ka\"  (ka) (kb) — (kb)(ka)  (K'a+ ka')(kb) — (k'b+ kb')(ka)
< ) (kb)? (kb)?

) = —

k2(a'b—ba) db—ba (g)’
k2b2 N b2 b/’

Es una extensién de la derivada aritmética en los enteros pues

a\’ dl—-1a ,
ORI

Cumple la regla de Leibniz:

(0 () () (5 o5t g g L1

_ (d'c+ acd')(bd) — (ac)(b'd + bd') _ (ac)'(bd) — (bd)'(ac)

b2d2 (bc)?

(o) - (G-3)-

2) No existe otra funcién de Q en Q que extienda a la derivada aritmética
en Z y que cumpla la regla de Leibniz. En efecto, tal derivada ha de cumplir
1" = 0 y se cumplen las equivalencias

! 1y’ , 1 1\’ 1\’ n
'=0&(n-~—) =0en - —4n- (- =0 (-] =——=.
n n n n n
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Es decir, necesariamente ha de ser (1/n)’ = —n'//n? y de aqui se deduce que

ay’ ny 1 " -b  db-Va
(5) =(e3) =ag+a(y) =5+ m="p"

3) Fécilmente verificamos:

ol 1 2 45 6 7 9

b 3 3 5 5 7 8 10
T 16 0 T19 I

B |- = =2 o 2 22 2
(@/b) | =5 5 35 9 16 10

170. Derivada aritmética en dominios de factori-
zacion uUnica

Sea D un dominio de factorizacién tnica y elijamos en D los elementos
irreducibles que son positivos, es decir elijamos un conjunto P de elementos
irreducibles tales que cada elemento irreducible de D estd asociado a uno y
s6lo un elemento de P. Llamemos a P el conjunto de los dtomos positivos
y sea U el conjunto de las unidades de D. Para todo a € D definimos la
derivada a’ de a como sigue:

(1) Sia=0o0aeclU entonces a’ = 0.

(2) En otro caso, existen u € U, p1,...,pr € P (lnicos salvo el orden y
tal vez alguno repetido) tales que a = upy - - - p;. Entonces

k
a = UZPl ©Pi—-1Pit+1 " Pk
i=1
Nota. Si a = p € P entonces £k = 1 y tenemos un producto vacio, con lo
cual @’ = 1. La funcién o’ depende por supuesto de la eleccién de P, en con-
secuencia se deberfa escribir a/,. No obstante y por simplicidad de notacién,
escribiremos a’ cuando el conjunto de dtomos positivos se sobreentienda.
1) Demostrar que la derivada a5 definida en un dominio de factorizacién
Unica D, satisface la regla de Leibniz.
2) En D = Z, se consideran los conjuntos de dtomos positivos

P ={2,3,5,7,...}, Py=1{2,-3,5-17,...}.

Calcular (6)'7>1 y (6);32.

3) Si D = R[z], el conjunto de la unidades es &/ = R \ {0}. Elijjamos como
conjunto P de dtomos positivos, el conjunto de los polinomios ménicos de
primer grado unién el de los ménicos de segundo grado con discriminante

menor que 0y sea f(z) = —zt + 223 — 322 Calcular (f(z))p.
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4) Nota. Para todo dominio de factorizacién tinica D que no es un cuerpo y
con la derivada aritmética a’,, se puede definir una derivada aritmética en
su cuerpo de fracciones K que es extensién de a’,, de la misma manera que
se hizo en Q:

b
y la demostracién es andloga.
Sea R[z| con los atomos positivos del apartado anterior. Calcular

(—1)%

24+1 )
Solucién. 1) Denotemos a a7, simplemente por a’. Tenemos que demostrar
que para todo a,b € D se verifica (ab)’ = a’b+ ab’. Supongamos que tanto a

como b no son nulos ni unidades, caso contrario el resultado es evidente. Sean
a=up1---Pry b=vpgy1---Dm con u,v unidades y los p; € P, entonces

(a);) B aé;bb;b;;a’

k
a'b +ab = (U > prepicapipr -m) (VPk+1 " Pm)
i=1

m
+ (upy -+ pr) (U Z pk+1"'pz’—1pi+1"'pm>

i=k+1

k
= uv Zpl ©Pi-1Pit1 PEPk+1" " Pm
i=1

m
+uv Z D1 PkPk+1° " Pi—1Pi+1 """ Pm
i=k+1

m
= (w) Zpl S Pic1Pit1 - Pm = (ab)'.
i=1

2) El conjunto de la unidades es &/ = {1, —1}. Entonces,

(6)p, = (1-2-3) =1(3+2) =5,
(6)p, =((-1)-2-(=3)) = (-1)(-3+2) = 1.

Nétese que la derivada en Z que se definié en el problema [16§] es la que

corresponde a Pj.

3) La descomposicién de f(z) en producto de irreducibles es (—1) -z -z -

(2 — 2z + 3) y por tanto,

(fe))p=(-D[z-(@*-22+3)+z-(2*—22+3) + 2]



228 171 Derivada aritmética y anillo Z[v/5i]

= 2% + 322 — 6.
4) Tenemos
(z-1)?) =2-1+z-1=20-2, (*+1)=1

-1\ (@2r—-2)@?+1)—1-(x—1)> 22322 +42-3
<:c2—|—1 ) B (22 +1)2 - (22 +1)2

171. Derivada aritmética y anillo Z[/5i]

1) Demostrar que Z[v/5i] = {a + b\/5i : a,b € Z} es dominio de integridad
con las operaciones habituales suma y producto de complejos pero que no
es dominio de factorizacién unica.

2) Demostrar que en Z[v/5i] no se puede definir una derivada aritmética.
Para ello, elegir diferentes conjuntos de atomos positivos.

Solucién. 1) Como Z[/5i] C C bastara demostrar que Z[v/5i] es subanillo
de C. Usamos el conocido teorema de caracterizacién de subanillos. Clara-
mente, Z[v/5i] # (). Para cada par de elementos a + bv/5i y ¢ + dv/5i de
Z[V/5i),
(a + bV/5i) — (¢ + dv/5i) = (a — ¢) + (b — d)V/5i € Z[V5i],
(a + bV5i)(c + dv/5i) = (ac — 5bd) + (ad + be)V/5i € Z[V/54].

Hemos demostrado pues que Z[\/gz] es anillo. Dado que C es conmutativo,
también lo es Z[v/5i]. Por otra parte 1 = 1 + 0i € Z[v/5i], luego es unitario.
Al ser (C,+,-) es dominio de integridad, también lo es Z[v/51]

Un elemento a + bv/5i € Z[+/5i] no nulo es unidad si y sélo si existe un
a' +V'+/5i € Z][v/5i] no nulo tal que (a + bv/5i)(a’ + b'+/5i) = 1. Tomando
médulos al cuadrado, obtenemos (a? + 5b%)(a’? + 56'?) = 1. Como los dos
factores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesariamente a®+5b*> =
1 o0 equivalentemente a = £1 A b = 0. Es decir, las tinicas posibles unidades
de Z[v/5i] son 1,—1. Pero estos elementos son efectivamente unidades al
cumplirse 1-1 =1, (—=1)-(—1) = 1. Concluimos que Y = {1, —1}. Expresemos
6 = (a + bv/5i)(c + dv/5i) como producto de dos factores no nulos. Esto
equivale a

{ac —b5bd =6
bc+ad =20
Resolviendo en las incognitas ¢, d obtenemos
6 —5b a 6
. ‘0 al  6a g b 0) . —6b
a —5b] a?+5b%’ a —5b| a®+5b%
b a b a
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Dando los valores a = 1,b = 1 obtenemos ¢ = 1,d = —1 y por tanto
6 = (14 V5i)(1—v5i). (1)
Por otra parte tenemos la factorizacion
6=2-3=(2+0V5)(3+0V5). (2)

Veamos que los elementos 1 + v/5i, 1 — v/5i,2, 3 son irreducibles. En efecto,
si x4+ yvbi € Z[\/gz] divide a 1 + v/bi, existe u 4+ vv/5i € Z[\/gz] tal que
1+ v5i = (z + yv/5i)(u + vv/5i). Tomando médulos al cuadrado queda
6 = (22 + 5y?)(u + 5v2) lo cual implica que 22 + 5y ha de dividir a 6. Esto
ocurre en los casos x = +1,y = 0 0o z = +1,y = +1 es decir, los posibles
divisores de 1 + v/5i son £1, £(1 + /5i), +(1 — v/57). Los elementos +1 y
+(1 + +/5i) claramente dividen a 1 + v/5i pero los primeros son unidades y
los segundos sus asociados. Por otra parte, +(1 — /5i) no dividen a 14 /5i
pues

L+vEi (VB +VE) 2 ﬁi i
i(l—\/Bz')_i(l—\/gi)(lJr\/g’i)_i( 373 >¢Z[\/5].

Hemos demostrado que 1+ v/5i es irreducible. De manera ansloga podemos
demostrar que 1 — /54,2, 3 también lo son. Debido a las factorizaciones (1)
y (2), concluimos que Z[v/5i] no es dominio de factorizacién tinica.

2) Veamos que para cualquier eleccién P de los d&tomos positivos, no se puede
construir una derivada aritmética en Z[v/5i].

Caso 1. Elijamos un conjunto P de atomos positivos que contiene a los
elementos irreducibles 2, 3,1 + v/5i,1 — v/5i. Entonces,

6=2-3=6=2+3=05,
6= (14V5i)(1—V5i) =6 = (1+V5i)+ (1 —V5i) =2.

Caso 2. Si P contiene a los elementos irreducibles —2,3,1 + v/5i, 1 — v/5i,
6=(-1)-(-2)-3=6"=(-1)((-2) +3) = -1,
6= (14 V5i)(1—v5i) =6 = (1+V5i) + (1 — V5i) = 2.

Caso 3. Si P contiene a los elementos irreducibles 2, —3,1 + v/5i, 1 — v/5i,
6=(-1)-2-(=3) =6 =(-1)(2+(-3) =1,
6= (14 V5i)(1—v5i) = 6" = (1+V5i) + (1 — V5i) = 2.

Caso 4. Si P contiene a los elementos irreducibles —2, —3,1 + v/5i, 1 — /51,
6=(-2)-(-3) =6 =(-2)+(-3) = -5,
6= (1+v5i)(1—V5i) =6 = (1+5i)+ (1 — V5i) = 2.
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Caso 5. Si P contiene a los elementos irreducibles —2, —3, 1+ \/52', —14++/54,
6=2-3=6=2+3=05,
6= (—1)- (1 +V5i)(~1+ V5i) =
6 = (=1) ((1+ V5i) + (=1 +5i) ) = ~2v5i,

En todos los casos anteriores la derivada no esta bien definida, y de manera
analoga podemos verificar los restantes casos.

172. Ecuacion diofantica lineal en dos incégnitas

Una ecuacién diofdntica lineal en dos incégnitas es una ecuacién de la
ar+by=c, (a,b,c€Z,a+#0,b#0). (E)

Se llama solucién de la ecuacién anterior a todo par de enteros (z,y) que la
satisface.

1) Sea d = m.c.d. (a, b) . Demostrar que la ecuacién (E) tiene alguna solucién
&de.

2) Hallar, si es posible, una solucién particular de la ecuacién diofantica
97x + 35y = 13.

3) Hallar, si es posible, una solucién particular de la ecuacién diofdntica
14z + 21y = 11.

4) Sea la ecuacion diofantica az + by = ¢ con d = m.c.d. (a, b) | ¢. Demostrar
que la solucién general (i.e. todas las soluciones) de la ecuacion es

Tr=x9+ k’s
keZ

{y =yo— kg ( )
siendo (z, yp) una solucién particular.

5) Hallar la solucién general de la ecuacién diofantica 97z + 35y = 13.

Solucién. 1) =) Si la ecuacién (F) tiene una solucién entera (zg, o), en-
tonces axg + byo = ¢. Como d | a 'y d | b, se verifica d | axo + byo = c. <)
Tenemos

a b a b
cd | =, =) =1 3 Z:p— -=1
mcd(d,d> = D, q € pd+qd
Id. Bezout
pc qc
— +b— =c.
:>ad+ d c

%C, %) es solucién de (E). Nétese,

que esto proporciona un método para hallar una solucién particular de la

Por hipétesis d | ¢ con lo cual (xg,yo) = (
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ecuacién diofdntica (E).
2) Usando el algortitmo de Euclides:

2 1 3 2 1 2
97135 27 8 3 2 1
2718 3 2 1 0
con lo cual d = m.c.d.(97,35) = 1 | 13 y la ecuacién tiene soluciones.
Tenemos las relaciones:
3=1-2+1
8=3-242
271=8-3+2
35=1-27+8
97 =2-35427.

Expresemos d = 1 como combinacién lineal de 97 y 35. Tenemos
1=3-2=3-(8-3-2)=3-3—-8=3-(27—-3-8)—38

=3-27T-10-8=3-27—-10-(35—-27)=13-27—-10-35

—13-(97—2-35)—10-35=_13 -97 + (—36) - 35.
—— ~~
p q

Segun el apartado anterior, una solucién particular de la ecuacion diofantica

es
(0, y0) = (%C, %) — (1313, (—36) - 13) = (169, —468).

3) Tenemos d = m.c.d. (14,21) = 7, que no divide a 11, por tanto la ecuacién

no tiene soluciones.

4) Como d | ¢, del apartado 1 deducimos que existe una solucién particular

(z0,Yy0)- Sea (x1,y1) cualquier solucién de la ecuacién, entonces

a b c
g$1+g3/1=g:>gx_$ —l—é B _0
{3x0+2y0:§ d( 1 0) d(yl Yo)
a b b, a
= g(fl»’l —x0) = g(yo —y1) = p | &(161 — o).

Pero a/d y b/d son primos entre si, por tanto 3 | (z1 — ), con lo cual existe
k € Z tal que 1 — xg = k%, luego x1 = zg + k‘%. Sustituyendo en

b
%(331 —x0) + g(yl —yo) =0,

a a
—k+y1—y=0=>y1 =y — k—.

k=4 ¥

b
— — = O
d(yl o) =

ISHIS

a
d

=9
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Hemos demostrado que cualquier solucién (z1,y1) de la ecuacién diofantica
es necesariamente de la forma dada. Falta demostrar que son efectivamente
soluciones. Pero,

b a
ary +byr =a <xo+kd> +b<y0—kg>

b
= axg —|—akg + byg — bk% =axo+ by = c.

5) En el apartado 2 vimos que d = 1 y que una solucién particular es
(169, —468). Usando el teorema anterior, obtenemos la solucién general:

= 169 + 35k
v (keZ).
y = —468 — 97k

173. Teorema del valor medio escalar

1) Demostrar el teorema del valor medio escalar:

Sea FE un espacio nornado, A C E abiertoy f : A — R diferenciable. Sean
a,b € A con a # b tales que el segmento [a,b] C A. Entonces, existe ¢ € (a, b)
tal que

f(0) = f(a) = Df(c)(b - a).

2) Verificar la validez del teorema del valor medio escalar para la funcién
f:R? = R dada for f(x,y) = 22 + 2y? en el intervalo [a,b] con a = (0,0),
b=(1,1).

3) Demostrar que el teorema del valor medio escalar no se puede extender
a campos no escalares. Para ello, considerar f : E = R — R? dada por

f(t) = (cost,sint) VteR
y cualquier intervalo cerrado de R de amplitud 27.

Solucién. 1) Consideremos la funcién ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) =
f((1 —t)a + tb). Esta funcién es continua en [0, 1] y por la regla de la cadena,

O (t)=Df ((1—t)a+tb) (b—a) Vte (0,1).

Aplicando a ¢ el teorema del valor medio para funciones reales de variable
real, existe ty € (0,1) tal que

f() = fa) = (1) = (0) = ¢'(to) = Df (1 — to)a + tob) (b — a).
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Basta ahora elegir ¢ = (1 — tg)a + tob.
2) Las parciales de f son % = 2z, % = 4y, que son continuas en R? y por
tanto f es diferenciable en R2. El segmento (a,b) es

(a,b) ={(1 —1)(0,0) +t(1,1): 0 <t <1} ={(¢t,t): 0 <t < 1}.

Cualquier ¢ € (a,b) es por tanto de la forma ¢ = (¢,¢) con 0 < ¢t < 1.
Entonces,

f(0) = fla) = Df(c)(b—a) 3 -0=V[(t1) (1,1)

3= (2t,6t)(1,1) < 3 =8t <t =3/8,

y c=(3/8,3/8) € (a,b).
3) Las funciones componentes de f son fi(t) = costy fa(t) =sint y

oh _ . of

= —sint —— = cost
ot ot

que son continuas en todo R, y por tanto f es diferenciable en R. Si consi-
deramos el intervalo cerrado [a,b] = [a,a + 27| y ¢ € (a,b), entonces,

Drb-a = (o) e

cosc

Por otra parte,
_ (cos(a+ 2m) cosa\ (0O
1) = fla) = <sin(a+ 27r)> B <sina> N <O> ’
Pero D f(c)(b—a) # (0,0)” para todo ¢, con lo cual no se verifica f(b) — f(a)

=Df(c)(b—a). O

174. El nimero ¢ es trascendente

Demostrar que el niimero real e es trascendente sobre QQ, es decir que no
existe p € Q[z] no nulo tal que p(e) = 0.

Solucién. Sea f € R[z] de grado r y sea

F(z) = f(2) + f'(@) + ["(@) + -+ [ ().
Hallemos la derivada de h(x) = e " F(x):

4 (B (@) = e (§@) + F@) + @)+ 1)
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e (@) + /@) o+ [O@) + @) = @),
fr+D (2)=0
La funcion h satisface las hipdtesis del valor medio de Lagrange en todo
intervalo de la forma [0, k] con k& > 0 es decir, existe & € (0, k) tal que

e_k -
W () = h(k) — g()_ l““(k])‘C F(0)

k —
Dado que & = Ok con 0 < 0 < 1, y que h/(&) = —e % f (&) podemos
escribir e *F(k) — F(0) = —e 0%k f (Gkk:)k con 0 < 6 < 1. Multiplicando
pr ¥ obtenemos F (k) — e*F(0) = —e =%k f (k) k con 0 < ), < 1. Para
k=1,2,...n obtenemos
F(1) = eF(0) = =" (1) = e
F(2) — e2F(0) = —2e2(702) £ (20;) = € W

F(n) — e"F(0) = —ne"=9%) f (nf,) = ,.

Supongamos que e no es trascendente sobre QQ, entonces se satisface una
relacién de la forma b,e™ + b,_1€” 1 + ... + bie + by = 0 con los bj € Q no
todos nulos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que se satisface
una relacién de la forma

n—1

cne” 4+ cp_1e +---+ce+c=0 (2)

con los ¢j € Z'y ¢9 > 0. En las relaciones (1) multipliquemos la primera
igualdad por c;, la segunda por co, etc. Sumando obtenemos

aF(1)+cF(2) + -+ cuF(n) — F(0) (cre + coe® 4+ ... + cne”)
= C1€1 + C2€2 + ...+ Cpép.
Usando (2) queda
coF(0)+ 1 F(1) 4+ coF(2)+ -+ cpF(n) =cie1 + caea + ... + cpepn. (3)

Todo el anterior desarrollo es vélido para cualquier polinomio f(z). Ahora,
vamos a elegir en concreto el polinomio

1
(p—1)!

en donde p es un nimero primo con p > ny p > ¢g. Al desarrollar, obtenemos
un polinomio de la forma

p
(n!) 21y ao 2P al

(p—1)! (p—1)! (p—1)!

P M1 —2)P(2—2)P---(n—x)P

fz) =

2Pt

fz) =
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con ay, as. . . ., enteros. Demostremos que si i > p la derivada i-ésima f(*) ()
es un polinomio con coeficientes enteros y todos multiplos de p. En efecto el
primer sumando es un monomio de grado p — 1 y por tanto, su derivada i-
ésima es 0 si ¢ > p. Los demds monomios son de la forma my(z) = ﬁaﬂ’*k
con k > 0. Hallemos sus derivadas sucesivas.

a
my(z) = 7(]) _kl)!xp+k,
a —
mi(e) = gy P+ B2
a —
mi(e) = o+ B+ k- Dar

m (@) = o R E 1) (o= D)2

- (pcikl)!(p—kk)(l)-i—k—1)...(k+1):z:k:

N L
(p—1)! k!

oa()! (p+kR)! <p+k> !
" = pay k .

(- (PH(RY

El coeficiente del monomio mgf ) (x) es por tanto entero y multiplo de p y
obviamente de la misma manera sera el coeficiente de m,(;) () para i > p.
Como consecuencia, para todo entero j se verifica f(?) (7) es entero y multiplo
de psii>p.
Por su propia construccién, f(x) tiene a z = 1,2,...,n como raices de
multiplicidad p. Entonces, para j = 1,2, ..., n se verifica f(j) =0, f'(j) =0,
.., f®=D(4) =0 y por tanto

FG) =fG) + G+ + 7@+ P06+ + F70)

y por lo demostrado anteriormente F'(j) es entero y multiplo de p para todo
j=1,2,...,n. Como x = 0 es raiz de multiplicidad p—1 de f(z), se verifica
f(0) = f(0)=... = fP=2(0) = 0. Para i > p, f©)(0) es entero y miiltiplo
de py f®=D(0) = (n)?. Al ser p primo y p > n, p [/(n!)? es decir fP~1)(0)
no es divisible por p. Al ser

F(0) = £(0) + f/(0) + ...+ fP2(0) + =1 (0) + fP(0) +... + f(0)

= f@=D(0) + fP(0) + ... + f(0)

se cumple que F'(0) es entero y no divisible por p. Al ser

co>0,p>co, pl/F(0), p| F(1), p| F(2),..., p| F(n)
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podemos asegurar que coF'(0)+c1 F(1)+...4+c¢,F(n) es entero y no divisible
por p.
Las relaciones (1) expresan —ie’!=%) f(i6;) = ¢; para todoi =1,...,n
por tanto,
—iet(1=0) (10,)P=1(1 — i6;)P ... (n — i6;)P
(p—1)!

Acotemos los €; en valor absoluto:

€ =

(0<6; <1).

Hallemos el limite de los ¢; cuando p — 4o00. Tenemos

(n-n!)pPt

%
p—1! >~
s1 p——+00

0<l&l=e"(n-n!)- 0

pues la exponencial es un infinito de orden menor que el factorial. Es decir,
€; — 0 cuando p — +o00.

Podemos elegir un primo mayor que n y que ¢y que sea suficientemente
grande para que ocurra |ci€; + ...+ cpe,| < 1. Pero por (3), cr1e1 + ...+
cnen = coF(0)+...4+c,F(n) y por tanto ha de ser entero. Dado que en valor
absoluto es menor que 1, la tnica opcién es que coF'(0) + ... 4+ ¢, F(n) = 0.
Pero habiamos visto que p |[/coF'(0)+. ..+ ¢, F(n) y sin embargo p | 0 lo cual
es una contradiccién. Es decir, de suponer que e no es trascendente llagamos
a una contradicciéon. Concluimos pues que e es trascendente.

175. Desigualdad de Jensen

El teorema de la desigualdad de Jensen, se expresa en los siguientes
términos:
Sea (Q, 4, ;) un espacio de medida con u(€2) = 1. Sea f: Q@ — R tal que:
a) f € LY (p).
b) a < f(x) < b para todo = € (a,b).
¢) ¢:(a,b) — R es convexa.
Entonces, se verifica la desigualdad de Jenssen

w(/gf@) S/Q(wf)du-

Sean ¥1,...,y, numeros positivos. Aplicar la desigualdad de Jensen para

demostrar que

"yl--‘ynST

es decir, que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.
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Solucién. Consideremos el espacio de medida (2, 4, 1) con Q = {p1,...,pn}
un conjunto finito, .# = () y la medida p determinada por u(p;) = 1/n
para todo ¢ = 1,...,n. Se verifica

Q) =pup1)+...+plpn) =1/n+...+1/n=1.

Consideremos ahora la funcién f : Q@ — R dada por f(p;) = z; para
z; € R genéricos. La funcién f es claramente simple y medible y [ |f|du =
S @il p(pi) < +oo es decir, f € L*(u). Por otra parte, a < f(z) < b para

a <min{zy,...,x,}, max{zy,...,z,} <b.

Elijamos la funcién convexa en (a,b) dada por ¢(z) = e®. Tenemos,

- ( / fdu> _ et — gnQ/nteten(/n) _ ofgm g,
Q

1 1
Q Q n

n.

Por la desigualdad de Jensen,

x1 Tn
Vel .. . etn < u
o n
Dados los niimeros positivos 1, ...,y v eligiendo x1,...,x, tales que y; =
e’ para todo i = 1,...,n queda
y+...+y
Yy .oooyn < fn
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Fasciculo 8

Monografias 176-200

176. Topologia final

Sea f; : (X,T;) — Y,i € I una familia de aplicaciones de los espacios
topoldgicos (X;,T;) en el conjunto Y.
1) Demostrar que Tp = {V C Y : f7 (V) € Ty Vi € T;} es una topologia
en Y. A la topologia Tr se la llama topologia final determinada por las
aplicaciones f;.
2) Demostrar que la topologia final Tr es la mayor topologia en Y de entre
todas las que hacen a las f; continuas.
3) Sea f; : (X,T;) — Y,i € I una familia de aplicaciones de los espacios
topolégicos (X;, T;) en el conjunto Y. Sea (Z,T') un espacio topolégico. De-
mostrar que una aplicacién g : (Y,Tp) — (Z,T') es continua si y sélo si todas
las composiciones g o f; son continuas.
4) Reciprocamente, demostrar que si una topologia 77 en Y cumple

g: (Y, T') — (Z,T) es continua < g o f; es continua para todo i € T
entonces, T” es la topologia final T.

Solucién. 1) Se verifican los tres axiomas de topologia:

(i) f;71(0) = 0 € T; para todo i € I luego ) € Tr. Por orta parte, f; (V) =
() € T; para todo i € I y por tanto T' € Tp.

(1) Si {Vj:j € J} es una coleccién de elementos de T, para todo i € I se
verifica

5t U Vil = U (V) e T,
jed i€l o

lo cual implica que Ujc;V; € TF.

239
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(7i1) Si V1, V4 son elementos de Tr, para todo i € I se verifica

fvinve) = (vinf (Vo) €T,

eT; eT;

lo cual implica que Vi NV, € T.

2) En efecto, sea T una topologia en Y tal que todas las f; son continuas.
Si V € T, entonces fi_l(V) € T; para todo i € V y por tanto V € Tr. Es
decir, T' C Tp.

3) La aplicaciones f; : (X;,T;) — (Y,TFr) son continuas, por tanto si g :
(Y, Tr) — (Z,T) es continua las g o f; también lo son (composicién de
continuas). Supongamos ahora que las aplicaciones g o f; son continuas. Si
WeT,

£ g W) = (go fi) (W) € T, para todo i,

con lo cual g~ (W) € Tr y por tanto g es continua.
4) Consideremos las composiciones

fi I

fi : (X7E) — (Y7T/) —1> (Y7TF)7

fi(X,T) L5 (v Te) B (),
en donde tanto I; como I» representan la aplicacion identidad en Y. Por el
apartado anterior, la continuidad de las aplicaciones f; = I1 o f; para todo i
implica que I es continua, por tanto si V' € T entonces Il_l(V) =VeT,
es decir Tr C T'. Por hipétesis, la continuidad de las aplicaciones f; =
I, o f; para todo 7 implica que I es continua, por tanto si V € T" entonces
IY(V) =V €Tp, es decir T" C Tr. Concluimos que T” es la topologfa final
Tr.

177. Operador de Sturm-Liouville
Sea Cla, b] el espacio vectorial de las funciones reales continuas en [a, b|

y p € Cla,b] fijo. Sea C?[a,b] el espacio vectorial de las funciones reales de
clase 2 en [a, b]. Se define el conjunto:

E={f € C?a,}] : pla)f(a) = 0 A p(b)f(b) = 0}.

1) Demostrar que E es un subespacio vectorial de C|[a, b].
2) Si g € CJa, b] fijo se define la aplicacién T : E — C|a, b] de la forma

T(f) = (of") +4qf.
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Demostrar que T es lineal (se la llama operador de Sturm-Liouville).
3) Se considera en Cfa, b| el producto escalar (hy, ha) = ff hihadx. Demos-
trar que

(T(f),9)=(f,T(9)) VfgeE

es decir, el operador de Sturm-Liouville es simétrico.
4) Sean A y p autovalores de T' con correspondientes autofunciones f y g.
Demostrar que si A # pu, las autofunciones f y g son ortogonales.

Solucién. 1) Claramente E C C[a,b]. La funcién nula 0 es de clase 2 y
satisface p(a) - 0(a) = p(b) - 0(b) =0, luego 0 € E. Siay, a0 € Ry f1,fo € E
entonces a1 f1 + o fo es de clase dos en [a,b] ¥

pla) (a1 fi + azf2) (a) = pla) (a1 fi(a) + azfa(a))

= aqp(a) fi(a) + azp(a)f2(a) = a1 -0+ az-0 =0

y andlogamente cambiando b por a, luego a1 fi1+asfo € E, y E es subespacio
de Cla, b).

2) La aplicacién estd bien definida pues para todo f € E, la aplicacién T'(f)
es continua en [a,b]. Si a1,y € Ry fi, fo € E entonces

T(a1rfi +afa) = (plarfi +aafa)) + q(arfi + afo)
= (p (i +a2f3)) + ar(gh) + aa(afo)
= (a1 (pf}) + a2 (pf)) + ar(afr) + az(afo)
=ay (pf]) + a2 (pfh)" + ar(afr) + az(qfo)
= ((pf{), + Qf1> + g ((pfé)/ +Qf2)

= a1T(f1) + a2T'(f2)

luego T es lineal.
3) Tenemos por una parte

(T(f),9) = /:T(f)g dx = /ab ((pf’)' + qf) g dx

= /ab (vf') g do + /abqu dz.

Aplicando integracién por partes a la primera integral con u = g, dv = (pf’ )/
obtenemos du = g'dx y v = pf’, con lo cual

b b
(T(f),9) = [gpf’]Z—/ pf’g’dx+/ qfg da.
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Procediendo de la misma manera obtenemos

b b
(. T(9) = [frd]" - / vy f'de + / fag dr.

Queda entonces (T'(f),q9) — (f,T(9)) = lgpf" — fpg’]z. Pero al ser f y g
funciones de E se verifica p(a)f(a) = p(b)f(b) = p(a)g(a) = p(b)g(b) = 0
con lo cual (T'(f),g) — (f,T(g)) = 0 y la propiedad queda demostrada.

4) Dado que el operador de Sturm-Liouville T" satisface (T'(f), g) = (f,T(9)),

tenemos (Af,g) = (f, ug) o bien A(f,g) = u(f,g) o bien (A — 1)(f, g) = 0.
Al ser A — p # 0, queda (f, g) = 0.

178. Ecuacion de Legendre
Se llama ecuacion de Legendre a la ecuacién diferencial
(1—a?)y" =22y +ala+1)y=0 (L)

con « real.
1) Demostrar que la ecuacién de Legendre se puede escribir en la forma

((a:2 — 1)y’)/ =a(a+1)y.

2) Demostrar que la ecuacién de Legendre se puede escribir en la forma
T(y) = Ay con A = a(a+ 1) y T un operador de Sturm-Liouville.

3) Demostrar que la ecuacién de Legendre tiene dos soluciones analiticas en
el intervalo (—1,1) y que son linealmente independientes.

4) Demostrar que y = Y - anz" es solucién de la ecuacién de Legendre si
y sOlo si se verifica -

(a—n)(n+a+1)
(n+2)(n+1)

pto = — an, VYn > 0. (%)

5) Determinar a, en funcién de ap para n par y en funcién de a; para n
impar.

6) Determinar dos soluciones linealmente independientes de (L) en el inter-
valo (—1,1) y deducir la solucién general.

Solucién. 1) Tenemos las equivalencias
((z2 = 1)) = ala+ )y & 20y + (2% = 1)y" = ala + 1)y

& (1-2?)y" — 22y + a(a+ 1)y = 0.



Fasciculo 8. Monografias 176-200 243

2) Recordamos que dadas dos funciones fijas p,q € Cla,b] un operador de
Sturm-Liouville es una aplicacién lineal de la forma

T:E={f€Ca,b]:p(a)f(a) =0 A p(b)f(b) =0} = Cla,}]

dado por T(f) = (pf")" + qf. Si elegimos p = 22 — 1 y ¢ = 0 tenemos que
p(1) = p(—1) = 0 y el correspondiente operador de Sturm-Liouville es

T:E={feC’[-11]:p(-1)f(-1) =p(1)f(1) = 0} = C[-1,1]

dado por T(y) = ((z* — l)y’)/. Pero T(y) = Ay equivale a ((z? — 1)y’)/ =
a(a+ 1)y, que segin el apartado anterior es la ecuacion de Legendre.

3) Recordamos que una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden
y" + P(z)y + Q(x)y = 0 con coeficientes analiticos P(z) y Q(x) en un
intervalo (zg — 7,29 + ) tiene dos soluciones analiticas y linealmente inde-
pendientes en el mismo intervalo. Para z € (—1,1) la ecuacién de Legendre
se puede escribir en la forma

2x ala+1)
7 / —
—1_x2y+ 1 >y =0.
N—_——

P(z) Q(z)

Y

Ahora bien, para x € (—1,1) se verifica 1/(1 — 2?) = > >0 22" con lo cual,
P(x) y Q(x) son analiticas en (—1,1).
4) Tenemos

y= Z apx”, Yy = Znanxn_l, Yy’ = Zn(n — Dapz™ 2

n>0 n>1 n>2
2y = Z 2na,x” = Z 2nan,x"
n>1 n>0
(1—2%)y" = Zn(n — Daya™ 2 - Zn(n — Dapz"
n>2 n>2
= Z(n +2)(n+ 1)appox"™ — Z n(n — 1)a,z"
n>0 n>0

= Z [(n+2)(n+ 1apt2 — n(n — 1)a,)| ™.
n>0

Sustituyendo en (L) la ecuacion se satisface si y sélo si se cumple la relacién

(n+2)(n+ 1apt2 —n(n —1)a, — 2na, + a(a+1) =0
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para todo n > 0. Operando, podemos escribir la relaciéon anterior en la forma

(a—n)(n+a+1)
(n+2)(n+1)

Up42 = — n-

5) Para los coeficientes con indice par tenemos

ala+1)
“@ETTr
__(oz72)(a+3) _(_1)2a(a72)(a+1)(a+3)
as = —— Qa9 =

3.4 1 @0

y facilmente se demuestra por induccién que

ala—2)---(a—2n+2)(a+1)(a+3) - (a+2n—1)
(2n)!

ag, = (—1)" ap.

Procediendo de manera andloga obtendriamos para los coeficientes con indi-
ce impar

pnla—1)(a=3) - (a—2n+1)(a+2)(a+4) - (a+2n)
(2n)!

ao2n+1 = (—1) ai.

6) Consideremos las funciones y1,y2 : (—1,1) — R definidas por:

= E a2nl‘2n =

n>0
ala—2 a—2n+2)(a+1)(a+3) - (a+2n—-1) ,,
1+Z>:1 ) ( )((2n)! )( ) ( ) 2
1’) _ Z a2n+1x2n+1 _
n>0
pnla—D(a=3)--(a—2n+1)(a+2)(a+4) - (a+2n) 4,
H; o =3)---( (2n))!( Ja+4)---( ) 2n+1

funciones que estan bien definidas pues las series que las determinan son
convergentes en (—1,1) (criterio del cociente). Las funciones y; e y2 son
soluciones de la ecuacién de Lagrange pues los coeficientes de cada una de
las series satisfacen las relaciones (x). Las funciones 1,32 son linealmente
independientes. Efectivamente, tenemos

yl(ac):1+a2x2+a4x4+..., yg(:r):x+a3x3+a5x5+...

con lo cual y1(0) = 1, 41(0) = 0, y2(0) = 0, y5(0) = 1. Si Miy1(2) +Aoya(z) =
0 entonces A1y} (x) + Aayh(x) = 0 y sustituyendo z = 0 en las dos igualdades
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anteriores, obtenemos Ay = Ay = 0. La solucién general de la ecuacién de
Legendre es por tanto:

y(z) = aoy1(z) + a1y2(x), ag,a1 € R.

Nota. Obsérvese que por la forma de los coeficientes de las funciones y;(x)
e ya(z), si a = 2k con k > 0 entero entonces y;(x) es un polinomio de grado
2k que solo contiene potencias pares de x. Si o« = 2k 4+ 1 con k > 0 entero
entonces y2(z) es un polinomio de grado 2k + 1 que sélo contiene potencias
impares de .

179. Iteracién de punto fijo

Sea una funcién g : D C R — R. Se dice que p € D es punto fijo de g si
se verifica g(p) = p.
1) Sea una funcién f: D C R — R y p € D. Demostrar que

p es cero o raiz de f < p es punto fijo de g(z) =z — f(z).

2) Sea g € C|a,b] tal que g(x) € [a, b] para todo = € [a, b]. Demostrar que
i) g tiene un punto fijo en [a, b].

i1) Si ademds, g es derivable en (a,b) y existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |¢'(z)| < k para todo x € (a,b), el punto fijo de g es tinico.

3) Demostrar el Teorema del punto fijo:

Sea g € C|a, b] tal que g(z) € [a,b] para todo = € [a, b]. Supongamos ademds
ademds, g es derivable en (a,b) y que existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |¢'(z)| < k para todo z € (a,b). Entonces, la sucesién

Pn=9@Pn-1), n=>1

converge al iinico punto fijo p en [a,b] (método de iteracion de punto fijo).
4) Demostrar que en las hipétesis del teorema del punto fijo, se verifican
para todo n > 1 las acotaciones de la sucesién de iteracién de punto fijo:

(a) [pn—pl < K" -mix{po —a,b—po}.

_pl <

\p1 —pol .

5) Aplicacion. Se considera la funcién g : [-1,1] — R dada por g(z) =
(2?2 —1)/3.

a) Demostrar que g satisface las hipétesis del teorema del punto fijo.

b) Calcular el p3 de la iteracién de punto fijo con pg = —1.

¢) Determinar a partir de qué n la iteracién de punto fijo proporciona p con
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tres cifras decimales exactas.

d) Demostrar que la iteracién de punto fijo proporciona en el caso presente

una sucesién convergente a la tinica solucién de la ecuacién 2 —3z —1 =0
n [—1,1]. Dar una férmula cerrada para esta solucién.

Solucién. 1) =) Si p es cero o raiz de f entonces g(p) = p—f(p) =p—0=0p
es decir, p es punto fijo de g.

<) Si p es punto fijo de g entonces f(p) =p — g(p) = p — p = 0 es decir, p
es raiz de f.

2) i) Sig(a) =00 g(b) = 0, un punto fijo es p = a o p = b. En caso contrario
se verifica g(a) > a y g(b) < b. La funcién h(z) = g(z) — = es continua
en [a,b] y verifica h(a) > 0 y h(b) < 0. Por el teorema de Bolzano, existe
p € (a,b) tal que 0 = h(p) = g(p) — p, con lo cual g(p) = p y p es por tanto
punto fijo de g.

1) Supongamos que existieran dos puntos fijos p, ¢ distintos con p < gq.
Aplicando el teorema del valor medio de Lagrange a la funcién g en el
intervalo [p, ql:

9(q) — g(p)

= |q —p|
q—p

I epqg):dE)=

= lg(a) — g()| = 9" (©)|la—p| < klqg—p| < lq —p|

lo cual es absurdo por tanto, el punto fijo es tnico.

3) Por el apartado anterior, existe un tnico punto fijo p. Como g¢([a,b]) C
[a,b], la sucesién p, estd bien definida. Dado que |¢'(z)] < k para todo
x € (a,b) y por el teorema del valor medio de Lagrange,

lpn — Pl = 19(Pn=1) — 9(0)| = |9’ (&) IPn—1 — P| < K |pn—1 — p|
en donde &, € (a,b). Reiterando obtenemos
o — 0l < klpn1 —pl <k [pn—2—pl < ... <E"|po—p|.

Al ser 0 < k < 1 se verifica lim,, 4 o0 [pn — p| < limy—100 k™ [po —p| =0, ¥
por tanto la sucesién p,, converge a p.

4) (a) En la demostracién del teorema del punto fijo se probé que |p, — p| <
k™ |po — pl|, pero se verifica |pg — p| < max{pp — a,b — po}.

(b) Tenemos las desigualdades

Pnt1 = pol = 19(pn) — 9Pn—1)| < E[pp = Pa—1] < ... <K Ip1—pol.-
Entonces, param >n > 1,

‘pm _pn| = ‘pm —Pm—1+TPm—1—"""+DPnt1 _pn|
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<|pm — Pm—1| + |Pm-1 — Pm—2| + -+ + [Pnt+1 — Pn|
<E™ Vpr —po| + K™ 2 |p1 — pol + -+ - + K™ [p1 — pol
=K1+ k+k+ -+ pr —pol.

Se verifica lim,—, 1 prn = p, por tanto

m—n—1
p=pnl = Mm_|pm —pal < K" Ip1—pol 2% K
]:
too n
<k"|p; — K = — pol.
<k"|p po';; T [Pr— Pl

5) a) La funcién g es polinémica y por tanto continua en [—1, 1]. Es derivable
en (—1,1) con derivada ¢'(z) = 2z/3. El tnico punto critico de g es z = 0.
Tenemos g(0) = —1/3, g(—1) = g(1) = 0, por tanto el minimo absoluto de g
en [—1,1] es —1/3 y el méximo absoluto 0. Esto demuestra que g([—1,1]) C
[—1,1]. Adema4s, se verifica

2z

2
3 < 3 para todo xz € (—1,1),

' (x)] =

lo cual demuestra que se verifican las hipotesis del teorema del punto fijo.
b) Para py = —1 tenemos

1
p1=9(po) =9(-1) = —3
1/9—1 8
fry g —1 g —_—
p2 = g(p1) = 9(—1/3) 3 57
64/729 — 1 665
= = — 2 = = — .
p3 = g(p2) = g(—8/27) 3 5187

¢) Usando la acotacion |p, — p| < k™ -méx{py—a,b—po}, tenemos en nuestro
caso |p, — p| < (2/3)" - max{0,2} = 2(2/3)". Entonces,

_<22n10—3 2\" 107 logyg 2 < —3 — logy 2
[pn —p| < 3 < And 3 < 5 @nog103< 0810

& n> _?’lggllzg;[)zzzo,gr..,
logi0(2/3)<0 ’
con lo cual n = 21.
d) Sabemos que p es punto fijo de g si y sélo si p es raiz de f(x) =z — g(z).
En nuestro caso,

2 -1 3z —22 41

3 3

flz)=0ez—gx)=0cz— 0,
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lo cual equivale a 22 — 3z — 1 = 0. Las soluciones de esta ecuacién son
(3+£+/13)/2 y sélo (3—+/13)/2 € [—1,1]. Por tanto, el limite de la iteracién
de punto fijo es p = (3 — V/13)/2

180. Polinomios de Bernstein

El teorema de Weierstrass asegura que toda funcién continua f : [a,b] —
R puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Construiremos de
manera explicita una de tales sucesiones.
1) Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Se define el n-ésimo polinomio
de Bernstein asociado a f como el polinomio:

Bu(f)() = Zn;)f (a+ ’“(bn‘)) (Z) (& — @) (b — 2)"*,

k

Determinar los polinomios de Bernstein asociados a las funciones fy(z) = 1,
fi(x) = x en el intervalo [0, 1].

2) Idem para la funcién fo(z) = 22 en el intervalo [0, 1].

3) Demostrar que la sucesién de polinomios de Bernstein By, (f;)(z) converge
a f; uniformemente en el intervalo [0, 1] para cada i = 0,1, 2.

4) Sea ahora f : [0,1] — R una funcién continua cualquiera. Demostrar que
la sucesion de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente a f en
[0, 1].

5) Sea ahora f : [a,b] — R una funcién continua cualquiera. Demostrar que
la sucesion de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente a f en

[a, b].

2

Solucién. 1) Para una funcién continua f : [0,1] — R los polinomios de
Bernstein son

Bu(f) (@) = kiof (fj) (Z) (1 = ) F,

Tenemos para fj :
B, (fo)(z) = 1- <Z>xk(l—$)”k =@+(1—-2)"=1.
k=0

Para fi,
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Se verifican las implicaciones

% (Z) - ik!(nni 0 (k- 1)![(7(:1—1;)i k-1 (Z ) i)

Es decir, B,(fo)(x) =1y
2) Usando la relacién % (Z) = (Zi) demostrada en el apartado anterior,

n

B =3 50 (M)aka—ayt = TS (Wi

k=0 k=1
T — n—1 z 2
_ k—1/1 _ . \n—k _ % k n—1—k
S (k—l) (1—2x) _”kgo(k+1) < k )x (1—x)

—1
:n—lxn k n—1 azk(l—:v)”_l_k
n n—1 k
k=0
T (n-1 k n—1-k
+-— (1 —x)
k
k=0
-1 -1 1
=Z x-x—l-%(:v%—(l—x))"_l:n xQ—I—Eac.

3) Para i = 0 tenemos la sucesién constante By, (fo)(z) = 1 que de manera
trivial converge uniformemente a fy(z) = 1 en [0, 1]. Para ¢ = 1, también
B, (f1)(z) = x es constante y converge trivialmente a fi(z) = z en [0, 1]. Pa-
ra i = 2 tenemos By, (f2)(z) = ((n—1)/n)z? + (1/n)x y lim, 1 o0 Bn(f2) ()
=22 = fo(x) en [0, 1]. Veamos que la convergencia es uniforme.

n—1, 1 -1
B - - 24 Zg g2 = 2,1
|Bn(f2)(x) = fa()] 't or - —a%+
1 1 1 2
== |-2?+a| <= (|-2*|+]z)) <=1 +1) =~
n n n n
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Sea ¢ > 0. Entonces 2/n < € equivale an > 2/e. Sing = |2/€e] + 1 se verifica
|Bn(f2)(z) — fa(z)| < € si n > ng y para todo = € [0, 1]. La convergencia es
por tanto uniforme.

4) Tenemos que demostrar que para todo € > 0 existe un nimero natural
no tal que si n > ng, entonces |f(x) — B,(f)(z)| < € para todo = € [0, 1].
Llamemos py(z) = (})2*(1 — )", entonces podemos escribir B, (f)(z) =
> h—o f(k/n)pr(x) y dado que

Zpk Z (Z)ﬁfk(l —z)"F=(z+(1-2)" =1,

k=0

bastara demostrar que para todo € > (0 existe un nimero natural ng tal que

sin > ng,
n

> (f(@) = f(k/n) pr(x)

k=0

<e Vxel0,1].

Al ser f continua en el cerrado [0, 1], por el teorema de Heine f es uni-
formemente continua en [0,1], es decir, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
|f(x) — f(y)| < €/3 si|x—y| <§. Para x € [0,1] y n natural definimos los
conjuntos

A1 ={k:0<k<ny |z —k/n| <},
Ay={k:0<k<ny |z—k/n|>d}

Usando que 0 < pg(z) <1 para todo z € [0, 1],

n

> (f@) = f(k/n) pr(x)

k=0
< D @) = £ (k/n) pe(@) + D 1f(x) = f (k/n) |pr(z)
keAq keAs
<S4 D IF@) = £ (/) pi(a).
keAs

Si k € Ay se verifica (v — k/n)? > 62, luego 1 < (z — k/n)?/6%. Al ser f
continua en un intervalo cerrado, estd acotada. Sea K una cota superior de
f. Entonces,

Do @) = f(k/n) () < Y (1f @)+ If (k/n) ) pr()

kEAz k€A2

k n)? 2K
<2K Z pr(x) < 2K Z / pr(z) = 52 (z — k/n)*pp(x)
keAa keAs keAs
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< 2572( (z — k/n)*pp(x)
k=0
= 2(5 (mZme) — 22 ) (k/n)p(x) + Z(kr/n)?pk(x))
k=0 k=0 k=0

Como lim,,_, 4 oo 2K/(6?n) = 0, dado € > 0 existe ng natural tal que 2K /§?n <
€/3 si m > ng con lo cual,

n

> (f(@) = £ (k/n)) pr(x)

k=0

<e+e 2€< s
— —_- = — €ESIN T,
=373 3 =70

y por tanto, B, (f)(x) — f(z) uniformemente en [0, 1].

5) Consideremos la funcién continua y biyectiva ¢ : [0,1] — [a,b], ¢(z) =
(b—a)xr + a. Su inversa ¢~ '(z) = (v — a)/(b — a) es continua. La funcién
g:= fo¢:][0,1] — R es continua, y por el apartado anterior B, (g) — ¢
uniformemente en [0,1]. Pero f = go ¢! con lo cual B,(g) oo~ — f en
[a, b] uniformemente. Ahora bien,

que son los polinomios de Bernstein By, (f) en [a, b].
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181. Espacios [,

Designamos por K al cuerpo de los niimeros reales o complejos indistin-
tamente. Sabemos que en el espacio vectorial K" y para todo p € [1,400)
se definen la normas

n 1/p
], = (Z\xklp> Vo = (21, .., 2,) €K,
k=1

y también la norma |zl = méx{|z1],...,|zs|}. Generalizaremos estos
conceptos a KN

1) Sea KN el espacio vectorial de las sucesiones en K con las operaciones
habituales. Para cada p € [1,400) se define el subconjunto de KN:

+o0
Iy = {x = (zp) e KV : Z |z |P < +oo}.
k=1

Demostrar que I, es subespacio vectorial de KN y que Hz||p = ( 2‘3 ]:Ek\p) Y
es una norma en [,.

2) Demostrar que [, es espacio de Banach para todo p € [1,400).

3) Demostrar que para todo p € [1,400) la dimensién de I, es infinita.

4) Demostrar que para 1 < p < ¢ < 400 se verifica l, C [, con [, # ;. Es
decir [, se agranda de manera estricta al aumentar p.

5) Se define el subconjunto de K" :

loo = {a: = (z1) € KN : sup{|zp| : k € N} < —i—oo}

es decir, [, esta formado por las sucesiones en K acotadas. Demostrar que [
es subespacio vectorial de KN de dimensién infinita y que ||z|| = sup{|=| :
k € N} es una norma en l.

6) Demostrar que [, C lo con [, # lo para todo p € [1,+00).

7) Demostrar que I, es espacio de Banach.

Solucién. 1) La sucesién nula 0 = (0) claramente pertenece a l,,. Si z = ()
ey = (yx) pertenecen a l, entonces > /% |xx[P < +o00y M [ukP < +oo.
Usando la desigualdad de Minkowski,

n l/p n l/p
(Z\karyk\p) < (Z(ﬂfk\ﬂykl)p)
k=1

k=1

n 1/p n 1/p
< (zw) + (z\ykrp) |
k=1

k=1
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Tomando limites cuando n — +oo0,

+o0 1/p +oo 1/p +00 1/p
(Z |z, + yk|p> < (Z \fﬁk\p) + <Z !yk|p> < oo, (1)
k=1

k=1 k=1

con lo cual x +y €l,. Si A € Ky z €, entonces,
“+oo +oo
Do = AP faalP < 400, (2)
k=1 k=1

con lo cual Az € [, y I, es subespacio vectorial de KN. Es claro que ||z = 0
siy solo si x = 0y las relaciones || Az|, = [A| [z, ¥ |z + yll, < llz[l, + lyll,
se deducen inmediatamente de las relaciones (2) y (1) respectivamente. Por
tanto, || ||, es norma en [,

2) Sea X, = (xp;) una sucesién de Cauchy de elementos de [,. Para todo

par de nimeros naturales m, n se verifica |z, — Tpmi| = (|Tnk — xmk|p)1/p <
[ Xn — Ximll, - Como X, es sucesién de Cauchy, también lo es x,, para todo
k y al ser K completo, podemos definir zj := lim,_, 1~ Tpk. Veamos que la
sucesién X = (x) pertenece a I, y que X,, — X con lo cual estard demos-
trado que [, es completo. Al ser X,, de Cauchy en [,, para todo € > 0 existe
no natural tal que para m,n > ng se verifica || X,, — Xme < €. Para todo N
natural tenemos

N

p
Z |xnk - xmk|p < (HXn - Xme) < e’
k=1

Tomando limites cuando m — +oo

N

N
> |wnk — axl” = ml_lgrlooz [Tk — Tmi]” < €,
k=1

k=1
y al ser N cualquiera, >} |z,x — 21 [P < €@ y por tanto X,,— X € [,,. Ahora
bien X = X, — (X,, — X) con lo cual X € [,. Por la tltima desigualdad
[ Xn — X[, < € para n > ng es decir, X,, converge a X.
3) Consideremos para cada n natural los elementos de KN dados por e, =
(xg) con xp, = 1si k = nyxp = 0sik # n. Es claro que el sistema
{en : n € N} es libre, tiene infinitos elementos y estd contenido en [, para
todo p € [1,+00), luego la dimensién de [, es infinita.
4) Si x = (xy) € I, entonces Z::“l) |zk|P es convergente luego limy_, o0 T =
0 con lo cual |z|? < |zk|P para k suficientemente grande. Por el teorema de
comparacién para series de términos positivos, la serie Z;ﬁ‘l’ |z |? converge,
por tanto x € 4.
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El contenido [, C I, es estricto. En efecto, consideremos la sucesién
y = (k~/7). Entonces,

Z lyel” = Z z (divergente), Z lyk|? = Z i (convergente),
k=1 k=1 k=1 k=1

es decir y ¢ I, e y € [,.

5) Es claro que la sucesién nula estd acotada, que la suma de dos acotadas
estd acotada y que el producto de un escalar por una acotada estd acotada,
por tanto I, es subespacio vectorial de KN. La familia {e,, = (21) : n € N}
conzp =1sik=nyxr=0sik#n es libre y estd contenida en [, por
tanto [ tiene dimensién infinita. Veamos que || ||, es norma en l.

|zl =0« sup{|zp| : kEN} =0 |z =0Vk €N

sz =0Vk e N& x=(0).
Para A € Ky x = (z) € loo,

A2l = sup{[Az| : k € N} = sup{|Allzx| : k € N}

= [Alsup{[zx| : k € N} = [Al [l -

Por ultimo, para x = (z) e y = (yx) elementos de I,
12+ ylloo = supf{lar + yx| : k € N} < sup{|zx| + |yx| : k € N}

<sup{|zx| : k € N} +sup{lyx| : k € N} = [|2]| o + [|yll o -

6) Siz = (z1,) € I, entonces, > ;> |vx|? es convergente y por tanto zj — 0 1o
cual implica que x = (z},) estd acotada. Por otra parte, la sucesién constante
x = (1) pertenece a loc pero no a l,.

7) Sea X,, = (x,%) una sucesién de Cauchy de elementos de lo,. Para todo
par de nimeros naturales m,n se verifica |x,r — Tmi| < sup{|znr — Tkl :
k e N} < || X,, — Xl - Como X, es sucesién de Cauchy, también lo es
ZTpk para todo k y al ser K completo, podemos definir zj := limy,_ 4 o0 k-
Veamos que la sucesién X = (xj) pertenece a I, y que X;,, — X con lo cual
estard demostrado que [, es completo.

Si e > 0 existe ng natural tal que |z, — Tmi| < €/2 para todo k y para
todo m,n > ng. Haciendo m — 400 obtenemos |z, — zx| < €/2 y tomando
supremos sobre k,

sup{|znr — x| 1 k € N} <¢/2

para todo n > ng, es decir || X,, — X||,, < € si n > ng lo cual prueba que
X, — X. Por otra parte, es claro que X estd acotada, luego X € l.
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182. Concepto de aplicacion multilineal

Sean V1, ...,V,,V espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea
o:Vix...xV,=>V
una aplicacién. Se dice que ¢ es multilineal si Vi = 1,...,n se verifica

(@) d(v1,y..svi + 0 0n) = A(V1, e Ve V) + D(V1, e, Vs V),
(b) P(v1,... Uiy ... 0n) = @d(V1, ...y Uiy oy Up),

en donde v;,v, € Vi, v; € Visij#iy a € K.

Noétese que el que ¢ es multilineal equivale a decir que la aplicacién de
Vi en V dada por ¢(vi,...,vi—1,®,Vi11,...,0y,) es lineal Vi = 1,...,n. Si
n = 2, decimos que ¢ es una aplicacién bilineal. Si V = K decimos que ¢ es
forma multilineal.
1) Si n =1, demostrar que ¢ : Vi — V es multilineal si y sélo si es lineal.
2) Demostrar que la aplicacién ¢ : V x V* — K dada por ¢(z,T) = T'(x)
es forma bilineal.
3)Sea ¢: (K™)"=K"x...K" — K dada por ¢(vy,...,v,) = det A siendo
A = [v1 ... v,] matriz con columnas v . .. v,. Demostrar que ¢ es multilineal.
4) Sea A un élgebra sobre K. Definimos

¢ A" — A P(vr,v2,..., vy) = VIV Uy

Demostrar que ¢ es multilineal.

Nota. Como casos particulares tenemos las algebras: K™*" (matrices cua-
dradas ), K[x] (polinomios), C*(I), k = 0,1,2,...,00 (funciones reales de
clase k en un intervalo cerrado I = [a, b]).

5) Sea ¢ : Vi x ... x V,, = V multilineal y 7" : V. — W lineal. Demostrar
que 1" o ¢ es multilineal.

6) Demostrar que ¢ : (C*°(I))" — C°(I) dada por ¢(f1,..., fn) = (f1-...-
fn)" es una aplicacién multilineal.

7) Si Cla,b] es el dlgebra de las funciones reales continuas en el intervalo
[a,b], demostrar que la aplicacién ¢ : (Cla,b])" — Cla, b] dada por

b
¢<f1,...,fn>=/ Fieoe g

es multilineal.

Solucién. 1) Es consecuencia inmediata de la definicién de aplicacién mul-
tilineal.
2) En efecto,

¢z +y,T)=T(x+y)=T(x)+T(y) = o(=,T) + 6y, T),
d(ax,T) =T(azx) = a1 (z) = ap(z,T).
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Por otra parte,

d(x, T+ S)=(T+ S)(z) =T(z) +S(x) = ¢p(x,T) + ¢(x, ),
d(z,aT) = (o) (z) = aT(z) = ap(z,T).

3) Usando conocidas propiedades de los determinantes,

A(v1, ..+ UL o) = det[vg L.+ V)L vy

=det[v) ... v;...vn] +det[vy ... 0] ... vp)

= d(V1, .y Ve, )+ OV, Ve ).

Por otra parte,
d(v1, ... Uy, .. o) =detvr .. ;.. vy

= adetvy...v;... 0] = ad(vy, ..., Vi, ..., 0p).

4) Usando las conocidas propiedades de un élgebra,

AVL, .0 V) =01 (0 VL) oy
:Ul...vi...vn_|_vl...v
= A1,y Ve V) F OV, V).

G(V1y . QU U) =01 (Qp) U
=a(vy- v V) = ad(V1, .y Uiy ey Un).

5) Tenemos T'o ¢ : Vq x ... x V;, — W. Entonces,

(Toqﬁ)(vl,...,vi—|—v2’-,...,vn):T[qﬁ(vl,...,vi+v§,...,vn)}
:T[(b(vl,...,vi,...,vn)—i—qﬁ(vl,...,v;,...,vn)]
:T[¢(v1,...,vi,...,vn)]+T[¢(vl,...,v£,...,vn)]

= (T o) (v1,--sVis.-s00) + (T o) (v1,... 00 ... 0,).

(T od)(v1y..., a0, ...,05) =T [d(v1,..., 004 ...,04)]

=T [ap(vi,...,vi,...,00)] =T [p(v1, ..., V..., V)]

=a(Tod)(v1,..., V... ,Un).
6) Claramente, el operador derivacion D : C*°(I) — C*°(I) es lineal, y la
aplicacién ¢ : (C*°(I))" — C*°(I) dada por ¢1(f1,...,fn) =f1-..  fnes
multilineal segtn el apartado 4. Pero ¢ = D o ¢1 que segln el apartado 5 es
multilineal.
7) Claramente, el operador integracién Int : Cla,b] — Cla,b] es lineal, y la
aplicacién ¢ : (Cla,b])" — Cla,b] dada por ¢1(f1,.-.s fn) = 1. fnes
multilineal segtin el apartado 4. Pero ¢ = Int o ¢1 que seguin el apartado 5
es multilineal.
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183. Espacio vectorial de las aplicaciones multili-
neales

Recordamos que si X # () es un conjunto, V un espacio vectorial so-
bre el cuerpo K y VX, el conjunto de las aplicaciones de X en V en-
tonces, VX es espacio vectorial sobre K con las operaciones habituales
(f + 9)(@) = f(x) + g(x) (suma) ¥ (af)(x) = af(x) (producto por un es-
calar). Para Vi, ..., V,,V espacios vectoriales sobre el cuerpo K denotamos
por Mulg (V1 x...xV,, V) al conjunto de todas las aplicaciones multilineales
de Vi x...xV,en V.Si Ey F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo
K, se designa por Ling (E, F') al espacio vectorial de las aplicaciones lineales
f:E—F.

1) Demostrar que Mulg (Vi X...xV,, V) es subespacio vectorial de
2) Demostrar que si n > 2 se verifica

VV1><...><Vn

Mulg(Vy X ... x V,, V)N Ling (Vi x ... x V,, V) ={0}.

Solucién. 1) La aplicacién nula es claramente multilineal. Si \,u € K y
¢, € Mulg (V1 x ... x V,, V), entonces,

(AP + pp) (V1, -0 + Vs ooy vn) = (AD) (V1,0 + VL, )

() (V1,0 F V) = AG(V1, 0 V)
+up(v1, v+ VL vn) = APV V) F (01,0l o)
(V1. Vi) (U1, U U)]
= [AO(V1, -« Uiy ooy Un) + (V1 Uiy Up)]

+ [Ad)(vl,...,v;,...,vn)—i—ugo(vl,...,vg,...,vn)]

(AD) (01, .oy iy ey Up) + () (V1o iy ey Up)
+(AP) (V1,5 -+, Vs o)+ () (V1,5 - Vs )
= Ao+ pp) (1, ..y iy Un) + (AD+ ) (V1 Uy e ),

y se satisface la primera condicién de aplicacién multilineal. Ahora, y para
todo a € K,

(AP + p) (V1. yavi, . vn) = (AD) (U1, ..oy, . p)

+(pp) (V1,0 UR) = AD(V1 e QUG V)
Fpp(Vi, e QU V) = QAG(V1, ey Uiy ey Un) F O p(V1, e Uiy ey V)
= a[Ad(V1, -y Uiy ey Un) + (V1 oy Uiy ey U]
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=a[(AQ)(v1, .., Vi .oy Un) + () (V1 -« o Vi ey V)]
= a(Ap+ pup)(vi, ..., Viy. o, p).

La aplicaciéon A¢ + uy es por tanto multilineal. Concluimos que Mulg (V3 x
... X Vi, V) es subespacio vectorial de V'V1X:*Va,

2) Fijemos i € {1,2,...,n} ysea ¢ : V1 x ... x V, — V multilineal y lineal.
Por ser multilineal se verifica

(V1,0 F Ve Un) = O(V1, .oy Vi ey Un) + O(V1, ey Uiy ey Up).
Por ser lineal. se verifica
OV, U F Uy Un) = (V1. Vi Un) +0(0, . v, 0).

De las dos relaciones anteriores, ¢(v1,...,,v,) = ¢(0,...,v;,...,0). De nue-
vo, por ser ¢ lineal,

gb(vl,...,vn):gb(Z(O,...,m,...,()))) :Zgb(o,...,vi,...,O)

i=1 =1
Restando a la ultima igualdad la ¢(v1, ..., ,v,) = ¢(0,...,v;,...,0), obtene-
mos ¢(v1,...,0i—1,0,0i41,...,0,) = 0. Ahora para n > 2, al ser v; arbitrario
también lo es el subindice i por tanto para todo (vi,...,v,) € Vi X ... xV,

tenemos ¢(v1,...,v,) = ¢(0,v2,...,v,) + ¢(v1,0,...,0) =04+ 0=0.

184. Problema de la aplicaciéon universal

Vimos que una manera de construir aplicaciones multilineales sobre V7 x
...xV, es elegir una aplicacién multilineal fija de V; x...xV,, sobre V y luego
componerla con varias aplicaciones lineales de V' en otro espacio vectorial.
Se plantea la siguiente pregunta: jpodemos con una adecuada eleccién de
V' construir todas las aplicaciones multilineales sobre V; x ... x V,, de esta
manera?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y nos llevard a construir el
producto tensorial de los espacios Vi,...,V,. De forma maés precisa, plan-
teamos el siguiente problema, llamado problema de la aplicacion universal
para aplicaciones multilineales.

Problema. Sean Vi, ..., V,, espacios vectoriales sobre K, ;existe un es-
pacio vectorial V' sobre K y una aplicacién multilineal ¢ : Vi x ... xV, =V
tal que para cada aplicacién multilineal ¢ : Vi x ... x V,; = W existe una
unica T' € Ling (V, W) tal que ¢ =T o ¢?

En términos de diagrama conmutativo: jpodemos construir una aplica-
ciéon multilineal ¢ : V3 x ... x V,, = V con la propiedad de que para toda
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v : Vi x...xV, = W multilineal existe una tnica T" € Ling (V, W) tal que
el siguiente diagrama es conmutativo?

Vix...xV,

Noétese que cualquier solucién al problema planteado consiste en un par
(V,¢) con ¢ : Vi x ... x V, — V multilineal. Antes de construir una solu-
cién al problema, demostremos que la solucién es esencialmente inica salvo
isomorfismos.

Sean (V,¢) y (V',¢') dos soluciones al problema de la aplicacién uni-
versal. Demostrar que existen dos isomorfismos 77 € Ling(V,V') y Ty €
Ling (V', V) tales que
(a) Tl e} T2 = Iv, T2 @) Tl = IV/.

(b) Los siguientes diagramas son conmutativos

XV, a 1%

\ %
V/

XV, —)V’

N

Solucién. Como (V, ) es solucién al problema de la aplicacién universal,
existe un inico T} € Ling (V, V') tal que Ty 0 ¢ = ¢'. Como (V’, ¢’) también
lo es, existe un tnico Ty € Ling (V', V) tal que Th o ¢/ = ¢. Esto demuestra
que los dos diagramas dados son conmutativos. Por otra parte,

(IhyoTy)op=Tho(Tiop) =Tho¢ =g,

lo cual implica que el siguiente diagrama también es conmutativo

x Vy Ly

A
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Si sustituimos 75 o T7 por Iy, el anterior diagrama también es conmuta-
tivo. Pero al ser (V, ¢) es solucién al problema, s6lo hay una aplicacién lineal
tal que dicho diagrama es conmutativo lo cual implica que 15 0Ty = Iy. De
manera analoga se demuestra que 71 o Ty = Iy

185. Espacio vectorial producto

Vamos a construir el espacio vectorial producto de una coleccién cual-
quiera de espacios vectoriales. Sea A un conjunto no vacio de indices y
{Vi : i € A} una coleccién de espacios vectoriales sobre el cuerpo K. El
conjunto producto cartesiano de los V; se define segin sabemos como

VzH%z{f:A—) UVi:fesaplicaciénconf(i)EVZ-WGA}.
(ISTAN (ISTAN

Demostrar queV es espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f,g € V, (f +9)(i) = f(i) + g(4)
Ley externa. Para todo a € K y para todo f € V, (af)(i) = af(3).

Solucién. 1) Veamos que (V,+) es grupo abeliano.

Interna. Si f,g € V, para todo i € A se verifica f(i) € V; y g(i) € V; con lo
cual (f +g)(i) = f(i) + g(i) € V; luego f+g e V.

Asociativa. Para todo f,g,h € V' y para todo i € A,

((f +9)+ 1) (@) = (f +9)(0) + (i) = (f() + g(i)) + h(i)
= f(@) + (9(i) + h(2)) = f(1) + (g + h) (i) = (f + (9 + h))(D)
= (f+g)+h=[f+(g+h).
Conmutativa. Para todo f,g € V y para todo i € A,
(f +9)(@) = f(i) + g(i) = g(i) + f(i)) = (g+ [)@O) = f+g=9g+ [

Ezistencia de elemento neutro. Sea la aplicacién fy(i) = 0 para todo i € A.
Claramente fy € V' y para toda f € V y para todo i € A,

(f + fo)(@) = f(i) + fo(i) = f(i) + 0= f(i) = f + fo =,

con lo cual fy es elemento neutro para la suma.

Existencia de elemento simétrico. Sea la aplicacion f € V y definimos la
aplicacién — f como (—f)(i) = —f(i) para todo i € A. Claramente —f € V
y ademas

(f+EMN@) =60+ (=N = f@) = f(() =0Vie A= f+(=f) = fo,
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con lo cual —f es elemento simétrico de f para la suma.
2) Veamos que se cumplen los cuatro axiomas de ley externa.
(a) Para todo f,g € V para todo o € K y para todo i € A,

[a(f +9)I(i) = af + 9)(i) = a(f(i) + 9(4)) = af (i) + ag(i)
= (af)(@) + (ag)(i) = (af + ag)(i) = a(f + g) = af + ag.
(b) Para todo f € V para todo a, 8 € K y para todo i € A,
[(+ B)fI(@) = (+ B) f(i) = af (i) + Bf (i) = (af) (i) + (Bf)(9)
= (af+B)@) = (a+B)f =af +Bf.
(¢c) Para todo f € V para todo a, 8 € K y para todo i € A,
[(aB) f1(i) = (af) f(i) = a[Bf ()] = [(Bf)(5)]
= a(BN](@) = (aB)f = a(Bf).
(d) Para todo f € V y para todo i € A,

(1f)@) =1f@) = f(i) = 1f = f.

186. Espacio suma directa externa

Sea A un conjunto no vacio de indices, {V; : i € A} una coleccién de
espacios vectoriales sobre el cuerpo K y V = [[;ca Vi el correspondiente
espacio vectorial producto. Se define la suma directa externa de los espacios
V; como

@ Vi={f € V: f(i) =0 salvo un nimero finito de indices i € A}.
1EA
Demostrar que la suma directa externa de los espacios V; es subespacio de

V.

Solucién. El vector nulo de fy de V' cumple fy(i) = 0 para todo i € A
luego lo cumple salvo el nimero finito nulo de subindides de A, es decir
Jo € @,caVi- Sif,g € @, Vi, entonces existen subconjuntos finitos Ay y
Ao de A tales que

f(Z)ZO si i€ A— Ay, f(Z)?éO si i€ Aq,
g(i)zo si i€ A— Ao, g(l)#o si i € As.

Entonces, si a, § € K se verifica

i€ (A=A1)N(A = Ag) = (af + Bg)(i) = af(i) + Bg(i) =0
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Ahora bien,

(A=A))NA—=Ay) =(ANAT)N(ANAY)

=ANATNAS=ATNAS = (A1 UAY)".

Entonces, (af 4+ 8g)(i) # 0 a lo sumo en A; U As que es un conjunto finito.
Es decir, af + g € @,ca Vi-

Sea ahora V; = K para todo i € K y llamemos U = @), K, es decir
la suma directa externa consta ahora de |A| copias de K. Para todo i € A
definimos el vector 0; € U de la forma 6;(j) = 1si j =iy d;(j) =0sij #i.
Es decir, §;(j) = d;; (deltas de Kronecker).

187. Base del espacio suma directa externa
Demostrar que B = {6; : i € A} es base de U = @, K.

Solucién. Veamos que B es sistema libre. Elijamos S = {0;,,...,9;,} C B
y sea

10, + -+ apd;, =0 con a,...,om € K.
Para todo i = i, con k= 1,...,m tenemos
(103, + -+ -+ amdi, ) (ix) = 0(ig) = -1 =0=ap = 0.
Veamos que B es sistema generador. Si f € U, existe un subconjunto finito

A= {ig,...,in} de Atal que f(i) =0siie A—A"y f(i) =1siie A;.
Veamos que se verifica

f=1(i1)0i + -+ f(in)di,. (*)
En efecto,

i€ A=A= (f(i1)6; + -+ flin)di,) (1) = f(i1)0;, (1) + - -+ + f(in)ds, (3)
(1) -0

(
f(1) -0+ fin) - 0= 0= f(2).

ie A = (f(i1)0s + -+ f(in)di,) (1) = f(0)0:(i) = f(i) - 1 = f(4).

en consecuencia, se verifica la igualdad (x).
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188. Solucion al problema de la aplicacion univer-
sal

Supongamos que el conjunto de indices A es un espacio vectorial. Enton-
ces, tiene sentido en el espacio suma directa externa U = @, o K considerar
vectores de la forma

5(i1+...+in) — 0y — v — 5(11+...+in)7 Oai — ;.

Sean ahora Vi, ..., V), espacios vectoriales sobre el cuerpo K y por simplici-
dad de notacion, llamemos Z = V; x ... x V,,. Consideremos

v= @ K

(V150,00 )EZ

es decir, U es la suma directa externa de |Z| copias de K. Consideremos el
subespacio Uy de U generado por vectores de la forma

6(111, SV, 0n) _6(

VlyeeeyVgyeesUn) (5(1;1,...,1);,...,1)”)3 (188 0 1)

5(”1»"'7051}’&7'“71)77.) - aé(vlw"ﬂ)i’“-»vn).

en donde ¢ varfa de 1 a n, y a recorre K. Por iltimo, Consideremos el espacio
vectorial cociente V' = U/Uj y la aplicacién

d:Vix...xV,—=V, ov,...,v,) = O(vr,.. o) T Uo-

Demostrar que el par (V,¢) es solucién al problema de la aplicacién
universal.

Solucién. Veamos que la aplicacién ¢ es multilineal. Dado que

6(,01’ 7,U7,+/U17 7U’ﬂ) B 5(’017'"7’02'7"'71]") - 5(1}1’"'71]7/;7"'71)774) e UO’

5( — Oz5( € Uy,

V1,0, O .y VLyeeyVgseeyUn)

y por definicién de espacio cociente, podemos escribir
/
¢(vlv'-‘7vi +vi7""vn) = 6(’”17 7Uz'+U/7 -Un) +U0
5 U17 <y Uiye-,U + 5(”17 7U17 7”")) + UO

((5 (V1 2o Voo —I—Uo) (5(1)1 VU —I-Uo)
AV1, Ve Un) F OV, VL ).
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De manera andloga,

¢(Ula sy QUG -y Un) = 6(1}1,4..,&117;,4..,11”) + U
= O‘(S(vl,...,vi,...,vn) + U
=« (6(1)1,...,1)1-,...,11”) + UO)

= ap(v1,...,Viy...,p),

y por tanto ¢ es multilineal.

Sea ¢ : Vi x ... x V, — W una aplicacién multilineal. Tenemos que
demostrar que existe una tnica aplicacién lineal T': V' — W tal que T'o ¢ =
¢. Sabemos que B = {(y,,....0,,) : (V1,--.,vn) € Z} es base de U y por tanto,
existe una unica aplicacion lineal Ty : U — W tal que Tj (5(1,1’.“’%)) =
o(v1,...,v,) para todo (v1,...,v,) € Z. Como ¢ es multilineal, anula a los
generadores de Uy y por tanto Uy C ker Tp. Por un conocido teorema
de isomorfia, Ty induce una aplicacién lineal T : U/Uy — W tal que

T (6(111 ..... Uy + UO) = TO (6(1)1 ..... 'un)) = @(Ula v 7Un)a

para todo (vi,...,v,) € Z. Dado que ¢(v1,...,vn) = (.. 0,) + Uo, se
verifica T o ¢ = .

Por ltimo, supongamos que 7" : V. — W es una aplicacién lineal que
verifica T" o ¢ = ¢. Tenemos que demostrar que 7" = T'. Dado que T"o¢ = ¢,
se verifica T/ = T sobre Im ¢. Pero de la construccion de Vy ¢ es Im ¢ =V
y por tanto T" = T.

189. Concepto de espacio topolégico (I)

1) Definicion. Si X es un conjunto no vacio, se llama topologia en X a
cualquier coleccién T' de subconjuntos de X que satisface los axiomas:
()0, X eT.
(2) Si Ay B son elementos de 7', entonces AN B € T.
(3) Si {A; : i € I} es una familia de elementos de T, entonces
Uicr Ai € T.
A los elementos de T se les llama conjuntos abiertos y al par (X, T'), espacio
topoldgico. Si no ha lugar a confusiones, al espacio topolégico (X,T) se le
designara simplemente por X.
Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5}. Demostrar que T es topo-
logia en X, siendo T' = {0, X, {1}, {3,4},{1,3,4},{2,3,4,5}}.
2) Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5}. Demostrar que T no es topo-
logia en X, siendo T' = {0, X, {1}, {3,4},{1,3,4},{2,3,4}}.
3) Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5}. Demostrar que T no es topo-
logia en X, siendo T' = {0, X, {1}, {3,4},{1,3,4},{1,2,4,5}}.
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4) Sea X # 0 y T = P(X) (conjunto de las partes de X ). Demostrar que T’
es topologia en X. Se la llama topologia discreta.

5) Sea X # 0y T = {0, X} Demostrar que T es topologia en X. Se la llama
topologia indiscreta.

6) Sea X #0y T = {0} U{A C X : A° es finito}. Demostrar que T es
topologia en X. Se la llama topologia de los complementos finitos.

Solucién. 1) Los conjuntos () y X pertenecen a Ty es facil comprobar que
se verifican los otras dos condiciones de topologia.

2) {1,3,4} vy {2,3,4} pertenecen a T, sin embargo {1,3,4} U {2,3,4} =
{1,2,3,4} ¢ T.

3) {1,3,4} y {1,2,4,5} pertenecen a T, sin embargo {1,3,4} N{1,2,4,5} =
{1,4} ¢ T.

4) () y X pertenecen a P(X). Por otra parte sabemos P(X) es cerrado con
respecto a uniones e intersecciones arbitrarias, en consecuencia T' = P(X)
es topologia en X.

5) ) y X pertenecen a T. Por otra parte es inmediato verificar las otras dos
condiciones de topologia.

6) 0 € T por definicién de T'y X = ) que es finito, luego X € T.Si A, B € T
entonces, si uno de ellos es vacio, AN B = () € T. Si ninguno de ellos es
vacio, (AN B)° = A°U B¢ y al ser A° y B¢ finitos A°U B¢ también lo es,
luego AN B € T. Sea ahora una familia {A; : i € I} de elementos de T.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos son no vacios pues si
algunos lo fueran, se pueden suprimir y la unién | J;.; 4; no varfa. Tenemos
(User Ai)c =N;er A5 v este conjunto es finito al estar contenido en cada A§

que es finito. Por tanto, (J;c; 4 € T.

190. Concepto de espacio topolégico (II)

1) Sea X un conjunto y p € X fijo. Demostrar que T = {0} U{AC X :p €
X} es un topologia en X. Se la llama topologia del punto particular.

2) Para todo n € N se define S,, = {n.n + 1,n + 2,...}. Demostrar que
T = {0} U{S, : n € N} es una topologia en N. Determinar todos los
abiertos que contienen al niimero natural ng.

3) Demostrar que T' = {0,R} U{I, : ¢ € Q} con I, = (0,400) no es una
topologia en R.

4) Sea X # () un conjunto e (Y,T”) un espacio topoldgico. Sea f: X — Y
una aplicacién. Demostrar que T = {f~1(G) : G € T'} es topologia en X.
5) Sea (X,T') un espacio topolégico tal que para todo x € X el conjunto
unitario {x} es abierto. Demostrar que T es la topologia discreta.

6) Sea X un conjunto infinito y 7" una topologia sobre X en la cual todos los



266 190 Concepto de espacio topoldgico (II)

subconjuntos infinitos de X son abiertos. Demostrar que T es la topologia
discreta.

Solucién. 1) ) € T por definicién de T'y p € X por tanto, X € T.Si Ay B
son abiertos y alguno de ellos es vacio, AN B = (), que es abierto. Si ambos
son no vacios, ambos contienen a p y por tanto, A N B también lo contiene,
es decir AN B es abierto. De la misma forma si {4;} es familia de abiertos,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos son no vacios pues
si algunos lo fueran, se pueden suprimir y la unién [ J; A; no varfa. Entonces
p € A; para todo i con lo cual p € | J; A; y por tanto | J; A; es abierto.

2) 0 € T por definicién de Ty N =5y, € T. Si A, B € T entonces, si uno de
ellos es vacio, AN B = () € T. Si ninguno de ellos es vacio, entonces A = S,
y B = 5 para ciertos m, k nimeros naturales y Sy, N Sk = Snaxfmk} € T
Sea una familia {A; : i € I} de elementos de T. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que todos son no vacios pues si algunos lo fueran, se pueden
suprimir y la unién de los A; no varia. Entonces, la unién de los A; es de la
forma (J;c;cn Si = Sminfizicry € T- Es claro que los abiertos que contienen
a Mg son SQ, 5152, PPN Sno'

3) Consideremos la familia de elementos de T' dada por {I, : ¢ > v/2}. Es
claro que su unién es Uq>\/§ I, = (\@, +00) y por tanto no pertenece a T'

pues V/2 es irracional.

)0 =f10)yX=fYY)conlocual ), X € T. Si A,B € T existen
G1,Gy € T' tales que A = f~Y(G1) y B = f~(G2). Entonces, AN B =
FHG)NfHG2) = f~HG1NGy). Pero G1 NGy € T’ por ser T' topologia,
luego ANB € T. Si {A; : i € I} es una familia de elementos de T, exis-
ten G; € T” tales que 4; = f~1(G;). Entonces, J;c; Ai = U f7HGi) =
F 7 (User Gi) - Pero U;e; Gi € T' por ser T” toplogia, luego ;e Ai € T.
5) Si A C X entonces, A = |J,c4{7} que es unién de abiertos y por tanto
abierto. Nétese que también es valdo para A = () pues sabemos que la unién
de una familia vacia de conjuntos es el conjunto vacio.

6) Al ser X infinito, contiene a un subconjunto numerable, conjunto que
serd de la forma {z1, z2, 3, ...}. Llamemos A = {1, z3, 5, ...}. Entonces, A
y A° son infinitos y para todo x € X se verifica {z} = (AU {z})N(A°U{x}).
Pero AU {z} y A°U {z} son infinitos y por tanto abiertos, con lo cual
todo subconjunto unitario {z} de X es abierto. Por el problema anterior
concluimos que 7T es la topologia discreta.
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191. Concepto de espacio topolégico (III)

1) Demostrar el siguiente teorema:
Teorema. Sea {T; : i € I} una familia de topologias en un conjunto X.
Entonces, la interseccién T = (), T; es también una topologia en X.
2) Demostrar la unién de dos topologias en X no tiene por qué ser topologia
en X.
3) Definicion. Sean Ty T" dos topologias en X. Se dice que T es menos fina
que T" o bien que T” es mds fina que T, si T C T". Dado un conjunto X
no vacio, determinar la topologia més fina y la menos fina que se pueden
definir en X.
4) Demostrar el siguiente teorema:
Teorema. Sea X un conjunto no vacio y sea

T (X)={T:T es topologia en X} C P(P(X)).
Entonces, (.7 (X), C) es un conjunto ordenado con primer y iltimo elemento.
Si X es un conjunto con mas de un elemento, (.7 (X), C) no estd totalmente
ordenado.
5) Sea X un conjunto no vacio y T una coleccién de subconjuntos de X.
Demostrar que 7" es una topologia en X siy sélo si se verifican los axiomas:
1) 0,X eT.
(2) Si Ay B son elementos de T', entonces AN B € T.
(3") Si {A; : i € I} es una familia de elementos de T — {0, X}, entonces
Uz‘e] AieT.
6) Para cada entero positivo n se considera el intervalo abierto de la recta
real I, = (—n,n). Demostrar que (R,T") es espacio topolégico, en donde
T={0,RyU{l,:n=1,2,...}.

Solucién. 1) (1) Al ser T; topologia para todo i, ) y X € T; para todo i,
por tanto 0§, X € (), T;.

(2) Si A, B € (), T;, entonces, A, B € T; para todo i y al ser T; topologia,
AN B € T; para todo i luego AN B €, T;.

(3) Si {A; : j € J} es familia de elementos de (), T;, entonces para todo
J, Aj € T; para todo i. Al ser T; topologia, Uj A; € T; para todo i, luego
U; 45 € N T

2) Sea X = {a,b,c}. Es inmediato comprobar que 71 = {0, X,{a}} vy
Ty, = {0, X, {b}} son topologias en X. Sin embargo T3 UT, = {0, X, {a}, {b}}
no es topologia pues {a} y {b} pertenecen a T} UT5, sin embargo, {a}U{b} =
{a,b} ¢ T1 UT>.

3) Claramente la menos fina es la indiscreta y la més fina, la discreta.
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4) 7 (X) es un conjunto ordenado por la inclusién C por ser subconjunto
de P (P(X)) que estd ordenado por C . Claramente la topologia indiscreta
T es el primer elemento de .7 (X) y la discreta Tp es el ultimo elemento.
Si X contiene a los elementos distintos x1 y 2, entonces Ty = {0, X, {z1}}
y To = {0, X, {x2}} son topologias en X no comparables.

5) Si T es topologia se verifican trivialmente los axiomas (1), (2) y (3'). Si se
verifican los axiomas (1), (2) y (3'), trivialmente se verifican los axiomas (1)
y (2) de topologia. Falta pues demostrar que se verifica el (3). En efecto, sea
{A: A € &/} una familia de elementos de T'. Si X € &/ entonces, (J ., A =
X que pertenece a T' por (1). Si X ¢ 7, entonces Uye s A = Uscw—1x3 A
Dado que el conjunto vacio no anade ninguin elemento a la unién, podemos

expresar
Ua= U 4= U 4

Aed Aed —{X} Aed —{X,0}

y por (3), Upey AET.

6) Por hipétesis. ) y R pertenecen a T. Sean A, B € T. Los elementos de T
estan totalmente ordenados por inclusién: ) C Iy C I C ... C Ry por tanto,
la interseccion de dos elementos de T pertenece a T. Usamos el apartado
anterior. Sea {4; : ¢ € I'} una familia de elementos de T'— {(), R}. Cada i es
de la forma A; = I,,; con n; entero positivo. Pero en este caso, si el conjunto
{ni :i € I} estd acotado superiormente, {,,.cr In, = Imax{n;:icry € Ty si no
estd acotado, ey In; =R € T.

192. Punto de acumulacién (I)

Sea X un espacio topolégico. Un punto x € X se dice que es punto de
acumulacion o punto limite de un subconjunto A de X si para todo abierto
G que contiene a z se verifica (G — {z}) N A # 0. Al conjunto de los puntos
de acumulacién de A se le denota por A’ y se le llama conjunto derivado de
A.

1) Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5} con la topologia
T={0,X,{1},{3,4},{1,3,4},{2,3,4,5}}.

Determinar el conjunto derivado de A = {1,2,3}.

2) Sea X el espacio topoldgico indiscreto, es decir con la topologia indiscreta

T7. Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A de X.

3) Sea X el espacio topoldgico discreto, es decir con la topologia discreta

Tp. Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A de X.

4) Sean Ay B dos subconjuntos de un espacio topolégico X. Demostrar que

AcB=ACBhB.
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Solucién. 1) Analicemos cada elemento de X :

(a) Punto x = 1. G = {1} es abierto que contiene a 1, pero (G — {1})NA = 0,
luego 1 no es punto de acumulacién de A.

(b) Punto x = 2. Los abiertos G que contienen a 2 son X y {2,3,4,5} y en
ambos casos (G — {2}) N A # (), luego 2 es punto de acumulacién de A.

(c) Punto z = 3. G = {3, 4} es abierto que contiene a 3 pero (G — {3})NA =
(), luego 3 no es punto de acumulacién de A.

(d) Punto x = 4. Los abiertos G que contienen a 4 son X, {3,4}, {1,3,4},
y {2,3,4,5} y en todos lo casos (G — {4}) N A # (), luego 4 es punto de
acumulacién de A.

(e) Punto = 5. Los abiertos G que contienen a 5 son X y {2,3,4,5} y
en ambos casos (G — {5}) N A # 0, luego 5 es punto de acumulacién de A.
Concluimos que el conjunto derivado de A es A’ = {2,4,5}.

2) El tnico abierto que contiene a algin punto es G = X. Si A = (), entonces
para todo x € X se verifica (G—{z}) N A = 0, luego A = () no tiene
puntos de acumulacién. Si A = {a} consta de un unico elemento se verifica
(G—{ah) NA =0y (G—{z})NA # 0 siz # a, luego los puntos de
acumulacién son todos los z € X distintos de a. Si A = {a,b, ...} consta de
més de un punto, entonces (G — {z})N A # () para todo x € X y los puntos
de A son todos los de X. En consecuencia,

0 si A=10
A= X —{a} si A= {a}
X si A contiene méas de un punto.

3) Sea A C X. Para todo x € X el conjunto G = {z} es abierto que contiene
a x y se verifica (G—{z}) N A =0NA =0 luego A no tiene puntos de
acumulacién. Concluimos que A’ = () para todo A C X.

4) Siz € A’ para todo abierto G que contiene a x se verifica (G — {x})NA #
(). Pero al cumplirse A C B, también (G — {z}) N B # 0 lo cual implica que
x € B'. Es decir, A’ C B'.

193. Punto de acumulacién (II)

1) Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X. Demostrar que x € X
no es punto de acumulaciéon de A si y sélo si existe un abierto G tal que
reGyGnNAC{z}

2) Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topolégico X. Demostrar que
(AuB) = A UB.

3) Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topolédgico X. Demostrar que
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(ANB) c AAnB.

4) Encontrar un caso en el que no se verifique la igualdad (AN B)' = A'NB’.
5) Sean Ty T' dos topologias en X con T’ més fina que Ty sea A C X.
Demostrar que si x es punto de acumulacién de A con respecto a T”, también
lo es con respecto a T. Construir un contraejemplo que demuestre que el
reciproco es falso.

Solucién. 1) Tenemos las siguientes equivalencias:

 no es punto de acumulacion de A

< 3G abiertocon z € Gy (G—{z})NA=10

< 3G abierto con x € Gy o bien GNA =0 o bien GNA = {z}
< 3G abierto conz € Gy GNA C {z}.

2) Veamos que A’ UB’ € (AU B)'. Se verifica A C AUBy B C AUB y por
apartado 4) del problema anterior, A’ C (AU B)"y B’ ¢ (AU B)' por tanto,
A'"UB' c (AU B)'. Veamos ahora que (AU B) C A/UB’. Siz ¢C A/UB,
entonces ¢ ¢ A’ y x ¢ B’. Por el apartado anterior, existen abiertos G, H
tales que z € G, GNA C {z}, z € HH HN B C {z}. El conjunto GN H es
abierto y ¢ € G N H. Ademss,

(GNH)N(AUB)=(GNHNA)U(GNHNB) C {z}U{z} = {z},
lo cual implica que = ¢ (AU B)'. Es decir, (AU B)' ¢ A’UB'.

3) Si z € (AN B)' entonces, para todo abierto G que contiene a x se verifica
(G —{z})N(ANB) # 0. Ahora bien, tanto (G — {x})NA como (G — {z})NB
contienen a (G — {z})N(ANB) y por tanto, son no vacios con lo cual z € A’
yx € B estoes, x € AANDB.

4) Consideremos en el conjunto con tres elementos X = {a,b,c} la topo-
logia indiscreta. Elijamos A = {a} y B = {b}. Segin el apartado 2) del
problema anterior, A’ = {b,c} y B’ = {a,c}. Entonces, (ANB) =0 =0y
A'N B" = {c}. Es decir, no se verifica la igualdad.

5) Si x es punto de acumulacién de A con respecto a T” entonces, para todo
G € T’ tal que z € G se verifica (G — {z}) N A # (). Por hipétesis T C T",
luego la relacién (G — {x}) N A # () también se verifica para todo G € T con
x € G y por tanto, x es punto de acumulacién de A con respecto a T. Para
demostrar que el reciproco no es en general cierto, elijamos X = {a,b}, la
topologia indiscreta T y la discreta T”, con lo cual 7" es mds fina que T.
Si A = {a}, es inmediato verificar que b es punto de acumulacién de A con
respecto a T' pero no con respecto a T".
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194. Los grupos R* y C* no son isomorfos

Demostrar que los grupos multiplicativos R* y C* no son isomorfos.

Solucién. Supongamos que existe un isomorfismo f : C* — R*. Tenemos
f(i%) = f(—1). Ahora bien,

L= f(1) = fI-1)(-1)] = f(=D)f(=1) = f(=1)* = f(-1) = £1.
Al ser f inyectiva y f(1) = 1, ha de ser necesariamente f(—1) = —1. Es
decir, f(i?) = —1. Pero al ser f homomorfismo, f(i?) = f(i)?, con lo cual
queda f(i)? = —1. Esto es absurdo al ser f(i) real. Concluimos que R* y
C* no son isomorfos.

195. Extension finita y algebraica

Sea K /k una extensién de cuerpos. Se dice que K es extension finita de
k si [K : k] es finito. Se dice que K es extension infinita de k si [K : k] = oo.
Se dice que K es extension algebraica de k si todo o € K es algebraico sobre
k.
1) Demostrar que toda extensién finita K de k es algebraica.
2) Sea K/k una extension de cuerpos. Demostrar que el conjunto A de los
elementos a € K que son algebraicos sobre k es un cuerpo tal que k C A C
K. Al cuerpo A se le llama clausura algebraica de k en K.
3) Sea la extension R/Q y sea A la clausura algebraica de Q en R. Demostrar
que [A : Q] = oo (esto prueba que no toda extension algebraica es finita).

Solucién. 1) Si [K : k] =v y a € K. Los v + 1 elementos e = a°, ..., a”
de K son linealmente dependientes sobre k y por tanto existen elementos
ap,ai,...,a, de k no todos nulos tales que ag + a1 + ... + apa™ = 0 es

decir, « es algebraico sobre k.

2) Sean a,b € A. Por ser a algebraico sobre k la dimensién [k(a) : k] es
finita. Por ser b algebraico sobre k lo es sobre k(a) y por tanto, la dimensién
[k(a)(b) : k(a)] es finita. En consecuencia k(a,b) = k(a)(b) tiene dimensién
finita sobre k, luego k(a,b) es extensién algebraica de k. Al ser a,b € k(a,b)
y k(a,b) cuerpo, se verifica que a + b, aby a~! (si a # 0) son elementos de
k(a,b) y por tanto algebraicos sobre k. En consecuencia, a,b € A implica
que a +b, aby a=! (si a # 0) son elementos de A, luego A es cuerpo y
trivialmente se verifica k C A C K.

3) En efecto, los nimeros /2 son algebraicos para todo entero n > 1. El
polinomio f,(x) = 2™ —2 es ménico y anula a {/2. También es irreducible en
Q[z] como inmediatamente se comprueba aplicando el criterio de Eisenstein
con p = 2. Es decir, f, es polinomio minimo de {/2 sobre Q con lo cual
[Q(¥/2) : Q] = n. Al ser n arbitrario, la extensién A/Q no puede ser finita.
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196. Unicidad del cuerpo de ruptura

Sean k(«) y k(B) cuerpos de ruptura de f(x) € k[z]. Demostrar que k()
y k(B) son isomorfos.

Solucién. Si f(x) = apz™+...+a1x+ag, el polinomio p(x) = (1/ay,)f(x)
es irreducible en k(z), ménico y p(ar) = 0 por tanto p(x) es polinomio minimo
de a en la extension k(«)/k. Esto implica que [k(«) : k] = m y los elementos
de k() son de la forma co+cia+. . Acm_1a™ ! con los ¢; en k determinados
de manera tnica. De manera anéloga, los elementos de k() son de la forma
co+c1f+ ...+ cmo18™ ! con los ¢; en k determinados de manera tnica.
Entonces, es inmediato comprobar que la aplicacién @ : k(a) — k(5) dada
por ®(co +cra+ ... +cpo1ad™ ) = cg+c1f+ ...+ cpmo18™ ! es un
isomorfismo de cuerpos.

197. Un cuerpo de matrices isomorfo al de los
complejos

)

1) Demostrar que el conjunto A = {A( x] cx,y € R} es un

|z
zy) — —y
cuerpo con las operaciones suma y producto habituales de matrices.

2) Demostrar que la aplicacién f : C — A dada por f(x +iy) = Ay, es
un isomorfismo de cuerpos.

Solucién. 1) Veamos que A es subanillo de R?*2. En efecto, claramente
0= A(o,0) € A. Para todo par de matrices A, ) y A, se verifica

_ eyl [ Y| -2 oy
Ay = A y) = [_y gj [_y/ x,] = [_(y_y,) o

y por tanto, Ay — A ) = A@g—ar y—y) € A. Por otra parte,

A ) B z vy 2 y/ B xx/_yy/ wy/+yw/
NS Ty w] |~y 2] T [~ ay) a2’ — gy

y por tanto, A )Awy) = Awe'—yy wy'+yar) € A. Hemos demostrado que
A es anillo. Es unitario pues I = A 5) € A y también conmutativo pues

/ /

A A 2y z oyl 2r—yy y+yz
(/") (zy) — _y/ ! —y - _(x/y_’_y/w) :v’af—y’y )

es decir A(x,’y,)jg(%y) = A(zy) A2 y)- Falta demostrar que todo A, ) € A

con (z,y) # (0,0) tiene inverso en A. En efecto, det A, ) = 2 +y2#£0y
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por tanto A, . es invertible siendo su inversa

(A ™ 1[‘7” _y]zA( o) €A

S22+t ly oz P ey R e
2) Para cualquier par de nimeros complejos = + iy, ' + iy’ :

r+x y+y

ot in) + @4 )] =Sl + )+ o= | R0 VY

o A e e e AR R )
Por otra parte,
flz+iy) (@’ +iy)] = fl(za’ —yy') + 2y +ya')i] =

zx' —yy  wy +ya z oyl 2 o , b
[—(xy/—l—yx’) z' —yy' | |—y x| |-y o = f(z+iy)f(z' +iy).

Al ser la imagen de f no trivial, f es homomorfismo entre los cuerpos C y
A. Su nucleo es:

ker f = {w +iy € C: f(z +iy) = [_xy f:] _ [g 8}}:{0+o¢}:{0},

por tanto f es inyectiva. Por tltimo, cualquier elemento de A se puede
expresar en la forma:

r oyl .
- Y = s,
es decir f es sobreyectiva. Hemos demostrado pues que f es un isomorfismo
entre los cuerpos C y A.

198. Inverso en un cuerpo de ruptura

1) Sea k(&) cuerpo de ruptura de un polinomio f(x) € k[x]. Si 0 # 5 € k(§),
dar una férmula para calcular ! en términos de una igualdad de Bezout.
2) Aplicacion. Sea f(x) = 23 — 3z — 1 € Q[x] y Q(§) cuerpo de ruptura de
f(x). Determinar el inverso en Q(¢) de 8 = &* +2¢3 + 3.

Solucién. 1) Podemos expresar § en la forma 8 = g(§) con g(x) € k[x] y
grad g(x) < grad f(x). Por la igualdad de Bezout, existen A(z), B(x) € k[z]
tales que

A(@)f(x) + B(z)g(z) = D(z), D(r) =med {f(z),g(z)}.
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Pero f(z) es irreducible y grad g(z) < grad f(x), por tanto D(z) =
Sustituyendo z por £ y teniendo en cuenta que f(£) = 0 queda B(§)g(§) =
Es decir, 37! = B(¢).

2) Las unicas posibles raices racionales de f(x) son +1 pero f(1) # 0y
f(—1) # 0y al ser de tercer grado, es irreducible en Q. Dividiendo z*+2x3+3
entre f(z) obtenemos como resto g(x) = 3z2 + 7x + 5 con lo cual f =
3¢2 + 7¢ + 5. Tenemos med {f(z),g(x)} = 1 y aplicando el algoritmo de
Euclides, obtenemos la igualdad de Bezout

1.
1.

729 T, 26 28
_ kil L2 A0 bl -1
< 37$+111>f(x)+<111x 111x+111>g(x) ’

por tanto f~1 = (7/111)€2 — (26/111)¢ + 28/111.

199. El conjunto de los numeros algebraicos es
contable

Trabajamos en la extensién de cuerpos R/Q.
1) Demostrar que el conjunto de los nimeros algebraicos es contable.
2) Demostrar que el conjunto de los nimeros trasdecendentes no es contable.

Solucién. 1) El conjunto A de los nimeros algebraicos se puede expresar
en la forma: A = Upe p R(p) en donde P representa el conjunto de los
polinomios ménicos de Q[x] y R(p) el conjunto de las raices de p. Dado
que para cada p el conjunto R(p) es finito, bastard demostrar que P es
contable. Pero P = |J;”, P, en donde P, es el conjunto de los polinomios
monicos de grado n con coeficientes racionales. La aplicacion

-1
Q" = Py, (ap,a1,...,a4n—1) = 2" +ap—12" "+ ...+ a1z + ag

es claramente biyectiva y al ser Q" contable, lo es P,. Entonces P es unién
contable de conjuntos contables y por tanto es contable.

2) Si T es el conjunto de los niimeros trascendentes, tenemos R = AU T.
Si T fuera contable, al ser A contable también lo seria R lo cual es una
contradiccién.

200. Anillos Z[/d]

Sea d € Z — {0,1} y libre de cuadrados, es decir no es divisible por el
cuadrado de ningin entero salvo el 1. Se define

ZIVd] = {a+bVd : a,b € Z}.
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1) Demostrar que Z[v/d] es subanillo de C.

2) Demostrar que Z[v/d] es dominio de integridad.

3) Para todo a = a + bvd € Z[Vd] se define el conjugado de a como
@ = a — bV/d. Demostrar que para todo a, § € Z[\/d] se verifica aff = @p.
4) Para todo o € Z[+/d] se define la norma de o como N (a) = a@. Demostrar
que N es funcién con valores enteros y multiplicativa.

5) Sea o € Z[V/d]. Demostrar que: N(a) = +1 < « es unidad en Z[/d).

Solucién. 1) Claramente () # Z[Vd] C C. Si a+bVd,d' +¥/d € Z[\/d], se
verifica

(a+bVd) — (a/ +VVd) = (a —d') + (b—V)Vd

y al ser a —a’ y b— b enteros, (a + bv/d) — (¢’ + b'"/d) € Z[\/d]. Por otra
parte
(a+bVd)(d' +b'Vd) = ad + dbb' + (ab' + ba')Vd

y al ser aa’+dbb’ y ab/ +ba’ enteros, (a+bv/d)(a'+b'v/d) € Z[/d]. Concluimos
pues que Z[v/d] es subanillo de C.

2) Z[\/d] es conmutativo por serlo C, es unitario pues 1 = 1 + 0v/d € Z[/d]
y es anillo de integridad por serlo C, en consecuencia Z[v/d] es dominio de
integridad.

3) En efecto, sia = a+bVdy f =d + ¥V,

af = (a — bVd)(d' — ¥Vd) = aa’ + dbb — (ab/ + ba')Vd,

af = aa' + dbl + (ab! + ba’)Vd = aa’ + dbb' + (ab' — ba')Vd.

4) Para todo o = a4 bV/d, su norma es N(a) = aa = (a +bVd)(a —bVd) =
a’® — db? € Z. Por otra parte, para todo «, 3 € Z[\/Zi] tenemos

N(aB) = (af)(aB) = aB aB = a@@ A = N(a)N(B).

5) =) Si N(a) = 1, entonces a@ = 1 y por tanto « es unidad en Z[v/d). Si
N(a) = —1, entonces a(—a@) = 1 y por tanto o es unidad en Z[v/d].

<) Si a € Z[V/d] es unidad, existe = € Z[V/d] tal que aa! = 1. Tomando
normas, y usando que la norma es multiplicativa, 1 = N(1) = N(aa™!) =
N(a)N(a™1). Ahora bien, la norma es un niimero entero y por tanto N ()
ha de ser 1 o —1.
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Sea K un cuerpo, K™*™ el conjunto de las matrices cuadradas de orden

n con entradas en Ky A, B € K™*" fijas. Demostrar que
det(A+ X) =det(B+ X) VX e K" = A= B.

Solucién. Sea M C K"*™ el conjunto de las matrices cuya primera fila es
la opuesta de la primera fila de A. Entonces, para todo X € M se verifica
det(A + X) = 0 y por tanto, también det(B + X) = 0 para todo X € M.
Veamos que necesariamente la primera fila de A es igual a la primera fila de
B. En efecto, supongamos que no fueran iguales. Tendriamos entonces

ail ... Qin b11 e bln —ai] ... —Qain

a1 ... Q9p b21 NN an T21 NN Ton
A= . . , B= . . , X =

anpl ... Qpn bnl . bnn Tnl e Tnn

con los x;; € K variables. Entonces,

bin —ann ... bin—a,
ba1 + @21 ... ban + x2n .
B+ X = . . con by — ayp # 0 para algin k
bnl +Zn1 .- bnn + Tnn
y las filas Fb, ..., F;,, de B4+ X podemos conseguir que sean las que queramos

sin mds que elegir convenientemente los elementos x;;. Hemos supuesto que
la primera fila de B + X es no nula, con lo cual podemos encontrar X € M
tal que det(B+ X) # 0, lo cual es una contradiccién. Podemos reproducir el
mismo argumento para cualquier otra fila, de lo cual deducimos que A = B.

277
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201. Teorema de la base de Hilbert

(a) Sea A anillo conmutativo y unitario. Demostrar que: A es noetheriano =
Alz] es es noetheriano.

(b) Demostrar que para todo cuerpo k, el anillo de polinomios k[x1, ..., z;,]
es noetheriano.

Solucién. (a) Por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un ideal
I C A[X] que ne sea finitamente generado. Entonces, I # {0}. Sea fi1(z) € I
de grado minimo y sea I; = (fi(z)). Entonces, I C I con I; # I. Elijamos
fa(x) € I —I; de grado mimimo. Entonces, Iy = (fi(x), fa(z)) C I con Iy #
I. Obtenemos asi una sucesién de polinomios fi(z), fa(z), fs(x), fa(x), ...
y si el grado de f;(z) es d;, entonces di < do < d3 < .... Sea b; el coeficiente
principal de f;(z). Entonces, (b1) C (b1,b2) C (b1,b2,b3) C ... es cadena
ascendente de ideales de A, y al ser A noetheriano la cadena se estabiliza es
decir, existe un nimero natural m tal que by,+1 = a1b1 + a2bs + ... + ambnm,
para ciertos ai,...,a;, € A. Sea ahora

Im+1(2) = frmt1(z) — Zaﬂdm“_difi@)' (*)
=1
Desarrollando tenemos

m
ngrl(x) = bm+1xdm+1 +... = Z ai$dm+l_di (bzifdl + .. )
=1

= (i azbl> :L'derl +...— (i alb2> ﬂ?dm+1 —
=1 =1

y por tanto el coeficiente de % +1 es nulo. Es decir, gmi1(x) tiene gra-
do estrictamente menor que d,,4+1. Por otra parte, gm+1(z) ¢ I, pues
en caso contrario, y debido a la igualdad (x) tendrfamos f,1+1(x) € Iy,
lo cual es una contradiccién. Es decir, tenemos gp,41(x) € I — I, con
grado gm+1(z) < dpy1 lo cual contradice la minimalidad del grado de

fm+1(x)'

(b) Por induccién sobre n. Los tnicos ideales de k son {0} y k, por tanto k es
noetheriano. Por el teorema anterior, k[x;] es noetheriano. Si k[z1, ..., Zn—1]
es noetheriano entonces, por el teorema anterior k[x1, ..., zy—1][xy,] es noet-
heriano. Pero k[x1, ..., x,] también es noetheriano pues es isomorfo al anillo
klzy,...,zp_1][xn).
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202. Separacion de puntos y espacio de Hausdorff

Sea .# = {f; : X — Y : i € I} una familia de aplicaciones entre los
conjuntos X e Y. Se dice que .% separa puntos si para todo par de puntos
distintos = e y de X existe ¢ € I tal que f;i(x) # fi(y).

(a) Demostrar que la familia .# = {f, : R = R, fy(z) =sinnz : n € Z>o}
no separa puntos.

(b) ea X un espacio topoldgico y € (X,R) la clase de todas las funciones
continuas de X en R. Demostrar que

% (X,R) separa puntos = X es espacio de Hausdorff.

Solucién. (a) Se verifica f,(0) = fn(w) = 0 para todo n € Z~g, luego la
familia no separa puntos.

(b) Sean z,y € X con x # y. Por hipdtesis ¢ (X,R) separa puntos, luego
existe una funcién continua f : X — R tal que f(z) # f(y). Como R
es espacio de Hausdorff, existen abiertos disjuntos G y H de R tales que
f(z) € G, f(y) € H. Por ser f continua, f~1(G) y f~'(H) son abiertos de
X y ademds ¢ € G, y € H. Por otra parte,

e H) = FHGnH) = f71(0) =0,

lo cual implica que X es espacio de Hausdorff.

203. Caracterizacion de conjuntos algebraicos irre-
ducibles

Sea k un cuerpo y V C k™ un conjunto algebraico. Se dice que V es
reducible si existen V1, Vo conjuntos algebraicos de k™ tales que V = V; U Vs
con Vi # V' y Vo # V.jbr;En caso contrario se dice que V' es irreducible.

(a) Demostrar que el conjunto algebraico V = V(y? — zy — 2%y + 23) C R?
es reducible.

(b) Sea V' C k™ un conjunto algebraico. Demostrar que V es irreducible <
I(V) es ideal primo.

(c) Si k es un cuerpo infinito, demostrar que k" es irreducible.

(d) Sia=(ai,...,a,) € k™ demostrar que V = {a} es irreducible.

Solucién. (a) En efecto, el polinomio f(z,y) = y? — xy — 2%y + 2 se anula
para y = x, y aplicando la regla de Ruffini como polinomio en v,

1 —x— 22 a3
x x —x3

‘ 1 —z2 0
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es decir f(z,y) = (y — x)(y — ). Entonces,
V={(z,y) eR*:y—z=0V y—2>=0}=NV UV,

con Vi = V(y—x) (recta), Vo = V(y — 22) (pardbola) y claramente V3 # V
yVa#V.

(b) Por reduccién al absurdo. Si I(V') no es primo existen fi, fo polinomios
tales que fifa € I(V), f1 ¢ I(V), fa ¢ I(V). Como fifa € I(V) se verifica
V(fif2) DV (I(V)) =V por tanto,

V =VnV(fifa) =VNV(A) UV ()] = [V V(LY NV (f2)] = UVa.

Los conjuntos Vi = VN V(f1) y Vo = VNV (f2) son algebraicos y estén
contenidos en V. Como f; ¢ I(V), existe a € V tal que fi(a) # 0, es decir
a ¢ V(f1) y por tanto Vi C V. Anédlogamente, Vo C V', luego V' es reducible.
<) Por reduccién al absurdo. Si V' es reducible, existen conjuntos algebrai-
cos Vi,Vade kK" con Vi CV, Vo CV y V =VUVa. Se verifica I(V;) 2 I(V)
para i = 1,2. En efecto, si fuera I(V;) = I(V). tomando V' en ambos miem-
bros quedaria V; = V lo cual es absurdo. Sean f; € I(V;) con f; ¢ I(V).
Entonces, para todo a € V se verifica (f1f2)(a) = fi(a)f2(a) = 0. Es decir,
fif2 € I(V) lo cual implica que I(V') no es primo.

(¢) Si k es un cuerpo infinito, sabemos que I(k™) = {0} y {0} es ideal primo,
por tanto k™ es un conjunto algebraico irreducible.

(d) Si a = (a,...,a,) € k" sabemos que I({a}) = (x1 — a1,...,zy, — ap)
y que (x; —ay,..., T, — ay) es ideal maximal (por tanto primo). Es decir,
V = {a} es conjunto algebraico irreducible.

204. Descomposicién de un conjunto algebraico en
unién de irreducibles

(1) Sea A un anillo noetheriano y . una coleccién no vacia de ideales de A.
Demostrar que . tiene un elemento maximal, es decir existe un ideal I de
< que no esta contenido en ningun otro ideal de .7.

(2) Sea ¥ = {V}} una familia no vacia de conjuntos algebraicos del espacio
afin k™. Demostrar que ¥ posee un elemento minimal.

(3) Sea V un conjunto algebraico del espacio afin k™. Demostrar que existen
conjuntos algebraicos irreducibles Vi, ..., V,, de k" tales que V = ViU...UV,,.
(4) Sea V un conjunto algebraico irreducible del espacio afin k™. Si V' C
iu...uV, con Vi,...,V, algebraicos de k". Demostrar que V C V; para
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algin i.

(5) Sea V un conjunto algebraico del espacio afin k" y V = V1 U...UV,, una
descomposicién de V' en donde los V; son conjuntos algebraicos irreducibles.
Entonces cada Vj estd contenido en V1 U...UV,,, vy por el apartado anterior
Vi C V; para algin i con lo cual podemos descartar sucesivamente los Vj
que estan contenidos en algin otro V;, llegando asi a una descomposicién de
la forma

V=Vu...uV,conV; ¢ V;sii#j.

Demostrar el siguiente teorema de unicidad de descomposicion:

Sea V un conjunto algebraico del espacio afin k™. Entonces, existen conjuntos
algebraicos irreducibles de k", Vi, ..., V, univocamente determinados tales
que

V=Vu...uV,conV; ¢ V;sii#j.

Solucién. (1) Elijamos un ideal en cada subconjunto no vacio de .#. Sea
Iy el ideal elegido en .7. Sea . = {I € ¥ : I D Iy} y sea I el ideal elegido
en /. Sea S = {I € . : 1 2 I} e I, el ideal elegido en . etc. Es
suficiente demostrar que existe un .#;,, = (). Si no existiera tal .%,,, entonces,
I=J;2 I esideal de A pues Iy C Iy C Io € .... Como A es noetheriano,
existen f1,..., f, unos generadores de I. Para n suficientemente grande ocu-
rre que f; € I, paratodoi =1,...,r. Entonces, I,11 = I lo cual es absurdo.

(2) Consideremos el conjunto de ideales . = {I(V})} del anillo noetheriano
klz1,...,xy]. Por el lema anterior, .# posee un elemento maximal I(V},).
Pero

Vk C Vn = I(Vn) C I(Vk) 3 I(Vn) = I(Vk)

1(Vy) maximal
= Vo =V{I(Va) =V(I(Vr)) = Vi

y por tanto V,, es minimal en ¥.

(3) Sea ¥ el conjunto de los conjuntos algebraicos V' C k™ tales que V no es
unién de conjuntos algebraicos irreducibles. Tenemos que demostrar que ¥
es vacfo. Si ¥ # (), por el apartado anterior, sea V un elemento minimal de
Y. Como V € ¥V no es irreducible y por tanto V = ViUV, con V = ViUV,
con V; algebraicos y V; C V para i = 1,2. Como los V; no pertenecen a ¥
por ser V' maximal en ¥, podemos escribir V; = V;; U...U Vi, con los V;;
irreducibles, luego V = Ul j Vij lo cual es absurdo pues de partida, V' no es

union de conjuntos algebraicos irreducibles.
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(4) Como V- C Uj_, V3, V = (Uj )NV = U, VNVj. Al ser V irreducible,
V =V NV, para algin i, y por tanto, V C V;.

(5) Sea V un conjunto algebraico del espacio afin k™ y sea V =V, U... UV,
una descomposicién de V' en unién de conjuntos algebraicos irreducibles
tales que V; ¢ Vj sii # j. Sea V. =Wy U...UW,, una descomposicién del
mismo tipo. Entonces,

m
V,i=VNv=( wa

ECS

y por el apartado anterior, V; C Wj; N'V; para algin j(i) y por tanto
Vi € Wj(;) para algtn j(i). Andlogamente, Wj;) C Vj, para algin k. Pero
Vi C Vi implica V; =V}, luego V; = Wj(i). De la misma manera, cada W; es
igual a un V.

205. Matrices idempotentes sobre un cuerpo

Para cualquier cuerpo K, determinar todas las matrices idempotentes de
KQXQ.

Solucién. Sabemos que todo endomorfismo idempotente f : E — F en un
espacio vectorial de dimension finita F es diagonalizable con valores propios
a lo sumo 0 y 1 Por tanto, si A € K?*? es idempotente, es diagonalizable
con matriz diagonal de alguna de las formas

0 0 0 0 10 10
G B i B o B P

Si A € K?*? es idempotente existe una matriz P € K?*? invertible tal que
A = PD;P~! para algin i = 1,2, 3, 4. Reciprocamente, si una matriz es de
la forma PD;P~! satisface

(PD;P~Y)? = PD;P"'PD;P~' = PD?P~' = PD,P~!

y por tanto es idempotente. Toda matriz invertible de K?*? es de la forma

a b
P—L d]’ ad —bc#0

y su inversa es

1 a b
pl= .
ad — be L d]
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En consecuencia, todas las matrices idempotentes de K2*2 son de alguna de
las formas

0 0
_17
PD, P! = [0 0} ,

1 _
PDQP_I::Qd—bC|:—[C)2 ZZ:|7 a)b;C;dEKv ad-bc#o,
1 —
PD3P_1::a/d—bc|:(ZZ _Zi):|, a,b,c,dEK, ad_bc#o,
L o
PD4P —[O 1

206. Permutacion de raices y automorfismos de
cuerpos

(a) Sea K /k una extensién de cuerpos y a € K algebraico sobre k. Demostrar
que si 0 € Aut (K/k) v « es raiz de p(x) € k[z] entonces o(a)) también es
raiz de p(x). Es decir, o permuta las raices de p(z).

(b) Determinar Aut (Q(v/2)) .

(c) Determinar Aut (Q(V/2)).

Solucién. (a) Sea a raiz de p(z) = @™ +am_12™ 4 +a1x+ag € k(z]
con a,, # 0. Entonces, a,,a™ + ayp_10™ 1+ -+ + aja + ag = 0. Aplicando
o a ambos miembros obtenemos o(a;,)o(a)™ + o(am_1)o(a)™ 1 + .- +
o(a1)o(a) + o(ag) = 0. Como a; € k para todo ¢ = 0,1,...,m se verifica
o(a;) = a; por tanto,

amo (@)™ + am_10()™ 1 + -+ ayo(a) +ag = 0,
con lo cual o(«) es raiz de p(x).

(b) Sabemos que si k es el subcuerpo primo de K entonces, Aut(K) =
Aut (K /k) por tanto al ser Q el subcuerpo primo de Q(v/2) tenemos que
Aut (Q(v2)) = Aut (Q(v2)/Q) . Las tnicas raices de f(z) = 2? —2 €

Q[z] en Q(v2) son +v2 y por el apartado 1, si 7 € Aut (Q(v2)) =
Aut (Q(v/2)/Q) entonces 7(v2) = V2 o 7(v/2) = —v/2. Como Q(v2) =
{a+bv2 :a,b € Q) y 7 deja fijo todo elemento de @ los unicos posibles
elementos de Aut (Q(v/2)) son

id(a+0V2) =a+bvV2, ola+bV2)=a—bV2
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El primero es la identidad y el segundo o, es inmediato comprobar que per-

tenece a Aut (Q(v/2)), en consecuencia Aut (Q(v2)) = {id,c}.

(¢) De manera andloga al apartado anterior, Aut (Q(v/2)) = Aut (Q(v/2)/Q) .
La tnica raiz de f(z) = 2% — 2 € Q[z] en Q(v/2) es V/2 y por el apartado
(a), si 7 € Aut (Q(v/2)) = Aut (Q(v/2)/Q) entonces 7(v/2) = v/2. Como

Q(V2) = {a+bV2+¢(V2)?: a,b,c € Q}

y 7 deja fijo todo elemento de Q, necesariamente
T (a + V2 + c(€/§)2> =a+bV2+c(V2)?

y por tanto Aut (Q(v/2)) = {id}.

207. Cuerpo fijo

(1) Sea K un cuerpo y H un subconjunto de Aut (K). Demostrar que el
conjunto formado por los elementos de K que quedan invariantes por todos
los elementos de H es un subcuerpo de K.

(2) Si K1 C K2 C K son subcuerpos de K, demostrar que Aut (K/Ks3) C
Aut (K/Kq).

(3) Sea K un cuerpo y H un subgrupo de Aut (K). Al subcuerpo de F
formado por los elementos que quedan fijos por todos los elementos de H se
llama subcuerpo fijo de H.

Si Hy < Hy < Aut (K) son dos subgrupos de automorfismos con subcuerpos
fijos asociados F; y F5 respectivamente, demostrar que Fo C Fj.

(4) Determinar el cuerpo fijo de H = Aut (Q(v2)) .

(5) Determinar el cuerpo fijo de H = Aut (Q(v/2)) .

Solucién. (1) Sea F = {z € K : 7(z) = x V7 € H}. Veamos que F es
subcuerpo de K. Tenemos 7(0) = 0 para todo 7 € H es decir, 0 € F. Para
todo z,y € F' y para todo 7 € H tenemos 7(x —y) = 7(z) —7(y) =z —y
luego = — y € F. Hemos demostrado que (F,+) es subgrupo de (K, +). Por
otra parte tenemos 7(1) = 1 para todo 7 € H es decir, 1 € F. Para todo
z,y € F — {0} y para todo 7 € H tenemos 7(xy~ ') = 7(2)7(y) ! = ay~!
luego zy~! € F — {0}. Hemos demostrado que (F — {0},-) es subgrupo de
(K —{0},-). Concluimos que F' es subcuerpo de K.

(2) Si 7 € Aut(K/Kjy), entonces 7(x) = z para todo x € Ky y como
K; C Ko, también 7(x) = z para todo x € Kj. Es decir, 7 € Aut (K/K7) .
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(3) Si z € F;, entonces es anulado por todo automorfismo de Hs y como
Hy C H,, también es anulado por todo automorfismo de Hi. Es decir,
x € Fy.

(4) En este caso, H = Aut (K) y segun vimos en el problema H =
Aut (Q(v2)) = {id, o} con o(a + bv2) = a — by/2. El cuerpo fijo K de H
est4 formado por los elementos a + byv/2 de Q(v/2) que quedan fijos por id y
o, es decir

id(a 4 bV2) = a +bV?2,
o(a+bv2) =a—bvV2 =a+bV2,

que ocurre para b = 0. Por tanto, el cuerpo fijo de Aut (Q(\f)) s Q.
(5) En este caso, H = Aut (K) y segin vimos en el problema -
Aut (Q(v/2)) = {id}. La identidad deja fijo todo elemento de Q(v/2) po

tanto, el cuerpo fijo de Aut (Q(\f)) es Q(V/2).

208. Isomorfismo C* = R.; x R/Z

Sean C* el grupo multiplicativo de los niimeros complejos, R~ el grupo
multiplicativo de los nimeros reales postitivos y el grupo cociente R/Z.
Demostrar que C* =2 Ry x R/Z.

Solucién. Veamos previamente que R/Z es isomorfo al grupo multiplicativo
D = {eit 0<t< 277} de los nimeros complejos de médulo 1. En efecto,
la aplicaciéon f : R — D dada por f(t) = > es homomorfismo entre los
grupos (R, +) y (D, ) pues para todo t,s € R:

f(t + 8) _ €27ri(t-i—s) — 2mit 2mis _ f(t)f(s)

El ntcleo de f es ker f = Z y por un conocido teorema de isomorfia, R/Z =
Im f = D. El problema se reduce pues a demostrar que C* =2 Ry x D. Para
todo z € C* definimos

O:C*" > Ryox D, ®(z)= (]z| H)

Esta aplicacion es homomorfismo de grupos. En efecto, para todo z,w € C* :

o) = (1l 25 ) = (1 5 ) - (1wl ) = #6) -0

Sunicleo esker ® = {z € C* : &(2) = (1,1)} = {1} y por tanto es inyectiva.
Todo elemento de R x D es de la forma (r,e) con r» > 0 y se verifica
(r,e) = ®(re'). El homomorfismo ® es biyectivo, y por tanto C* = R~ x
R/Z.
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209. Regiones determinadas por n rectas del plano

Demostrar por induccién que n rectas del plano dos a dos no paralelas
y tales que ninguna terna pasa por un punto comun divide al plano en
R, = (n% + n + 2)/2 regiones.

Solucién. Paso base. La férmula es cierta para n = 1 pues obtenemos
Ry = (12 4+ 1+2)/2 = 2 regiones.

Paso de induccion. Sea la férmula cierta para n. Cada vez que se anade
una recta a las n existentes obtenemos n intersecciones y anadimos n + 1
regiones. En consecuencia,

2

Rm_l:Rn—i-n—i-l:%m—i—n—i—l

n?+3n+4 (n+1)2+(n+1)+2

B 2 B 2
y por tanto la formula es cierta para n + 1.
Nota. A partir del razonamiento de inducciéon podriamos haber deducido
la formula que da el enunciado. En efecto, de un sencillo andlisis grafico
deducimos que Ry =2, Ro =2+2, R3=24+2+3, Ry =2+2+3+4,...
y por tanto,

R,=24+2+34+4+...+n=1+(1+24+3+4+...+n)

nin+1) n®>+n+2

-1 —
+ 2 2

210. Subespacios invariantes (I)

A un endomorfismo de un espacio vectorial V' también se le llama ope-
rador. Si V un espacio vectorial, T' : V' — V un endomorfismo y W un
subespacio de V se dice que W es invariante por T o que W es T— inva-
riante si T(W) C W es decir, si para todo x € W se verifica T'(z) € W. Es
claro que todo subespacio W que sea T'— invariante induce un endomorfismo
T :W — W dado por T'(w) = T(w).

1. Se considera el endomorfismo 7' : R? — R? dado por

1 1 0 0 T
T| a2 | =0 1 0 T9
T3 3 —5 2 T3

Demostrar el subespacio W de ecuacion cartesiana 3x1 — 5zg + x3 = 0 es
T— invariante.
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2. Demostrar que la interseccién de cualquier coleccién de subespacios de V'
que son T'— invariantes, también es T'— invariante.

3. Demostrar que todo subespacio de V' es invariante por los operadores [
y 0 (operadores identidad y nulo).

4. Sea W subespacio de V invariante por los operadores 11,15 : V. — V.
Demostrar que también es invariante por los operadores 11 + 15 y 11 o T5.
5. Sea V un espacio vectorial y T : V' — V un endomorfismo. Demostrar
que los siguientes subespacios son invariantes por 7' :

(a) {0}. () V. (c¢) kerT. (d)ImT.

Solucién. 1. En efecto, cualquier vector = (o, o, a3)’ de W satisface
3a1 — bag + ag = 0 y su transformado es

1 0 O o1 aq
T(x)=10 1 0 ay | = o
3 —5H 2 as 3a1 — bag + 203

El vector T'(z) pertenece a W pues satisface la ecuacién de W :
30&1—50&2—}—(30&1 —50424—2043) :2(3a1 —50&24—0&3) =2-0=0.

2. Sea {W; : i € I} una coleccién de subespacios de V' que son T— inva-
riantes. Si x € ﬂiel W; entonces x € W; para todo i € I. Como W; es T—
invariante, se verifica T'(x) € W; para todo i € Wj, por tanto T'(z) € (;,c; Wi
luego (;c; Wi es T'— invariante.

3. Si W es subespacio de V entonces, si x € W se verifica I[(z) =x € Wy
0(x) =0 € W y por tanto W es invariante por [ y O.

4. Tenemos

reW = Ti(x) e WATy(z) e W
~~
W es T1,T5 inv.

= (Tl + TQ)(LL‘) = Tl(l‘) + Tg(iﬂ) ew
W es subesp.

y por tanto W es invariante por 17 + T5. Por otra parte,

zeW = To(x) e W = (Th o To)(x) = Th[Ta(x)] € W
W es Ts inv. W es Ty inv.

y por tanto W es invariante por T} o T5.
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5. (a) Se verifica T'(0) = 0 € {0} por tanto, {0} es invariante por T.

(b) Para todo = € V tenemos T'(z) € V, luego V es invariante por 7.

(¢) Si z € ker T entonces T'(z) = 0. Pero 0 € ker T" pues ker T es subespacio
de V. Es decir, ker T' es invariante por T.

(d) Para todo = € Im T se verifica T'(x) € Im T por la definicién de imagen
por tanto, Im T es invariante por 7.

211. Subespacios invariantes (II)

1. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que

(1) Si v € V es vector propio no nulo de T' entonces, el subespacio L[v]
generado por v es T— invariante.

(7) Reciprocamente, supongamos que W es un subespacio de dimensién 1
generado por el vector no nulo v, es decir W = L[v]. Entonces, v es vector
propio de T’

2. Determinar los subespacios invariantes del endomorfismo 7' : R? — R?

SR

3. Determinar los subespacios invariantes de

T T _ 2 —4 I :
xI9 5 —2 xI9
visto como (a) Un operador T : R? — R2. (b) Un operador T : C? — C2.
4. Demostrar que todo subespacio propio V) de V es invariante por 7.
5. Sea V' un R-espacio vectorial de dimension n > 1 e impar. Demostrar que

cualquier operador sobre V' tiene un subespacio invariante distinto de {0} y
de V.

Solucién. 1. (i) Por ser v vector propio de T, existe A € K tal que T'(v) =
Av. Entonces,

z€Lpl=3FaeK : z=av=T(z)=T(aw)
= aT(v) = a(l) = (a\)v = T(x) € L[v]
es decir, L[v] es T— invariante.

(11) Como L[v] es invariante y v € L[v| se verifica T'(v) € L[v] y por tanto
existe A € K tal que T'(v) = Av. Es decir, v es vector propio de T

2. El tnico subespacio invariante de dimensién 0 es el {0} y el tnico de
dimensién 2 es R?. Valores propios de T*:

2— X 2‘

X(/\)—’ 1 3_)\:/\2—5)\+4:0<:>)\:4\/)\:1(simples).
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Subespacios propios:

| 2214+ 229=0 | x14+2x9=0
V;L_{ T1—x0=0 "~ Vl_{$1+2$2:0.
Al ser A = 4 valor propio simple, dim V; = 1 y una base de Vj es {(1,1)}.
Anélogamente la dimensién de V; es 1 y y una base de V; es {(—2,1)'}.
Los subespacios T— invariantes de dimensién 1 son exactamente L[(1,1)!] y
L((~2,1)].

3. (a) El tnico subespacio invariante de dimensién 0 es el {0} y el tinico de
dimensién 2 es R2. Valores propios de T*:

IR U L
X(A)_‘ - _2_)\‘_/\ +16=0< A=+4i ¢ R.

No existen vectores propios no nulos por tanto, no hay subespacios invarian-
tes de dimension 1.

(b) El tnico subespacio invariante de dimensién 0 es el {0} y el tnico de
dimensién 2 es C2. Subespacios propios:

Vi = (2—4i)xry — 422 =0 Vo= (24 4i)xy —422=0
V=52 4+ (=2 — 4wy =07 % T 152y + (=2 + 4i)2z9 = 0.
Al ser A = 4i¢ valor propio simple, dimVy; = 1 y una base de Vj; es

{(2,1 — 2i)*}. Anédlogamente la dimensién de V_y4 es 1 y y una base de
V_4; es {(2,1 4 2i)'}. Los subespacios T— invariantes de dimensién 1 son
exactamente L[(2,1 — 2i)'] y L[(2,1 + 24)"].

4. Si z € V) entonces T'(z) = Az. Pero Az € V) por ser V) subespacio. Es
decir T'(z) € V) luego V) es T'— invariante.

5. El polinomio caracteristico x(t) € R[t] de T es de grado n impar, en
consecuencia tiene al memos una raiz real \. Si V) es el subespacio propio
asociado al valor propio A se verifica 1 < dimV), < n. Si dimV) < n,
V) es subespacio T— invariante distinto de {0} y de V, y la propiedad ya
estd demostrada. Si dim V), = n entonces, T es diagonalizable con matriz
diagonal D = AI y por tanto T' = Al. Pero en este caso cualquier subespacio
W de V es invariante. En efecto, si w € W se verifica

T(w) = (A)(w) = A(w) = w € W,

lo cual también demuestra la propiedad
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212. Subespacios invariantes (III)

(1) Sean V espacio vectorial sobre el cuerpo K, T : V' — V un endomorfismo
y f(t) € K[t]. Demostrar que ker f(T') es un subspacio T— invariante.

(2) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y W es un subespacio
invariante por un operador T : V. — V. Demostrar que T tiene una repre-

B .
0 C] en donde A es una representacién

matricial de la restriccién 7' de T a W.
(3) Se considera el endomorfismo 7' : R? — R3 dado por

sentacion matricial por bloques [

T 1 -3 3| |z
Tyl =13 =5 3| |y
z 6 —6 4| |z

(a) Demostrar que el subespacio W = L[(1,1,2)!] es T— invariante.
(b) Encontrar a partir de W una representacién matricial de T' de la

forma
A B
0 C|°

(4) Sea T': V' — V un endomorfismo con dim V' finita y W un subespacio
T— invariante. Demostrar que el polinomio minimo de la restriccién T de T’
a W divide al polinomio minimo de 7.

Solucién. (1) Sea x € ker f(T), es decir f(T)(x) = 0. Tenemos que demos-
trar que T'(x) € ker f(T') es decir, que f(T)(T(z)) = ( (T)oT)(x) = 0. Pero
al ser f(t)t = tf(t), se verifica f(T)oT =T o f(T). Entonces,

(f(T) o T)(x) = (T'o f(T))(x) = T(f(T)(x)) = T(0) = 0.

(2) Sea W un subespacio T— invariante y By = {e1,...,e,} una de sus
bases. Por el teorema de la base incompleta, podemos encontrar una base de
V delaforma By = {e1,...,er, €41, ...,e,}. Dado que W es T'— invariante,
se verifica

T(e1) =aner+ ...+ are,

T(e;) = arie1 + ...+ aprey
T(€r+1) =ary11€1+ ...+ arp1p6r + ...+ Qryinen

T(en) = ani€1+ ...+ anrer + ...+ annen.
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con los a;; escalares. Transponiendo coeficientes, obtenemos que la matriz

de T en By es de la forma {gl g} en donde

ail ar

alr Qpy
es la matriz de T : W — W.

(3) (a) Todo vector de W es de la forma (o, o, 2a)t y

« 1 -3 3 « 4oy 1
T|la|=13 -5 3| |a|=|4a| =4a |1] € L](1,1,2)"]
2a 6 —6 4| |2« 8

por tanto, W es un subespacio T'— invariante. (b) Una base de W es By =
{(1,2,2)!} y una de R? es

Bgs = {(1,2,2)",(0,1,0),(0,0,1)"}.

Los transformados por 1" de los elementos de Bps son:

1 1 -3 3] [1 A7 1 0 0
T|1| =13 =5 3| 1| =|4| =4|1| +0|1]| +0]0],
2 6 —6 4] |2 8] 2 0 1
0 1 -3 3] [0 —3] 1 0 0
T|1| =13 -5 3| |1| =|-5|=-3|1] —2|1]| +0
0 6 —6 4] |0 —6 2 0
0 1 -3 3] [0 3] 1 0 0
Tlo| =13 -5 3| |o] =[3|=3|1]|+0]|1] =2]0
1 6 —6 4| [1 4] 2 0 1

Trasponiendo coeficientes obtenemos la matriz de 1" en la base Bps :

4
0
0

-3
-2
0

3
0
-2

b
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(4) Es claro que si K es el cuerpo de los escalares y f(t) € K]|t], se verifica
F(T)(w) = f(T)(w) para todo w € W. Si u(t) es el polinomio miimo de 7,
entonces A

w(T)(w) = w(T)(w) =0(w) =0 Vw e W.

Es decir, T' es un cero de p(t). El polinomio minimo de un operador divide
a todo polinomio que anula al operador, por tanto el polinomio minimo de
T divide a pu(t).

213. Todo grupo de orden primo es ciclico

(a) Sea G un grupo tal que |G| = p primo. Demostrar que G es ciclico.
(b) Determinar todos los grupos de érdenes n =1,2,3,5,7.

Solucién. (a) Como |G| = p > 2, el grupo tiene més de un elemento. Sea
g € G con g # e (e elemento neutro de GG). Entonces, el subgrupo (g) de G
contiene mas de un elemento, y por el teorema de Lagrange |(g)| divide a p.
Como p es primo, ha de ser necesariamente |(g)| = p = |G| lo cual implica
que G = (g). De esta manera, G estd generado por g, lo cual implica que G
es grupo ciclico.

(b) Trivialmente, sélo existe un grupo de un elemento: {e} (el formado por
el elemento neutro). Por el apartado anterior, si p € {2,3,5,7} entonces
todos los grupos de orden p son isomorfos al ser ciclicos. En consecuencia,
los tnicos grupos de érdenes 1,2, 3,5, 7 son respectivamente {e}, Zs, Zs, Zs,
Z.

214. Grupos de orden 4

En este problema se demuestra que sélo existen dos grupos de orden 4 :
Z4y Zo X Zy (grupo de Klein).
1. Demostrar que en Zo X Zs el simétrico de cada elemento coincide con el
propio elemento.
2. Demostrar que Zs X Zs no es ciclico.
3. Demostrar que Z4 no es isomorfo a Zo X Zso.
Nota. Esto garantiza que existen al menos dos grupos de orden 4.
4. Demostrar que todo grupo de orden 4 es o bien isomorfo a Z,4, o bien a
Zo X Zo. Concluir.

Solucién. 1. Tenemos Zy x Zy = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} y se cumple
(0,0) 4 (0,0) = (0,0),  (1,0) + (1,0) = (0,0),

(0,1) +(0,1) =(0,0), (1,1)+(1,1)=(1,1),
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lo cual implica que
_(070) = (070)7 _(170) = (170)7 _(07 1) = (07 1)7 _(171) = (17 1)7

es decir el simétrico de cada elemento coincide con el propio elemento.
2. El elemento neutro es de orden 1 y se cumple

(1,0) + (1,0) = (0,0), (0,1) 4+ (0,1) = (0,0), (1,1) + (1,1) = (0,0)

es decir, los restantes elementos son de orden 2, por tanto Zs X Zs no es
ciclico.

3. Trivialmente el grupo Z,4 es ciclico y por el apartado anterior Zsg X Zsg no
lo es, en consecuencia no pueden ser isomorfos.

4. Sea GG un grupo de orden 4. Analizaremos dos casos.

Caso 1: G tiene un elemento de orden 4. En este caso, G es ciclico y por
tanto isomorfo a Zjy.

Caso 2: G no tiene elementos de orden 4. Veamos que en este caso, G
es isomorfo al grupo de Klein Zg x Zy. Sea G = {e, a, b, ¢} con e el elemento
neutro de G. Como el orden de todo elemento divide al orden del grupo, se
verifica necesariamente

ord (e) =1, ord (a) = ord (b) = ord (c) = 2.

Se verifica ab = ¢. En efecto, si fuera ab = e entonces a = b~!. Pero al ser
b%? = e tenemos b = b~ lo cual implicaria a = b (absurdo). Si fuera ab = a
entonces, b = e (absurdo). Andlogamente ab = b implicaria a = e (absurdo).
Cambiado los papeles de a, b, y ¢, el razonamiento anterior demuestra que
el producto de cualquier par de elementos distintos de {a, b, c} es el tercero.
En consecuencia, las tabla de Cayley de G y de Zo X Zs son

e a b c +1(0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
ele a b ¢ (0,0) | (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
ala e ¢ b (1,0) | (1,0) (0,0) (1,1) (0,1)
blb ¢ e a (0,1) | (0,1) (1,1) (0,0) (1,0)
cle b a e (1,1) | (1,1) (0,1) (1,0) (0,0)

La aplicacién f : G — Zo X Zs dada por

fle) =(0,0), fa) = (1,0), f(b) = (0,1), f(¢) = (1,1)

es claramente un isomorfismo. Concluimos que sélo existen dos grupos de
orden 4 : Zy y Zo X Zo.
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215. Grupos de orden n =6

En esta monografia, demostramos que sélo existen dos grupos de orden
6:%Z¢y Ss.

1. Lema. Todo grupo de orden par tiene algin elemento de orden 2.

Demostracion. Sea G el grupo dado y para cada elemento de G consideremos
el conjunto {g, g~ '}. Este conjunto tiene dos elementos si g # ¢~! y un tnico
elemento si g = g~!. Entonces,

Gl =2|{{gg'}:g#g '} +|{seG:g=9""}.

Como |G| es par y el primer sumando del segundo miembro también, el
cardinal de {g € G : g = g~} ha de ser también par. Como el neutro
e€{g€G:g=g '} ha de existir un e # g € G tal que g = g™, es decir
g% = e y por tanto tal elemento ¢ es de orden 2. ]

2. Teorema. Sea GG un grupo abeliano de orden 6. Entonces, G es isomorfo
a ZG-

Demostracion. Supongamos que todos los elemento de G distintos del neutro
e fueran de orden 2. Elijamos dos elementos distintos x,y € G y ambos
distintos de e. Es inmediato comprobar que {e,x,y,xzy} es subgrupo de G
de orden 4, lo cual es absurdo por el teorema de Lagrange. En consecuencia,
algtin elemento de G tiene orden 3 o 6.

Si algin elemento tiene orden 6 entonces G es ciclico, luego G = Zg. Si
G tiene un elemento = de orden 3, también tiene otro y de orden 2 (por el
lema [I)). Entonces,

(zy)° = 2595 = ee = e,
(zy)? = 2?2y =a?e=a? #e,
3
(zy)’ =P’ =ey=y#e
Es decir, G es de nuevo ciclico con lo cual G = Zg. [
3. Lema. Sea GG un grupo finito en el que todo elemento distinto del neutro
tiene orden 2. Entonces, GG es conmutativo.

Demostracion. Sean x,y € G. Entonces, 72 = e, y> = e, (zy)? = e. Por

tanto, zy = (vy) ! =y to7! = yz. O

4. Teorema. Sea G un grupo de orden 6 no conmutativo. Entonces, G es
isomorfo al grupo simétrico Ss.
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Demostracion. Primeramente veamos que G tiene algiin elemento de orden
2 y alguno de orden 3. Efectivamente, al ser G no conmutativo, no es ciclico
y por tanto no existen elementos de orden 6. Por el lema [I} existe algin
elemento de orden 2. Si todos los elementos distintos del neutro tuvieran
orden 2 entonces, por el 1ema G serfa conmutativo (absurdo). Existe pues
en GG algun elemento de orden 3.

Sea x un elemento de G de orden 2 e y uno de orden 3. Sea el subgrupo
de G dado por H = (z) = {e, xz}. Existen por tanto tres clases adjuntas por
la izquierda y se verifica

ye l=y¢H vyel=y’"¢H yy'=y¢H,

luego dichas clases adjuntas son H,yH,y?>H. Para cada g € G definamos la
aplicacién

fo  {H,yH,y*H} — {H,yH,y*H}, f,(zH) = gzH.

Se verifica (f,-10 fg) (zH) = fo—1 (fo(zH)) = f,-1(9zH) = g7 'gzH =
zH =id (zH) , por tanto f,-10 f, = id, lo cual implica que cada f, es biyec-
tiva, es decir una permutacién de {H,yH,y?H}. Denotando a H,yH,y*>H
por 1,2, 3 respectivamente podemos ver cada f; como un elemento de S3 y
tenemos definida la aplicacién

F:G— S5, F(g9)=f,
La aplicacién F' es un homomorfismo de grupos. En efecto,

(fgr © fgo) (RH) = fg, (fg.(zH)) = fg, (922H)

= g1922H = (9192) zH = fy,4,(zH),

luego fgigo = fg1 © fgo O de forma equivalente F' (g1g2) = F (g1) o F (g2).
Dado que G y S35 son grupos finitos y del mismo orden, para demostrar que
F' es biyectiva bastard demostrar que es inyectiva o sobreyectiva. Veamos
que es sobreyectiva.

Consideremos F(y) = f,. Tenemos

fy(H)=yH, f,(yH)=y*H, f,(y*H)=y*H=eH=H.

Es decir, la permutacién f, permuta H,yH, y?’H en yH,y>H, H, o bien en
la notacién usada es la permutacién (2 3 1). Inmediatamente comprobamos
que (231)2=(312)y (231)® =(123) lo cual implica que la imagen de
F' contiene un elemento de orden 3.

Veamos que la permutacién F(z) = f, es una transposicién es decir,
un elemento de la imagen de F' orden 2. Como z € H se verifica f,(H) =
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xH. Al ser f, una permutacién, si demostramos que f.(yH) = y>H ya
estard demostrado que f, es una transposicién. Por reduccién al absurdo,
veamos que no puede ocurrir f,(yH) = yH. En efecto,

fe(yH) = yH < xyH = xH < {zy,zyx} = {y,yr}.

La tltima igualdad sdlo puede ocurrir si xy = y o si 2y = yx. Si zy = y
entonces © = e (absurdo). Si xy = yz, entonces x e y conmutan y al ser
2 y 3 coprimos, por una conocida propiedad zy tendria orden 2 -3 = 6. El
grupo G seria ciclico (absurdo pues G no es abeliano). Entonces, Im G es
subgrupo de G y contiene un elemento de ordem 3 y otro de orden 2. Por
el teorema de Lagrange, Im G ha de tener orden 6 y por tanto Im G = Ss.
Hemos demostrado pues que G = Ss. O

5. Corolario. Sélo existen dos grupos G de orden 6 : Zg (si G es conmuta-
tivo) y S3 (si G no es conmutativo).

216. Derivada de un campo escalar respecto de
uno vectorial

Definimos el concepto de derivada de un campo escalar respecto de uno
vectorial y demostramos algunas de sus propiedades.

1. Definicién. Sea M C R™ un conjunto abierto, F' : M — R un campo
escalar de clase > 2 en M y v : M — R" un campo vectorial de clase > 1
en M. Se llama derivada del campo escalar F' respecto del campo vectorial v
y se representa por L, F, al campo escalar

L,F:M — R, L,F(zx)=(VF(z),v(x)).
Es decir, si = (21,...,2,) y v = (v1,...,vy,), entonces,

L,F(x) = gfl(x)vl () +...+ gil(x)vn(:c)

Es claro que la derivada de un campo escalar respecto de uno vectorial es
una funcién al menos de clase 1.

2. Teorema. Sean M C R" un conjunto abierto, F, G : M — R dos campos
escalares de clase al menos 2 y v,w : M — R”" dos campos vectoriales de
clase al menos 1. La derivada de un campo escalar respecto de uno vectorial
satisface las propiedades:

(1) Ly(F+G)=L,F+ L,G.

(2) Ly(F-G)=L,F-G+ F-L,G.

(3) v+wF L,F + L,F.

(4) (Lra)(G) = (F-L)(G).
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Demostracion. (1) Para todo z € M tenemos:
Ly(F + G)(x) = (V(F + G)(x),v(x))
= (VF(z) + VG(x),v(z))
= (VE(z),v(z)) + (VG(2), v(z))
= L,F(z)+ L,G(z
= (L, F + L,G)(x)
es decir, L,(F + G) = L,F + L,G.
(2) Para todo z € M tenemos:

Ly(F - G)(z) = (V(F - G)(2),v(z))
= (VF(z) - G(z) + F(z) - VG(2),v(2))

);
)

= (VF(z) - G(x),v(z)) + (F(z) - VG(x),v(x))
= (VF(2),v(x)) - G(z) + F(x) - (VG(2), v(x))
= LyF(z) - G(z) + F(z) - L,G(x)
= (L, F' -G+ F - L,G)(x)

y por tanto, L,F' -G+ F - L,G.
(3) Para todo x € M tenemos:

Fx) = (VF(z), (v + w)(x))
= (VF(2),v(z) + w(z))
F(a

v+w

=(V )) +(VE(z), w(z))

v(z
oF(2) + Ly F ()

);
L
= (LoF + Ly F)()

en consecuencia, L, F + L, F.
Para todo x € M se verifica

es decir, (Lp.,)(G) = (F - Ly)(G). O
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217. Conjunto ordenado de las cortaduras de De-
dekind

Definimos las cortaduras de Dedekind y establecemos entre ellas un orden
total que extiende al usual de los racionales y en el que se verifica el axioma
del supremo.

1. Definicién. Sea r un subconjunto de Q. Se dice que r es una cortadura
de Dedekind si se verifican las condiciones

(D1) 0#r#Q.
(D2) per NqgeQ ANg<p=gqEr.
(D3) Vperdger:p<gq.

Es decir, una cortadura de Dedekind es cualquier subconjunto de nime-
ros racionales que contiene algtin niimero racional pero no todos, que cada
nimero racional que estd en el conjunto es menor que cualquiera que no
esté en el conjunto y que no contiene maximo.

2. Observacién. Notese que si r es cortadura de Dedekind, entonces p €
rANqeQ\r=p<aq

3. Definicién. A cualquier cortadura de Dedekind la llamamos ntimero real
y al conjunto de todos los nimeros reales lo denotamos por R. Es decir,

R = {r : r es cortadura de Dedekind}.

4. Notacidn. Si ¢ € Q es claro que q* = {z € Q: < ¢} es un cortadura
de Dedekind y denotamos Qg al conjunto Qg = {q* : ¢ € Q}.

5. Teorema. La aplicacién f: Q — Qr dada por f(q) = q* es biyectiva.

Demostracion. Si f(p) = f(q), entonces p* = q*. Esto implica que p = q.
En efecto, si fuera p < ¢ eligiendo el racional r = (p + ¢)/2 tendriamos
p<r<gqconlocual r € q*yr¢p*locual contradice p* = q*. Anédlogo
razonamiento si ¢ < p. Concluimos que f es inyectiva. La aplicacién f es
trivialmente sobreyectiva por construccién. O

Podemos por tanto considerar Qr como una copia natural de Q en R.

6. Teorema. La relacion binaria en R dada porr <g s < r C s es de
orden.

Demostracion. Para todo r € R se verifica r C r, por tanto r <g r. Si
r<gsys<grentoncesr CsysCrconlocualr=s.Sir<gsys<gt
entoncesr Csys Ct conlocual r Cty por tantor <p t. O
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7. Teorema. Para cada par r,s € R se verifica una y sélo una de las
relaciones: r = s, r <g s, s <g r. Es decir, la relacién <p es de orden total
en R.

Demostracion. Sea r # s. Entonces, o bien existe ¢ € r tal que ¢ ¢ s o bien
existe g € s tal que g ¢ r. Supongamos que ocurre lo primero. Como ¢ € r,
todos los racionales menores que ¢ estan contenidos en r. Como ¢ ¢ s, todos
los racionales en s son menores que g lo cual implica que s C r. Es decir,
s <g r. De manera andloga se demuestra que si existe ¢ € s tal que ¢ ¢ r
entonces r <p s. ]

Sip,q € Q es claro que p < ¢ es equivalente a p* <g q* lo cual implica
que el orden en QQ es el mismo que en su copia Qg.

8. Conclusién. El conjunto R de los ntimeros reales (o cortaduras de De-
dekind) es un conjunto totalmente ordenado por la relacién r <g s < r Cs
y la restriccién de éste orden a la copia Qr de Q en R es el mismo que el
orden natural en Q.

9. Teorema (Axioma del supremo). Todo subconjunto no vacio de
numeros reales y acotado superiormente, tiene supremo.

Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de R y s una cota superior
de A. Definimos t = |, 4 r. Veamos que t es una cortadura de Dedekind.

(D1) Como A # 0, existe rg € A. Al ser rg # ) y vy C t, se verifica
t # (). Por otra parte, como s # Q y s es cota superior de A, tenemos r C s
para todo r € Ay por tanto t = (.., r C s con lo cual t # Q.

(D2) Sea p € t. Entonces, p € r1 para alguna r; € A. Si ¢ < p, entonces
q € ri, con lo cual q € t.

(D3) Sea p € t y elijamos r € ry tal que r > p. Como r; C t, se verifica
r € t.

Veamos que t es extremo superior de A. En efecto, es claro que r <g t
para toda r € A, por tanto, t es cota superior de A. Supongamos que una
cortadura u satisface u <g t. Entonces, existe ¢ € t con ¢ ¢ u. Como ¢ € t,
ha de cumplirse ¢ € r para alguna r € A. Entonces, u <g r con lo cual, u
no es cota de A. Concluimos que t = sup A. O

218. Suma de cortaduras de Dedekind

Vamos a definir una operaciéon suma en el conjunto de las cortaduras de
Dedekind que le dotan de estructura de grupo abeliano y que contiene como
subgrupo al grupo aditivo de los racionales.
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1. Definicién. Sean r,s € R. Se define la suma +r de r y s como
r+rs={p+q:peEr,qcs}

2. Teorema. La operacién +p es cerrada en R, es decir r +r s es una
cortadura de Dedekind.

Demostracion. (D1) Por ser r,s cortaduras existe p € r y existe ¢ € s con
lo cual p+q € r+g s es decir, r +g s # (). Por ser r,s cortaduras existen a, b
racionales tales que a > p para todo p € r y b > ¢ para todo ¢ € s. Entonces,
a+b>p+ q paratodo p € r y para todo ¢ € s luego a +b ¢ r +g s. Por
tanto, r +r s # Q.

(D2) Seap €r+gs. Entonces, p=r+sconr eryses.Sig<p
entonces ¢ — s < 1y por tanto ¢ — s € r. Tenemos ¢ = (¢ — s) + s con lo cual
qeEr+rs.

(D3) Sea p+q es un elemento der+gs conp €ry g € s. Existen u € r
y v € s tales que p<uyq<wv. Entonces, p+v<u+veEr+gs. ]

3. Teorema. La operacién +g en R es asociativa.

Demostracion. Seanr,s,t € R. Sia € (r+grs)+grt entonces a = p + g con
peEr+rsyqe€t. Perop=p 4+ p2 con p; €Ery py €s. Por la propiedad
asociativa de la suma en Q,

a={p1+p)+tg=p+(p2+q cr+r(s+rt)

es decir, (r +g s) +r t C r +g (s +r t). De manera aniloga se demuestra
que r+p (s+rt) C (r+rs)+r t lo cual prueba la propiedad asociativa de
+Rr. O

4. Teorema. La operacion +g en R es conmutativa.

Demostracion. Para todo r,s € R y al ser la suma en Q es conmutativa,
r+rs={p+q:per,ges}={q+p:qEs,pEr}=s+gr. O

5. Teorema. La cortadura 0* = {z € Q : < 0} satisface r +g 0* = r para
todo r € R.

Demostracion. Si a € r +g 0%, entonces a = p+zconp €ry x < 0 es
decir, a < p y por tanto a € r. Si a € r existe g € r tal que a < ¢q. Entonces,
a=gq+(a—q)yalsera—q<0 se verifica que a € r +p 0*. Concluimos
quer+g 0* =r. O
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6. Definicién. Sir € R, se define —r:={g€Q:3p >qgcon —p e Q\r}.
De forma equivalente, —r = {¢ € Q : 3z € Q¢ con —q —x ¢ r}. Es
decir, algiin nimero racional méas pequeno que —¢ no esta en r.

7. Teorema. Sir € R, entonces —r es una cortadura de Dedekind.

Demostracion. (D1) Seaq € ry s € Q tal que s > —q. Entonces, —s < ¢ con
lo cual —s € r y por tanto —q ¢ —r. Es decir, —r # Q. Sea ahora u € Q\ r.
Dado que —u > —u—1y —(—u) = u € Q\ r, se verifica —u—1 € —r. Es
decir, —r # ().

(D2) Si ¢ € —r, entonces existe p racional con p > qy —p € r. Si ¢ es
racional con ¢’ < ¢, entonces p > ¢’ con —p ¢ r, luego ¢’ € —r.

(D3) Seaq € —ryxz € Qso tal que —¢ —z ¢ r. Sea t = ¢+ (x/2).
Entonces, t > qy —t — (¢/2) = —¢ — x ¢ r con lo cual, t € —r. O

8. Teorema. Para todo r € R se verifica r +g (—r) = 0*.

Demostracion. Sean ¢; € vy g2 € —r. Existe € Q¢ tal que —¢ga — = ¢ r.
Entonces, —g2 > —g2 — x lo cual implica que —¢y ¢ r, con lo cual —g2 > ¢ 0
bien q1+¢2 < 0. Es decir, g14+¢1 € 0*. Hemos demostrado que r+g(—r) C 0*.
Sea ahora a € 0*. Entonces, b = —a/2 > 0. Por la propiedad arquimediana
de Q, existe un entero n tal que nb e ry (n+1)b ¢ r. Sic = —(n+2)b
entonces, ¢ € —r pues —c — b = (n 4 1)b ¢ r. Podemos por tanto escribir,

nb + ¢ =nb—(n+2)b=-2b=a
€r €—r

en consecuencia, 0 C r +p (—r). O

De los teoremas anteriores deducimos el siguiente corolario:
9. Corolario. (R, +g) es un grupo abeliano.

10. Teorema. La aplicacién ¢ : Q — R dada por

pl@)=a"={reQ:z<q}
es homomorfismo entre los grupos (Q,+) y (R, 4+g) .

Demostracion. Para todo g1, g2 € Q tenemos que demostrar que ¢(q1+¢q2) =
©(q1) + p(q2). Si z € v(q1 + q2), entonces x < ¢q1 + ¢2. Elijamos ¢ tal que
2t = q1 +q2 —x, con locual t > 0. Sean ¢} = q1 —ty ¢4 = g2 — t. Se
verifica ¢} € o(q1) v ¢4 € p(q2) v ademds = = ¢} + ¢4 o cual implica que
z € (q1) + »(g2)-

Sea ahora x € ¢(q1) + ¢(g2). Entonces x = u+v con u < g1 y v < qa,
luego = < ¢1 + g2 lo cual implica que x € ¢(q1 + ¢2) ]
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Segun el teorema [o} la aplicacion ¢ es biyectiva. Entonces, ¢ : Q — Qg
es isomorfismo con lo cual, la estructura del grupo aditivo Q se traslada da
a su copia Qgr. Obtenemos el siguiente corolario:

11. Corolario. El grupo aditivo de los racionales es subgrupo del grupo
aditivo de los reales.

219. Ecuacion cubica

Estudiamos el método de resolucién de la ecuacion de tercer grado o
cubica.

1. Definicion. Se llama ecuacién cubica o de tercer grado a toda ecuacién
de la forma
23 +ar? +br+c¢=0, (a,b,ceC).

2. Teorema. La sustitucién = = y — a/3 transforma la ecuacién de tercer
grado 23 4 ax? + bz +c =0, (a,b,c € C) en una ecuacién equivalente de la
forma

v +py+q=0, pgeC.

Demostracion. Tenemos

-5)" vl g b(o-3) oo

@y3—ay2+a—2y—a—3+ay2—%y+a—3+by—a—by+c:0.
3 27 3 9 3
Los términos de segundo grado se cancelan, en consecuencia la ecuacion
anterior es de la forma 3% + py + ¢ = 0. O

3. Nota. El teorema anterior reduce el calculo de las soluciones de la ecua-
cién ctbica al calculo de las soluciones de la ecuacién z3 + pxr + g = 0,
p,q €C.

4. Teorema. Sea la ecuacion
(E) : 23+ pr+q=0con p,q e C.

Entonces, 1) Las soluciones de esta ecuacién son

2 3 2 3

_ ¢4 @ _ g9 JT P

x_\/2+\/4+27+\/2 Viitar
a 5
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siempre y cuando aff = —p/3.
2) Sean 1, ¢, €? las raices ciibicas de la unidad, es decir

—1+V3i 5, —1-/3i
E= —, =

1, €
2 2
Supongamos que a1 y 51 son valores de « y 8 respectivamente tales que
a1P81 = —p/3. Entonces, las soluciones de la ecuacién dada son
r1=0a1+ B

2
T = o€+ Pre

2
T3 = a1€’ + Pie.

Demostracion. 1) Por el teorema fundamental del dlgebra, la ecuacion (E)
tiene tres soluciones complejas (repetidas o no). Sea xp una de estas solu-
ciones y consideremos el polinomio f(u) = u? — zou — p/3. Este polinomio
tiene dos raices complejas o 'y 8 (repetidas o no) y usando las relaciones de
Cardano-Vieta:

a+ B =umx _
{aﬂz_p/g:>(a+ﬁ)3+p(oz—|—ﬁ)+q—0
3. 93 _
=a’+ 8+ (BaB+p)(a+B)+qg=0= {aﬁﬁjf_pg/;z

Los ntimeros o y 32 son por tanto soluciones de la ecuacién z2+4qz—p3/27 =
0, en consecuencia

2 3 2 3
s_ ., [P 0 s a [P P o
@ stV tar P 2 g to7 comaB=-p/3,

lo cual demuestra el aserto 1).

2) Tenemos tres valores para « y otros tres para (. Ahora bien, ha de
cumplirse necesariamente a5 = —p/3. Sean a1 y (1 dos valores para los
cuales a8y = —p/3 y sean 1,¢ € las tres raices de la unidad. Los tres
valores de o son o, aie y ai€ v los tres de 8 son B, Bie v Bie. Al ser

(€)(B1€%) = a1fr = —p/3, (€®)(Bre) = a1 = —p/3,
las tres soluciones de (E) son
r1=a1+ b
Ty = aje + fie?

2
T3 = a1€’ + Pre.
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5. Ejemplo. Resolvamos la ecuacién 23 + 322 — 3z — 14 = 0 usando el
teorema anterior. Efectuando la sustitucién x =y — 1 :

(y—1°+3(y-1)*=3@y-1)-14=0
Sy —6y—-9=0. (%
Tenemos p = —6, ¢ = —9, por tanto

= — _—— = — —- = = - — = = ]_
“ \/2 LT \/2 Tp=V8 f=ilg5=V1

Para a1 = 2 y 51 = 1 obtenemos a;18; = 2 = —p/3, luego las soluciones de
(%) son

y1 = a1 + f1 =3,

—14+V3i —1-—+/3i 3 V3
2 .
Yo = 1€ + B1€ 5 + 5 2+ 22,

“1-V3i -1 3i 3 3
ys = a1€” + Pre =2 2fz+ zflz_z_\zfi‘

En consecuencia, las soluciones de la ecuacién dada son

1 =Y — 1= 2,
5 V3
z2 Y2 2 + 2 Z,
) 5 V3.
r3 = —1l=—=—=—1.
3=Y3 9 B
6. Ejemplo. Resolvamos la ecuacién 23 — 122 + 16 = 0. Tenemos p = —12,

q = 16, por tanto

I B L G Ve
a—\/ 2+ 4+27—...—\/ 8,
I N S e
WQ NG

Para a; = —2 y 1 = —2 obtenemos a1 81 = 4 = —p/3, luego las soluciones
de la ecuacién dada son

r1=ay+ f1 = —4,

71+\/§i_2 —1—+/3i
2 2

_—1—\/§i_2_—1+\/§i
2 2

To = (1€ + 5162 = -2 = 2,

xr3 = Oz162 + fre = —2 = 2.
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7. Teorema. Sea la ecuacién de tercer grado =+ px + ¢ = 0 con p, g reales.
Al nimero

= —4p® - 27 2__108(q2+p3>

D= —p" =210 = 17 ar

se le llama discriminante de la ecuacion.. Entonces,
(1) Si D < 0, la ecuacién tiene una solucién real y dos imaginarias conju-
gadas.
(77) Si D = 0, todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales
entre si.
(731) Si D > 0, la ecuacién tiene tres soluciones reales distintas.

Demostracion. (i) Si D < 0 entonces, q?/4 +p3/27 > 0y por tanto —q/2 &

q%/4 + p3/27 € R. Tenemos

2 3 2 3
_3_g i pf :3—g_ qf pf
a_\/2+\/4+27’ P \/2 Viitar

con lo cual « tiene un valor real y dos imaginarios conjugados (idem para
B). Sea ai el valor de .. Una solucién de la ecuacién es 1 = a1 + 51 y al
ser a1 81 = —p/3, B1 es necesariamente el valor real de 5. Obsérvese que si
p = 0, entonces g # 0, la ecuacién es 23 + ¢ = 0 y ya estarfa demostrado.
Las otras dos raices son

Ty = ae+ Bie? = _aTA ;’81 + i\/gial ; b
art+f _ i3 — b
2 2

y al ser a1 # (1, entonces x2, r3 son imaginarias conjugadas.

(#i) Si D =0, entonces a« = ¢/—q/2y 8= {/—q/2. Si g = 0, entonces
p = 0y la ecuacién es 2> = 0 que tiene a z = 0 como solucién triple.
Si g # 0, sean a1 y (1 los valores reales de a y 5. Como aff = —p/3
(real), necesariamente o131 = —p/3. Pero ademéds, a1 = (1. Entonces, las
soluciones de la ecuacién son

2
To = i€ + Pre =

r1 =201, To = 1€+ oz1e2 = 04162 + a1e =3

es decir, en cualquier caso la ecuacién tiene tres soluciones reales, una de
ellas al menos doble.

(iii) Si D > 0 entonces entonces, ¢?/4 + p3/27 < 0 y por tanto todos
los valores de a y 8 son imaginarios. Al ser la ecuacién de tercer grado y
con coeficientes reales, ha de tener al menos un solucién real 1 = ay + Si.
Como a1 = —p/3 (real), entonces v y 1 son soluciones de una ecuacién
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de segundo grado con coeficientes reales, es decir a1 y 1 son conjugados
entre si. Pero también lo son ajey B1€2 pues i€ = aj € = B1€2. De la misma
forma, también son conjugados aje? y Sie. Por tanto las tres soluciones de
la ecuacién x1 = aq + Bi, T2 = are + B1€? v T2 = a1€® + Bie son reales.
Veamos que son distintas. Denotemos ahora por a, b, ¢ a las tres soluciones
reales de la ecuacién, entonces son suma de o y 3 con

o = 0 1€ 6 Oz162, ,3 = ﬂl 6] 516 6] 5162.

Supongamos que ocurriera a = by sea ¢ = o + 3}. Entonces, a = o/je+ €
y b= a}e? + Ble. Esto implicarfa o (e — €2) = B (e — €2), es decir, o = 3.
Pero esto es absurdo pues o) y ] son imaginarios conjugados. O

8. Ejemplo. Consideremos la ecuacién 3 + 3z2 — 32 — 14 = 0. Efectuando
la sustitucién = y — 1 obtenemos y® — 6y —9 = 0, es decir p = —6, ¢ = —9.
El discriminante es

2 3
q P 81 216
D=-1 — 4+ =) =-1 —_ - — .
08<4+27> 08<4 57 <0

La ecuacién tiene una solucién real y dos imaginarias conjugadas.

9. Ejemplo. Consideremos la ecuacién 3 —122+16 = 0. Tenemos p = —12,
q = 16, por tanto

2 3
q P 256 216
D=-1 —+ = |=-1 — 55 | =L
08<4+27> 08(4 o 0

Todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales entre si

10. Ejemplo. Consideremos la ecuacién 2® — 10z 4+ 30 = 0. Tenemos p =
—10, ¢ = 30, por tanto

2 3
& p 900 1000
D=-108 (L +L2 ) =108 == - —2 .
08<4+27> 08<4 5 ) >0

La ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

220. Ecuacidén cuartica

Proporcionamos un método para la resolucién de la ecuacion de cuarto
grado o cudrtica (Método de Ferrari).

1. Nota. Es claro que toda ecuacién cuartica o de cuarto grado con coefi-
cientes complejos se puede expresar en la forma

(E): z* 4 2a2® + ba* 4 2cx +d =0, (a,b,c,d € C).
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2. Teorema. La ecuacién de cuarto grado (E) : z*+2az3 +bx? +2cx+d = 0
con coeficientes complejos a, b, ¢, d se reduce a la resoluciéon de una ecuacion
ctbica auxiliar y a la de dos cuadraticas (Método de Ferrari).

Demostracion. Escribamos la igualdad
zt 4 202 + ba? + 2cx 4+ d = (22 + ax + A)? — (Bz + C)°.
Desarrollando el segundo miembro obtenemos

zt + 2023 + ba? + 2cx +d =
2t 4 2023 + (a® + 24 — B?)2? 4 2(aA — BO)zx + A? — C2.
Identificando coeficientes,

b=a*+24-B? B*=a?>+2A-b (1)
c=adA-BC & BC=aA—-c (2)
d= A% - C2 C?=A%-d. (3)

Entonces, (1) x (3) proporciona B?C? = (a? + 2A — b)(A%? — d) y (2)? pro-
porciona B2C? = (aA — ¢)?. Eliminando B%C? queda

(aA —¢)? = (a® + 2A — b)(A% — d).

Obtenemos asi una ecuacion de tercer grado en A. Elegida una solucién y
hallando B y C, podemos expresar la ecuaciéon de cuarto grado en la forma:

(22 +ax+ A)? — (Bx +C)> =0

o bien de la forma [z? + (a + B)z 4+ C] - [#* + (a — B)z — C] = 0, lo cual
equivale a resolver dos ecuaciones cuadraticas. ]

3. Ejemplo. Resolvamos la ecuacién de cuarto grado 2% 4223 — 2% —22—3 =
0. En este caso, a = 1 por tanto tenemos que hallar A, B, C tales que

2t +22% — 2% — 22 -3 = (2 + 2+ A)? - (Bx + C)*
Desarrollando el segundo miembro obtenemos
ot + 2%+ A% + 22° 4+ 242% + 242 — B%2? — C% — 2BCx
=zt + 223 + (1 +24 — B*)2? +2(A — BC)x + A% — C2.
Identificando coeficientes,

—1=1+4+24-B? Br=2+24 (1)
—-1=A-BC &<{BC=1+A4 (2
-3=A?-C~ C?=3+ A% (3)
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Entonces, (1) x (3) proporciona B2C? = (2+2A)(3+ A2) y (2)? proporciona
B2C? = (1 + A)%. Eliminando B%C? queda

(1+ A)? = (2+24)(3 + A?).

Una solucién de esta ecuacién de tercer grado es A = —1, y para este valor
de A obtenemos B? = 0, es decir B = 0y C? = 4 es decir C = 42, y
elegimos por ejemplo C' = 2. Podemos por tanto escribir la ecuaciéon dada
en la forma:

et 4203 —2® 22 -3 = (2242 -1)% -2
=@ 4z+D)(2*+2x-3)=0
e’ +r+1=0Val+z-3=0.

Resolviendo estas dos ecuaciones cuadraticas obtenemos las soluciones de la
ecuacién de cuarto grado dada:

—1++3i —1++13
2 ’ 2 '

221. Orden lexicografico

1. Teorema. Sean (A, <4) y (B, <p) dos conjuntos ordenados. Definimos
en A x B la relacién

(a,b) < (V) & a<ad V(e=d ANb<pl).

Entonces,
1) < es relacién de orden en A x B (se le llama orden lexicogrdfico).
2) Si <4y <p son de orden total. también < es de orden total.

Demostracion. 1) (a) Reflexiva. Para todo (a,b) € A x B se verifica a = a
y b <p b, lo cual implica (a,b) < (a,b).

(b) Antisimétrica. Sean (a,b) y (a’,V'), elementos de A x B con (a,b) <
(b)) y (d,V) < (a,b). Si a = d, entonces b <p b y &/ <p b. Es decir,
a=d yb=1"V, luego (a,b) = (a’,b'). No puede ocurrir a # o’ pues si
asf fuera, a <4 a’ y a’ <4 a (absurdo).

(¢) Transitiva. Sean (a1,b1), (a2,b2) v (as,bs) elementos de A x B tales
que (a1, b1) < (az,b2) y (ag,b2) < (a3, bs). Tenemos,

az = az = by <p b

a1 =a9 = by <g by =
1= L=B"2 {CLQ#CL3:>G2<AG3
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N {al =a3/A\by <p b3 N {(al,bl) < (as, b3)
ai #az Nai <4 as (a1,b1) < (as, bs).

Es decir, si a1 = ag, en cualquier caso ocurre (a1, b1) < (as, bs). Analicemos

ahora el caso a1 # as.

as = a3z = a1 <4 as
as # az = az <4 az

a17éa2:>a1 <Aa2:>{
a; <4 as (a1,01) < (as, bs).

Es decir, si a; # ag, en cualquier caso ocurre (a1, b1) < (as, bs). Concluimos
pues que < es relacién de orden en A x B.

N {a1 <A a3 {(a1,b1) < (a3, b3)

2) Sean (a1, b1), (az,be) elementos de A x B. Puede ocurrir a; = as 0 a1 # as.
Si a1 = as, o bien by < by o bien by <p by, lo cual implica que o bien
(a1,b1) < (ag,b2), o bien (ag,b2) < (ay,b1). Si a; # a2, o bien a3 <4 az o

bien as <4 ai, lo cual implica que o bien (ay, b1) < (ag,b2), o bien (az, by) <
(a1,b1). Hemos demostrado que < es relacién de orden total en A x B. [

2. Generalizacion. Habiendo definido el orden lexicografico para el pro-
ducto cartesiano de dos conjuntos, podemos extender la definicién para
el producto de n > 2 conjuntos por recursion mediante la identificacion

7, Ay = (nz;i Ak) x A,

3. Ejemplo. Sea A = {a,b,c,d,...,w,x,y,z} el conjunto de las letras del
abecedario espanol y consideremos el orden del diccionario a < b,¢c < d <

. < w < x <y < z Denotemos por P = H2:1 A con A; = A para
todo k y denotemos abreviadamente a (aj,as,as,aq,as) por ajasazasas.
Tendriamos (por ejemplo) en Py segun el orden lexicogréfico,

abaco < abadi < gabdn < gacha < ocaso < vacas < vacio < vacuo < yaces.

222. Topologia del orden

1. Definicién. Sea X un conjunto y < una relacién de orden total en X.
Sia,b€e X con a < b se definen los subconjuntos de X:

a,b)={r € X :a<x<b},
a,b)={r e X :a<xz<b},
a,b)={zre X :a<z<b},

b={re€X:a<xz<b},

(
(
[
[a,

denominados respectivamente intervalo de extremos a y b, abierto, semi-
abierto por la izquierda, semi-abierto por la derecha y cerrado.
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2. Teorema. Sea X un conjunto totalmente ordenado con al menos dos
elementos y 4 la coleccién de subconjuntos de X de los siguientes tipos:
(1) Todos los intervalos abiertos (a,b).
(2) Todos los intervalos de la forma [ag, b) con ag elemento minimo de X (si
tal elemento existe).
(3) Todos los intervalos de la forma (a, bg] con by elemento maximo de X (si
tal elemento existe).

Entonces, £ es base para una topologia en X.

Demostracion. Tenemos los siguientes casos,
(a) Si X no tiene elemento minimo ni elemento maximo,

B ={(a,b) :a,b e X,a < b}.
(b) Si X tiene elemento minimo ag pero no maximo,
B ={(a,b) :a,be X,a <b}U{[ag,b) :be X}.
(c) Si X tiene elemento maximo by pero no minimo,
B ={(a,b) :a,be X,a <b}U{(a,bo] :a € X}.
(d) Si X tiene elemento minimo ag y maximo by,
#B={(a,b) :a,be X,a <b}U{[ap,b):be X} U{(a,by] :a € X}.

En cada caso, es claro que 4 recubre a X y la interseccién no vacia de
elementos de 4 es de nuevo un elemento de 4, por tanto % es una base
para una topologia en X. O

3. Definiciéon. A la topologia que define & se la llama topologia del orden
en X.

4. Ejemplos

1) Si X = R con el orden usual, estamos en el caso (a) y la topologia del
orden es la topologia usual de R

2) Si X = R=RU{—00,+0c0} con el orden usual, estamos en el caso (d) y
la topologia del orden es la topologia usual de la recta ampliada R.

3) Si X = Z-¢ con el orden usual, estamos en el caso (b) y la topologia
del orden T, es la topologia discreta. Para demostrarlo basta ver que los
subconjuntos unitarios de X son abiertos. Si n > 1 entonces {n} = (n —
1,n+ 1) € Ty y por otra parte, {1} =[1,2) € Ty,

4) Si X = Z«o con el orden usual, estamos en el caso (c) y de manera
andloga a la del ejemplo anterior se demuestra que la topologia del orden T,
es la topologia discreta.
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5) Sea X = {1,2} x Z~¢. Para evitar el posible problema notacional entre
par ordenado e intervalo abierto, a los elementos de X los denotamos por
a x b por tanto, X = {m xn : m € {1,2},n € Z>o}. Consideremos en X
el orden lexicografico es decir, a x b < c¢xd < a <bo (a=cyb<d),
que segin sabemos es un orden total. Denotando a1 =1 xXny b, = 2 X n,
podemos escribir el orden lexicocrafico en X de la forma

ap<ag<ag<...<by<by<by<...

por tanto, existe elemento minimo a; y no existe elemento maximo. Ahora,
la topologia del orden en X no es la topologia discreta. En efecto, {b1} no es
abierto pues cualquier abierto que contenga a b; ha de contener un elemento
de la base que contiene a b; y por tanto ha de contener elementos de la
sucesion ay,.

223. Regla y compas

Sea Py un subconjunto de puntos del plano euclideo R? y admitamos las
siguientes construcciones:
(a) Regla: trazar la recta que pasa por dos puntos distintos de Py.
ompds: trazar la circunferencia de centro un punto de Py y radio
b) Compds: t la circunf ia d t punto de Py y radi
la distancia entre dos puntos de Py.

1. Definicién. Se dice que un punto P del plano es construible en un sélo
paso por regla y compds a partir de Py si y sélo si, P es la interseccién de
una recta con una recta, una recta con un circulo o un circulo con circulo,

siendo éstas rectas y circulos construidos con regla y compas a partir de Py.

2. Ejemplo. Sea Py = { Py, P»}. Los puntos construibles por regla y compds
en un un sélo paso a partir de Py son @)1, Q2, R1, Ros.

Q1

AN
ENGE

Q2

3. Ejemplo. Sea Py = {Py, P>, P3}. El punto @ es construible un un sélo
paso por regla y compas a partir de Pg.
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P

4. Definicién. Sea Py un subconjunto de puntos del plano euclideo R? y

sea 1, Q2, ..., @, = @Q una sucesion finita de puntos del plano. Se dice
que @ es construible por regla y compdas a partir de Py si y solo si para todo
Jj = 1,...,n se verifica que @Q; es construible en un sélo paso por regla y

compds a partir de Po U {Q1,...,Q;-1}.

5. Ejemplo. Consideremos Py = {P;, P} como en el ejemplo [2 El pun-
to medio del segmento PyP; es construible por regla y compas a partir de
{P1, P,}, para ello basta usar el método cldsico de construccion:

. Trazamos la recta P, P, (regla).
. Trazamos la circunferencia de centro P, y radio P P» (compas).
. Trazamos la circunferencia de centro P; y radio PP, (compés).
. Sean @1, Q2 las intersecciones de las anteriores circunferencias.
. Trazamos la recta Q1Q2 (regla).
6. Si Q3 el punto de interseccion de las rectas P Po y Q1Q)2, entonces (3
es el punto medio del segmento P Ps.

Ol = W N+~

A continuacién vamos a usar la teoria de extensiones de cuerpos para
dar una condicién necesaria para que un punto ) sea construible (por regla
y compés) a partir de un conjunto Py de puntos del plano euclideo R2.
Para ello, llamemos K al subcuerpo de R generado por las abscisas y las
ordenadas de todos los puntos de Py. Dada una sucesién de puntos Qq,
Q2, ..., Qn = Q con Q; = (x;,y;) tal que Q es construible a partir de Py,
definimos inductivamente el cuerpo K; = K;_1(xj,y;) en donde K;_;(z;,y;)
representa (como en la notacién habitual), el menor subcuerpo de R que
contiene a K;_1 U{z;,y;}. Tenemos asi construida una torre de subcuerpos

KycKiCcKycC...C K, CR.

6. Lema. Con las notaciones anteriores, z; e y; son ceros en K; de polino-
mios cuadraticos o de primer grado sobre Kj;_i.

Demostracion. Tenemos que considerar tres casos: recta intersecciéon con
circunferencia, circunferencia interseccién con circunferencia y recta inter-
seccion con recta.
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(a) Recta interseccion con circunferencia. Sean A(p,q), B(r,s), C(t,u)
puntos cuyas coordenadas pertenecen a Kj;_1. La ecuacién de la recta que
pasa los puntos Ay B es

r—p_¥y—4q (1)
r—p s—q

La ecuacién de una circunferencia de centro C'y radio w es
(x— 1)+ (y —u)? = w? (2)

Como w? es la distancia al cuadrado entre dos puntos cuyas coordenadas
pertenecen a K;_; se verifica w? e K j—1 como consecuencia del teorema de
Pitdgoras. Eliminando y entre las ecuaciones (1) y (2) obtenemos

2
q(ac—p)—i—q—u) = w?

(x—t)* + (S

r—p

De esta forma, las abscisas de los puntos de interseccién de (1) y (2) son

ceros en K; de un polinomio cuadratico con coeficientes en K;_;. Andlogo
razonamiento para las ordenadas.

(b) Circunferencia interseccion con circunferencia. Sean C(t,u), C'(t',u'),

puntos cuyas coordenadas pertenecen a Kj;_j. La ecuacién de una circunfe-

rencia de centro C' y radio w es

(= +(y—uw’=w? (3
y la ecuacién de una circunferencia de centro C’ y radio w’ es
(z—t")2+ (y—u')? = w” (4)

Como en el caso (b), w? y es w'? pertenecen a Kj;_1. Restando las igualdades
(3) ¥ (4) obtenemos una relacién lineal entre x e y. Despejando en esta
relacién  en funcién de y (o y en funcién de z) y sustituyendo en (3) o (4)
deducimos que las abscisas y ordenadas de los puntos de interseccién de (3)
y (4) son ceros en K; de un polinomio cuadratico con coeficientes en K;_i.

(¢) Recta interseccion con recta. Sean A(p,q), B(r,s), A'(p',q¢'), B'(+, s'),
puntos cuyas coordenadas pertenecen a Kj;_1. La ecuacién de la recta que
pasa los puntos A’ y B’ es

r—p Ss—gq
y la ecuacién de la recta que pasa los puntos A’ y B’ es

r—p  y—¢ (6)

T’—p’ s’—q"
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Despejando x en funcién de y (o y en funcién de z) en (5) y sustituyendo en
(6) deducimos que las abscisas y ordenadas de los puntos de interseccién de
(5) ¥ (6) son ceros en K de un polinomio de primer grado con coeficientes
en Kj—l- ]

7. Teorema. Si el punto Q(z,y) es construible por regla y compas a partir
del subconjunto Py de R? y K es el subuerpo de R generado por las abscisas
y ordenadas de los puntos de Py, entonces los grados [Ko(z) : Ko] y [Ko(y) :
K] son potencias de 2.

Demostracion. Usamos las mismas notaciones acumuladas. Por el lema an-
terior, [K;_1(z;) : Kj_1] esigual a 1 0 a2, siendo 2 si el polinomio cuadrético
sobre K;_1 que anula a x; es irreducible y 1 en otro caso. Andlogamente
[K;-1(y;) : Kj—1] es igual a 1 o a 2. Por el teorema de la torre,

(K« Kja] = [Kj-1(zj,y5)  Kj]

= [Kj-1(xj,y5) « Kj1(z)][Kj-1(zj) + Kj1]
= [Kj : Kj1(2))][Kj-1(zj) : Kj]=10204

es decir, en cualquier caso [K; : K;_i] es una potencia de 2 con lo cual,
[Ky, : Ko] es una potencia de 2. Ahora bien,

[Kn . K(](aj‘)HK(](l‘) . Ko] = [Kn . Ko],

con lo cual [Ky(x) : Ko] es una potencia de 2. De manera anéloga, [Ko(y) :
K] es una potencia de 2. O

224. Duplicacién del cubo

El problema de la duplicacién del cubo consiste en dado un cubo, hallar
la arista de otro cubo cuyo volumen sea el doble del cubo dado. Las técnicas
del algebra son capaces de resolver este problema de forma trivial. Demos-
tramos sin embargo que el problema no tiene solucién por regla y compas.

Teorema. El problema de la duplicacién del cubo no tiene solucién usando
construcciones por regla y compas.

Demostracion. Supongamos dado un cubo, y sin pérdida de generalidad
podemos suponer que su arista es el intervalo unidad del eje z, es decir
Po = {(0,0),(1,1)}, con lo cual Ky = Q. Las otras distancias entre los
vértices del cubo dado son v/2 y v/3, por tanto los vértices del cubo dado son
construibles por regla y compas a partir de Py. Si fuera posible la duplicacion
del cubo por regla y compds, podriamos construir un punto (a,0) tal que
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a® = 2. El polinomio p(r) = 23 — 2 es ménico, irreducible en Q[z] y « es
raiz de p(x) en consecuencia p(x) es el polinomio minimo de « sobre Q con
lo cual [Q(«) : Q] = 3 no es potencia de 2 en contradiccién con el teorema 7
de la monografia Concluimos que la duplicacién del cubo no es posible
por regla y compas. O

225. Cuadratura del circulo

Demostramos la imposibilidad de la cuadratura del circulo.

1. Definicién. Se denomina cuadratura del circulo al problema que consiste
en hallar con sdélo regla y compas un cuadrado que posea un drea que sea
igual a la de un circulo dado.

2. Teorema. El problema de la cuadratura del circulo no tiene solucion.

Demostracion. Recordemos que un niimero x € R se dice que es construible
si se puede construir un segmento de longitud |z| a partir de uno de longitud
1 por medio de regla y compds, y que el conjunto de los niimeros construibles
es un subcuerpo de R. Recordemos también que el niimero 7 es trascendente.

Si fuera posible la cuadratura del circulo podriamos construir el punto
(0,4/7) a partir del conjunto Py = {(0,0),(0,1)}, con lo cual serfa cons-
truible el punto (0, 7). Por el teorema 7 de la monografia tendriamos
[Q(7) : Q] es una potencia de 2 lo cual implicaria que 7 es algebraico (ab-
surdo). O
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226. EDO por cambio de variable independiente

Enunciado
Para 0 < z < 1 consideremos la ecuacién diferencial

z(1 — 232y — (1 — 2%y + 523y = 0.
1
Resolverla usando el cambio de variable independiente ¢ = . In(1 — z?).

Solucién
Para 0 < = < 1 se verifica 0 < 1 —z2 < 1 con lo cual, existe la aplicacién

1
t:(0,1) = (0,400), t= —iln(l —2?)

y es fécil verificar que es biyectiva. Tenemos:

ﬂ__} —2x oz
de 2 1—22 1-—22
p_dy _dy dt_dy @ g

Y= e~ dt dr dt 1—a2
Por otra parte,
p_dPy _d (dy\ _d (dy
Y dz?2 dz \dz de \ dt 1—22
(W) ey d(
Cdx \ dt 1—22 dt de \1-—2x2
d%y T T @ 1+ 22

—~— di2 1-22 1-22  dt (1—a22)2
por (1)

317
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By Ry 14
Cdt2 (1—-22)2  dt (1 —22)?
Sustituyendo en la ecuacion diferencial,

d?y z? dy 1+ 22
J— 2 2 —_— e — — O e—
(1 —a) (dt2 -2 " at @ —x2)2)

dy
—(1—-2%?%. =2 523y = 0.
(1=2%) dt 1— 22 +ory
Simplificando queda
d*y dy
3 3 3, _
Idt2+233 dt+5xy 0

y por hipétesis x # 0 al ser 0 < x < 1. El cambio de variable independiente

dado transforma la ecuacién diferencial dada en
d?y . dy
I, 9% —
72 + 7 + 5y =0,

que es una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes.
La ecuacién caracteristica es A2 + 2\ + 5 = 0 cuyas raices son —1 + 2i. Una
base del espacio de las soluciones es B = {e~!cos2t,e !sin2t} y por tanto
la solucién general es

Yy = Cie tcos2t + Cre tsin2t, C;,Cy €R.

Deshaciendo el cambio de variable independiente:

—t

et — 6% log(1—22) _ eln(lsz)l/Q — /1 — 22

La solucién general de la ecuacion dada es por tanto

y=11-—22 [Cl cos (log(l — :c2) — (s sin (log(l — xz)] .

227. Topologias de Zariski y usual en £"

Demostramos que para k = R o k = C, la topologia de Zariski en k" es
estrictamente menos fina que la usual.

1. Teorema. Si F € k[X1,...,X,] entonces V(F) es cerrado en k™ con la
topologia usual

Demostracion. La funcién F' : k™, — k, es polindémica y por tanto continua
con las topologias usuales. Como {0} C k es cerrado con la topologia usual,
V(F) = F~1({0}) es cerrado en k™ con la topologia usual. O
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2. Teorema. Si F € k[Xy,...,X,] y V(F) contiene a un abierto no vacio
de k™ con la toplogia usual, entonces F' = 0.

Demostracion. Usamos induccién sobre el niimero de indeterminadas del
polinomio. El resultado es vélido para un polinomio con una indeterminada.
En efecto, si F' # 0 entonces V(F) es finito y por tanto no puede contener
a un abierto de k£ con la topologia usual. Supongamos que es cierta la pro-
posicién para polinomios con n — 1 indeterminadas y n > 2 y escribamos un
polinomio F' con n indeterminadas en la forma

d
F(X1,...,Xn) =Y Gj(X1,...,Xn )X (1)
7=0

Podemos asumir que d > 0 pues en caso contrario no apareceria X, y la
proposicién se deduce de la hipdtesis de induccién. Supongamos que F' = 0

sobre un abierto U # () con respecto de la topologia usual, sea (a1, ...,a,) €
U y elijamos h > 0 tal que [[_; B(ai,h) C U en donde B(a;, h) representa
la bola de centro a; y radio h > 0. Si (x1,...,2,) € U, tenemos

d
F(xl, e ,J}n) = ZGj(xl, e ,.’L‘n_l)l'%
7=0

Entonces, para cada (z1,...,2n—1) € [[}—; ! B(aj, h) el polinomio
d .
f(Xp) =F(z1,...,2p-1,X ZGJ (1, 1) X))

7=0

se anula si X,, = z,, € B(an, h) y al ser la proposicién cierta para una inde-
terminada, f = 0. Entonces, Gj(z1,...,2,—1) = 0 para todo j =0,1,...,d
y para todo (zy1,...,2n—1) € H?:_ll B(ai, h). Por la hipétesis de induccion,
ha de ser G = 0 para todo j = 0,1,...,d lo cual implica por (1) que
F=0. O

3. Teorema. Si F' € k[X7, ..., X,] es no nulo, entonces k" —V (F) es abierto
y denso en k" con la topologia usual.

Demostracion. Por el teorema [l k™ — V(F') es abierto con la topologia
usual. Sea U # () abierto con la topologia usual. Por el teorema [2, U no
estd contenido en V(F) y por tanto U — V(F) = U N (k" — V(F)) # ( con
lo cual k™ — V(F') es denso en k™ con la topologia usual. O

4. Teorema. Todo abierto no vacio de k™ con la topologia de Zariski es
abierto y denso en k" con la topologia usual.
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Demostracion. Todo abierto no vacio con la topologia de Zariski es de la
forma k™ — V con V # k™ algebraico. El conjunto V es de la forma V =
V(F1,...,F.) =n;V(F;). Entonces,
K=V = K" 0 (0 V(F))° = K" 0 (U;V(F5)°)
=U; (K" N (V(F))) = U; (K" = V(F})).

Como N;V(F};) # k", algin F} (sea éste F},) ha de ser no nulo con lo cual,
por el teorema |3 su clausura con la topologia usual es k*» — V(Fy) = k™ y
cada k™ — V(Fj) es abierto con la topologia usual (vacio si F; = 0) con lo

cual k™ —V es abierto con la toplogia usual (unién de abiertos). También es
denso pues,

km =V =U; (km = V(Fy)) = Ujk™ — V(Fj)
— " _V(E)U (U#km) = k"
N————

kn
O

5. Corolario. La topologia de Zariski en k" es estrictamente menos fina
que la usual.

Demostracion. Por el teorema[d] es més fina y todo abierto Zariski es denso
en k™ con la toplogia usual por tanto, todo abierto no denso en k" con la
topologia usual (por ejemplo toda bola abierta) no es abierto Zariski. O

228. Polinomio que se anula en £"

Demostramos que si un polinomio F' se anula en todos los puntos de k™
con k cuerpo infinito, entonces F' = 0.

Teorema. Sea k un cuerpo conmutativo infinito y F' € k[Xy,...,X,]. Si F
se anula en todos los puntos de k™ entonces, F' es el polinomio nulo.

Demostracion. Por induccién sobre n. Si 0 # F' € k[X| entonces F' tiene un
nimero finito de raices con lo cual F' no puede anularse en todos los puntos
de k. Es decir, el resultado es cierto paran =1,

Sea cierto el resultado para n — 1 (n > 2) y veamos que es cierto para
n. Consideremos F' € k[X1,...,X,] con F # 0y F no constante. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que

F(Xy,.o Xn) = G(Xy, o X)X+

con G # 0y r > 1. Por hipétesis de induccién existe (x1,..., 2, 1) € k"1
tal que G(z1,...,xn—1) # 0. El polinomio de primer grado F(x1,...,zn—1, Xy)
tiene a lo sumo r raices, por tanto F' no se anula en todo k". ]



Fasciculo 10. Monografias 226-250 321

Nota. El teorema anterior no es cierto si k es finito. En efecto, sea k = Zy =
{0,1} y consideremos F(z) = X? — X € Z3[X]. Tenemos F(0) = F(1) =0y
F # 0. Més general, sea p primo y consideremos F'(X) = X? — X € Zy[X].
Segun el pequeno teorema de Fermat, para todo entero a se verifica que
a? — a es multiplo de p. Entonces, para todo a € Z,, F(a) =a? —a = 0. Sin
embargo, F' # 0.

229. Conjuntos equivalentes

1. Definicién. Sean A y B dos conjuntos. Se dice que A es equivalente a
B y se escribe A ~ B si existe una aplicacién biyectiva f : A — B.

2. Definicién. Un conjunto A se dice que es finito si es equivalente a
{1,2,...,n} para algin n natural, en otro caso se dice que es infinito.

3. Teorema. En cualquier clase C de conjuntos, la relacién A ~ B es de
equivalencia.

Demostracion. Para todo A € C la aplicacién identidad I4 : A — A es
biyectiva, y por tanto A ~ A. Si A ~ B existe f : A — B biyectiva. Pero
f~': B — A es biyectiva con lo cual B ~ A. Si A ~ By B ~ C existen
aplicaciones biyectivas f : A - By g: B — C. Perogo f: A — C es
biyectiva con lo cual A ~ C. O

4. Nota. Claramente dos conjuntos finitos son equivalentes si y sélo si con-
tienen el mismo nimero de elementos.

5. Ejemplo. Los conjuntos A = {1,2,3} y B = {a,b, ¢} son equivalentes.

6. Ejemplo. SiN = {1,2,3,...} y P ={2,4,6,...} laaplicacién f : N — P
dada por f(n) = 2n es biyectiva y por tanto N ~ P.

7. Ejemplo. Demostremos que (—1,1) es equivalente al conjunto de los
numeros reales R. Para ello consideremos la aplicacién

x
(-1,1) = R xr) = ——:.

La funcién estd bien definida pues si z € (—1,1), entonces |z| < 1 y el

denominador 1 — |z| no se anula. Veamos que es inyectiva.

I T2

f(x1) = f(z2) = = (1)

1—‘1’1’ N 1—‘.%'2’.

Tomando médulos queda

1] |2

1—|:L'1| N 1—‘1’2|
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o bien, |z1| — |x1||x2| = |z2| — |z1||72| lo cual implica |z1| = |z2|, y conse-
cuentemente 1 — |z1| = 1 — |z2|. Sustituyendo en (1), queda z1 = x2.Veamos
que f es sobreyectiva. Podemos expresar f(z) en la forma:

1 * si xe€l0,1)
f@y=9"2% | € (~1.0)
si xe(—1,0).
14z
Si y > 0, entonces igualando y = 1% obtenemos z = ﬁ €10,1). Siy <0,
entonces igualando y = ;7= obtenemos z = ﬁ € (—1,0). Es decir, para

todo y € R existe x € (—1,1) tal que y = f(z) y por tanto, f es sobreyectiva.

230. Conjuntos numerables y contables

1. Definicién. Sea N = {1,2,3,...} el conjunto de los niimeros naturales.
Un conjunto X se dice que es numerable o que tiene cardinalidad Ng, si X
es equivalente a N. Un conjunto X se dice que es contable si es finito o
numerable.

2. Ejemplo. Toda sucesién infinita a1, as, as, . . . formada por distintos térmi-
nos dos a dos es numerable pues la aplicacién f: N — {a1,a9,as,...} dada
por f(n) = a, es biyectiva.

3. Ejemplo. El conjunto N x N es numerable. En efecto, sea n > 1 un
nimero natural. Por el teorema fundamental de la aritmética existen tinicos
niimeros naturales k& > 1, m > 1 tales que n = 2¥=1(2m — 1). Definamos la
aplicaciéon f : N — N x N tal que f(n) = (m, k). Entonces, f es sobreyectiva
pues f(2871(2m—1)) = (k,m) y f es inyectiva porque si (m1, k1) = (ma, k)
entonces 2M171(2my — 1) = 2271 (2my — 1).

4. Teorema. Cada conjunto infinito contiene un conjunto numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito y sea f : P(X) — X una funcién
de eleccidn, es decir para cada ) # A C X se verifica f(A) € A. Construimos
la sucesion:

ap = f(X), ag = f(X —{a1}), a3 = f (X —{a1,a2}),
ooy ap = f(X —{a1,a2,...,an-1}), ...

Como X es infinito, X —{a1,...,an—_1} es no vacio para todo n y claramente
an # a; para todo i < n, es decir, los a,, son distintos por tanto, {ai, as,...}
es un subconjunto numerable de X. O

5. Teorema. Cualquier subconjunto de un conjunto contable es contable.
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Demostracion. Si X es contable entonces X es numerable o contable. Sea
X ={a1,as,...} numerable y A C X. Si A = () entonces A es finito. Si A #
(), sea ny el menor entero positivo tal que a,, € A. Sea ng el menor entero
positivo tal que ny > ny y an, € A, etc. Entonces, A = {an,,an,,...}. Siel
conjunto {nj,na,...} es acotado, A es finito y si no lo es, A es numerable.
Si X es finito cualquiera de sus subconjuntos es finito y por tanto con-
table. O

6. Teorema. Un conjunto es infinito si y sélo si es equivalente a un sub-
conjunto propio.

Demostracion. Si X es finito con n elementos, cualquier subconjunto propio
Y tiene m elementos con m < n con lo cual no existe biyeccién entre X e Y.

Si X es infinito, por el teorema [4] contiene a un conjunto numerable
Y = {y1,92,¥3,...}. La aplicacién f : Y — Y — {y1} dada por f(y;) = yit1
es biyectiva. La extensién f : X — X —{y;} de f dadapor f(z) =zsiz ¢ Y
y f(z) = f(x) si z € Y también es biyectiva, con lo cual X es equivalente a
su subconjunto propio X — {y1}. O

7. Teorema. Sea {A1, Ag, ...} una familia numerable y disjunta de conjun-
tos numerables. Entonces, U°; A; es numerable.

Demostracion. Al ser Ay, As, ... numerables podemos escribir

Ay ={a11,a12,a13, ...}, Az ={a21,a22,a23,...},
ooy Ap =Hant,an2, ans, ..}, ...

Entonces, U2, A; = {a;; : (4,j) € N x N}. La funcién f(a;;) = (i,7) es
trivialmente biyectiva y por el ejemplo [3, N x N es numerable con lo cual
U2, A; es numerable. O

Si {B; :i € I} es una familia contable de conjuntos contables la unién,
UierB; puede fécilmente considerarse como incluida en una familia {4, :
n € N} del tipo del teorema anterior, con lo cual obtenemos el siguiente
corolario:

8. Corolario. Si {B; : i € I} es una familia contable de conjuntos contables,
la unién, U;cr B; es contable.

9. Teorema. El conjunto Q de los niimeros racionales es numerable.

Demostracién. Sea QT el conjunto de los ntimeros reales positivos y Q™ el
de los racionales negativos. Consideremos la aplicacién f : QT — N x N
dada por f(p/q) = (p,q). Esta aplicacién es inyectiva, por tanto QT es
equivalente a un subconjunto de N x N (que por el ejemplo [3| es numerable)
y por el teorema QT es numerable. De la misma manera, Q™ es numerable
con lo cual Q = Q™ U {0} U Q™ es numerable por el corolario O
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231. Potencia del continuo

1. Teorema. El intervalo [0, 1] no es numerable.

Demostracion. Por reduccién al absurdo. Si [0, 1] es numerable, podemos es-
cribir [0,1] = {1, z2, x3,...}. Consideremos los tres subintervalos de [0, 1] :
[0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1]. Cada uno de los intervalos tiene longitud 1/3 y
el elemento x1 no puede estar en los tres intervalos. Sea I; = [a1,b1] uno
de los tres intervalos tales que x; ¢ I;. Consideramos los tres subinter-
valos de [ : [a1,a1 + 1/9], [a1 + 1/9,a1 + 2/9], [a1 + 2/9,b1] (ndtese que
a1 +2/9 < a; +1/3 = by). Cada uno de los intervalos anteriores tiene
longitud 1/9. Sea Iy uno de los tres intervalos anteriores tal que xo ¢ Is.
Continuando de esta manera, tenemos construida una sucesién de inter-
valos cerrados I; D Is D I3 D ... tales que z,, ¢ I, para todon € N y
la longitud de cada I, es I(I,) = 1/3™. Por el principio de los intervalos
encajados, existe un nimero real y € [0, 1] tal que y pertenece a todos los
intervalos I, (es ademds nico pues [(I,) — 0). Pero y € [0, 1] = {21, x2, ...}
implica que y = z,, para algin m € N y por construccién y = z,, ¢ I, lo
cual es una contradiccion. O

2. Definicién. Se dice que un conjunto X tiene la potencia del continuo o
que tiene cardinalidad c si es equivalente al intervalo [0, 1].

3. Lema. Los intervalos (0,1), [0,1) y (0,1] tienen cardinalidad c.
Demostracion. Si A =[0,1] —{0,1,1/2,1/3,...}, entonces
0,1 = {0,1,1/2,1/3,..}UA, (0,1) ={1/2,1/3,1/4,...}UA

y la aplicacién f :[0,1] — (0,1) dada por

12 s z=0
flz)=<1/(n+2) si x=1/n, (n€N)
T si rcA

es biyectiva, es decir [0,1] ~ (0,1). La aplicacién g : [0,1] — [0,1) dada por

_J1/(n+1) si z=1/n(neN)
g(m)—{ x si. x#1/n(neN)

es biyectiva, es decir [0,1] ~ [0, 1). La aplicacién h : [0,1) — (0, 1] dada por
h(x) = 1 — x es biyectiva, en consecuencia (0,1) ~ [0,1) ~ (0,1] ~ [0,1].
Concluimos que los intervalos (0,1), [0,1) y (0, 1] tienen cardinalidad c. O

4. Teorema. Sean a,b numeros reales con a < b. Entonces, los intervalos
[a,b], (a,b), [a,b) vy (a,b] tienen cardinalidad c.
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Demostracion. Cada una de las siguientes funciones dadas por f(z) = a +
(b—a)x:

0,1 5 (a8, 0,15 @b, 0,15 @b), 0,1 (@

es biyectiva. Usando el lema anterior y el que la relacion A ~ B es de
equivalencia concluimos que los intervalos [a,b], (a,b), [a,b) y (a,b] tienen
cardinalidad c. O

5. Teorema. R tiene cardinalidad c.

Demostracion. Por el ejemplo |7, (—1,1) ~ R y por el teorema 4} (—1,1)
tiene cardinalidad c, por tanto R tiene cardinalidad c. ]

232. Teorema de Cantor

Teorema (Cantor). Si A es un conjunto, entonces el conjunto P(A) de las
partes de A tiene cardinalidad mayor que A.

Demostracion. La aplicacién f: A — P(A) dada por f(a) = {a} es inyecti-
va y por tanto, |A| < |P(A)|. Demostremos que A no es equivalente a P(A).
En efecto, supongamos que exista una aplicacién biyectiva g : A — P(A)
y consideremos el subconjunto B de A dado por B = {z € A:x ¢ g(x)}.
Al ser g sobreyectiva, existe b € A tal que g(b) = B. Si b € B entonces,
b ¢ g(b) = B lo cual es absurdo. Si b ¢ B entonces, b € g(b) = B que
también es una contradiccién. Concluimos que A no es equivalente a P(A)

y por tanto |A| < |P(A)]. O

233. Teorema de Cantor-Bernstein

Teorema (Cantor-Bernstein). Sean A y B dos conjuntos tales que exis-
ten aplicaciones inyectivas f : A — By g : B — A. Entonces, existe una
biyeccion entre A y B.

Demostracion. Sea by € B. Vamos a construir una sucesion de elementos
b1,a1,b2,a9,b3,as,... de elementos con b; € By a; € A de la siguiente
manera. Puede existir o no a; € A tal que f(a1) = by, pero al ser f inyectiva
si tal a; existe, es Unico y ya tendriamos a;. De nuevo, puede existir o
no by € B tal que g(ba) = a; pero si tal elemento existe es unico y ya
tendriamos bo. De forma similar, elegimos as como el Unico elemento que
cumple f(ag) = be si tal ag existe. Se pueden presentar los siguientes casos:

(1) Llegamos a un a,, y paramos porque no existe b € B tal que g(b) = ay,.
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(2) Llegamos a un b,, y paramos porque no existe a € A tal que f(a) = by,

(3) El proceso contintia indefinidamente.

Entonces, para todo b € B y eligiéndolo como b; estamos en uno y sélo
uno de los tres casos anteriores. Podemos por tanto particionar B en tres
subconjuntos

Bs={be B: el proceso termina en un a,},
Bp ={b€ B : el proceso termina en un b, },

By = {b€ B : el proceso nunca termina}.

El mismo proceso se puede aplicar para todo a € A (y toméndolo como a;)
se puede particionar A en los siguientes subconjuntos:

As={a € A: el proceso termina en un a,},
Ap ={a € A: el proceso termina en un by},

Asx ={a € A: el proceso nunca termina}.

Para demostrar que existe una biyeccién entre A y B, bastara demostrar
que existe una biyeccién entre A4 y Ba, una entre Ag y Bp y otra entre
A Y Boo. Veamos que la restriccion de f a A4 es una biyeccién entre Ay
y Ba. Para ello y dado que f es inyectiva, bastarda demostrar dos cosas:

(a) a € Ay = f(a) € Ba.

(b)Vbe By Jda € Ay : f(a) =b.

Sia € Ay el proceso aplicado a a termina en A. Consideremos el proceso
aplicado a f(a). El primer paso del proceso nos devuelve a con lo cual el
proceso contintia hasta finalizar en A, es decir f(a) € B4 y por tanto se
verifica (a).

Por otra parte, si b € By el proceso aplicado a b termina en A y por
tanto ha de tener una primera etapa pues en caso contrario terminaria en
b € B. Es decir, existe a € A tal que b = f(a). Pero el proceso aplicado a
este a es el mismo que la prolongacién del proceso aplicado a b y por tanto
termina en A con lo cual @ € A4. En consecuencia, f : A4 — Ba es una
biyeccion.

Razonando de manera analoga demostramos que g : Bg — Ap es una
biyeccién, y por tanto g=! : Ag — Bp es biyeccién.

Por dltimo, demostremos que f : Asc — By es una biyeccién. Es una
inyeccién pues f : A — B lo es por hipétesis. Si b € By entonces, b = f(a)
para algin a € A y éste a pertenece a A, pues el proceso que empieza en
a es el mismo que el que empieza en b después del primer paso y el proceso
nunca termina pues b € Bo.
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Resumiendo, F': A — B dada por

flx) si x€ Ay
flx) si xze Ay
g Yz) si x€Ap.

F(x) =

es una biyeccion pues A4, Ap y As forma una particién de A, B4, Bpy Boo
forman una particién de B y las aplicaciones f : A4 — Ba, [ : Aso — Boo,
g~!' : Ap — Bp son biyecciones. Queda pues demostrado el teorema de
Cantor-Bernstein.
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