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http://www.fernandorevilla.es
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Prólogo
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70. Rećıproco del teorema del valor medio . . . . . . . . . . . . . 83

71. R dominio de integridad y no cuerpo, implica R[x] no es D.I.P. 83

72. n5 − n es divisible por 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

73. Matriz de Gram y dependencia lineal . . . . . . . . . . . . . . 84

74. Generador de la extensión Q(
√

2,
√

3) . . . . . . . . . . . . . 85

75. Cardinal de un cuerpo finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4. Monograf́ıas 76-100 87
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109. Rango de una función definida en [0, 1] . . . . . . . . . . . . . 129
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168. Derivada aritmética entera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
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Fasćıculo 1

Monograf́ıas 1-25

1. Diferencias de orden k y monomios generaliza-
dos

(a) Si a1, a2, a3, . . . , am, . . . es una sucesión de números reales, se definen las
diferencias de órdenes 1, 2, 3, . . . , k . . . de la forma

∆am = am+1 − am

∆kam = ∆
(

∆k−1am

)
si k > 1.

Determinar expĺıcitamente ∆2am y ∆3am.

(b) Demostrar que ∆kam =
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k−j .

(c) Calcular expĺıcitamente ∆4am, y ∆5am.
(d) Sea S el espacio vectorial real de las sucesiones reales. Demostrar que la
aplicación ∆ : S → S es lineal. ¿Es ∆k : S → S lineal?
(e) Se llaman monomios generalizados a los polinomios en n :

n(0) = 1, n(1) = n, n(2) = n(n− 1), n(3) = n(n− 1)(n− 2),

. . . , n(k) = n(n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1).

Nótese que n(k) = Vn,k es decir, son las variaciones de n elementos tomados
de k en k. Demostrar que B = . . . {n(0), n(1), n(2), . . . , n(k)} es base de Rk[n].
(f) Se considera el polinomio p(n) = n4− 3n3 + 7n2 + n− 5 ∈ R4[n]. Expre-
sarlo como combinación lineal de la base B = {n(0), n(1), n(2), n(3), n(4)}.
(g) Demostrar que para k ≥ 1 el operador ∆ actúa sobre los monomios ge-
neralizados, como el operador derivación. Es decir, demostrar que se verifica
∆n(k) = kn(k−1).

1



2 1 Diferencias de orden k y monomios generalizados

(h) Supongamos que se verifica ak = ∆Ak para k = 0, 1, . . . , n+1. Demostrar
que

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an = An+1 −A0.

(i) Demostrar que una solución de n(k) = ∆Ak es Ak =
n(k+1)

k + 1
.

Nota. Denotamos a Ak por Int
(
n(k)

)
por analoǵıa con el operador integral.

Quedaŕıa por tanto

Int
(
n(k)

)
=
n(k+1)

k + 1
.

(j) Usando los dos apartados anteriores, dar un procedimiento para calcular
sumas del tipo

Sk = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk (k entero positivo).

(k) Aplicar dicho procedimiento al cálculo de las sumas

a) S2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2.

b) S3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3.

c) S4 = 14 + 24 + 34 + · · ·+ n4.

Solución. (a) Tenemos

∆2am = ∆ (∆am) = ∆ (am+1 − am)

= am+2 − am+1 − (am+1 − am) = am+2 − 2am+1 + am.

∆3am = ∆
(
∆2am

)
= ∆ (am+2 − 2am+1 + am)

= am+3 − 2am+2 + am+1 − (am+2 − 2am+1 + am)

= am+3 − 3am+2 + 3am+1 − am.

(b) Veamos (por ejemplo), que la fórmula es cierta para k = 1 y k = 2.
Desarrollando el segundo miembro,

1∑
j=0

(−1)j
(

1

j

)
am+1−j = (−1)0

(
1

0

)
am+1+(−1)1

(
1

1

)
am = am+1−am = ∆1am,

2∑
j=0

(−1)j
(

2

j

)
am+2−j = (−1)0

(
2

0

)
am+2 + (−1)1

(
2

1

)
am+1 + (−1)2

(
2

2

)
am

= am+2 − 2am+1 + am = ∆2am.
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Suponiendo que la fórmula dada es cierta, veamos que es cierta para k + 1.
Tenemos

∆k+1am = ∆
(

∆kam

)
= ∆

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k−j

=
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k+1−j −

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k−j (∗)

El primer sumando de la ĺınea (∗) lo podemos escribir en forma

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k+1−j = am+k+1 +

k∑
j=1

(−1)j
(
k

j

)
am+k+1−j

=

(
k + 1

0

)
(−1)0am+k+1 +

k∑
j=1

(−1)j
(
k

j

)
am+k+1−j .

El sustraendo de la linea (∗) lo podemos escribir en forma

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k−j =

k−1∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k−j + (−1)kam

=︸︷︷︸
j=i−1

k∑
i=1

(−1)i−1

(
k

i− 1

)
am+k+1−i +

(
k + 1

k + 1

)
(−1)kam.

En consecuencia,

∆k+1am =

(
k + 1

0

)
(−1)0am+k+1 +

k∑
j=1

(−1)j
(
k

j

)
am+k+1−j .

+
k∑
j=1

(−1)j
(

k

j − 1

)
am+k+1−j+

(
k + 1

k + 1

)
(−1)k+1am =

(
k + 1

0

)
(−1)0am+k+1

+

k∑
j=1

(−1)j
[(
k

j

)
+

(
k

j − 1

)]
am+k+1−j +

(
k + 1

k + 1

)
(−1)k+1am.

Usando la conocida fórmula de combinatoria

(
k

j

)
+

(
k

j − 1

)
=

(
k + 1

j

)
queda

∆k+1am =

(
k + 1

0

)
(−1)0am+k+1 +

k∑
j=1

(−1)j
(
k + 1

j

)
am+k+1−j
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+

(
k + 1

k + 1

)
(−1)k+1am =

k+1∑
j=0

(−1)j
(
k + 1

j

)
am+(k+1)−j

y la fórmula es por tanto cierta para k + 1.
(c) Usando la obvia analoǵıa de la fórmula del apartado anterior con la del
binomio de Newton,

(a− b)4 = a4 − 4a3b+ 6a2b2 − 4ab3 + b4

⇒ ∆4am = am+4 − 4am+3 + 6am+2 − 4am+1 + am.

(a− b)5 = a5 − 5a4b+ 10a3b2 − 10a2b3 + 5ab4 − b5

⇒ ∆5am = am+5 − 5am+4 + 10am+3 − 10am+2 + 5am+1 − am.

(d) Para todo α, β ∈ R y am, bn ∈ S,

∆ (αam + βbm) = (αam+1 + βbm+1)− (αam + βbm)

= α (am+1 − am) + β (bm+1 − bm) = α∆am + β∆bm,

luego ∆ es lineal. Dado que ∆k = ∆◦∆◦ . . .◦∆ (k veces) y que la composi-
ción de aplicaciones lineales es lineal, concluimos que ∆k también es lineal.
(e) Los k+ 1 polinomios de B son de distinto grado y por tanto linealmente
independientes. Por otra parte, dimRk[n] = k + 1 lo cual implica que B es
base de Rk[n].
(f) Expresando p(n) =

∑4
i=0 αin

(i), operando el segundo miembro, identifi-
cando coeficientes y resolviendo el sistema lineal en las incógnitas αi obte-
nemos

α0 = −5, α1 = 6, α2 = 5, α3 = 3, α4 = 1,

es decir p(n) = −5n(0) + 6n(1) + 5n(2) + 3n(3) + n(4).
Nota. Se demuestra que se pueden hallar los coeficientes αi usando de forma
general el siguiente algoritmo:

1 −3 7 1 −5

1 1 −2 5

1 −2 5 6

α0 = −5,

1 −2 5 6
2 2 0

1 0 5

α1 = 6,

1 0 5
3 3

1 3

α2 = 5, α3 = 3, α4 = 1.
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(g) Tenemos

∆n(k) = (n+ 1)(k) − n(k) = (n+ 1)n(n− 1) · . . . · (n− k + 2)

−n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 2)(n− k + 1)

= [n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 2)] (n+ 1− n+ k − 1)

= kn(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 2) = k∆n(k−1).

(h) Dado que ak = ∆Ak = Ak+1 −Ak tenemos

k = 0, a0 = A1 −A0

k = 1, a1 = A2 −A1

k = 2, a2 = A3 −A2

. . .

k = n, an = An+1 −An.

Sumando y cancelando, obtenemos

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an = An+1 −A0.

(i) Tenemos

∆

(
n(k+1)

k + 1

)
=︸︷︷︸

∆ lineal

1

k + 1
∆n(k+1) =

1

k + 1
(k + 1)n(k) = n(k).

(j) Por el apartado 5, podemos expresar nk en la forma

nk = α0n
(0) + α1n

(1) + α2n
(2) + · · ·+ αkn

(k).

Debido a la linealidad de ∆, y usando el apartado 9,

Int
(
nk
)

= α0Int
(
n(0)

)
+ α1Int

(
n(1)

)
+ α2Int

(
n(2)

)
+ · · ·+ αkInt

(
n(k)

)
= α0

n(1)

1
+ α1

n(2)

2
+ α2

n(3)

3
+ · · ·+ αk

n(k+1)

k + 1
.

Por el apartado 8, y teniendo en cuenta que ∆0 = 0,

Sk = 0k + 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk = Int
(

(n+ 1)k
)
− 0

= α0
(n+ 1)(1)

1
+ α1

(n+ 1)(2)

2
+ α2

(n+ 1)(3)

3
+ · · ·+ αk

(n+ 1)(k+1)

k + 1
.



6 2 Funciones cumpliendo f(x)− f(y) ≤ kf |senx− sen y|

(k) a) Expresando n2 en función de monomios generalizados obtenemos n2 =
n(1) + n(2). Usando el apartado anterior,

S2 =
(n+ 1)(2)

2
+

(n+ 1)(3)

3
=

(n+ 1)n

2
+

(n+ 1)n(n− 1)

3

= . . . =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

b) Expresando n3 en función de monomios generalizados obtenemos n3 =
n(1) + 3n(2) + n(3). Por tanto,

S3 =
(n+ 1)(2)

2
+ 3

(n+ 1)(3)

3
+

(n+ 1)(4)

4

=
(n+ 1)n

2
+ (n+ 1)n(n− 1) +

(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)

4

= . . . =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

c) Expresando n4 en función de monomios generalizados obtenemos n4 =
n(1) + 7n(2) + 6n(3) + n(4). Por tanto,

S3 =
(n+ 1)(2)

2
+ 7

(n+ 1)(3)

3
+ 6

(n+ 1)(4)

4
+

(n+ 1)(5)

5

=
(n+ 1)n

2
+

7(n+ 1)n(n− 1)

3
+

3(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)

2

+
(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

5
= . . . =

6n5 + 15n4 + 10n3 − n
30

.

2. Funciones cumpliendo f(x)−f(y) ≤ kf |senx− sen y|

Sea E el conjunto de las funciones f : R→ R verificando que existe una
constante kf ≤ 0 tal que

f(x)− f(y) ≤ kf |senx− sen y| ∀x, y ∈ R.

(a) Demostrar que si f ∈ E, f es periódica de periodo 2π, continua y acotada.
(b) Sea f ∈ E tal que f es derivable en R. Estudiar si f ′ ∈ E.
(c) Demostrar que para todo f ∈ E se verifica f ′(π/2) = 0.
(d) Estudiar si puede pertenecer E una función h verificando h(t) = t para
todo t ∈ [0, π/2].
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Solución. (a) Tenemos las siguientes implicaciones para todo x, y ∈ R

f(x)− f(y) ≤ kf |senx− sen y| ⇒ f(y)− f(x) ≤ kf |sen y − senx|

= kf |senx− sen y| ⇒

{
− kf |senx− sen y| ≤ f(x)− f(y)

f(x)− f(y) ≤ kf |senx− sen y|

⇒ 0 ≤ |f(x)− f(y)| ≤ kf |senx− sen y| . (1)

Sea y ∈ R y llamemos x = y + 2π. De la relación (1), obtenemos

0 ≤ |f(y + 2π)− f(y)| ≤ kf |sen(y + 2π)− sen y| = 0.

Es decir, f(y + 2π) − f(y) = 0 para todo y ∈ R luego f es periódica de
periodo 2π. Tomando x = y + h,

0 ≤ |f(y + h)− f(y)| ≤ kf |sen(y + h)− sen y| .

El tercer miembro tiende a 0 cuando h→ 0, por tanto |f(y + h)− f(y)| → 0
es decir, ĺımh→0 f(y+h) = f(y), lo cual implica que f es continua para todo
y ∈ R. Veamos que f está acotada. En efecto, tomando y = 0,

|f(x)| − |f(0)| ≤ |f(x)− f(0)| ≤ kf |senx| ≤ kf .

Es decir |f(x)| ≤ |f(0)|+ kf para todo x ∈ R, luego f está acotada en R.
(b) Consideremos la función f(x) = senx. Esta función es derivable en R.
Por otra parte, senx − sen y ≤ |senx− sen y| lo cual implica que f ∈ E.
Veamos que la función f ′(x) = cosx no pertenece a E. En efecto, haciendo
y = π − x,

cosx− cos y = cosx− cos(π − x) = 2 cosx,

|senx− sen y| = |senx− sen(π − x)| = 0.

No existe por tanto constante kf ′ cumpliendo cosx−cos y ≤ kf ′ |senx− sen y|
para todo x, y ∈ R, luego f ′ /∈ E.
(c) Haciendo y = π/2, tenemos las implicaciones

0 ≤ |f(x)− f(π/2)| ≤ kf |senx− sen(π/2)|

⇒︸︷︷︸
si 6=π/2

0 ≤
∣∣∣∣f(x)− f(π/2)

x− π/2

∣∣∣∣ ≤ kf ∣∣∣∣senx− sen(π/2)

x− π/2

∣∣∣∣
= kf

∣∣∣∣2 cos
x+ π/2

2
· sen

x− π/2
2

·
(

1

x− π/2

)∣∣∣∣ .
Se verifica

ĺım
x→π/2

cos
x+ π/2

2
cos(π/2) = 0, ĺım

x→π/2
sen

x− π/2
2

·
(

1

x− π/2

)
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= ĺım
x→π/2

x− π/2
2

· 1

x− π/2
=

1

2
.

En consecuencia ∣∣∣∣f(x)− f(π/2)

x− π/2

∣∣∣∣→ 0 si x→ π/2,

y por tanto

f ′(π/2) = ĺım
x→π/2

f(x)− f(π/2)

x− π/2 = 0
.

(d) La derivada por la izquierda de h en π/2 es

h′(π/2−) = ĺım
h→0−

f(π/2 + h)− f(π/2)

h
= ĺım

h→0−

π/2 + h− π/2
h

= ĺım
h→0−

1 = 1.

La función h no puede pertenecer a E pues según el apartado anterior, se
debeŕıa verificar h′(π/2−) = 0.

3. Distancia d(x, y) = |f(x)− f(y)| en los reales

Sea f : R→ R una función estrictamente creciente.
(a) Demostrar que d(x, y) = |f(x)− f(y)| es una distancia en R.
(b) Demostrar que si f no es continua, la distancia d no es equivalente a la
distancia usual du(x, y) = |x− y| .
(c) Demostrar que si f es continua, la distancia d es equivalente a la distancia
usual du.
(d) Demostrar que si f es lineal, d puede definirse mediante una norma.

Solución. (a) Se cumplen los axiomas de distancia. En efecto,
(i) d(x, y) = 0 ⇔ |f(x)− f(y)| = 0 ⇔ f(x)− f(y) = 0 ⇔ f(x) = f(y). Co-
mo f es estrictamente creciente, es inyectiva, luego x = y. (ii) d(x, y) =
|f(x)− f(y)| = |f(y)− f(x)| = d(y, x). (iii) d(x, y) = |f(x)− f(y)| =
|f(x)− f(z) + f(z)− f(y)|

≤ |f(x)− f(z)|+ |f(z)− f(y)| = d(x, y) + d(y, z).

(b) Si f no es continua en algún punto x0, entonces existe un ε > 0 tal
que para todo δ > 0 existe al menos un y ∈ R tal que |x0 − y| < δ y
|f(x0)− f(y)| ≥ ε. Consideremos la bola con la distancia d

Bd(x0, ε) = {y ∈ R : d(x0, y) = |f(x0)− f(y)| < ε} .

Entonces, toda bola

Bdu(x0, δ) = {y ∈ R : d(x0, y) = |x0 − y| < δ}
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con la distancia usual no está contenida en Bd(x0, ε), lo cual implica que d
y du no son equivalentes de acuerdo con un conocido teorema de caracteri-
zación.
(c) Consideremos cualquier bolaBd(x, ε) = {y ∈ R : d(x, y) = |f(x)− f(y)| < ε} .
Veamos que existe Bdu(x, δ) tal que Bdu(x, δ) ⊂ Bd(x, ε). En efecto, co-
mo f es continua en x, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo y
que satisface |x− y| < δ se verifica |f(x)− f(y)| < ε. Esto prueba que
Bdu(x, δ) ⊂ Bd(x, ε).

Rećıprocamente, veamos que dada cualquier bola Bdu(x, ε) existe una
bola Bd(x, δ) tal que Bd(x, δ) ⊂ Bdu(x, ε). En efecto, al ser f estrictamente
creciente y continua, existe y es continua la función f−1 : f(R) → R. Por
tanto, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x)− f(y)| < δ ⇒
∣∣f−1 (f(x))− f−1 (f(y))

∣∣ = |x− y| < ε,

es derir, d(x, y) < δ ⇒ du(x, y) < ε lo cual prueba que Bd(x, δ) ⊂ Bdu(x, ε).
De acuerdo con un conocido teorema de caracterización, concluimos que d
y du son equivalentes.
(d) Veamos que la aplicación

‖ ‖ : R→ R, ‖x‖ = |f(x)| ,

es una norma. En efecto,
(i) ‖x‖ = 0 ⇔ |f(x)| = 0 ⇔ f(x) = 0. Por ser f lineal y estrictamente
creciente, f(x) = 0⇔ x = 0.
(ii) ‖λx‖ = |f(λx)| = |λf(x)| = |λ| |f(x)| = |λ| ‖x‖ .
(iii) ‖x+ y‖ = |f(x+ y)| = |f(x) + f(y)| ≤ |f(x)|+ |f(y)| = ‖x‖+ ‖y‖ .

La distancia inducida por esta norma es

d(x, y) = ‖x− y‖ = |f(x− y)| = |f(x)− f(y)| ,

que es la distancia dada.

4. Curvatura, torsión y ecuaciones intŕınsecas

(a) Determı́nese en t = 1 la curvatura y la torsión de la curva

x = 3t− t3, y = 3t2, z = 3t+ t3.

(b) Determı́nense las ecuaciones intŕınsecas de la catenaria de ecuación

x = a cosh
x

a
, y = t.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).



10 4 Curvatura, torsión y ecuaciones intŕınsecas

Solución. (a) Representamos la curva en forma vectorial ~r = (3t−t3, 3t2, 3t+
t3). Tenemos

d~r

dt
= (3− 3t2, 6t, 3 + 3t2)⇒ d~r

dt
(1) = (0, 6, 6),

d2~r

dt2
= (−6t, 6, 6t)⇒ d2~r

dt2
(1) = (−6, 6, 6),

d3~r

dt3
= (−6, 0, 6)⇒ d3~r

dt3
(1) = (−6, 0, 6),

d~r

dt
(1)× d2~r

dt2
(1) =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
0 6 6
−6 6 6

∣∣∣∣∣∣ = −36~j + 36~k,

∣∣∣∣d~rdt (1)

∣∣∣∣ = 6
√

2 ,

∣∣∣∣d~rdt (1)× d2~r

dt2
(1)

∣∣∣∣ = 36
√

2,

(
d~r

dt
(1)× d2~r

dt2
(1)

)2

= 7,

[
d~r

dt
(1),

d2~r

dt2
(1),

d3~r

dt3
(1)

]
=

∣∣∣∣∣∣
0 6 6
−6 6 6
−6 0 6

∣∣∣∣∣∣ = 216.

La curvatura κ(1) y torsión τ(1) de la curva en t = 1 son por tanto

κ(1) =

∣∣∣∣d~rdt (1)× d2~r

dt2
(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣d~rdt (1)

∣∣∣∣3
=

36
√

2

(6
√

2)3
=

1

12
,

τ(1) =

[
d~r

dt
(1),

d2~r

dt2
(1),

d3~r

dt3
(1)

]
(
d~r

dt
(1)× d2~r

dt2
(1)

)2 =
216

72
= 3.

(b) Las ecuaciones intŕınsecas de una curva vienen dadas por κ = κ(s), τ =
τ(s) siendo κ la curvatura, τ la torsión y s el parámetro arco. Tenemos

κ2 =

∣∣∣∣x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣2
(x′ 2 + y′ 2)3

=

∣∣∣∣ sinh t
a 1

1
a cosh t

a 0

∣∣∣∣2(
sinh2 t

a + 1
)3 =

1
a2 cosh2 t

a(
cosh2 t

a

)3 =
1

a2 cosh4 t
a

. (1)
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La longitud del arco es

s =

∫ t

0

√
(x′(u))2 + (y′(u))2 du =

∫ t

0

√
sinh2 u

a
+ 1 du

=

∫ t

0
cosh

u

a
du =

[
a sinh

u

a

]t
0

= a sinh
t

a
.

Por otra parte

s2 + a2 = a2 sinh2 t

a
+ a2 = a2 cosh2 t

a
. (2).

Eliminando t de las relaciones (1) y (2) obtenemos κ =
a

s2 + a2
. Dado que

la curva es plana, su torsión es 0, por tanto las ecuaciones intŕınsecas de la
catenaria son {

κ =
a

s2 + a2

τ = 0.

5. Esquema de urnas de Poisson. Función genera-
triz

(a) Supongamos que realizamos n experimentos aleatorios y que en el expe-
rimento r-ésimo la probabilidad del suceso A (éxito) es pr y la del comple-
mentario (fracaso) es qr = 1−pr. Llamemos prn a la probabilidad de obtener
r éxitos en las n pruebas. Denotemos

αn(ξ) = p0n + p1nξ + p2nξ
2 + . . .+ prnξ

r + . . .

(suma con un número finito de términos pues prn = 0 si r > n ). Demostrar
que se verifica

αn(ξ) = (p1ξ + q1)(p2ξ + q2) . . . (pnξ + qn).

Nota: como consecuencia, la identificación de los coeficientes de ξr en la
igualdad anterior permite calcular prn en función de las probabilidades pi y
qj .
(b) Tres urnas U1, U2, U3 tienen las siguientes composiciones

U1 : 2 bolas blancas y 3 negras,

U2 : 1 blanca y 2 negras,

U3 : 3 blancas y 3 negras.

Se extrae una bola de cada urna. Usar la función generatriz para hallar la
probabilidad de obtener exactamente dos bolas blancas.
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Solución. (a) Consideremos los sucesos: C ≡ éxito en la prueba n), D ≡
r − 1 éxitos en las n − 1 primeras pruebas, E ≡ fracaso en la prueba n y
F ≡ r éxitos en las n−1 primeras pruebas. Entonces, el suceso B ≡ r éxitos
en las n pruebas es B = (C ∩D) ∪ (E ∩ F ) y por tanto

prn = pnqr−1,n−1 + qnpr,n−1.

Además tenemos las condiciones ĺımites:
(i) pr0 = 0 si r > 1.
(ii) p00 = 1.
(iii) p0n = q1q2 . . . qn si n > 0.
Introducimos ahora la llamada función generatriz αn(ξ) =

∑∞
r=0 prnξ

r,
suma esta que ya hemos comentado que tiene un número finito de términos.
Tenemos las siguientes igualdades

qnαn−1(ξ) = qn

∞∑
r=0

pr,n−1ξ
r = qnp0,n−1 +

∞∑
r=1

qnpr,n−1ξ
r. [1]

ξpnαn−1(ξ) =
∞∑
r=0

ξpnpr,n−1ξ
r =

∞∑
r=1

pnpr,n−1ξ
r. [2]

Sumando las dos igualdades anteriores obtenemos

(pnξ + qn)αn−1(ξ) = qnp0,n−1 +
∞∑
r=1

(qnpr,n−1 + pnpr−1,n−1)ξr

= qnq1q2 . . . qn−1 +

∞∑
r=1

prnξ
r = p0n +

∞∑
r=1

prnξ
r =

∞∑
r=0

prnξ
r = αn(ξ).

Tenemos

αn(ξ) = (pnξ + qn)αn−1(ξ) = (pnξ + qn)(pn−1ξ + qn−1)αn−2(ξ)

= . . . = (pnξ + qn)(pn−1ξ + qn−1) . . . (p2ξ + q2)α1(ξ).

Pero α1(ξ) = p01 + p11ξ = p1ξ + q1, de lo que concluimos

αn(ξ) = (p1ξ + q1)(p2ξ + q2) . . . (pnξ + qn).

(b) Tenemos

α3(ξ) = p03 + p13ξ + p23ξ
2 + p33ξ

2 = (p1ξ + q1)(p2ξ + q2)(p3ξ + q3).

Igualando los coeficientes de ξ2: p23 = p1p2q3 + q1p2p3 + p1q2p3, con lo cual
la probabilidad de obtener exactamente dos bolas blancas es

p23 =
2

5
· 1

3
· 1

2
+

3

5
· 1

3
· 1

2
+

2

5
· 2

3
· 1

2
= . . . =

3

10
.
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6. Cálculo de
√
A, A−1 y eA por matrices compo-

nentes

Se considera la matriz real: A =

[
5 −1
1 3

]
.

(a) Calcular sus matrices componentes.
(b) Como aplicación, calcular

√
A, A−1 y eA.

Solución. Recordamos el siguiente teorema:

Sea A ∈ Kn×n con K = C o K = R de polinomio mı́nimo

µ(λ) = (λ− λ1)m1 . . . (λ− λs)ms .

Entonces, existen matrices Aik con i = 1, 2 . . . , s, k = 0, 1, . . . ,mi − 1 tales
que para toda función f : Ω ⊂ K→ K tal que existe f(A) es decir ∃f (k)(λi)
con i = 1, 2 . . . , s, k = 0, 1, . . . ,mi − 1 se verifica

f(A) =
s∑
i=0

mi−1∑
k=0

f (k)(λi)Aik.

A las matrices Aik se las llama matrices componentes de A.
(a) El polinomio mı́nimo de la matriz A es µ(λ) = (λ− 4)2. Es decir λ1 = 4
es el único valor propio de A, las matrices componentes de A son A10, A11 y
para toda función f para la cual exista f(A) (es decir, existen f(4) y f ′(4))
se verifica:

f(A) = f(4)A10 + f ′(4)A11. (∗)

Para hallar las matrices componentes elegimos las funciones polinómicas
(siempre están definidas) f(λ) = 1, f(λ) = λ y aplicamos la fórmula (∗) lo
cual nos conduce al sistema matricial:{

I = A10

A = 4A10 +A11

que resuelto proporciona

A10 = I , A11 =

[
1 −1
1 −1

]
.

(b) Aplicando (∗) a la función f(λ) =
√
λ y usando f ′(λ) = 1/(2

√
λ) obte-

nemos:

f(A) =
√
A = 2A10 +

1

4
A11 =

1

4

[
9 −1
1 7

]
.
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Aplicando (∗) a la función f(λ) = 1/λ y usando f ′(λ) = −1/λ2 obtenemos:

f(A) =
1

A
= A−1 =

1

4
A10 −

1

16
A11 =

1

16

[
3 1
−1 5

]
.

Aplicando (∗) a la función f(λ) = eλ y usando f ′(λ) = eλ obtenemos:

f(A) = eA = e4A10 + e4A11 = e4

[
2 −1
1 0

]
.

7. Cociente de factores integrantes

Demostrar que si µ1 y µ2 son factores integrantes de la ecuación diferen-
cial

Pdx+Qdy = 0 (1)

entonces
µ2

µ1
= C con C constante es solución de (1).

Solución. Diferenciando
µ2

µ1
= C :

d

(
µ2

µ1

)
= dC,

∂

∂x

(
µ2 ·

1

µ1

)
dx+

∂

∂y

(
µ2 ·

1

µ1

)
dy = 0,

(
∂µ2

∂x

1

µ1
+ µ2

(
− 1

µ2
1

)
∂µ1

∂x

)
dx+

(
∂µ2

∂y

1

µ1
+ µ2

(
− 1

µ2
1

)
∂µ1

∂y

)
dy = 0.

Multiplicando por µ2
1 :(

µ1
∂µ2

∂x
− µ2

∂µ1

∂x

)
dx+

(
µ1
∂µ2

∂y
− µ2

∂µ1

∂y

)
dy = 0. (2)

Por ser µ1 factor integrante de (1),

∂

∂y
(µ1P )− ∂

∂x
(µ1Q) = 0,

P
∂µ1

∂y
−Q∂µ1

∂x
+ µ1

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
= 0. (3)

Por ser µ2 factor integrante de (1),

∂

∂y
(µ2P )− ∂

∂x
(µ2Q) = 0,

P
∂µ2

∂y
−Q∂µ2

∂x
+ µ2

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
= 0. (4)
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De (3) y (4)

µ2

(
P
∂µ1

∂y
−Q∂µ1

∂x

)
− µ1

(
P
∂µ2

∂y
−Q∂µ2

∂x

)
= 0,

es decir (
µ1
∂µ2

∂x
− µ2

∂µ1

∂x

)
dx+

(
µ1
∂µ2

∂y
− µ2

∂µ1

∂y

)
dy = 0,

que es justamente la expresión (2) lo cual reduce (2) a (1), y queda demos-

trado que
µ2

µ1
= C es solución de (1).

8. Los grupos aditivo y multiplicativo de un cuer-
po no son isomorfos

Demostrar que los grupos aditivo y multiplicativo de un cuerpo nunca
son isomorfos.

Solución. Sea K un cuerpo y sean K+ y K× los grupos aditivo y multi-
plicativo de K respectivamente. Si K+ es finito, entonces |F×| = |F+| − 1,
por tanto no existe biyección Φ : K+ → K× lo cual implica que K+ y K×

no son isomorfos.

Supongamos ahora que K es infinito y que Φ : K+ → K× es isomorfismo
de grupos, con lo cual será Φ(0) = 1.

Si 1 = −1, sea Φ(1) = a. Entonces, Φ(−1) = a−1 y también Φ(1) =
Φ(−1) = a. Por tanto

a2 = Φ(1)Φ(−1) = Φ(1− 1) = Φ(0) = 1⇒ a2 = 1⇒ a = 1 ∨ a = −1

⇒ a = 1⇒


Φ(0) = 1

y

Φ(1) = a = 1

⇒ Φ no es inyectiva,

lo cual es absurdo.

Si 1 6= −1, sea b ∈ K tal que Φ(b) = −1. Entonces

Φ(2b) = Φ(b+ b) = Φ(b)2 = 1.

Como Φ es inyectiva, 2b = 0, es decir b = 0 (pues 1 + 1 6= 0). Por tanto
1 = Φ(0) = −1, lo cual es absurdo.
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9. Desarrollo de Taylor de orden n de f(x, y) =
log(x+ y)

Desarrollar la función f(x, y) = log(x + y) por la fórmula de Taylor de
orden n en un entorno de (1, 1).

Solución. Hallemos las primeras derivadas parciales de f :

∂f

∂x
=
∂f

∂y
=

1

x+ y
,

∂2f

∂x2
=

∂2f

∂x∂y
=
∂2f

∂y2
= − 1

(x+ y)2
.

Demostremos por inducción que en general se verifica

∂nf

∂xα∂yβ
= (−1)n+1(n− 1)!(x+ y)−n, (α+ β = n).

La fórmula es claramente cierta para n = 1. Supongamos que es cierta para
n− 1 y veamos que también es cierta para n. En efecto,

∂nf

∂xα∂yβ
=

∂

∂x

(
∂n−1f

∂xα−1∂yβ

)
=

∂

∂x

(
(−1)n(n− 2)!(x+ y)−n+1

)
= (−1)n(n− 2)! · (−n+ 1)(x+ y)−n = (−1)n+1(n− 1)!(x+ y)−n.

∂nf

∂xα∂yβ
=

∂

∂y

(
∂n−1f

∂xα∂yβ−1

)
=

∂

∂x

(
(−1)n(n− 2)!(x+ y)−n+1

)
= (−1)n(n− 2)! · (−n+ 1)(x+ y)−n = (−1)n+1(n− 1)!(x+ y)−n.

Nota. Estamos usando el que f es de clase infinito en un entorno de (1, 1)
es consecuencia, las parciales sucesivas no dependen del orden de drivación.

Se verifica f(1, 1) = log 2. Por otra parte(
(x− 1)

∂

∂x
+ (y − 1)

∂

∂y

)1

f(1, 1) = (x− 1)
∂f

∂x
(1, 1) + (y − 1)

∂f

∂y
(1, 1)

=
1

2
[(x− 1) + (y − 1)] .(

(x− 1)
∂

∂x
+ (y − 1)

∂

∂y

)2

f(1, 1) = (x− 1)2∂
2f

∂x2
(1, 1)

+2(x− 1)(y − 1)
∂2f

∂x∂y
(1, 1) + (y − 1)2∂

2f

∂y2
(1, 1)
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= − 1

22
[(x− 1) + (y − 1)]2 .

En general,(
(x− 1)

∂

∂x
+ (y − 1)

∂

∂y

)n
f(1, 1) = (−1)n+1(n−1)!

1

2n
[(x− 1) + (y − 1)]n .

El desarrollo pedido es por tanto

log(x+ y) = log 2 +
1

2
[(x− 1) + (y − 1)]− 1

2
· 1

22
[(x− 1) + (y − 1)]2

+ · · ·+ (−1)n+1 · 1

n
· 1

2n
[(x− 1) + (y − 1)]n

+(−1)n+2 · 1

n+ 1
· 1

(ξ + η)n+1
[(x− 1) + (y − 1)]n+1 ,

con (ξ, η) en el segmento que une los puntos (1, 1) y (x, y).

10. Polinomio de Z[x] con ráız α = 2 + 3
√

3

(a) Encontrar un polinomio p(x) de tercer grado de Z[x] admitiendo como
ráız α = 2 + 3

√
3.

(b) Descomponer p(x) en producto de factores irreducibles en R[x].

Solución. (a) Sea p(x) = c3x
3 + c2x

2 + c1x+ c0 ∈ Z[x] con c3 6= 0. Si tiene
como ráız a α,

c3α
3 + c2α

2 + c1α+ c0 = 0,

α3 = −c2

c3
α2 − c1

c3
α− c0

c3
= b2α

2 + b1α+ b0, (bk ∈ Q).

Es decir, necesariamente α3 ha de ser combinación lineal racional de α2, α, 1.
Tenemos

α2 =
(

2 +
3
√

3
)2

= 4 + 4 · 31/3 + 32/3,

α3 =
(

2 +
3
√

3
)3

= 11 + 12 · 31/3 + 6 · 32/3.

La igualdad α3 = b2α
2 + b1α+ b0 equivale a

11 + 12 · 31/3 + 6 · 32/3 = b2

(
4 + 4 · 31/3 + 32/3

)
+b1

(
2 + 31/3

)
+ b0.
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La igualdad anterior se verifica si
b2 = 6

b1 + 4b2 = 12

b0 + 2b1 + 4b2 = 11.

Resolviendo el sistema anterior obtenemos b2 = 6, b1 = −12, b0 = 11.
Obtenemos el polinomio p(x) = x3 − 6x2 + 12x− 11.
(b) Aplicando la regla de Ruffini,

1 −6 12 −11

2 + 31/3 2 + 31/3 −8− 2 · 31/3 + 32/3 11

1 −4 + 31/3 4− 2 · 31/3 + 32/3 0

El polinomio p(x) lo podemos por tanto expresar en la forma

p(x) = (x− α) q(x), con q(x) = x2 +
(
−4 + 31/3

)
x+ 4− 2 · 31/3 + 32/3.

El discriminante de q(x) es

D =
(
−4 + 31/3

)2
− 4

(
4− 2 · 31/3 + 32/3

)
= −3 · 32/3 < 0,

luego q(x) es irreducible en R[x] y la descomposición pedida es p(x) =
(x− α) q(x).

11. Configuración de centro en un sistema autóno-
mo

Se considera el sistema diferencial X ′ = AX, con A =

[
1 −2
1 −1

]
. Se pide:

(a) Escribir la forma general de la solución para resolver el sistema con la
condición inicial X(0) = (1, 0)t.
(b) Dibujar la órbita que pasa por el punto (1, 0).
(c) Calcular la matriz exponencial exp (tA).

Solución. (a) El polinomio caracteŕıstico de A es λ2 + 1 = 0 y por tanto
los valores propios son λ = α ± βi = ±i. El subespacio propio asociado al
valor propio i, y una base del mismo son:

Vi ≡
{

(1− i)x1 − 2x2 = 0
x1 + (−1− i)x2 = 0,

Bi = {(1 + i, 1)t}.
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Como A es real, una base de V−i es B−i = {(1 − i, 1)t}. Este vector lo
podemos expresar en la forma (1 − i, 1)t = U + iV con U = (1, 1)t y V =
(−1, 0)t. Por un conocido teorema, si P = [U , V ], entonces:

P−1AP =

[
α −β
β α

]
=

[
0 −1
1 0

]
.

y el cambio X = PX∗ proporciona las soluciones:[
x∗1
x∗2

]
= eαt

[
cosβt − sinβt
sinβt cosβt

] [
b1
b2

]
=

[
cos t − sin t
sin t cos t

] [
b1
b2

]
.

Para X = (1, 0)t tenemos:

X = PX∗ ⇔
[
1
0

]
=

[
1 −1
1 0

] [
x∗1
x∗2

]
⇔
[
x∗1
x∗2

]
=

[
0
−1

]
.

Es decir, la solución que cumple que cumple la condición inicial X(0) =
(1, 0)t es: [

x∗1
x∗2

]
=

[
sin t
− cos t

]
(t ∈ R).

(b) La órbita que pasa por (1, 0) es una circunferencia de centro el origen y
radio 1 en el plano x∗1x

∗
2 recorrida en sentido antihorario:

x∗2

x∗1

El cambio X = PX∗ proporciona la correspondiente elipse en el plano x1x2.

x2

x1
1
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(c) La matrizQ cuyas columnas son los vectores propios verificaQ−1AP = D
con D = diag(i,−i), por tanto:

etA = QetDQ−1 =

[
1 + i 1− i

1 1

] [
eit 0
0 eit

] [
1 + i 1− i

1 1

]−1

=

[
cos t −2 sin t
sin t − sin t+ cos t

]
.

12. Matrices cuadradas invertibles con coeficien-
tes enteros

Sea
∑

n = Zn×n el conjunto de las matrices cuadradas de orden n con
coeficientes en Z. Demostrar que una condición necesaria y suficiente para
que una matrix M ∈

∑
n admita una inversa en

∑
n es que

detM = ±1.

Solución. Si M es inversible en
∑

n entonces

(detM)
(
detM−1

)
= det

(
MM−1

)
= det I = 1

y dado que detM y detM−1 son enteros, ha de ser necesariamente detM =
±1. Rećıprocamente, si M ∈

∑
n y detM = ±1, entonces M tiene inversa en

Rn×n (pues su determinante es no nulo). Cada elemento de M−1 es cociente
de un adjunto de M (que es entero) entre ±1, y por tanto es entero. Es
decir, M−1 ∈

∑
n .

13. Cálculo de ĺımx→+∞ e
x2
∫ x
x− log x

2x
e−t

2

dt

Evaluar justificadamente

ĺım
x→+∞

ex
2

∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt.

Solución. Hallemos el ĺımite de cada uno de los factores que aparecen. El
ĺımite del primer factor es

ĺım
x→+∞

ex
2

= e+∞ = +∞.

Hallemos el ĺımite del segundo factor. Tenemos

x > x− log x

2x
⇔ log x

2x
> 0,
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y esto último ocurre para x > 1. Dado que 0 < e−t
2

para todo t real,

0 ≤
∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt.

Dado que e−t
2 ≤ 1 para todo t real,∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt ≤

∫ x

x− log x
2x

1 dt = x−
(
x− log x

2x

)
=

log x

2x
.

En consecuencia

0 ≤
∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt ≤ log x

2x
.

Usando la regla de L’Hopital obtenemos ĺımx→+∞
log x
2x = 0 y por tanto

ĺım
x→+∞

∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt = 0.

Llamando L al ĺımite pedido, usando la regla de L’Hopital y usando el
teorema fundamental del Cálculo

L = ĺım
x→+∞

∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt

e−x2 =

{
0

0

}
= ĺım

x→+∞

e−x
2 − e(x−

log x
2x )

2 (
x− log x

2x

)′
−2xe−x2

= ĺım
x→+∞

e−x
2

(
1− e

log x
x
− log2 x

4x2

)(
1− (1/x)2x−2 log x

4x2

)
−2xe−x2

= ĺım
x→+∞

(
1− e

log x
x
− log2 x

4x2

)(
1− 1−log x

2x2

)
−2x

.

Hallemos ĺımites de expresiones que aparecen en el ĺımite anterior:

ĺım
x→+∞

log x

x
=

{
+∞
+∞

}
=︸︷︷︸

L’Hopital

ĺım
x→+∞

1/x

1
= 0,

ĺım
x→+∞

log2 x

4x2
=

1

4
ĺım

x→+∞

(
log x

x

)2

=
1

4
· 02 = 0,

ĺım
x→+∞

1− log x

2x2
=

1

2
ĺım

x→+∞

(
1

x2
− log x

x2

)
= 0.

El ĺımite pedido es por tanto

L =
(1− e0) (1− 0)

−∞
=

0

−∞
= 0.
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14. Inversa de A ∈ R3×3 e interpretación geométri-
ca

Se considera la matriz

A =

1 2 2
2 −2 1
2 1 −2

 ∈ R3×3.

(a) Hallar A2 y A−1.
(b) Interpretar geométricamente el resultado.

Solución. (a) Operando obtenemos A2 = 9I, y de A

(
1

9
A

)
= I deducimos

que A−1 =
1

9
A.

(b) Llamando B =
1

3
A, obtenemos B2 = I, es decir B−1 = B. Por otra parte

B es simétrica, con lo cual Bt = B−1 y por tanto es ortogonal. Hallando los
valores propios de B, obtenemos λ1 = 1 (simple) y λ2 = −1 (doble) lo cual
implica que B representa una simetria axial en R3.

Concluimos que A = 3B representa la composición de una simetŕıa axial
con una homotecia de razón 3.

15. Integral
∫ +∞

0
log(x2+1)
x2+1 dx por residuos

Calcular

∫ +∞

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx.

Sugerencia: considerar

∫
γ

log(z + i)

z2 + 1
dz siendo γ la curva ABCA de la figura

y

x
−R R

A B

C

Solución. Sea Γ la curva ABC, es decir la semicircunferencia superior.
Tenemos∫ R

−R

log(x+ i)

x2 + 1
dx+

∫
Γ

log(z + i)

z2 + 1
dz =

∫
γ

log(z + i)

z2 + i
dz. (1)
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Podemos expresar∫ R

−R

log(x+ i)

x2 + 1
dx =

∫ 0

−R

log(x+ i)

x2 + 1
dx+

∫ R

0

log(x+ i)

x2 + 1
dx

=︸︷︷︸
t=−x

∫ 0

R

log(−t+ i)

t2 + 1
(−dt) +

∫ R

0

log(x+ i)

x2 + 1
dx

=

∫ R

0

log(−x+ i)

x2 + 1
dx+

∫ R

0

log(x+ i)

x2 + 1
dx =

∫ R

0

log(i− x) + log(i+ x)

x2 + 1
dx.

Simplifiquemos el numerador,

log(i− x) + log(i+ x) = log(i− x)(i+ x)

= log(−1− x2) = log(−1)(x2 + 1)

= log(−1) + log(x2 + 1) = πi+ log(x2 + 1).

La expresión (1) equivale por tanto a

πi

∫ R

0

dx

x2 + 1
+

∫ R

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx+

∫
Γ

log(z + i)

z2 + 1
dz

=

∫
γ

log(z + i)

z2 + i
dz. (2)

Hallemos los ĺımites cuando R→ +∞ de los sumandos que aparecen en (2).

(i) Ĺımite de la primera integral.

ĺım
R→+∞

πi

∫ R

0

dx

x2 + 1
= πi

∫ +∞

0

dx

x2 + 1
= πi [arctanx]+∞0

= πi [arctan(+∞)− arctan 0] = πi · π
2

=
π2

2
i.

(ii) Ĺımite de la segunda integral.

ĺım
R→+∞

∫ R

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx =

∫ +∞

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx = I.

(iii) Ĺımite de la tercera integral. Acotemos el módulo de la función
integrando en Γ : ∣∣∣∣ log(z + i)

z2 + 1

∣∣∣∣ ≤ |log(z + i)|
|z|2

≤ log |z + i|
|z|2
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≤ log (|z|+ |i|)
|z|2

≤︸︷︷︸
si |z| suf. grande

log 2 |z|
|z|2

=
log 2R

R2
.

La longitud de Γ es πR, por tanto

0 ≤
∣∣∣∣∫

Γ

log(z + i)

z2 + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ log 2R

R2
· πR =

π log 2R

R
→ 0 si R→ +∞.

En consecuencia,

ĺım
R→+∞

∫
Γ

log(z + i)

z2 + 1
dz = 0.

(iv) Ĺımite de la cuarta integral. El único polo de f(z) =
log(z + i)

z2 + 1
en

el semiplano superior para R > 1 es z = i, y su residuo es

Res [f, i] = ĺım
z→i

log(z + i)

z2 + 1
(z − i) = ĺım

z→i

log(z + i)

z + i

=
log(2i)

2i
=

log 2 + (π/2)i

2i
.

Por tanto∫
γ

log(z + i)

z2 + i
dz = 2πi

(
log 2 + (π/2)i

2i

)
= π log 2 +

π2

2
i.

De los ĺımites tomados en (2) deducimos

π2

2
i+ I + 0 = π log 2 +

π2

2
i,

luego la integral pedida es

I =

∫ +∞

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx = π log 2.

16. Estudio de la biyectividad de f(X) = (A∩X,B∩
X)

Sean A y B dos partes no vaćıas de un conjunto E y

f : P(E)→ P(A)× P(B), f(X) = (A ∩X,B ∩X).

(a) Estudiar la inyectividad de f.
(b) Estudiar la sobreyectividad de f.
(c) Determinar f−1 en los casos en los que f sea biyectiva.
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Solución. (a) Veamos que f es inyectiva si y sólo si A∪B = E. En efecto,
supongamos que f es inyectiva. Tenemos f(E) = (A ∩ E,B ∩ E) = (A,B).
Por otra parte f(A ∪ B) = (A ∩ (A ∪B), B ∩ (A ∪B)) = (A,B). Es decir
f(E) = f(A ∪ B), luego A ∪ B = E por ser f inyectiva. Rećıprocamente,
supongamos que A ∪B = E. Entonces,

f(X) = f(Y )⇒ (A ∩X,B ∩X) = (A ∩ Y,B ∩ Y )

⇒

{
A ∩X = A ∩ Y
B ∩X = B ∩ Y

⇒ (A ∩X) ∪ (B ∩X) = (A ∩ Y ) ∪ (B ∩ Y )

⇒ X ∩ (A ∪B) = Y ∩ (A ∪B)⇒ X ∩ E = Y ∩ E ⇒ X = Y

y por tanto, f es inyectiva.
(b) Veamos que f es sobreyectiva si y solamente si A ∩ B = ∅. En efecto,
si f es sobreyectiva existe X ∈ P(E) tal que f(X) = (A, ∅). Entonces,
A ∩X = A y B ∩X = ∅. De aqúı se deduce A ⊂ X ⊂ Bc, luego A ∩B = ∅.
Rećıprocamente, si A ∩B = ∅, sea (X,Y ) ∈ P(A)× P(B). Tenemos

f(X ∪ Y ) = (A ∩ (X ∪ Y ), B ∩ (X ∪ Y ))

= ((A ∩X) ∪ (A ∩ Y ), (B ∩X) ∪ (B ∩ Y )) = (X ∪ ∅, ∅ ∪ Y ) = (X,Y ),

luego f es sobreyectiva.
(c) De los apartados anteriores, f es biyectiva si y sólo si, A y B son com-
plementarios en E. Si es biyectiva,

f−1 : P(A)× P(B)→ P(E), f−1(X,Y ) = X ∪ Y.

17. Extremos de f : (R+)3 → R, f(x, y, z) = xmynzp

sobre un plano

Hallar, caso de existir, los valores extremos de la función

f :
(
R+
)3 → R, f(x, y, z) = xmynzp (m.n.p enteros positivos)

con x+ y + z = a (a ∈ R+).

Solución. El problema es equivalente a hallar los extremos de la función

g : Ω→ R, g(x, y) = xmyn(a− x− y)p

en el abierto Ω = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, a− x− y > 0}. Puntos cŕıticos
de g,

∂g

∂x
= 0

∂g

∂y
= 0
⇔ . . .⇔

{
[ma−my − (m+ p)x]xm−1yn(a− x− y)p−1

[na− nx− (n+ p)y]xmyn−1(a− x− y)p−1.
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x2ex

5x−5ex+5 sin usar la regla de L’Hôpital

Como x > 0, y > 0, y a− x− y > 0, el sistema anterior es equivalente a{
(m+ p)x+my = ma

nx+ (n+ p)y = na,

cuya única solución es

P =

(
ma

m+ n+ p
,

na

m+ n+ p

)
,

y se comprueba inmediatamente que P ∈ Ω. El hessiano de g en P es

Hg(P ) = det

[
gxx(P ) gxy(P )
gyx(P ) gyy(P )

]
= . . .

= (m+ n+ p)

(
ma

m+ n+ p

)2(m+n+p−2)

m2m−1n2n−1p2p−1 > 0.

Por otra parte,
∂g

∂x
(P ) = . . .

= −(m+ p)

(
ma

m+ n+ p

)m−1( na

m+ n+ p

)n( pa

m+ n+ p

)p−1

< 0.

Dado que g ∈ C2(Ω), deducimos por un conocido teorema que g alcanza un
máximo en el punto P. Hallando la z que corresponde al punto P, obtenemos

fmáx

(
ma

m+ n+ p
,

na

m+ n+ p
,

pa

m+ n+ p

)
= mmnnpp

(
a

m+ n+ p

)m+n+p

.

18. L = ĺımx→0
x2ex

5x−5ex+5 sin usar la regla de L’Hôpital

Si usar la regla de L’Hôpital, calcular el ĺımite

L = ĺım
x→0

x2ex

5x− 5ex + 5

Solución. Podemos expresar

L = ĺım
x→0

ex

5

x2

1 + x− ex
=

1

5
ĺım
x→0

x2

1 + x− ex︸ ︷︷ ︸
A

y por tanto, basta hallar A. Sea x > 0 y consideremos la función

F : [0, x]→ R, F (t) = t2 − x2

1 + x− ex
(1 + t− et).
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Es inmediato verificar las hipótesis del teorema de Rolle para F en [0, x]
obteniendo un ξ ∈ (0, x) tal que

x2

1 + x− ex
=

2ξ

1− eξ
.

Usando que eξ − 1 ∼ ξ cuando ξ → 0,

ĺım
x→0+

ex

5

x2

1 + x− ex
=

1

5
ĺım
ξ→0+

2ξ

−ξ
= −2

5
.

Usando la misma función F en el intervalo [x,0] con x < 0 obtenemos

ĺım
x→0−

ex

5

x2

1 + x− ex
− 2

5
,

con lo cual L = −2/5.

19. Diagonalización de A ∈ R2×2 con funciones hi-
perbólicas

Estudiar para qué valores de x ∈ R la siguiente matriz es diagonalizable
en R

A =

[
coshx sinhx
sinhx coshx

]
.

En cada caso, hallar la forma canónica de A.

Solución. Polinomio caracteŕıstico de A

χ(λ) = λ2 − (traza A)λ+ detA = λ2 − (2 coshx)λ+ cosh2 x− sinh2 x

= λ2 −
(
ex + e−x

)
λ+ 1.

Valores propios de A

λ2 −
(
ex + e−x

)
λ+ 1 = 0⇔ λ =

ex + e−x ±
√

(ex + e−x)2 − 4

2

=
ex + e−x ±

√
e2x + e−2x − 2

2
=
ex + e−x ±

√
(ex − e−x)2

2

=
ex + e−x ± (ex − e−x)

2
= {ex, e−x}.

Entonces, ex = e−x ⇔ e2x = 1 ⇔ 2x = 0 ⇔ x = 0. Para x = 0 obtenemos
la matriz A = I, que es diagonal. Si x 6= 0, tenemos ex 6= e−x y A es



28 20 Infinitud de los números primos, demostración topológica

diagonalizable en R al tener dos valores propios reales simples. Concluimos
que A es diagonalizable para todo x ∈ R siendo su matriz diagonal;

D =

[
ex 0
0 e−x

]
.

20. Infinitud de los números primos, demostración
topológica

Desarrollamos la demostración de Furstenberg de la infinitud de
los números primos basada en ideas topológicas.

Proporcionar una demostración topológica de la infinitud de los números
primos

Solución. Para cada a, b números enteros con b 6= 0 consideramos el sub-
conjunto de Z :

a+ b Z = { . . . , a− 2b , a− b , a , a+ b , a+ 2b , . . . },

y la clase B de subconjuntos de Z : B = {a+ b Z : a, b ∈ Z , b 6= 0} es decir,
B es la clase de todas las progresiones aritméticas no constantes en Z . Dado
que a + b Z = a− b Z también podemos suponer que b > 0. Veamos que B
cumple las dos conocidas condiciones para formar base de una topoloǵıa en
Z.

(i) Como 0+1 Z = Z se verifica trivialmente que Z es unión de elementos
de B.

(ii) Sean a+ b Z y a′ + b′ Z elementos de B y c ∈ (a+ b Z) ∩ (a′ + b′ Z)
, entonces a+ b Z = c+ b Z y a′ + b′ Z = c+ b′ Z . Si d es el mı́nimo común
múltiplo de b y b′ es claro que c ∈ c+d Z ⊂ (c+b Z)∩(c+b′ Z) . Concluimos
pues que B es base para una topoloǵıa T en Z.

Para cada primo p el subconjunto de Z,

Fp = Z− ( (1 + p Z) ∪ (2 + p Z) ∪ . . . ∪ ((p− 1) + p Z) )

es cerrado pues es el complementario de una unión de abiertos (que es abier-
to). Sea ahora F =

⋃
p Fp en donde p vaŕıa en el conjunto de los números

primos. Si solamente existiera un número finito de primos, entonces F seŕıa
unión finita de cerrados y por tanto, cerrado. Dado que Fp = p Z todo
entero k 6= ±1 pertenece a algún Fp, es decir Z− F = {−1, 1} . Pero clara-
mente {−1, 1} no es abierto por no ser unión de progresiones aritméticas no
constantes y por tanto F no es cerrado.
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Por tanto, de la hipótesis de existir solamente un número finito de primos
llegamos al absurdo de que existe un conjunto F en una topoloǵıa T que es
a la vez cerrado y no cerrado. Se concluye pues que existen infinitos números
primos.

21. A y B matrices reales y semejantes como com-
plejas, lo son como reales

(i) Sean A y B matrices reales y semejantes como matrices complejas. De-
mostrar que también son semejantes como matrices reales.
(ii) Aplicación. Demostrar que si X es una matriz real tal que X2 = −I,
entonces, para algún n entero positivo,

X = PJP−1 con J =

[
0 −In
In 0

]
.

donde P es una matriz real no singular e In la matriz identidad de orden n.

Solución. (i) Si A y B son semejantes como matrices complejas, existe una
matriz compleja P invertible tal que B = P−1AB. Expresemos P = Q+ iR
en donde Q y R son reales. Tenemos las equivalencias

B = P−1AP ⇔ PB = AP ⇔ (Q+ iR)B = A(Q+ iR)

⇔ QB + iRB = AQ+ iAR⇔ QB = AQ ∧ RB = AR.

Por tanto, para todo λ real o complejo se verifica

(Q+ λR)B = A(Q+ λR). (∗)

El polinomio φ(λ) = det(Q + λR) es polinomio con coeficientes reales y
además no tiene nulos todos sus coeficientes pues φ(i) = det(Q + iR) =
detP 6= 0. Esto implica que existen valores reales de λ tales que φ(λ) 6= 0.
Sea λ0 uno de estos valores y consideremos la matriz S = Q + λ0R. Esta
matriz es real, invertible y verifica según (∗) que B = S−1AS i.e. A y B son
semejantes como matrices reales.
(ii) Dado que X2 + I = 0, un polinomio anulador de X es p(λ) = λ2 + 1,
luego el polinomio mı́nimo µ(λ) de X divide a p(λ). Como p y µ han de tener
los mismos factores irreducibles en R[λ], necesariamente µ(λ) = λ2 + 1, por
tanto y los valores propios de X como matriz compleja son ±i y al ser X es
real, aparecen con la misma multiplicidad.

Dado que µ(λ) se descompone en factores lineales en C[λ], X es diago-
nalizable en C y semejante a la matriz diagonal D = diag(iIn,−iIn). Por
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otra parte

J2 =

[
0 −In
In 0

] [
0 −In
In 0

]
=

[
−In 0

0 −In

]
= −I,

luego J es semejante a D y por tanto J es semejante a X (como matrices
complejas). Del apartado anterior deducimos que existe P real e invertible
tal que X = PJP−1.

22. El conjunto de las fracciones diádicas en [0, 1]
es denso

Sea D el conjunto de las fracciones diádicas (fracciones cuyos denomina-
dores son potencias naturales de 2) en el intervalo [0, 1]. Es decir

D =

{
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
,

1

16
, . . . ,

15

16
, . . .

}
.

Demostrar que D es denso en [0, 1], i.e. D = [0, 1].

Solución. Como D ⊂ [0, 1] y [0, 1] es cerrado, se verifica D ⊂ [0, 1] pues D es
el menor de los cerrados que contiene a D. Veamos ahora que [0, 1] ⊂ D. Es
suficiente demostrar que para todo a ∈ [0, 1], cualquier intervalo (a−ε, a+ε)
con ε > 0 contiene un punto de D. Dado que ĺım (1/2n) = 0, existe una
potencia q = 2n0 tal que 0 < 1/q < ε. Consideremos ahora los intervalos[

0,
1

q

]
,

[
1

q
,
2

q

]
,

[
2

q
,
3

q

]
, . . . ,

[
q − 2

q
,
q − 1

q

]
,

[
q − 1

q
, 1

]
.

Como [0, 1] es la unión de los intervalos anteriores, el punto a pertenece a

alguno de ellos; llamémosle
[
m
q ,

m+1
q

]
. Es decir, se verifica m

q ≤ a ≤ m+1
q .

Ahora bien, como 1/q < ε,

a− ε < m

q
≤ a < a+ ε.

Esto implica que el punto m/q de D pertenece al intervalo (a − ε, a + ε) y
queda demostrado que D es denso en [0, 1].

23. Integral triple
∫∫∫

T x
mynzp(1− x− y − z)qdxdydz

Calcular la integral triple

I =

∫∫∫
T
xmynzp(1− x− y − z)qdxdydz
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siendo T el recinto limitado por los tres planos coordenados y el plano x+
y + z = 1, y m, n, p, q enteros positivos.

Solución. Podemos expresar I como las integrales reiteradas

I =

∫ 1

0
xmdx

∫ 1−x

0
yndy

∫ 1−x−y

0
zp(1− x− y − z)qdz.

Denotando a = 1− x− y, la tercera integral iterada es∫ 1−x−y

0
zp(1− x− y − z)qdz =

∫ a

0
zp(a− z)qdz = aq

∫ a

0
zp
(

1− z

a

)q
dz

= ap+q+1

∫ a

0

(z
a

)p (
1− z

a

)q
d
(z
a

)
=︸︷︷︸

t=z/a

ap+q+1

∫ 1

0
tp(1− z)qdz

= ap+q+1B(p+ 1, q + 1) = ap+q+1 Γ(p+ 1)Γ(q + 1)

Γ(p+ q + 2)
= ap+q+1 p!q!

(p+ q + 1)!
.

Entonces,

I =
p!q!

(p+ q + 1)!

∫ 1

0
xmdx

∫ 1−x

0
yn(1− x− y)p+q+1dy.

Llamando b = 1− x tenemos∫ 1−x

0
yn(1− x− y)p+q+1dy =

∫ b

0
yn(b− y)p+q+1dy

= bp+q+1

∫ b

0
yn
(

1− y

b

)p+q+1
dy = bn+p+q+2

∫ b

0

(y
b

)n (
1− y

b

)p+q+1
d
(y
b

)
=︸︷︷︸

t=y/b

bn+p+q+2

∫ 1

0
tn(1− t)p+q+1dt = bn+p+q+2B(n+ 1, p+ q + 2)

= bn+p+q+2 Γ(n+ 1)Γ(p+ q + 2)

Γ(n+ p+ q + 3)
= bn+p+q+2 n!(p+ q + 1)!

(n+ p+ q + 2)!
.

Podemos por tanto escribir

I =
p!q!

(p+ q + 1)!

n!(p+ q + 1)!

(n+ p+ q + 2)!

∫ 1

0
xm(1− x)n+p+q+2dx

=
n!p!q!

(n+ p+ q + 2)!
B(m+ 1, n+ p+ q + 3)

=
n!p!q!

(n+ p+ q + 2)!

Γ(m+ 1)Γ(n+ p+ q + 3)

Γ(m+ n+ p+ q + 3)



32 24 Máximo de f(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 log(1 + xi) con
∑n

i=1 xi = a

=
n!p!q!

(n+ p+ q + 2)!

m!(n+ p+ q + 2)!

(m+ n+ p+ q + 3)!

=
m!n!p!q!

(m+ n+ p+ q + 3)!
.

24. Máximo de f(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 log(1 + xi) con∑n
i=1 xi = a

Determinar el máximo de la función

f :
(
R+
)
→ R, f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

log(1 + xi),

con la restricción x1 + · · ·xn = a (a real y positivo).
Sugerencia: usar que la media geométrica de n números reales y no negativos
no es mayor que su media aritmética.

Solución. Podemos expresar f(x1, . . . , xn) = log
∏n
i=1(1 +xi). Dado que la

función logaritmo es estrictamente creciente, el punto donde se alcanza el
máximo absoluto de f es el mismo en el que se alcanza el máximo absoluto
de

g(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

(1 + xi).

Usando que la media geométrica de n números reales y no negativos no es
mayor que su media aritmética,

n

√√√√ n∏
i=1

(1 + xi) ≤
∑n

i=1(1 + xi)

n
o bien ,

n∏
i=1

(1 + xi) ≤

(
n∑
i=1

(1 + xi)

)n
nn

.

Como x1 + · · ·xn = a, se verifica

g(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

(1 + xi) = (1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn)

≤ [(1 + x1) + · · ·+ (1 + xn−1) + (1 + (a− x1 . . .− xn−1))]n

nn
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=
(a+ n)n

nn
=
(

1 +
a

n

)n
= K.

El número K es por tanto una cota superior de g, cota superior que se
alcanza pues

P =
(a
n
,
a

n
, . . . ,

a

n

)
⇒ g(P ) =

(
1 +

a

n

)(
1 +

a

n

)
. . .
(

1 +
a

n

)
= K.

El máximo de la función f es por tanto

fmáx(P ) = log
(

1 +
a

n

)n
= n log

(
1 +

a

n

)
.

25. Ideal maximal en el anillo de las funciones de
clase infinito

(a) Sea A = C∞(R) el conjunto de las funciones de clase infinito de R en R.
Demostrar que es un subanillo del anillo F(R,R) de las funciones reales de
variable real, con las operaciones habituales suma y producto.
(b) Demostrar que I = {f ∈ A : f(0) = 0} es ideal de A.
(c) Demostrar que I es ideal maximal de C∞(R).

Solución. (a) Si f y g son funciones de clase infinito en R, también lo son
f − g y fg, de acuerdo con conocidas propiedades de análisis. Por el teore-
ma de caracterización de subanillos concluimos que A es subanillo del anillo
F(R,R). Además, al ser F(R,R) conmutativo aśı lo es A, y al ser la función
constante 1 de clase infinito, A es unitario.
(b) Para todo f, g ∈ I se verifica (f−g)(0) = f(0)−g(0) = 0−0 = 0, es decir
f − g ∈ I. Para todo h ∈ A y para todo f ∈ I se verifica (hf)(0) = h(0)f(0)
= h(0) · 0 = 0, es decir hf ∈ I. Concluimos que I es ideal de A.
(c) Bastará demostrar que C∞(R)/I es un cuerpo. Sea [f ] ∈ C∞(R)/I con
[f ] 6= [0], esto implica que f − 0 = f /∈ I y por tanto f(0) 6= 0. Considere-
mos la función constante g(x) = 1/f(0) que claramente es de clase infinito.
Tenemos

(fg − 1)(0) = f(0) · 1

f(0)
− 1 = 0⇒ fg − 1 = I ⇒ [f ][g] = [fg] = [1],

y por tanto todo elemento no nulo de C∞(R)/I tiene inverso.
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26. Suma
∑∞

k=0 (I − A)k en un espacio de matrices

Sea K el cuerpo de los reales o los complejos, y ‖ ‖ una norma matricial
en el espacio vectorial E = Kn×n de las matrices cuadradas de orden n con
coeficientes en K. Sea A ∈ Kn×n tal que ‖A− I‖ < 1. Demostrar que la
serie

∑∞
k=0 (I −A)k es absolutamente convergente y que

∞∑
k=0

(I −A)k = A−1.

Solución. Dado que la norma dada es matricial, se verifica ‖M‖ ≤ ‖M‖ ‖N‖
para todo par de matrices M,N ∈ E. Entonces,∥∥∥(I −A)k

∥∥∥ ≤ ‖I −A‖k = ‖A− I‖k .

La serie geométrica
∑∞

k=0 ‖A− I‖
k es convergente pues por hipótesis, el

módulo de ‖A− I‖ es menor que 1. Entonces, usando el criterio de la ma-
yorante

0 ≤
∥∥∥(I −A)k

∥∥∥ ≤ ‖A− I‖k
⇒

∞∑
k=0

∥∥∥(I −A)k
∥∥∥ es conv.⇒

∞∑
k=0

(I −A)k abs. conv.

Denotemos ahora B = I −A. Tenemos

(I −B)
n−1∑
k=0

Bk = (I −B)(I +B +B2 + · · ·+Bn−1)

= (I +B +B2 + · · ·+Bn−1)− (B +B2 +B3 + · · ·+Bn) = I −Bn.

35
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27 Caracterización de una topoloǵıa por axiomas de clausura de

Kuratowski

Al ser la norma dada una norma matricial se verifica ρ(B) ≤ ‖B‖ , siendo
ρ(B) el radio espectral de B, con lo cual Bn → 0 cuando n→∞. Entonces,

(I−B)
n−1∑
k=0

Bk = I−Bn ⇒ (I−B) ĺım
n→∞

n−1∑
k=0

Bk = I−0⇒ (I−B)
∞∑
k=0

Bk = I

⇒︸︷︷︸
B=I−A

A
∞∑
k=0

(I −A)k = I ⇒
∞∑
k=0

(I −A)k = A−1.

27. Caracterización de una topoloǵıa por axiomas
de clausura de Kuratowski

Sea X un conjunto no vaćıo y sea k : P(X)→ P(X) una aplicación que
saisface los llamados axiomas de clausura de Kuratowski:

[K1] k (∅) = ∅.
[K2] A ⊂ k(A) para todo A ∈ P(X).

[K3] k(A ∪B) = k(A) ∪ k(B) para todo A,B ∈ P(X).

[K4] k (k(A)) = k(A) para todo A ∈ P(X).

Demostrar que existe una única topoloǵıa en T tal que k(A) es la clausura
de A para todo A ⊂ X.

Solución. Supongamos que existe una toploǵıa T en X de tal manera que
la clausura o adherencia de cada conjunto A coincide con k(A) i.e. A = k(A).
Por la conocida caracterización de los cerrados de una topoloǵıa, la familia
de cerrados de T ha de ser necesariamente

F = {F ⊂ X : k(F ) = F},

la cual determina uńıvocamente una topoloǵıa

T = {G ⊂ X : Gc ∈ F}.

Veamos que F cumple las tres propiedades de los cerrados que caracterizan
a una topoloǵıa. Es decir,
(a) ∅ y X pertenecen a F .
(b) Uniones finitas de elementos de F pertenecen a F .
(c) Intersecciones cualesquiera de elementos de F pertenecen a F .

Efectivamente,
(a) ∅ ∈ F por [K1]. Por [K2] se verifica X ⊂ k(X), luego X = k(X) y por
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tanto X ∈ F .
(b) Si {Fi} es familia finita de elementos de F tenemos por [K2]

k (∪iFi) = ∪ik(Fi) = ∪iFi ⇒ ∪iFi ∈ F .

(c) Del axioma [K3],

M ⊂ N ⇒ k (N) = k [(N \M) ∪M ] = k(N \M) ∪ k(M)⇒ k(M) ⊂ k(N).

Sea ahora {Fi} una familia (finita o no) de elementos de F y llamemos
F = ∩iFi. Entonces,

F ⊂ Fi ∀i⇒ k(F ) ⊂ k(Fi) ∀i⇒ k(F ) ⊂ ∩ik(Fi) = ∩iFi = F

es decir F ⊂ k(F ), y por el axioma [K2], F ⊂ k(F ) luego k(F ) = F y por
tanto F ∈ F .

Falta demostrar que para todo A ⊂ X se verifica A = k(A). En efecto,

A =
⋂

F∈F ∧ A⊂F
F =

⋂
k(F )=F ∧ A⊂F

F.

Por [K4], k(A) = k(k(A)) es un conjunto cerrado que contiene a A y por
tanto A ⊂ k(A). Por otra parte,

A ⊂
⋂

F∈F ∧ A⊂F
F ⇒ k(A) ⊂ k

( ⋂
F∈F ∧ A⊂F

F

)
=

⋂
F∈F ∧ A⊂F

F = A.

Es decir, A ⊂ k(A) y k(A) ⊂ A luego k(A) = A.

28. Acotación por eαt de las soluciones de un sis-
tema diferencial

Sea A ∈ Rn×n , con n valores propios distintos y la parte real de cada
valor propio λ es menor que algún número negativo α. Demuestre que para
cada solución de X ′(t) = Ax(t), existe t0 > 0 tal que

‖X(t)‖ < eαt si t0 ≤ t.

Solución. Las soluciones del sistema X ′(t) = Ax(t) son de la forma X(t) =
etAC. Tomando normas

‖X(t)‖ ≤
∥∥etA∥∥ ‖C‖ . (1)
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La matriz A tiene n valores propios distientos en C, en consecuencia es
diagonalizable en C. Existe por tanto una matriz invertible P ∈ Cn×n tal
que A = PDP−1 con D la diagonal de valores propios. Entonces,∥∥etA∥∥ =

∥∥PetDP−1
∥∥ ≤ ‖P‖ ∥∥etD∥∥∥∥P−1

∥∥ = c(P )
∥∥etD∥∥ ,

en donde c(P ) = ‖P‖
∥∥P−1

∥∥ es el número de condición de P.
La matriz etD es de la forma

etD = diag
(
e(α1+β1i)t, e(α1−β1i)t, . . . , e(αp+βpi)t, e(αp−βpi)t

)
y (etD)∗etD = diag (e2α1t, . . . , e2αpt), luego∥∥etD∥∥ =

√
máx{e2αjt} = máx{eαjt} = etm (m = máx {αj}).

Usando (1) podemos escribir ‖X(t)‖ ≤ c(P ) ‖C‖ emt. Tenemos las equiva-
lencias

‖X(t)‖ ≤ eαt ⇔ c(P ) ‖C‖ emt ≤ eαt ⇔ c(P ) ‖C‖ ≤ e(α−m)t.

Dado que α−m > 0, se verifica e(α−m)t → +∞ cuando t→ +∞. Es decir,
a partir de un t0 se verifica c(P ) ‖C‖ ≤ e(α−m)t y por ende ‖X(t)‖ ≤ eαt si
t ≥ t0.

29. Generatrices rectiĺıneas de un hiperboloide de
una hoja

Consideremos el hiperboloide de una hoja

H :
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (a > 0, b > 0 c > 0)

y los haces de rectas

Lt :


x = a cos t+ λa sin t

y = b sin t− λb cos t

z = λc

L′t :


x = a cos t− λa sin t

y = b sin t+ λb cos t

z = λc

en donde t ∈ [0, 2π) y λ ∈ R.
(a) Demostrar que todas las rectas de Lt y todas las de L′t están contenidas
en H.
(b) Demostrar que por cada punto de H pasa una y sólo una recta de cada
haz (por tanto Lt y L′t son dos haces de generatrices rectiĺıneas de H).
(c) Demostrar que las rectas Lt no se cortan. Idem para las rectas de L′t.
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Solución. (a) Para todo (t, λ) ∈ [0, 2π) × R y eligiendo un punto genérico
(x, y, z) ∈ Lt

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
=
a2(cos2 t+ λ2 sin2 t+ 2λ cos t sin t)

a2

+
b2(sin2 t+ t2 cos2 t− 2λ sin t cos t)

b2
− c2λ2

c2

= cos2 t+ sin2 t+ λ2(cos2 t+ sin2 t)− λ2 = 1,

lo cual prueba que las rectas de Lt están contenidas en H. Análogo razona-
miento para L′t.
(b) Sea (x, y, z) un punto de H y denotemos λ = z/c. Tenemos(

λ

λ2 + 1

x

a
+

1

λ2 + 1

y

b

)2

+

(
1

λ2 + 1

x

a
− λ

λ2 + 1

y

b

)2

=
1

λ2 + 1

[(x
a

)2
+
(y
b

)2
]

=
1

z2/c2 + 1

(
x2

a2
+
y2

b2

)
= 1.

En consecuencia, existe un único t ∈ [0, 2π) tal que
sin t =

λ

λ2 + 1

x

a
+

1

λ2 + 1

y

b

cos t =
1

λ2 + 1

x

a
− λ

λ2 + 1

y

b

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos fácilmente
x = a cos t+ λa sin t

y = b sin t− λb cos t

z = λc

(t ∈ [0, 2π), λ ∈ R),

y por tanto (x, y, z) pertenece a una única recta de Lt.
Para todo punto (x, y, z) de H también se verifica(

λ

λ2 + 1

x

a
− 1

λ2 + 1

y

b

)2

+

(
1

λ2 + 1

x

a
+

λ

λ2 + 1

y

b

)2

= 1.

Razonando de manera totálmente análoga deducimos que existe un único
t ∈ [0, 2π) tal que

x = a cos t− λa sin t

y = b sin t+ λb cos t

z = λc

(t ∈ [0, 2π), λ ∈ R),
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y por tanto (x, y, z) pertenece a una única recta de L′t.
(c) Supongamos que las rectas Lt1 y Lt2 se cortan en el punto (x, y, z), y que
este punto corresponde a los parámetros λ1 y λ2 respectivamente. Entonces,
λ1 = λ2 = z/c = λ. Además,

sin t1 = sin t2 =
λ

λ2 + 1

x

a
+

1

λ2 + 1

y

b

cos t1 = cos t2 =
1

λ2 + 1

x

a
− λ

λ2 + 1

y

b

y por tanto, t1 = t2. Análogo razonamiento para las rectas L′t.

30. Semianillo tropical

En el conjunto T = R ∪ {+∞} se definen las operaciones

x⊕ y = mı́n{x, y}, x� y = x+ y.

(a) Demostrar que (T,⊕) es semigrupo abeliano con elemento neutro.
(b) Demostrar que (T,�) es también semigrupo conmutativo con elemento
unidad.
(c) Demostrar que la operación � es distributiva respecto de la operación
⊕. Es decir, que para todo x, y, z ∈ T se verifican las igualdades

i) x� (y ⊕ z) = (x� y)⊕ (x� z),
ii) (x⊕ y)� z = (x� z)⊕ (y � z).

(d) Demostrar que 0T anula a todo elemento de T, es decir que

0T � x = x� 0T = 0 ∀x ∈ T.

Nota. Los apartados anteriores prueban que (T,⊕,�) es un semianillo con-
mutativo. Se le denomina semianillo tropical.
(e) Para n ≥ 1 entero y a ∈ T, denotamos an = a � a � . . . � a (n veces).
Demostrar que para todo x, y ∈ T se verifica (x⊕ y)2 = x2 ⊕ y2.
(f) Demostrar que para todo entero n ≥ 1 y x, y ∈ T se verifica (x⊕ y)n =
xn ⊕ yn.

Solución. (a) Interna. Para todo x, y ∈ T es evidente que x⊕ y ∈ T.
Asociativa. Para todo x, y, z ∈ T,

(x⊕ y)⊕ z = mı́n{x, y} ⊕ z = mı́n {mı́n{x, y}, z} = mı́n{x, y, z}

= mı́n {x,mı́n{y, z}} = x⊕mı́n{y, z} = x⊕ (y ⊕ z).
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Existencia de elemento neutro. Denotando 0T = +∞, tenemos para todo
x ∈ T :

x⊕ 0T = mı́n{x,+∞} = x, 0T ⊕ x = mı́n{+∞, x} = x,

es decir 0T es elemento neutro para la operación ⊕.
Conmutativa. Para todo x, y ∈ T, x⊕ y = mı́n{x, y} = mı́n{y, x} = y ⊕ x.
(b) Interna. Para todo x, y ∈ T es evidente que x� y ∈ T.
Asociativa. Para todo x, y, z ∈ T,

(x� y)� z = (x+ y)� z = (x+ y) + z

= x+ (y + z) = x+ (y � z) = x� (y � z).
Existencia de elemento unidad. Denotando 1T = 0, tenemos para todo
x ∈ T :

x� 1T = x+ 0 = x, 1T � x = 0 + x = x,

es decir 1T es elemento neutro para la operación �.
Conmutativa. Para todo x, y ∈ T, x� y = x+ y = y + x = y ⊕ x.
(c) i) Para todo x, y, z ∈ T,

x� (y ⊕ z) = x+ mı́n{y, z} = mı́n{x+ y, x+ z}

= (x+ y)⊕ (x+ z) = (x� y)⊕ (x� z).
Dado que las operaciones ⊕ y � son conmutativas, también se cumple ii).
(d) Para todo x ∈ T, se verifica

0T � x = (+∞) + x = +∞ = 0T ,

y al ser � conmutativa, también se verifica x� 0T = 0T .
(e) Para todo x, y elementos de T :

(x⊕ y)2 = (x⊕ y)� (x⊕ y) = mı́n{x, y}+ mı́n{x, y}

= mı́n{2x, x+ y, 2y} = mı́n{2x, 2y}.
x2 ⊕ y2 = (x� x)⊕ (y � y) = (x+ x)⊕ (y + y) = mı́n{2x, 2y}.

Es decir, (x⊕ y)2 = x2 ⊕ y2.
(f) La igualdad es trivialmente cierta para n = 1. Sea cierta para n − 1.
Entonces,

(x⊕ y)n = (x⊕ y)� (x⊕ y)n−1 = (x⊕ y)� (xn−1 ⊕ yn−1)

= mı́n{x, y}+ mı́n{(n− 1)x, (n− 1)y}
= mı́n{nx, (n− 1)x+ y, x+ (n− 1)y, ny} = mı́n{nx, ny}.

Por otra parte, xn⊕yn = (nx)⊕(ny) = mı́n{nx, ny} y por tanto la igualdad
es cierta para n.
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31. Seminorma del supremo en el anillo de las fun-
ciones continuas

Sea R = C(I) el anillo de las funciones reales continuas en el intervalo I =
[a, b] con las operaciones habituales suma y producto. Se define la aplicación

N : R→ R+, N(f) = sup{|f(x)| : x ∈ I}.

(a) Demostrar que N es una seminorma en R (se la denomina seminorma
del supremo).
(b) Demostrar que tal seminorma es arquimediana.

Solución. (a) Recordamos que si R es un anillo unitario (elemento unidad
1R) una seminorma en R es cualquier aplicación N : R → R+ cumpliendo
los axiomas

(1) N (1R) = 1.

(2) N(xy) ≤ N(x)N(y) ∀x, y ∈ R.
(3) N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) ∀x, y ∈ R.

Veamos que la aplicación dada satisface en el anillo de las funciones dado
los axiomas anteriores. Efectivamente, la función N está bien definida por
un conocido resultado de Análisis. La función 1R es 1R(x) = 1 para todo
x ∈ I, por tanto

N (1R) = sup{|1R(x)| : x ∈ I} = sup{1 : x ∈ I} = 1.

Sean ahora f, g ∈ R. Tenemos

N(fg) = sup{|(fg)(x)| : x ∈ I} = sup{|f(x)g(x)| : x ∈ I}

= sup{|f(x)| |g(x)| : x ∈ I}

≤ sup{|f(x)| : x ∈ I} sup{|g(x)| : x ∈ I} = N(f)N(g).

Por otra parte,

N(f + g) = sup{|(f + g)(x)| : x ∈ I} = sup{|f(x) + g(x)| : x ∈ I}

= sup{|f(x)|+ |g(x)| : x ∈ I}

≤ sup{|f(x)| : x ∈ I}+ sup{|g(x)| : x ∈ I} = N(f) +N(g).

Por tanto, N es seminorma.
(b) Recordamos que una seminorma en un anillo unitario R se dice que es
no arquimediana si el axioma (3) es sustituye por la condición más fuerte

(3′) N(x+ y) ≤ máx{N(x), N(y)}∀x, y ∈ R,
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llamada desigualdad ultramétrica, y si no se cumple (3′) la seminorma se
dice que es arquimediana. Es fácil verificar que en el anillo de las funciones
continuas dado, N es arquimediana. En efecto si f = g = 1R tenemos
N(f) = N(g) = 1 y

N(f + g) = sup{(1R + 1R)(x) : x ∈ I} = sup{2 : x ∈ I} = 2,

lo cual implica que 2 = N(f + g) 6≤ máx{N(f), N(g)} = 1.

32. A =
{

(x, y) ∈ R2 : y = sin(1/x)
}
∪{(0, 0)} conexo,

pero no por caminos

En R2 con la topoloǵıa usual se considera el subconjunto

A =
{

(x, y) ∈ R2 : y = sin(1/x)
}
∪ {(0, 0)}.

(a) Demostrar que es conexo.
(b) Demostrar que no es conexo por caminos.

Solución. (a) La función f(x) = (x, sin 1/x) es continua sobre cualquier
subconjunto de R que no contiene a 0. Escribamos A = A+ ∪ A− siendo
A+ = {(0, 0)} ∪ f ((0,+∞)) y A− = {(0, 0)} ∪ f ((−∞, 0)).

Ahora bien, f ((0,+∞)) es conexo por ser imagen continua de un conexo.
Como (0, 0) es punto ĺımite de f ((0,+∞)) se concluye que A+ es conexo.
Análogamente se demuestra que A− es conexo. Como A+ ∩ A− 6= ∅, se
deduce que A es conexo.
(b) Supongamos que existiera un camino γ : [0, 1] → A uniendo (0, 0) con
(1/π, 0). Consideremos el conjunto cerrado γ−1 ({(0, 0)}) y sea M el supremo
de este conjunto. Entonces, sobre el intervalo [M, 1] tenemos γ(t) = (0, 0) si
y solo si t = M . Parametricemos la curva γ(t) = (x(t), y(t)) de tal manera
que M = 0. Tenemos:{

γ(0) = (0, 0

x(t) 6= 0, y(t) = sin (1/x(t)) si t > 0.

Elijamos ahora para cada n un entero an tal que 2/πan pertenece al intervalo
(0, x(1/n)). Aplicando el teorema del valor intermedio, obtenemos un tn ∈
(0, 1/n) tal que x(tn) = 2/πan. Entonces, tn → 0 pero γ(tn) no tiende a
(0, 0). Esto contradice la continuidad de γ.
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33. Ĺımite L = ĺımx→0
x−sinx
x3 por tres métodos

Calcular L = ĺım
x→0

x− sinx

x3
,

(a) Usando la regla de L’Hopital.
(b) Usando un desarrollo limitado de Maclaurin de sinx.
(c) Usando algún método esencialmente distinto de los anteriores

Solución. (a) Usando la regla de L’Hopital,

L = ĺım
x→0

x− sinx

x3
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

1− cosx

3x2

=︸︷︷︸
1−cosx∼x2/2

ĺım
x→0

x2/2

3x2
= ĺım

x→0

1

6
=

1

6
.

(b) Usando el desarrollo limitado de orden 2 del seno,

L = ĺım
x→0

x− [x− x3/6 + o(x3)]

x3
= ĺım

x→0

x3/6− o(x3)

x3

= ĺım
x→0

(
1

6
+
o(x3)

x3

)
=

1

6
+ 0 =

1

6
.

(c) Usando el cambio de variable t = 3x,

L = ĺım
t→0

3t− sin 3t

27t3

Usando la fórmula sin 3t = 3 sin t− 4 sin3 t,

L = ĺım
t→0

3t− 3 sin t+ 4 sin3 t

27t3
.

Entonces,

L =
1

9
ĺım
t→0

t− sin t

t3
+

4

27
ĺım
t→0

(
sin t

t

)3

,

L =
1

9
L+

4

27
, L =

1

6
.

34. Teorema de Casorati-Weierstrass: singularida-
des de 1/f

Sea U ⊂ C abierto y f : U \ {a} → C anaĺıtica, con singularidad esencial
en a y que no se anula en : U \ {a}.
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(a) Usando el teorema de Casorati-Weierstrass, estudiar el tipo de singula-
ridad que presnta 1/f en a.
(b) Verificar el resultado anterior para la función f(z) = e1/z, mediante
desarrollos en serie de Laurent en una corona de centro 0.

Solución. (a) Recordemos el teorema de Casorati-Weierstrass:
Sea f(z) anaĺıtica en 0 < |z − a| < R y a una singularidad esencial de f(z).
Entonces, ∀w ∈ C, ∀ε > 0, ∀δ > 0, existe un z ∈ C tal que 0 < |z − a| < δ
y |f(z)− w| < ε. Es decir, en un entorno de una singularidad esencial, la
función toma valores arbitrariamente próximos a cualquier número complejo.

Existen por tanto dos sucesiones {zn} y {wn} en U \ {a} tales que

ĺım
n→+∞

zn = a, ĺım
n→+∞

f(zn) = 0,

ĺım
n→+∞

wn = a, ĺım
n→+∞

|f(wn)| =∞.

Entonces,

ĺım
n→+∞

1

f(zn)
=

1

a
, ĺım

n→+∞

∣∣∣∣ 1

f(wn)

∣∣∣∣ = 0.

Es decir, no existe ĺımz→a 1/f(z) ni finito ni infinito. Por tanto, 1/f tiene
una singularidad esencial en a.
(b) El desarrollo en serie de Laurent de f(z) = e1/z en 0 < |z| < +∞ es

f(z) = 1 +
1/z

1!
+

1/z2

2!
+

1/z3

3!
+ = · · ·+ 1/3!

z3
+

1/2!

z2
+

1

z
+ 1.

La serie de Laurent tiene infinitos términos en su parte principal, por tanto
0 es singularidad esencial de f. El desarrollo en serie de Laurent de 1/f(z) =
1/e1/z = e−1/z en 0 < |z| < +∞ es

1

f(z)
= 1− 1/z

1!
+

1/z2

2!
− 1/z3

3!
+ = · · · − 1/3!

z3
+

1/2!

z2
− 1

z
+ 1.

La serie de Laurent tiene infinitos términos en su parte principal, por tanto
0 es singularidad esencial de 1/f.

35. Mı́nimo de L(f) =
∫ b
a f(x) dx ·

∫ b
a

dx
f(x) mediante

la desigualdad de Schwarz

Utilizando la desigualdad de Schwarz, demostrar que si f(x) es continua
y positiva para a ≤ x ≤ b, el producto

L(f) =

∫ b

a
f(x) dx ·

∫ b

a

dx

f(x)

es mı́nimo si y sólamente si f es una función constante.
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Solución. El espacio E = C[a, b] de las funciones reales continuas en [a, b]
sabemos que es un espacio eucĺıdeo provisto del producto escalar

〈f1, f2〉 =

∫ b

a
f1(x)f2(x) dx.

Se verifica por tanto la desigualdad de Schwarz

〈f1, f2〉2 ≤ ‖f1‖2 ‖f2‖2 ∀f1, f2 ∈ E. (1)

Lamemos f1 = f y f2 =
1√
f
, que es continua en [a, b] (f > 0). Usando (1),

[∫ b

a
f(x) · 1

f(x)
dx

]2

≤
∫ b

a
f(x) dx ·

∫ b

a

dx

f(x)

⇒ (b− a)2 ≤ L(f).

Entonces, M = (b− a)2 es cota inferior de L(f) y la cota se alcanza cuando
la desigualdad de Schwarz se convierte en igualdad, es decir si y solamente
si f1 = λf2 con λ ∈ R, es decir, si y solamente si√

f =
λ√
f

que equivale a f = λ (constante).

36. Polinomios de Legendre y operador simétrico

En el espacio vectorial E = Rn[x] de los polinomios reales de grado ≤ n
se define la aplicación

T : E → E, T (f) =
(
pf ′
)′

con p(x) = x2 − 1.

(a) Demostrar que T es lineal.
(b) Hallar la matriz de T en la base canónica de E.
(c) Determinar el espectro de T y estudiar si T es diagonalizable.
(d) En el espacio vectorial eucĺıdeo que se obtiene al dotar a E del producto
escalar

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx,

estudiar si el endomorfismo T es simétrico y determinar la matriz de T
respecto de la base

BL = (p0, p1, . . . , pn)

formada por los polinomios de Legendre de grados 0, 1, 2, . . . , n.
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Solución. (a) La aplicación está bien definida pues si f 6= 0,

grad f = k ⇒ grad
(
pf ′
)

= 2 + (k − 1) = k + 1

⇒ grad
(
pf ′
)′

= k ⇒ grad T (f) = k,

y si f = 0, T (f) = 0, por tanto T transforma elementos de E en elementos
de E. Veamos que T es lineal. En efecto, para todo α, β ∈ R y para todo
f, g ∈ E

T (αf + βg) =
(
p(αf + βg)′

)′
=
(
p(αf ′ + βg′)

)′
=
(
αpf ′ + βpg′

)′
= α

(
pf ′
)′

+ β
(
pg′
)′

= αT (f) + βT (g).

(b) Hallemos los transformados de la base canónica B = (1, x, x2, . . . , xn).
Tenemos para 2 ≤ k ≤ n

T (xk) =
(

(x2 − 1)(xk)′
)′

=
(
k(x2 − 1)xk−1

)′
=
(
kxk+1 − kxk−1

)′
= k(k + 1)xk − k(k − 1)xk−2.

Por otra parte, T (1) = 0 y T (x) = 2x. Entonces,

T (1) = 0

T (x) = 2x

T (x2) = 6x2 − 2

T (x3) = 12x3 − 6x

. . .

T (xn) = n(n+ 1)xn − n(n− 1)xn−2

y la matriz M de T en B es

M =



0 0 −2 0 . . . 0
0 2 0 −6 . . . 0
0 0 6 0 . . . 0
0 0 0 12 . . . 0
...

...
0 0 0 0 . . . n(n+ 1)


.

(c) La matriz M es triangular, por tanto el espectro de T es

Spec (T ) = {0, 2, 6, 12, . . . , n(n+ 1)}.
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Los valores propios son todos reales y simples, en consecuencia T es diago-
nalizable.
(d) Recordemos que los polinomios de Legendre

pn(x) =
1

2kk!

dk

dxk

[
(x2 − 1)k

]
(k = 0, 1, . . . , n),

forman una base ortogonal en el espacio eucĺıdeo dado. Sean f, g ∈ E tales
que f =

∑n
0 αipi y g =

∑n
0 βjpj . Entonces,

〈Tf, g〉 = 〈
n∑
0

αiTpi,
n∑
0

βjpj〉 =
n∑

i,j=0

αiβj〈Tpi, pj〉.

Análogamente obtenemos 〈f, Tg〉 =
∑n

i,j=0 αiβj〈pi, Tpj〉. Por otra parte,

T [pk(x)] = [(x2 − 1)p′k(x)]′ = 2xp′k(x) + (x2 − 1)p′′k(x)

= . . . = k(k + 1)pk(x). (∗)

〈Tpi, pj〉 =

∫ 1

−1
i(i+ 1)pi(x)pj(x) = 0 si i 6= j,

〈pi, Tpj〉 =

∫ 1

−1
j(j + 1)pi(x)pj(x) = 0 si i 6= j.

En consecuencia, para todo f, g ∈ E

〈Tf, g〉 =
n∑
i=0

αiβi〈Tpi, pi〉 =
n∑
i=0

αiβi〈pi, Tpi〉 = 〈f, Tg〉,

lo cual implica que T es simétrico. De la igualdad (∗) deducimos que la
matriz de T en BL es D = diag (0, 2, 6, 12, . . . , n(n+ 1)).

37. Forma bilineal a partir de una suma directa

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y W1 y W2 dos subespacios
de V tales que V = W1 ⊕W2. Sea f una forma bilineal sobre W1 y g una
forma bilineal sobre W2, y sea la aplicación

h : V × V → K, h(x, y) = f(x1, y1) + g(x2, y2)

donde x = x1 + x2 e y = y1 + y2 x e y son las representaciones relativas a la
suma directa W1 ⊕W2.
a) Demostrar que h es una forma bilineal sobre V , cuyas restricciones a W1

y W2 son respectivamente f y g.
b) Demostrar que si x ∈W1 e y ∈W2, entonces h(x, y) = h(y, x) = 0.
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Solución. a) La aplicación h está bien definida pues al ser V = W1⊕W2, la
representación de todo vector de V en suma de uno de W1 y otro de W2 es
única. Veamos que h es forma bilineal. En efecto, para todo α, β ∈ K, para
todo x, x′, y ∈ V, y usando las correspondientes descomposiciones:

h(αx+ βx′, y) = h
[
α(x1 + x2) + β(x′1 + x′2), y1 + y2

]
= h

[(
αx1 + βx′1

)
+
(
αx2 + βx′2

)
, y1 + y2

]
= f

(
αx1 + βx′1, y1

)
+ g

(
αx2 + βx′2, y2

) .

Dado que f y g son formas bilineales,

h(αx+ βx′, y) = αf(x1, y1) + βf(x′1, y1) + αg(x2, y2) + βg(x′2, y2)

= α (f(x1, y1) + g(x2, y2)) + β
(
f(x′1, y1) + g(x′2, y2)

)
= αh(x, y) + βh(x′, y).

Análogamente de se demuestra la otra condición de forma bilneal:

h(x, αy + βy′) = αh(x, y) + βh(x, y′) ∀α, β ∈ K ∀x, y, y′ ∈ V.

Sean ahora x, y ∈W1. Las correspondientes descomposiciones son x = x+0,
y = y + 0. En consecuencia,

h(x, y) = f(x, y) + g(0, 0) = f(x, y) + 0 = f(x, y)⇒ h|W1
= f.

Análogamente se demuestra que h|W2
= g.

b) Si x ∈W1 e y ∈W2, las correspondientes descomposiciones son x = x+0,
y = 0 + y, por tanto

h(x, y) = f(x, 0) + g(0, y) = 0 + 0 = 0,

h(y, x) = f(0, x) + g(y, 0) = 0 + 0 = 0.

38. Un operador autoadjunto y unitario

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión finita dotado de un
producto escalar 〈 , 〉 y sea W un subespacio de V. Se considera la aplicación

T : V → V, T (v) = w − w′,

en donde v = w + w′ con w ∈W y w′ ∈W⊥.
a) Demostrar que T es lineal.
b) Demostrar que T es autoadjunto.
c) Demostrar que T es unitario.
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∑+∞

n=1
1

2n
dn(xn,yn)

1+dn(xn,yn)

Solución. a) Dado que V = W ⊕W⊥, la descomposición de todo vector de
V en suma de uno de W y otro de W⊥ es ùnica, por tanto, la aplicación T
está bien definida. Veamos que T es lineal. En efecto, sean α, β ∈ C y sean
x, y ∈ V tales que x = x1 + x′1, y = y1 + y′1 con x1, y1 ∈ W, x′1, y′1 ∈ W⊥.
Entonces,

T (αx+ βy) = T [α(x1 + x′1) + β(y1 + y′1)] = T [(αx1 + βy1︸ ︷︷ ︸
∈W

) + (αx′1 + βy′1︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

)]

= (αx1 + βy1)− (αx′1 + βy′1) = α(x1 − x′1) + β(y1 − y′1) = αT (x) + βT (y).

b) Hay que demostrar que T ∗ = T o de forma equivalente, que 〈T (x), y〉 =
〈x, T (y)〉 para todo x, y ∈ V. Tenemos por una parte

〈T (x), y〉 = 〈x1 − x′1, y1 + y′1〉 = 〈x1, y1〉 − 〈x′1, y1〉+ 〈x1, y
′
1〉 − 〈x′1, y′1〉

= 〈x1, y1〉 − 0 + 0− 〈x′1, y′1〉 = 〈x1, y1〉 − 〈x′1, y′1〉.

Por otra parte,

〈x, T (y)〉 = 〈x1 + x′1, y1 − y′1〉 = 〈x1, y1〉+ 〈x′1, y1〉 − 〈x1, y
′
1〉 − 〈x′1, y′1〉

= 〈x1, y1〉+ 0− 0− 〈x′1, y′1〉 = 〈x1, y1〉 − 〈x′1, y′1〉.

Concluimos que T es autoadjunto.
c) Para todo x ∈ V,

T 2(x) = T [T (x)] = T (x−x′1) = T (x1 + (−x′1)) = x1− (−x′1) = x1 +x′1 = x,

es decir T 2 = I, lo cual implica que T−1 = T. Por el apartado anterior,
T−1 = T ∗, luego T es unitario.

39. Métrica producto d(x, y) =
∑+∞

n=1
1
2n

dn(xn,yn)
1+dn(xn,yn)

Sea {(Xi, di) : i ∈ N∗} una colección numerable de espacios métricos y
sea X =

∏∞
i=1Xi. Demostrar que:

d : X ×X → R≥0, d [(xn), (yn)] =
+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)

define una métrica en X (se la denomina métrica producto).
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Solución. Para todo x = (xn), y = (yn) elementos de X se verifica

0 ≤ 1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
≤ 1

2n
· 1 =

1

2n
.

Como la serie geométrica
∑+∞

n=1(1/2)n es convergente, d(x, y) ≥ 0 y finito
i.e. la aplicación d está bien definida. Veamos que satisface los axiomas de
métrica.

[M1] d(x, y) = 0⇔
+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
= 0⇔ 1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
= 0 ∀n

⇔ dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
= 0 ∀n⇔ dn(xn, yn) = 0 ∀n⇔ xn = yn ∀n⇔ x = y.

[M2] d(x, y) =

+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
=

+∞∑
n=1

1

2n
dn(yn, xn)

1 + dn(yn, xn)
= d(y, x).

[M3] Sean x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos del conjunto producto
X y llamemos a = dn(xn, yn), b = dn(xn, zn), c = dn(zn, yn). Veamos que se
verifica

a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
.

Efectivamente,

a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
⇔ a(1 + b)(1 + c) ≤ (1 + a)[b(1 + c) + c(1 + b)]

⇔ . . .⇔ a ≤ b+ c+ 2bc+ abc.

Esta última desigualdad se verifica pues al ser dn distancia, se cumple a ≤
b+ c. Entonces,

d(x, y) =

+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
≤

+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, zn)

1 + dn(xn, zn)
+

1

2n
dn(zn, yn)

1 + dn(zn, yn)

=
+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, zn)

1 + dn(xn, zn)
+

+∞∑
n=1

1

2n
dn(zn, yn)

1 + dn(zn, yn)
= d(x.z) + d(z, y),

lo cual prueba la desigualdad triangular.
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(

2n
n

)
e integral

40. Número combinatorio
(

2n
n

)
e integral

Para todo entero positivo n, demostrar la relación(
2n

n

)
=

22n

(2n+ 1)
∫ 1

0 (1− x2)ndx
.

Solución. Integrando por partes con u = (1− x2)n y dv = dx tenemos∫ 1

0
(1− x2)ndx =

[
x(1− x2)n

]1
0

+ 2n

∫ 1

0
x2(1− x2)n−1dx

= 0− 2n

∫ 1

0
(1− x2 − 1)(1− x2)n−1dx

= −2n

∫ 1

0
(1− x2)ndx+ 2n

∫ 1

0
(1− x2)n−1dx.

Obtenemos por tanto la relación∫ 1

0
(1− x2)ndx =

2n

2n+ 1

∫ 1

0
(1− x2)n−1dx.

Dado que
∫ 1

0 (1− x2) dx = 2/3, obtenemos∫ 1

0
(1− x2)ndx =

2

3

4

5
· · · 2n

2n+ 1
=

22n(n!)2

(2n+ 1)(2n)!

=
22n

(2n+ 1)

(n!)2

(2n)!
=

22n

(2n+ 1)

1(
2n
n

) ,
y queda demostrada la igualdad propuesta.

41. Igualdad integral
∫ +∞
π

sin t
t log2 t

dt =
∫ +∞
π

cos t
log tdt

Demostrar la igualdad entre las integrales impropias

I =

∫ +∞

π

sin t

t log2 t
dt, J =

∫ +∞

π

cos t

log t
dt.

Solución. En [π,+∞), tenemos∣∣∣∣ sin t

t log2 t

∣∣∣∣ ≤ 1

t log2 t
.
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Efectuando el cambio x = log t :∫ +∞

π

dt

t log2 t
=

∫ +∞

log π

dx

x2
(convergente)

por tanto I es absolutamente convergente y como consecuencia, convergen-
te. Apliquemos a I el conocido teorema de la integración por partes para
integrales impropias (el teorema además asegura que si dos de los términos
que aparecen son convergentes, también lo es el tercero). Tenemos

u = sin t

dv =
1

t log2 t

⇒


du = cos t

v = − 1

log t

⇒ I =

∫ +∞

π

sin t

t log2 t
dt =

[
− sin t

log t

]+∞

π

+

∫ +∞

π

cos t

log t︸ ︷︷ ︸
J

.

Por otra parte[
− sin t

log t

]∞
π

= − ĺım
t→+∞

sin t

log t
+ ĺım
t→π

sin t

log t
= −0 + 0 = 0.

Concluimos que I y J convergentes y tienen el mismo valor.

42. Ordinales racionales y norma p-ádica

En todo este problema, p representa a un número primo ≥ 2.
1. Sea 0 6= x ∈ Z. Se define el ordinal p-ádico de x como

ordpx = máx{r ∈ N : pr | x}

es decir, ordpx es el exponente de p en la descomposición de x en producto
de factores primos. Calcular los ordinales p-ádicos en Z :

ord5200, ord2200, ord215, ord7(−98).

2. Sea 0 6= x =
a

b
∈ Q. Se define el ordinal p-ádico de x como

ordp
a

b
= ordpa− ordpb,

Nótese que ordp está bien definido, es decir

a

b
=
a′

b′
⇒ ordp

a

b
= ordp

a′

b′
.
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También se define ordp0 =∞. Calcular los ordinales p-ádicos en Q :

ord3
40

27
, ord7

(
−98

15

)
3. Demostrar que para todo x, y ∈ Q se verifica: (a) ordpx =∞⇔ x = 0. (b)
ordp(xy) = ordpx+ordpy. (c) ordp(x+y) ≥ mı́n{ordpx, ordpy} con igualdad
si ordpx 6= ordpy.
4. Se define la norma p-ádica en Q como ‖x‖p = p−ordpx. Demostrar que es
una norma no arquimediana en Q, es decir que se verifican las propiedades
(a) ‖x‖p = 0⇔ x = 0.
(b) ‖xy‖p = ‖x‖p ‖y‖p ∀x, y ∈ Q.

(c) ‖x+ y‖p ≤ máx
{
‖x‖p ‖y‖p

}
∀x, y ∈ Q.

Solución. 1. Tenemos 200 = 23 · 52, 15 = 3 · 5 y −98 = −2 · 72. En conse-
cuencia,

ord5200 = 2, ord2200 = 3, ord215 = 0, ord7(−98) = 2.

2. Tenemos

ord3
40

27
= ord3

23 · 5
33

= ord3

(
23 · 5

)
− ord3

(
33 · 5

)
= 0− 3 = −3,

ord7

(
−98

15

)
= ord7

(
−2 · 72

3 · 5

)
= ord7

(
−2 · 72

)
− ord7 (3 · 5) = 2− 0 = 2.

3. (a) Se verifica ordp0 = ∞ por definición, y si x 6= 0 entonces ordpx es
claramente finito.
(b) Expresando x e y no nulos como fracciones irreducibles descompuestas
en factores primos: x = ± prpr11 . . . prmm , y = ± psqs11 . . . qsnn . Entonces,

ordp(xy) = ordp
(
± pr+s · . . .

)
= r + s = ordpx+ ordpy.

Si x = 0 o y = 0, el resultado es trivial.
(c) Sean x, y ∈ Q \ {0} con ordpx = r, ordpy = s. Entonces,

x = pr
a

b
, y = ps

c

d
, p 6| a, b, c, d (r, s ∈ Z).

Si r = s, tenemos

x+ y = pr
(a
b

+
c

d

)
= pr

ad+ bc

bd
⇒︸︷︷︸
p 6|bd

ordp(x+ y) ≥ r

= mı́n{r, r} = mı́n{ordpx, ordpy}.
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Si r 6= s, por ejemplo s > r tenemos

x+ y = pr
a

b
+ ps

c

d
= pr

(a
b

+ ps−r
c

d

)
= pr

ad+ ps−rbc

bd

⇒︸︷︷︸
s−r>0 ∧ p 6|ad

ordp(x+ y) = mı́n{ordpx, ordpy}.

Si alguno de los términos es nulo, por ejemplo x = 0, entonces ordpx =∞ ≥
ordpy y por tanto

ordp(x+ y) = ordpy ≥ mı́n{∞, ordpy} = mı́n{ordpx, ordpy}.

4. (a) Tenemos ‖0‖p = p−∞ = 0 y si x 6= 0 entonces ordpx es finito, luego

‖x‖p = p−ordpx 6= 0.
(b) Usando la propiedad 3.(b) y para xy 6= 0

‖xy‖p = p−ordpxy = p−(ordpx+ordpy) = p−ordpxp−ordpy = ‖x‖p ‖y‖p .

Si x = 0 o y = 0, la igualdad se verifica trivialmente.
(c) Supongamos que ordpx ≤ ordpy. Entonces,

ordpx ≤ ordpy ⇒ −ordpx ≥ −ordpy ⇒ p−ordpx ≥ p−ordpy

⇒ máx{p−ordpx, p−ordpy} = p−ordpx.

Usando la relación 3. (c),

‖x+ y‖p = p−ordp(x+y) ≤ p−mı́n{ordpx,ordpy} = p−ordpx

= máx{p−ordpx, p−ordpy} = máx
{
‖x‖p ‖y‖p

}
.

Análogo razonamiento para ordpy ≤ ordpx.

43. Familia de rectas 6px− 2y + x+ p2 = 0

Se considera el conjunto de rectas

6px− 2y + x+ p2 = 0, p ∈ R.

a) Demostrar que por cada punto del plano pasan, en general, dos rectas de
dicho conjunto.
b) Encontrar el ángulo que forman las dos rectas que pasan por el punto
(1,−2).
c) Hallar el lugar geométrico de los puntos del plano tales que las dos rectas
que pasan por ellos sean coincidentes.
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Solución. a) Un punto P0(x0, y0) del plano pertenece a la recta 6px− 2y+
x+ p2 = 0 sii se verifica

p2 + 6px0 + x0 − 2y0 = 0.

El discriminante de la ecuación de segundo gado en p es ∆ = 36x2
0−4x0+8y0.

Si ∆ > 0 existen dos rectas de la familia que pasan por P0, si ∆ = 0, sólo
una y si ∆ < 0, ninguna.
b) Para P0(1,−2) obtenemos la ecuación p2 + 6p + 5 = 0, que proporciona
las soluciones p = −1, p = −5 que corresponden a las rectas 5x+2y−1 = 0,
29x+ 2y − 25 = 0. Si α es el ángulo que forman dichas rectas,

cosα =
〈(5, 2), (29, 2)〉
|(5, 2)| |(29, 2)|

=
149√

29
√

745
=

√
149

145
,

α = arc cos

√
149

145
, α ∈ [0, π].

c) Por un punto P (x, y) del plano pasa una única recta de la familia de
rectas dada, sii ∆ = 36x2 − 4x+ 8y = 0. El lugar geométrico pedido es por
tanto la parábola y = (−9/2)x2 + (1/2)x.

44. Principio del triángulo isósceles en normas no
arquimedianas

(a) Sea N una norma en un anillo unitario R. Demostrar que dN (x, y) =
N(x− y) define una distancia en R.
(b) Demostrar que si la norma N es no arquimediana, entonces para todo
x, y, z ∈ R se verifica

dN (x, y) ≤ máx{dN (x, z), dN (z, y)}

con igualdad si dN (x, y) 6= dN (z, y).
(c) Demostrar el principio del triángulo isósceles: en normas no arquimedia-
nas, todos los triángulos son isósceles.

Solución. (a) Veamos que se verifican los tres axiomas de distancia. En
efecto

(1) dN (x, y) = 0⇔ N(x− y) = 0⇔ x− y = 0⇔ x = y.

Demostremos ahora que N(−1) = −1. En efecto,

1 = N(1) = N [(−1)(−1)] = N(−1)N(−1) = [N(−1)]2 ⇒ N(−1) = 1.
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Entonces,

(2) dN (x, y) = N(x− y) = N [(−1)(y − x)]

= N(−1)N(y − x) = N(y − x) = dN (y, x).

(3) dN (x, y) = N(x− y) = N [(x− z) + (z − y)]

≤ N(x− z) +N(z − y) = dN (x, y) + dN (z, y).

(b) Si N no es arquimediana, sabemos que se verifica

N(x+ y) ≤ máx{N(x), N(y)}

para todo x, y ∈ R con igualdad si N(x) 6= N(y). Entonces,

dN (x, y) = N(x, y) = N [(x− z) + (z − y)]

≤ máx{N(x− z), N(z − y)} = máx{dN (x, z), dn(z, y)}.

Si dN (x, y) 6= dN (z, y) entonces N(x−y) 6= N(z−y) con lo cual la desigual-
dad se transforma en igualdad.
(c) Sea el triángulo en R de vértices x, y, z. Si dN (x, y) = dN (z, y) el triángu-
lo es isósceles, y si dN (x, y) 6= dN (z, y) entonces

dN (x, y) = máx{dN (x, z), dN (z, y)},

con lo cual también tiene dos lados iguales.

45. Hélice circular: longitud, curvatura y torsión

Se considera la hélice circular
x(t) = a cos t

y(t) = a sin t

z(t) = bt.

(a) Determinar su longitud, correspondiente al intervalo [0, t0] (t0 > 0).
(b) Determinar su curvatura y torsión en un punto genérico.

Solución. (a) Las funciones x(t), y(x), z(t) son de clase 1 (más aún de
clase infinito) en R, en consecuencia la hélice circular es rectificable en todo
intervalo real [α, β]. Su longitud en [0, t0] es

L =

∫ t0

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt =

∫ t0

0

√
a2 sin2 t+ a2 cos2 t+ b2dt
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=

∫ t0

0

√
a2 + b2dt = t0

√
a2 + b2.

(b) Llamemos r(t) = (x(t), y(t), z(t)). La curvatura es

K =
|r′(t)× r′′(t)|
|r′(t)|3

.

Tenemos

r′(t) = (−a sin t, a cos t, b), r′′(t) = (−a cos t,−a sin t, 0)

⇒ r′(t)× r′′(t) =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−a sin t a cos t b
−a cos t −a sin t 0

∣∣∣∣∣∣ = (ab sin t) i− (ab cos t) j + a2 k

⇒
∣∣r′(t)× r′′(t)

∣∣ =
√
a2b2 + a4 = |a|

√
a2 + b2.

∣∣r′(t)∣∣3 =
(√

a2 + b2
)3
.

La curvatura es por tanto

K =
|a|
√
a2 + b2(√

a2 + b2
)3 =

|a|
a2 + b2

.

La torsión es

T =
[r′(t), r′′(t), r′′′(t)]

(r′(t)× r′′(t))2 .

Tenemos

[
r′(t), r′′(t), r′′′(t)

]
=

∣∣∣∣∣∣
−a sin t a cos t b
−a cos t −a sin t 0
a sin t −a cos t 0

∣∣∣∣∣∣ = a2b,

(
r′(t)× r′′(t)

)2
= (ab sin t,−ab cos t, a2)·(ab sin t,−ab cos t, a2) = a2(a2+b2).

La torsión es por tanto

T =
b

a2 + b2
.



Fasćıculo 2. Monograf́ıas 26-50 59

46. Una curva no rectificable

Se considera la curva del plano

Γ :


x = t si 0 ≤ t ≤ 1

y =

{
t cos

1

t
si 0 < t ≤ 1

0 si t = 0.

Demostrar que no es rectificable.
Sugerencia: considerar particiones de [0, 1] de la forma

P : 0,
1

(n− 1)π
,

1

(n− 2)π
, . . . ,

1

2π
,

1

π
, 1.

Solución. Los puntos de la poligonal que corresponden a la partición P son

M0 = (0, 0), M1 =

(
1

(n− 1)π
,

1

(n− 1)π
cos(n− 1)π

)
,

M2 =

(
1

(n− 2)π
,

1

(n− 2)π
cos(n− 2)π

)
,

. . .

Mn−2 =

(
1

2π
,

1

2π
cos 2π

)
,Mn−1 =

(
1

π
,

1

π
cosπ

)
, Mn = (1, cos 1).

La suma de las distancias de los segmentos de la poligonal es

s(P ) = |M0M1|+ |M1M2|+ · · ·+ |Mn−2Mn−1|+ |Mn−1Mn|

=

∣∣∣∣( 1

(n− 1)π
,

1

(n− 1)π
cos(n− 1)π

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣( 1

(n− 2)π
− 1

(n− 1)π
,

1

(n− 2)π
cos(n− 2)π − 1

(n− 1)π
cos(n− 1)π

)∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣(1− 1

π
, cos 1− 1

π
cosπ

)∣∣∣∣ .
Eliminando el primer y último término de la suma anterior,

s(P ) ≥
n−2∑
k=1

∣∣∣∣( 1

kπ
− 1

(k + 1)π
,

1

kπ
cos kπ − 1

(k + 1)π
cos(k + 1)π

)∣∣∣∣
≥

n−2∑
k=1

∣∣∣∣ 1

kπ
cos kπ − 1

(k + 1)π
cos(k + 1)π

∣∣∣∣
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≥
n−2∑
k=1

∣∣∣∣(−1)k

kπ
− (−1)k+1

(k + 1)π

∣∣∣∣ =
n−2∑
k=1

∣∣∣∣ 1

kπ
+

1

(k + 1)π

∣∣∣∣ ≥ 2

π

n−2∑
k=1

1

k + 1
.

Entonces,

ĺım
n→+∞

s(P ) ≥ ĺım
n→+∞

2

π

n−2∑
k=1

1

k + 1
=

2

π

+∞∑
k=1

1

k + 1
= +∞,

lo cual implica que Γ no es rectificable.

47. Función entera que es polinómica

Sea f : C → C una función entera tal que existen α > 0, K > 0
cumpliendo

|f(z)| ≤ K (1 + |z|)α , ∀z ∈ C.

Demostrar que f(z) es un polinomio de grado a lo sumo α.

Solución. Como f es entera, se puede escribir en la forma

f(z) =

+∞∑
n=0

an, an =
f (n)(0)

n!
.

Usando la fórmula integral de Cauchy,

an =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zn+1
dz.

Tomando módulos,

0 ≤ |an| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

K (1 +R)α

Rn+1
2πR =

K (1 +R)α

Rn
.

Si n > α y tomando ĺımites cuando R→ +∞

0 ≤ |an| ≤ ĺım
R→+∞

K (1 +R)α

Rn
= 0,

es decir an = 0. Es decir f(z) =
∑d

n=0 anz
n es función polinómica, siendo

d = bαc (parte entera de α).
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48. Dos parametrizaciones de la elipse

Se considera la elipse

E = {(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
+
y2

b2
= 1}, (a > 0, b > 0).

(a) Demostrar que

E = {(x, y) ∈ R2 : x = a cos θ, y = b sin θ, θ ∈ [−π, π)},

lo cual proporciona una parametrización trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

E \ {(−a, 0)} = {(x, y) ∈ R2 : x = a
1− t2

1 + t2
, y = b

2t

1 + t2
, t ∈ R},

lo cual proporciona una parametrización racional de la elipse salvo un punto.

Solución. (a) Todo punto de la forma (x, y) = (a cos θ, b sin θ) pertenece a
E. En efecto,

x2

a2
+
y2

b2
=
a2 cos2 θ

a2
+
b2 sin2 θ

b2
= cos2 + sin2 = 1.

Rećıprocamente, si (x, y) ∈ E, entonces x2/a2 +y2/b2 = 1 y por tanto existe
un θ ∈ [−π, π) tal que x/a = cos θ e y/b = sin θ.
(b) Todo punto de la forma

(x, y) =

(
a

1− t2

1 + t2
, b

2t

1 + t2

)
, t ∈ R

pertenece a E \ {(−a, 0)}. En efecto, por una parte(
a1−t2

1+t2

)2

a2
+

(
b 2t

1+t2

)2

b2
=

(1− t2)2 + 4t2

(1 + t2)2 =

(
1 + t2

)2
(1 + t2)2 = 1,

y por otra parte

a
1− t2

1 + t2
= −a⇒ 1− t2 = −1− t2 ⇒ 1 = −1,

lo cual es absurdo. Sea ahora (x, y) ∈ E − {(−a, 0)}. Entonces, (x, y) =
(a cos θ, b sin θ) con θ ∈ (−π, π). Denotemos t = tan(θ/2), que está definido
pues θ/2 ∈ (−π/2, π/2). Entonces, usando la fórmula de la tangente del
ángulo mitad

t = tan
θ

2
=

√
1− cos θ

1 + cos θ
⇒ t2 =

1− cos θ

1 + cos θ
⇒ cos θ =

1− t2

1 + t2

⇒ sin θ =

√
1− (1− t2)2

(1 + t2)2
=

2t

1 + t2
⇒ (x, y) =

(
a

1− t2

1 + t2
, b

2t

1 + t2

)
.
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49. Dos parametrizaciones de la hipérbola

Se considera la hipérbola

H = {(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
− y2

b2
= 1}, (a > 0, b > 0).

(a) Demostrar que

H = {(x, y) ∈ R2 : x =
a

cos θ
, y = b tan θ, cos θ 6= 0},

lo cual proporciona una parametrización trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

H = {(x, y) ∈ R2 : x =
1

2
a

(
t+

1

t

)
, y =

1

2
b

(
1− 1

t

)
, t ∈ R \ {0}},

lo cual proporciona una parametrización racional de la hipérbola.

Solución. (a) Todo punto de la forma (x, y) = (a/ cos θ, b tan θ) con cos θ 6=
0 pertenece a H. En efecto,

x2

a2
− y2

b2
=

a2

a2 cos2 θ
− b2 tan2 θ

b2
= sec2 θ − tan2 θ = 1.

Rećıprocamente, si (x, y) ∈ H, entonces al no anularse x, y multiplicando
por a/x2 la igualdad (x/a)2 − (y/b)2 = 1 obtenemos

1− a2y2

b2x2
=
a2

x2
, o bien

(ay
bx

)2
+
(a
x

)2
= 1.

Por tanto, existe un θ tal que a/x = cos θ (ay)/(bx) = sin θ, es decir tal que

x =
a

cos θ
, y =

b

a

a sin θ

cos θ
= b tan θ.

(b) Todo punto de la forma

(x, y) =

(
1

2
a

(
t+

1

t

)
,
1

2
b

(
1− 1

t

))
, t ∈ R \ {0}

pertenece a H. En efecto,

x2

a2
− y2

b2
=

1

a2

[
1

2
a

(
t+

1

t

)]2

− 1

b2

[
1

2
b

(
1− 1

t

)]2

=
1

4

(
t2 + 2 +

1

t2

)
− 1

4

(
t2 − 2 +

1

t2

)
= 1.
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Rećıprocamente, si (x, y) ∈ H entonces(x
a

+
y

b

)(x
a
− y

b

)
= 1,

por tanto, existe un número real t no nulo tal que

x

a
+
y

b
= 1,

x

a
+
y

b
=

1

t

de lo cual se deduce

x =
1

2
a

(
t+

1

t

)
, y =

1

2
b

(
1− 1

t

)
.

50. Factor integrante de la forma µ = µ(xy2)

(a) Demostrar que la ecuación diferencial

xdy + ydx+ (3x3y4)dy = 0 (E)

tiene un factor integrante de la forma µ = µ(xy2) y calcularlo.
(b) Verificar que la ecuación obtenida al multiplicar la ecuación (E) por µ,
es una ecuación diferencial exacta.
(c) Resolver la ecuación (E).

Solución. a) Podemos escribir la ecuación diferencial en la forma Pdx +
Qdy = 0, siendo

P (x, y) = y, Q(x, y) = x+ 3x3y4.

Llamando z = xy2 y multiplicando por µ(z), obtenemos µ(z)Pdx+µ(z)Qdy =
0. Obliguemos a que esta ecuación sea diferencial exacta:

(µ(z)P )y = µ′(z)2xy · y + µ(z) · 1,

(µ(z)Q)x = µ′(z)y2 · (x+ 3x3y4) + µ(z)(1 + 9x2y4).

(µ(z)P )y = (µ(z)Q)x ⇔ µ′(z)
(
2xy2 − y2x− 3x3y6

)
= µ(z)

(
9x2y4

)
.

Queda por tanto

µ′(z)

µ(z)
=

9x2y4

xy2 − 3x3y6
=

9xy2

1− 3x2y4
=

9z

1− 3z2
,

log |µ(z)| = −3

2
log
∣∣1− 3z2

∣∣ , µ(z) = e− log(1−3z2)3/2
,
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µ(z) =
1

(1− 3x2y4)3/2
.

(b) Multiplicando la ecuación diferencial dada por el factor integrante ha-
llado, queda en la forma

(1− 3x2y4)3/2y︸ ︷︷ ︸
M

dx+ (x+ 3x3y4)(1− 3x2y4)3/2︸ ︷︷ ︸
N

dy = 0.

Veamos que es diferencial exacta. En efecto (b) Multiplicando la ecuación
diferencial dada por el factor integrante hallado, queda en la forma

y

(1− 3x2y4)3/2︸ ︷︷ ︸
M

dx+
x+ 3x3y4

(1− 3x2y4)3/2︸ ︷︷ ︸
N

dy = 0.

Veamos que es diferencial exacta. En efecto

My =
1 · (1− 3x2y4)3/2 − (3/2)(1− 3x2y4)1/2(−12x2y3)y

(1− 3x2y4)3

=
(1− 3x2y4)1/2

[
1− 3x2y4 + 18x2y4

]
(1− 3x2y4)3

=
1 + 15x2y4

(1− 3x2y4)5/2
.

Nx =
(1 + 9x2y4)(1− 3x2y4)3/2 − (3/2)(1− 3x2y4)1/2(−6xy4)(x+ 3x3y4)

(1− 3x2y4)3

=
(1− 3x2y4)1/2

[
(1 + 9x2y4)(1− 3x2y4) + 9xy4(x+ 3x3y4)

]
(1− 3x2y4)3

=
1− 3x2y4 + 9x2y4 − 27x4y8 + 9x2y4 + 27x4y8

(1− 3x2y4)5/2
=

1 + 15x2y4

(1− 3x2y4)5/2
.

Se verifica My = Nx, por tanto Mdx+Ndy = 0 es diferencial exacta.
c) Encontremos una función u = u(x, y) tal que ux = M y uy = N, con lo
cual la solución general de la ecuación (E) será u(x, y) = C con C constante.
Tenemos

ux = M, u =

∫
Mdx =

∫
y

(1− 3x2y4)3/2
dx =

xy√
1− 3x2y4

+ ϕ(y).

Derivando u respecto de y

uy = x
1 ·
√

1− 3x2y4 − 1

2
√

1−3x2y4
· (−12x2y3)y

1− 3x2y4
+ ϕ′(y)
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= x
1− 3x2y4 + 6x2y4

(1− 3x2y4)3/2
+ ϕ′(y) =

x+ 3x3y4

(1− 3x2y4)3/2
+ ϕ′(y) = N + ϕ′(y).

Entonces, uy = N implica que ϕ′(y) = 0, es decir ϕ(y) = C. La solución
general de (E) en forma impĺıcita es por tanto

xy√
1− 3x2y4

+ C = 0.
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51. La rosa de cuatro pétalos es un conjunto alge-
braico

La rosa de cuatro pétalos P ⊂ R2 de define mediante la ecuación polar
ρ = sin 2θ. Usar coordenadas polares para demostrar que

P = V
(
(x2 + y2)3 − 4x2y2

)
,

lo cual probará que P es un conjunto algebraico.

Solución. Sea (x, y) ∈ P con x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. Entonces,

(x2 + y2)3 − 4x2y2 = ρ6 − 4ρ4 cos2 θ sin2 θ = ρ6 − ρ4(2 cos θ sin θ)2

= ρ6 − ρ4(sin 2θ)2 = ρ6 − ρ4ρ2 = 0.

Por tanto, P ⊂ V
(
(x2 + y2)2 − 4x2y2

)
. Sea ahora (x, y) un punto que sa-

tisface (x2 + y2)3 − 4x2y2 = 0 y sean (ρ, θ) las coordenadas polares del
punto. Tenemos que demostrar que (x, y) ∈ P. Sustituyendo x = ρ cos θ e
y = ρ sin θ,

ρ6 − 4ρ4 cos2 θ sin2 θ = 0. (1)

Claramente, (0, 0) ∈ P por tanto podemos suponer en (1) que ρ 6= 0 con lo
cual (1) se reduce a ρ2 = sin2 2θ. Esto implica que ρ = sin 2θ en cuyo caso
(x, y) ∈ P o bien que ρ = − sin 2θ. Ahora bien, en este último caso podemos
escribir ρ = sin[2(−θ)]. Pero la reflexión (ρ, θ) → (ρ,−θ) env́ıa (x.y) a un
punto de la rosa de cuatro pétalos y esta se transforma en śı misma por esta
reflexión, en consecuencia también en este caso (x, y) ∈ P. Concluimos pues
que la rosa de cuatro pétalos es un conjunto algebraico.

67
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52. Imágenes inversas de conjuntos compactos

Sean X e Y espacios topológicos y f : X → Y continua.
(a) Demostrar que si X es compacto e Y es de Hausdorff entonces, las
imágenes inversas de conjuntos compactos son conjuntos compactos.
(b) Demostrar que la propiedad del apartado anterior no es cierta en general
si se suprime la condición de ser Y de Hausdorff.

Solución. (a) Sea K ⊂ Y compacto. Al ser Y Hausdorff, K es cerrado y
por ser f continua, f−1(K) es cerrado. Pero todo subconjunto cerrado de
un compacto es compacto, i.e. f−1(K) ⊂ X es compacto.
(b) Consideremos X = Y = [0, 1], X con la topoloǵıa usual, Y con la
topoloǵıa

T = {∅, Y, (1/2, 1]} ,

y la aplicación f = id : X → Y. Como X es cerrado y acotado en R, es
compacto. El espacio Y no es Hausdorff pues por ejemplo, 0 y 1 no tienen
entornos disjuntos. Las imágenes inversas por id de los elementos de T son
respectivamente ∅,Y ,(1/2, 1] que son abiertos en X, en consecuencia id es
continua. El conjunto K = (1/2, 1] es claramente compacto en Y pues todo
recubrimiento por abiertos de K es finito.

Por último, id−1(K) = (−1/2, 1] no es compacto en X pues no es cerrado
con la topoloǵıa usual.

53. Derivabilidad de una función compleja como
suma de dos series

Se considera la función compleja de variable compleja definida en forma
de suma de series:

f(z) =

∞∑
n=0

(z
3

)n
+

∞∑
n=1

1

zn
.

(a) Determinar su dominio Ω de definición.
(b) Estudiar la derivabilidad de f en Ω.
(c) Justificar que se puede escribir f(z) =

∑∞
n=0 an(z − 2)n en el disco

D(2, 1) y determinar los coeficientes an.

Solución. (a) Usando el teorema relativo a la serie geométrica

∞∑
n=0

(z
3

)n
=︸︷︷︸

|z/3|<1

=
1

1− z/3
=

3

3− z
(|z| < 3) ,
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∞∑
n=1

1

zn
=

1

z

∞∑
n=0

1

zn
=︸︷︷︸

|1/z|<1

=
1

z

1

1− 1/z
=

1

z − 1
(1 < |z|) .

El dominio de definición es por tanto la corona abierta Ω = {z ∈ C : 1 <
|z| < 3}.
(b) La función f es

f : Ω→ C, f(z) =
3

3− z
+

1

z − 1
=

2z

(3− z)(z − 1)

es decir, es racional y no se anula en Ω, en consecuencia es derivable en su
dominio.
(c) Efectuando el cambio u = z − 2 obtenemos

f(z) =
3

1− u
+

1

1 + u
=︸︷︷︸
|u|<1

3
+∞∑
n=0

un+
+∞∑
n=0

(−1)nun =︸︷︷︸
|z−2|<1

+∞∑
n=0

[3 + (−1)n] (z−2)n.

54. Existencia de ceros en el disco unidad

Sea Ω ⊂ C abierto que contiene a D siendo D el disco unidad. Sea
f ∈ H(Ω) tal que |f(z)| > 2 para todo |z| = 1 y f(0) = 1. Demostrar que f
tiene algún cero en D,
(a) Usando el teorema del módulo máximo.
(b) Usando el teorema del valor medio de Gauss.

Solución. (a) Si f(z) no tiene ceros en D, la función g(z) = 1/f(z) es
holomorfa en D. Al ser holomorfa en Ω ⊃ ∂(D), es continua en ∂(D), con
f(z) 6= 0 en ∂(D), luego g(z) = 1/f(z) es continua en ∂(D).

Se verifican por tanto las hipótesis del principio del módulo máximo para
g en D, lo cual implica que el máximo de |g(z)| = |1/f(z)| se alcanza en
∂(D). Pero esto es absurdo pues

|g(0)| = 1 >
1

2
= |g(z)| ∀z ∈ ∂(D).

Concluimos que f ha de tener ceros en el disco unidad.
(b) Si f no tiene ceros en el disco unidad, g(z) = 1/f(z) cumple las hipótesis
del teorema del valor medio de Gauss en γ ≡ |z| = 1, por tanto

g(0) =
1

2π

∫ 2π

0
g(eit) dt.

Tomando módulos

1 = |g(0)| = 1

2π

∣∣∣∣∫ 2π

0
g(eit) dt

∣∣∣∣ ≤︸︷︷︸
|g(eit|<1/2

1

2π
· 1

2
· 2π =

1

2
,
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lo cual es absurdo.

55. Unidades en el anillo de las series formales
A[[X]]

Sea A un anillo conmutativo y unitario y A[[X]] el anillo de las series
formales S(X) =

∑
n≥0 anX

n con coeficientes an ∈ A. Demostrar que

S(X) =
∑
n≥0

anX
n es unidad en A[[X]]⇔ a0 es unidad en A.

Solución. ⇒) Si S(X) =
∑

n≥0 anX
n es una unidad de A[[X]], entonces

existe T (X) =
∑

n≥0 anX
n tal que

S(X) · T (X) =
∑
n≥0

(
n∑
k=0

an−kbk

)
Xn = 1 +

∑
n≥1

0Xn

lo cual implica que a0b0 = 1, luego a0 es unidad en A.
⇐) Sea S(X) =

∑
n≥0 anX

n ∈ A[[X]] una serie formal tal que a0 es unidad
en A. Construyamos otra serie formal T (X) =

∑
n≥0 bnX

n ∈ A[[X]] tal que
S(X) · T (X) = 1, es decir tal que

a0b0 = 1, y cn =
n∑
k=0

an−kbk = 0 si n ≥ 1. (∗)

Como a0 es unidad, b0 = a−1
0 . Supongamos ahora que hemos elegido con-

venientemente los coeficientes bn para 0 ≤ n ≤ m. Entonces, cm+1 ha de
verificar

0 = cm+1 =
m+1∑
k=0

am+1−kbk = a0bm+1 +
m∑
k=0

am+1−kbk.

Pero dado que a0 es unidad basta elegir bm+1 = −a−1
0

∑m
k=0 am+1−kbk. Que-

da pues connstruida T (X) tal que S(X) · T (X) = 1.

56. Producto de Cauchy de series igual a la unidad

Usando el producto de Cauchy de series, demostrar que(
+∞∑
n=0

xn

n!

)
·

(
+∞∑
n=0

(−x)n

n!

)
= 1.

Dar una obvia interpretación de la igualdad anterior.
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Solución. Aplicando el criterio de D’Alembert a ambas series para x 6= 0,

ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ n!

xn

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1,

ĺım
n→+∞

∣∣∣∣(−x)n+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ n!

(−x)n

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1,

lo cual implica que ambas series son absolutamente convergentes en R (para
x = 0 la convergencia absoluta es trivial). Aplicando el teorema del producto
de Cauchy de series,(

+∞∑
n=0

xn

n!

)
·

(
+∞∑
n=0

(−x)n

n!

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

xn−k

(n− k)!

(−x)k

k!

)
xn

=
+∞∑
n=0

(
1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k(−x)k

)
=

+∞∑
n=0

1

n!
(x+ (−x))n = 1 +

+∞∑
n=1

0xn = 1.

Una obvia interpretación de la igualdad demostrada es que exe−x = e0 = 1,
dado que según sabemos,

et =

+∞∑
n=0

tn

n!
∀t ∈ R.

57. El anillo de las funciones continuas no es noet-
heriano

Sea C(R) el anillo conmutativo y unitario de las funciones continuas de
R en R con las operaciones usuales suma y producto.
(a) Demostrar que para todo entero n ≥ 0, In = {f ∈ C(R) : f(x) = 0 si x ≥
n} es un ideal de C(R).
(b) Demostrar que la sucesión de ideales {In} no cumple la condición de
cadena ascendente. Concluir.

Solución. (a) La función nula 0 ∈ C(R) satisface 0(x) = 0 para todo x ≥ n
en consecuencia, 0 ∈ In para todo n ≥ 0. Para todo x ≥ n,

f, g ∈ In ⇒ (f − g)(x) = f(x)− g(x) = 0− 0 = 0⇒ f − g ∈ In,

h ∈ C(R), f ∈ In ⇒ (hf)(x) = h(x)f(x) = h(x)0 = 0⇒ hf ∈ In.

Concluimos que In es ideal de C(R).
(b) Veamos que se verifica

I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ . . .
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En efecto, si x ∈ In entonces f(x) = 0 para todo x ≥ n y por tanto f(x) = 0
para todo x ≥ n + 1 i.e. x ∈ In+1. No se cumple la condición de cadena
ascendente pues la función continua

f(x) =

 − 1 +
x

n+ 1
si x < n+ 1

0 si x ≥ n+ 1

pertenece a In+1, sin embargo f(n) = (−1)/(n + 1) 6= 0, luego f /∈ In. La
cadena {In} no se puede establizar. Concluimos que C(R) no es noetheriano.

58. X = {(t, t) : t ∈ R \ {1}} no es cerrado con la to-
poloǵıa de Zariski

Demostrar que X = {(t, t) : t ∈ R \ {1}} no es cerrado en R2 con la
topoloǵıa de Zariski.

Solución. Los conjuntos cerrados con la topoloǵıa de Zariski son exacta-
mente los conjuntos algebraicos. Veamos que X no es algebraico en R2.
En efecto, si lo fuera existirian polinomios f1, . . . , fm de R[x, y] tales que
X = V (f1, . . . , fm). Cualquier polinomio f ∈ 〈f1, . . . , fm〉 anula a todo pun-
to de X, por tanto el polinomio g(t) := f(t, t) anula a todo R \ {1}.

Ahora bien, como R es cuerpo infinito, g es el polinomio nulo. En particu-
lar, todo f ∈ 〈f1, . . . , fm〉 satisface f(1, 1) = 0, es decir (1, 1) ∈ V (f1, . . . , fm).
Pero (1, 1) /∈ X (contradicción).

59. Ecuación f ′(λx) = f ′(x) sinx+ f(x) cosx

Determinar todas las funciones derivables f : R → R que satisfacen la
ecuación

f ′(λx) = f ′(x) sinx+ f(x) cosx ∀λ > 0.

Solución. Sea f una función que satisface la igualdad dada. Veamos condi-
ciones necesarias que ha de cumplir f. Sea x, y reales positivos. Para λ = 1
obtenemos f ′(x) = f ′(x) cosx+ f(x) sinx. Existe µ > 0 tal que y = µx, por
tanto

f ′(y) = f ′(µx) = f ′(x) cosx+ f(x) sinx = f ′(x).

Es decir, f es constante en (0,+∞) y por tanto f(x) = ax+C1 en (0,+∞).
El mismo razonamiento lo podemos hacer para x, y reales negativos, por
tanto f(x) = b+ C2 en (−∞, 0). Al ser f continua en 0,

f(0) = ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0−

f(x)⇒ f(0) = C1 = C2.
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Al ser f derivable en 0,
f ′(0+) = ĺım

h→0+

ah+ C1 − C1

h
= a

f ′(0−) = ĺım
h→0−

bh+ C2 − C2

h
= b

⇒ a = b.

En consecuencia, si una función f cumple la igualdad dada, ha de ser nece-
sariamente de la forma f(x) = ax+ C1. Sustituyendo en tal igualdad,

a = a sinx+ (ax+ C1) cosx.

Dando a x los valores 0 y π, {
a = C1

a = −πa− C1,

lo cual implica que a = C1 = 0, luego la única posible solución de la ecuación
dada es la función nula, que evidentemente es solución.

60. Lema de Gauss

Solución. Por reducción al absurdo, sea P (x) ∈ Z[x], se trata de demostrar
que

P (x) es reducible en Q[x]⇒ P (x) es reducible en Z[x].

Si P es reducible en Q[x] entonces, P = P1P2 con P1, P2 ∈ Q[x], grad P1 > 1
y grad P2 > 1. Podemos multiplicar por un n natural tal que

nP =
(
blx

l + bl−1x
l−1 + · · ·+ b0

) (
cmx

m + cm−1x
m−1 + · · ·+ c0

)
(∗)

con bi, ci ∈ Z. Sea n el menor natural tal que nP se puede descomponer
en Z[x]. Si n = 1 ya estaŕıa demostrado. Sea n > 1 y p divisor primo de
n, entonces no todos los bi ni todos los ci son divisibles por p (pues n es
mı́nimo).

Sean bi, cj tales que

p | b0, p | b1, . . . , p 6| bi, . . .

p | c0, p | c1, . . . , p 6| cj , . . .
(pudiera ocurrir i = 0, j = 0). Sea P (x) =

∑
akx

k. Igualando en (∗) los
coeficientes de grado i+ j,

nai+j = bi+jc0 + bi+j−1c1 + · · ·+ bicj + · · ·+ b0ci+j

⇒ p | bicj ⇒︸︷︷︸
p primo

p | bi ∨ p | cj

lo cual es una contradicción. Por tanto ha de ser n = 1, lo cual prueba el
Lema de Gauss.
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61. Criterio de Eisenstein

(a) Demostrar el criterio de Eisenstein:
Sea P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a0 ∈ Z[x]. Supongamos que existe p

primo tal que
(i) p - an, p | an−1, . . . , p | a0.
(ii) p2 - a0.

Entonces, P (x) es irreducible en Q[x] (como consecuencia también lo es en
Z[x]).
(b) Demostrar que los polinomios P (x) = x5 − 2x+ 6 y Q(x) = x7 − 12 son
irreducibles en Q[x].

Solución. (a) Por contradicción, si P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 es
reducible en Q[x], por el lema de Gauss también es reducible en Z[x] :

P (x) =
(
blx

l + al−1x
l−1 + · · ·+ b0

) (
cmx

m + cm−1x
m−1 + · · ·+ c0

)
con l +m = n, bi, ci ∈ Z. Igualando coeficientes del mismo grado:

a0 = b0c0, a1 = b1c0 + b0c1, a2 = b2c0 + b1c1 + b0c2, . . . (1)

Por hipótesis p | a0 = b0c0 y p2 - a0 = b0c0, por tanto p | b0 o p | c0 pero no
a ambos. Supongamos que p | b0 y p - c0. Entonces,

a1 = b1c0 + b0c1 ⇒︸︷︷︸
p|a1 por hip.

pa′1 = b1c0 + pb′0c1

⇒ b1c0 = p
(
a′1 − b′0c1

)
⇒︸︷︷︸
p-c0

p | b1.

De la igualdad a2 = b2c0 + b1c1 + b0c2 deducimos de manera análoga que
p | b2 y de las restantes igualdades (1), que p | b3, . . . p | bn. Esto implica que
p divide a todos los ai, que es una contradicción pues p no divide a an.
(b) Para el polinomio P (x) elijamos p = 2. Entonces,

(2 - 1, 2 | 0, 2 | 0, 2 | 0, 2 | −2, 2 | 6) ∧ (22 - 6)

por tanto, y de acuerdo con el criterio de Eisenstein, P (x) es irreducible en
Q[x]. Para el polinomio Q(x) elijamos p = 3. Entonces,

(3 - 1, 3 | 0, 3 | 0, 3 | 0, 3 | 0, 3 | 0, 3 | 0, 3 | −12) ∧ (32 - −12)

con lo cual también Q(x) es irreducible en Q[x].
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62. Todo grupo de orden 4 es abeliano

Demostrar que todo grupo de orden 4 es abeliano.

Solución. Sea G un grupo de orden 4. Si G es ćıclico, ya está demostrado
pues sabemos que todo grupo ćıclico es abeliano. Supongamos que G no es
ćıclico y que a ∈ G. Como el orden de todo elemento en un grupo finito es
divisor del orden del grupo, o bien a es de orden 1 en cuyo caso a = e, o
bien es de orden 2, en cuyo caso a2 = e. Por tanto, en cualquier caso a2 = e
para todo a ∈ G.

Sean ahora a, b ∈ G. Se verifica (ab)(ab) = e. Multiplicando por ba a la
derecha:

abab = e⇒ ababba = ba⇒ abaea = ba

⇒ abaa = ba⇒ abe = ba⇒ ab = ba,

es decir, G es abeliano.

63. Wronskiano

Sea I un intervalo de la recta real y f1, . . . , fn funciones derivables hasta
orden n− 1 en I. Se define el wronskiano de dichas funciones como

W (f1, . . . , fn)(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)

...
...

. . .
...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , x ∈ I.

(a) Demostrar que si el wronkiano es distinto de cero en algún punto de I,
entonces las funciones f1, . . . , fn son linealmente independientes en I.
(b) Aplicación: demostrar que las funciones f1(x) = sinx, f2(x) = x3

f3(x) = 1 son linealmente independientes en R.
(c) Demostrar que el rećıproco del resultado del apartado (a) no es cier-
to. Para ello considérense las funciones en I = R dadas por g1(x) = x3,
g2(x) = |x|3 .

Solución. (a) Sea x0 ∈ I tal que W (f1, . . . , fn)(x0) 6= 0. Veamos que las
funciones f1, . . . , fn son linealmente independientes en I. En efecto,

λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λnfn = 0

⇒ λ1f
′
1 + λ2f

′
2 + · · ·+ λnf

′
n = 0

⇒ λ1f
′′
1 + λ2f

′′
2 + · · ·+ λnf

′′
n = 0
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. . .

⇒ λ1f
(n−1)
1 + λ2f

(n−1)
2 + · · ·+ λnf

(n−1)
n = 0.

Sustituyendo x = x0 obtenemos el sistema lineal homogéneo
f1(x0) f2(x0) · · · fn(x0)
f ′1(x0) f ′2(x0) · · · f ′n(x0)

...
...

. . .
...

f
(n−1)
1 (x0) f

(n−1)
2 (x0) · · · f

(n−1)
n (x0)



λ1

λ2
...
λn

 =


0
0
...
0

 .
El determinante de la matriz del sistema es W (f1, . . . , fn)(x0) 6= 0, lo cual
implica que λ1 = . . . = λn = 0, es decir f1, . . . , fn son linealmente indepen-
dientes en I.
(b) El wronskiano es

W (f1, f2)(x) =

∣∣∣∣∣∣
sinx x3 1
cosx 3x2 0
− sinx 6x 0

∣∣∣∣∣∣ = 3x(2 cosx+ x sinx).

Tenemos W (f1, f2)(π/2) = (3π/2) · (π/2) 6= 0, por tanto f1, f2, f3 son lineal-
mente independientes en R.
(c) Veamos que g1(x) = x3, g2(x) = |x|3 son linealmente independientes en
I = R. Efectivamente, si λ1g1(x) + λg2(x) = 0 y dando a x los valores 1 y
−1 obtenemos λ1 +λ2 = 0 y −λ1 +λ2 = 0, lo cual implica que λ1 = λ2 = 0.
Sin embargo, el wronskiano se anula en todo x real pues

x ≥ 0⇒W (g1, g2)(x) =

∣∣∣∣ x3 x3

3x2 3x2

∣∣∣∣ = 3x5 − 3x5 = 0.

x < 0⇒W (g1, g2)(x) =

∣∣∣∣ x3 −x3

3x2 −3x2

∣∣∣∣ = −3x5 + 3x5 = 0.

64. Iteraciones de Picard

(a) Verificar que se verifican las hipótesis del teorema de Picard para el
problema de valor inicial

y′ = 2x(1− y), y(0) = 2. (1)

(b) Resolver el problema (1) usando iteraciones de Picard.
(c) Verificar que la solución hallada es válida en I = (−∞,+∞).
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Solución. (a) Recordamos el teorema de Picard:
Sea f(x, y) una función definida en el rectángulo

R =
{

(x, y) ∈ R2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b
}
, (a > 0, b > 0).

Supongamos que (i) f es continua en R (por tanto acotada en el compacto
R, es decir existe K > 0 tal que |f(x, y)| ≤ K para todo (x, y) ∈ R). (ii)
f es Lipschitziana en R, i.e. existe L > 0 tal que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| , ∀(x, yi) ∈ R.

Entonces, existe una única solución y = y(x) del problema de valor inicial
y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Veamos ahora que se verifican las hipótesis del teorema de Picard para
el sistema de valor inicial dado. La función f(x, y) = 2x(1− y) es elemental
y está definida en todo R2, luego es continua en R2 y por ende en todo
rectángulo del tipo

R =
{

(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ a, |y − 2| ≤ b
}
, (a > 0, b > 0).

Por otra parte, para todo (x, y1), (x, y2) puntos de R :

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |2x(1− y1)− 2x(1− y2)| = 2 |x| |y2 − y1|

≤ 2a |(y2 − 2) + (2− y1)| ≤ 2a (|y2 − 2|+ |2− y1|) = 4ab = L,

es decir f es Lipschitziana en R. Concluimos que existe una única solución
y = y(x) del problema de valor inicial dado.
(b) Recordamos que las iteraciones de Picard yn(x) asociados al problema
de valor inicial y′ = f(x, y), y(x0) = y0 son

y0(x) = y0, yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f (t, yn−1(t)) dt.

Tenemos que y0(x) = 2, por tanto

y1(x) = 2 +

∫ x

0
f (t, 2) dt = 2 +

∫ x

0
2t (1− 2) dt = 2− x2,

y2(x) = 2 +

∫ x

0
f
(
t, 2− t2

)
dt = 2 +

∫ x

0
2t
(
t2 − 1

)
dt = 2− x2 +

x4

2
,

y3(x) = 2 +

∫ x

0
f
(
t, 2− t2 + t4/2

)
dt = 2 +

∫ x

0
2t
(
t2 − t4/2− 1

)
dt

= 2− x2 +
x4

2
− x6

3!
,
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y4(x) = 2 +

∫ x

0
f
(
t, 2− t2 + t4/2− t6/3!

)
dt

= 2 +

∫ x

0
2t
(
t2 − t4/2 + t6/3!− 1

)
dt = 2− x2 +

x4

2
− x6

3!
+
x8

4!
.

Las iteraciones anteriores sugieren la fórmula general

yn(x) = 2− x2 +
x4

2
− x6

3!
+
x8

4!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

n!
.

Efectivamente, la fórmula es cierta para n = 1, 2, 3, 4 y si si es cierta para
n, entonces

yn+1(x) = 2 +

∫ x

0
f (t, yn(t)) dt

= 2 +

∫ x

0
2t

(
−1 + t2 − t4

2
+
t6

3!
− t8

4!
+ · · · (−1)n+1 t

2n

n!

)
dt

= 2− x2 +
x4

2
− x6

3!
+
x8

4!
− x10

5!
+ · · ·+ (−1)n+1 x

2(n+1)

(n+ 1)!
,

luego la fórmula es cierta para n + 1. La solución del problema del valor
inicial es según sabemos el ĺımite de las iteraciones de Picard. Es decir,

y(x) = ĺım
n→+∞

yn(x) = 2− x2 +
x4

2
− x6

3!
+
x8

4!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

n!
+ · · ·

= 1 +

(
1 +

(−x2)

1!
+

(−x2)2

2!
+

(−x2)3

3!
+

(−x2)4

4!
+ · · ·+ (−x2)n

n!
+ · · ·

)
= 1 + e−x

2
.

(c) Si y(x) = 1 + e−x
2
, se verifica y(0) = 2. Por otra parte, para todo x ∈ R

y′(x) = −2xe−x
2

= 2x
(
−e−x2

)
= 2x (1− y(x)) ,

lo cual implica que la solución es válida en I = (−∞,+∞).[

65. Afijos formando un triángulo rectángulo isósce-
les

Dada la ecuación z2−8iz−19+4i = 0 cuyas ráıces son z1 y z2, hallar los
complejos z3 tales que los afijos z1, z2, y z3 formen un triángulo rectángulo
isósceles. Considérese el vértice correspondiente al ángulo recto como el afijo
de la ráız de mayor componente imaginaria.
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Solución. Resolvamos la ecuación dada.

z =
8i±

√
(8i)2 − 4(−19 + 4i)

2
=

8i±
√

12− 16i

2
= 4i±

√
3− 4i.

Por otra parte,

√
3− 4i = x+ iy ⇔ 3− 4i = (x+ iy)2 ⇔ 3− 4i = x2 − y2 + 2xyi

⇔

{
x2 − y2 = 3

2xy = −4.

Teniendo en cuenta que x, y son reales y resolviendo el sistema anterior
obtenemos (x, y) = (2,−1) y (x, y) = (−2, 1) y por tanto las ráıces cuadradas
de 3− 4i son 2− i y 2 + i. Las ráıces de la ecuación son por tanto

z1 = 4i+ (2− i) = 2 + 3i,

z2 = 4i+ (−2 + i) = −2 + 5i.

El afijo de z2 es el vértice del ángulo recto, por tanto obtenemos un triángulo
rectángulo isósceles girando z1 ángulos de π/2 o −π/2 alrededor de z2, es
decir

z3 = z2 + (z1 − z2)eπi/2 = −2 + 5i+ (4− 2i)i = 9i,

z3 = z2 + (z1 − z2)e−πi/2 = −2 + 5i+ (4− 2i)(−i) = −4 + i.

66. La función de Thomae es integrable Riemann
en [0, 1]

Se define la función de Thomae como la función f : R→ R tal que

f(x) =


1 si x = 0
1

q
si x is racional, x =

p

q
, q > 0 y mcd (p, q) = 1

0 si x is irracional.

Demostrar que es integrable Riemann en [0, 1].

Solución. Veamos que la integral inferior
∫

[0,1]f(x) dx es nula. En efecto,

para todo x ∈ [0, 1] se verifica f(x) ≥ 0 y para todo [a, b] ⊂ [0, 1] existe
x ∈ [a, b] tal que x /∈ Q, luego para todo [a, b] ⊂ [0, 1] es

m = ı́nf{f(x) : x ∈ [a, b]} = 0.
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Esto implica que para toda partición P de [0, 1] se verifica I(P, f) = 0 y por
tanto ∫

[0,1]
f(x) dx = sup{I(P, f) : P ∈ P[0, 1]} = 0.

Veamos que la integral superior
∫

[0,1]f(x) dx es nula. Para demostrarlo,

consideremos para todo n entero positivo la función fn : [0, 1]→ R

fn(x) =


1 si x = 0
1

q
si x is racional, x =

p

q
, q > 0, mcd (p, q) = 1, q < n

1

n
en caso contrario.

La función fn es integrable Riemann en [0, 1] porque es continua salvo en
un número finito de puntos. Para todo x irracional del intervalo [0, 1] se
verifica fn(x) = 1/n, luego I(P, fn) = 1/n para toda partición P de [0, 1] y
en consecuencia ∫

[0,1]
f(x) dx = 1/n =

∫
[0,1]

f(x) dx.

Además, para todo x ∈ [0, 1] y para todo n, fn(x) ≥ f(x), con lo cual
S(P, fn) ≥ S(P, f) para toda partición P de [0, 1]. Se deduce para todo n
que ∫

[0,1]
fn(x) dx = ı́nf{S(P, fn) : P ∈ P[0, 1]}

≥ ı́nf{S(P, f) : P ∈ P[0, 1]} =

∫
[0,1]

f(x) dx.

Es deir, para todo n,

0 ≤
∫

[0,1]
f(x) dx ≤ 1

n
,

y tomando ĺımites cuando n → +∞ queda
∫

[0,1]f(x) dx = 0. Concluimos

pues que la función f de Thomae es integrable Riemann en [0, 1] y que∫
[0,1] f(x) dx = 0.

67. Ideal generado por un subconjunto de un ani-
llo

Sea R un anillo conmutativo y unitario y S un subconjunto de R. Se
define

〈S〉 :=
{∑

risi (suma finita) : ri ∈ R, si ∈ S
}
.
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(a) Demostrar que 〈S〉 es ideal de R.
(b) Demostrar que 〈S〉 es el menor de todos los ideales de R que contienen
a S. Al ideal 〈S〉 se le llama ideal generado por S.

Solución. (a) Tenemos 0 = 0s para cualquier s ∈ S, luego 0 ∈ 〈S〉. Si
x =

∑
risi ∈ 〈S〉 e y =

∑
r′js
′
j ∈ 〈S〉 entonces,

x− y =
∑

risi −
∑

r′js
′
j =

∑
risi +

∑
(−r′j)s′j ,

que es una suma finita del tipo de las que pertenecen a 〈S〉. Si r ∈ R y
x =

∑
risi ∈ 〈S〉 entonces,

rx = r
∑

risi =
∑

(rri)si,

que es una suma finita del tipo de las que pertenecen a 〈S〉.
(b) Todo elemento s ∈ S es de la forma s = 1s con 1 ∈ R, por tanto S ⊂ 〈S〉.
Sea ahora I un ideal de R conteniendo al subconjunto S. Para elementos
cualesquiera r1, . . . , rm de R y s1, . . . , sm de S, se verifica

r1s1 + · · ·+ rmsm ∈ I

por ser I ideal, luego 〈S〉 ⊂ I.

68. Caracterización de anillos noetherianos

(a) SeaR un anillo conmutativo y unitario. Se dice queR cumple la condición
de cadena ascendente sii para toda cadena In de ideales de R

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ In+1 ⊂ . . .

existe un n0 natural tal que In = In0 para todo n ≥ n0 (i.e. la cadena se
estabiliza). Demostrar la siguiente caracterización

R es noetheriano⇔ R cumple la condición de cadena ascendente.

(b) Aplicación: demostrar que el anillo C(R) de las funciones continuas de
R en R no es noetheriano.

Solución. (a) ⇒) Recordamos que un anillo conmutativo y unitario R se
dice que es noetheriano sii todo ideal de R está finitamente generado. De-
mostremos la caracterización propuesta. Sea I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . una cadena
ascendente de ideales de R. Es inmediato comprobar que I =

⋃n
j=1 Ij es

ideal de R. Por hipótesis R está finitamente generado, por tanto existen
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elementos g1, . . . , gm de R tales que I = 〈g1, . . . , gm〉. Para 1 ≤ j ≤ m se
verifica gj ∈ Ikj para algún kj natural. Si

n0 = máx{kj : 1 ≤ j ≤ m},

entonces g1, . . . , gm ∈ In0 ya que Ikj ⊂ In0 . Entonces, para todo n ≥ n0 se
verifica

I = 〈g1, . . . , gm〉 ⊂ In0 ⊂ In ⊂ I,

lo cual implica que In0 = In si n ≥ n0.
⇐) Por reducción al absurdo. Si R no es noetheriano existe un ideal J de R
no está finitamente generado. Elijamos 0 6= f1 ∈ J y sea I1 = 〈f1〉. Como J
no está finitamente generado, I1 ( J y por tanto existe f2 ∈ J \ I1 tal que
I2 = 〈f1, f2〉 ( J. Repitiendo el proceso obtenemos una cadena de ideales

I1 ( I2 ( I3 ( . . . (Ik = 〈f1, f2, . . . fk〉)

que no se estabiliza. Queda demostrada la caracterización.
(b) Ver el problema 57.

69. Polinomio de Motzkin

Se llama polinomio de Motzkin al polinomio de R[X,Y ] :

s(X,Y ) = X4Y 2 +X2Y 4 − 3X2Y 2 + 1.

(1) Demostrar que s ≥ 0, es decir s(x, y) ≥ 0 para todo (x, y) ∈ R2.
(2) s no es suma de cuadrados en R[X,Y ].

Solución. (1) Para a, b, c ≥ 0 sabemos que se verifica la de desigualdad

a+ b+ c

3
≥ 3
√
abc si a, b, c ≥ 0.

Elgiendo a = 1, b = x4y2, c = x2y4 queda

1 + x4y2 + x2y3

3
≥ 3
√
x6y6, o bien s(x, y) ≥ 0 para todo (x, y) ∈ R2

es decir, el polinomio de Motzkin es no negativo.
(2) Por contradicción. Si s =

∑
f2
i para ciertos polinomios fi ∈ R[X,Y ],

cada fi tiene a lo sumo grado 3 y por tanto es combinación lineal real de

1, X, Y, X2, XY, Y 2, X3, X2Y, XY 2, Y 3.

Si X3 aparece en algún fi, entonces X6 apareceŕıa en s con coeficiente
positivo lo cual es absurdo. Esto implica que X3 no aparece en ningún fi.



Fasćıculo 3. Monograf́ıas 51-75 83

De manera análoga deducimos que Y 3, X2, X, e Y no aparecen en ningún
fi. Es decir los polinomios fi son de la forma

fi = ai + biXY + ciX
2Y + diXY

2.

Pero entonces,
∑
b2i = −3 lo cual es una contradicción.

70. Rećıproco del teorema del valor medio

Sea f : [a, b]→ R continua en [a, b] y derivable en (a, b). Se considera el
siguiente enunciado:

∀c ∈ (a, b) ∃x, y ∈ [a, b] : f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
. (E)

Nótese que se trata de una especie de rećıproco del teorema del valor medio.
Demostrar mediante un contraejemplo que en general (E) es falso.

Solución. Sea [a, b] conteniendo a 0 como punto interior y sea f : [a, b]→ R
dada por f(t) = t3. Tenemos f ′(0) = 0 y para x 6= y en [a, b],

f(y)− f(x)

y − x
=
y3 − x3

x− y
= y2 + yx+ x2.

Ahora bien,

y2 + yx+ x2 = 0⇔ y =
−x±

√
−3x2

2
=
−x±

√
3xi

2

y la única solución real de la ecuación anterior se obtiene para x = y = 0.

Concluimos
f(y)− f(x)

y − x
6= 0 para todo x 6= y en [a, b] y por tanto, el

rećıproco (E) del teorema del valor medio es en general falso.

71. R dominio de integridad y no cuerpo, implica
R[x] no es D.I.P.

Sea R un dominio de integridad que no es un cuerpo. Demostrar que
R[x] no es un dominio de ideales principales.

Solución. Como R es dominio de integridad que no es un cuerpo, existe
0 6= c ∈ R tal que c no es invertible. Consideremos el ideal de R, dado por
I = 〈c, x〉. Veamos por contradicción que I no es ideal principal.

En efecto si I es principal, existe d(x) ∈ I tal que I = 〈d(x)〉 y por tanto
c ∈ 〈d(x)〉 y x ∈ 〈d(x)〉 o de forma equivalente d(x) | c y d(x) | x. Dado que
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d(x) | x, o bien d(x) es una unidad, o bien d(x) = ux con u unidad. Dado
que d(x) también divide a c, necesariamente d(x) es unidad y por tanto
I = R[x]. En consecuencia existen p(x), q(x) ∈ R[x] tales que

cp(x) + xq(x) = 1.

Como el grado de xq(x) es al menos 1, se verifica cp0 = 1 siendo p0 el término
constante de p(x). Es decir, c es unidad (contradicción). Concluimos que R[x]
no es dominio de ideales principales.

72. n5 − n es divisible por 30

Demostrar que para todo entero n, el número n5−n es divisible por 30.

Solución.

Podemos expresar n5 − n en la forma

n5 − n = n(n4 − 1) = n(n2 − 1)(n2 + 1) = (n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1).

Al menos uno de los tres enteros consecutivos n−1, n, n+ 1 es divisible por
2 y al menos uno entre 3, luego (n− 1)n(n+ 1) es divisible por 6.

Por otra parte n2 + 1 es divisible por 5 sii n2 − 4 lo es. Pero n2 − 4 =
(n+ 2)(n− 2), en consecuencia

(n− 1)n(n+ 1)(n2 + 1) es divisible por 5

⇔ (n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n− 2) es divisible por 5.

El último producto es el producto de cinco números consecutivos, luego es
divisible por 5. Concluimos pues que 30 | n5 − n para todo entero n.

73. Matriz de Gram y dependencia lineal

Sean f1, f2, . . . , fn : [a, b]→ R continuas y

G[f1, . . . , fn] = det


〈f1, f1〉 〈f1, f2〉 . . . 〈f1, fn〉
〈f2, f1〉 〈f2, f2〉 . . . 〈f2, fn〉

...
...

〈fn, f1〉 〈fn, f2〉 . . . 〈fn, fn〉


en donde 〈f, g〉 =

∫ b

a
f(x)g(x) dx. Demostrar que

{f1, . . . , fn} es linealmente dependiente ⇔ G[f1, . . . , fn] = 0.
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Solución. ⇐) Si {f1, . . . , fn} fuera linealmente independiente, consideremos
el espacio vectorial E = L[f1, . . . , fn]. Entonces, {f1, . . . , fn} es base de E
con lo cual, la matriz G = [〈fi, fj〉] es la matriz de Gram de un producto
escalar y por tanto G[f1, . . . , fn] = detG > 0 (absurdo).
⇒) Si {f1, . . . , fn} es linealmente dependiente, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que fn =

∑n−1
i=1 λifi. Sustituyendo, la última fila de la matriz

es [
n−1∑
i=1

λi〈fi, f1〉,
n−1∑
i=1

λi〈fi, f2〉, . . . ,
n−1∑
i=1

λi〈fi, fn〉,

]
,

es decir la última fila es combinación lineal de las restantes y por tanto
G[f1, . . . , fn] = 0.

74. Generador de la extensión Q(
√

2,
√

3)

Demostrar que Q(
√

2 +
√

3) = Q(
√

2,
√

3).

Solución. (a) Q(
√

2 +
√

3) ⊆ Q(
√

2,
√

3). Dado que
√

2 y
√

3 son elementos
de Q(

√
2,
√

3), también lo es
√

2 +
√

3 y al ser Q(
√

2 +
√

3) el menor cuer-
po que contiene a Q∪{

√
2+
√

3}, necesariamente Q(
√

2+
√

3) ⊆ Q(
√

2,
√

3).

(b) Q(
√

2,
√

3) ⊆ Q(
√

2 +
√

3). Podemos expresar

(
√

2 +
√

3)−1 =
1√

2 +
√

3
=

√
2−
√

3

2− 3
=
√

3−
√

2.

Como Q(
√

2+
√

3) es cuerpo y
√

2+
√

3 ∈ Q(
√

2+
√

3), se verifica
√

3−
√

2 ∈
Q(
√

2 +
√

3). Por otra parte

√
2 +
√

3 +
√

3−
√

2 = 2
√

3 ∈ Q(
√

2 +
√

3),

lo cual implica que
√

3 = (1/2)(2
√

3) ∈ Q(
√

2 +
√

3). Análogamente se
demuestra que

√
2 ∈ Q(

√
2 +
√

3), con lo cual Q(
√

2,
√

3) ⊆ Q(
√

2 +
√

3).

75. Cardinal de un cuerpo finito

(a) Sean K/k una extensión de cuerpos de grado [K : k] = n y card k = q.
Demostrar que card K = qn

(b) Sea K un cuerpo finito de caracteŕıstica p. Demostrar que card K = pn

para un cierto natural n.
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Solución. (a) Sea B = {α1, . . . , αn} una base de K como espacio vectorial
sobre k. Si λ ∈ k, entonces λ se puede escribir de forma única como

λ = λ1α1 + · · ·+ λnαn con λ1, . . . , λn ∈ k.

Como cada λi puede ser uno de los q elementos de k, el número de elementos
de k es card k = q · . . . · q︸ ︷︷ ︸

n

= qn.

(b) Si K tiene caracteŕıstica p, sabemos que existe un subcuerpo k de K que
es isomorfo a Zp. Pero la extensión K/k es finita, digamos de grado n. Por
el apartado anterior, card K = pn.
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76. Funciones monótonas, crecientes y decrecien-
tes

1. Definir los conceptos de función creciente, decreciente, estrictamente cre-
ciente, estrictamente decreciente y monótona para una función real de va-
riable real.
2. Demostrar que la función f : [0,+∞) → R, f(x) = x3 es estrictamente
creciente.
3. Sea f : A ⊂ R→ R una función. Demostrar que

f es creciente⇔ −f es decreciente.

4. Sea f : [a, b]→ R creciente. Demostrar que para todo c ∈ (a, b) existen

f(c+) = ĺım
x→c+

f(x), f(c−) = ĺım
x→c−

f(x)

y además f(c−) ≤ f(c) ≤ f(c+). Demostrar que en los puntos extremos se
satisface f(a) ≤ f(a+) y f(b−) ≤ f(b).
Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema análogo para funciones decre-
cientes usando el apartado tercero.
5. Sea f : A ⊂ R → R estrictamente creciente. Demostrar que existe la
aplicación inversa f−1 : f(A)→ A y es estrictamente creciente.
Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema análogo para funciones estricta-
mente decrecientes usando el apartado tercero.
6. Sea f : [a, b]→ R una función creciente y la partición de [a, b] :

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Demostrar la desigualdad

n−1∑
k=1

[f(xk+)− f(xk−)] ≤ f(b)− f(a).

87
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7. Sea f : [a, b]→ R monótona. Demostrar que el conjunto de los puntos de
discontinuidad de f es contable.

Solución. 1. Sea f : A ⊂ R→ R una función. Se dice que f es creciente sii
para todo x1, x2 ∈ A con x1 < x2 se verifica f(x1) ≤ f(x2), y se dice que es
decreciente sii para todo x1, x2 ∈ A con x1 < x2 se verifica f(x1) ≥ f(x2).
Si las desigualdades anteriores se cambian por desigualdades estrictas se dice
que f es estrictamente creciente y estrictamente decreciente respectivamen-
te. Se dice que f es monótona si es creciente o decreciente.
2. Para 0 ≤ x1 < x2 tenemos

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
=
x3

2 − x3
1

x2 − x1
=

(x2 − x1)(x2
2 + x2x

2
1 + x2

1)

x2 − x1

= x2
2 + x2x

2
1 + x2

1 > 0.

Dado que x2 − x1 > 0, ha de ser f(x2) − f(x1) > 0 luego f(x1) < f(x2) y
por tanto f es estrictamente creciente.
3. Para x1, x2 en A tenemos las equivalencias

f creciente⇔ f(x1) ≤ f(x2) si x1 < x2 ⇔ −f(x1) ≥ −f(x2) si x1 < x2

⇔ (−f)(x1) ≥ (−f)(x2) si x1 < x2 ⇔ −f decreciente.

4. Sea B = {f(x) : a < x < c}. Al ser f creciente, B está acotado por f(c)
y por tanto existe M = supB ≤ f(c). Veamos que existe f(c−) y es igual a
M. Tenemos que demostrar que para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que

c− δ < x < c⇒ |f(x)−M | < ε.

Sea ε > 0. Al ser M = supB, existe un elemento f(x1) de B tal que
M − ε < f(x1) ≤ M. Dado que f es creciente, para todo x ∈ (x1, c) se
verifica M − ε < f(x) ≤M, en consecuencia |f(x)−M | < ε. Basta entonces
elegir δ = c− x1 en (1). De manera análoga se demuestra que f(c) ≤ f(c+)
y las desigualdades en los extremos.
5. Como f es estrictamente creciente, es inyectiva, lo cual implica que
f : A → f(A) es biyectiva, es decir existe f−1 : f(A) → A. Veamos que
f−1 es estrictamente creciente. En efecto, para y1, y2 ∈ f(A) con y1 < y2,
sean x1, x2 ∈ A tales que x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2). No puede ser que
x1 ≥ x2 pues ocurriŕıa y1 = f(x1) ≥ f(x2) = y2. Ha de ser necesariamente
x1 < x2 o equivalentemente f−1(y1) < f−1(y2), lo cual prueba que f−1 es
estrictamente creciente.
6. Para cada 1 ≤ k ≤ n − 1 sea yk ∈ (xk, xk+1) e y0 = a. Se verifica
f(xk+) ≤ f(yk) y f(yk−1) ≤ f(xk−), lo cual implica que

f(xk+)− f(xk−) ≤ f(yk)− f(yk−1).



Fasćıculo 4. Monograf́ıas 76-100 89

Sumando las desigualdades de la derecha obtenemos f(yn−1)−f(a) ≤ f(b)−
f(a) y por tanto,

∑n−1
k=1 [f(xk+)− f(xk−)] ≤ f(b)− f(a).

7. Supongamos que f es creciente y sea c ∈ (a, b). Del apartado 4 deducimos
que f es discontinua en c si y sólo Si f(c+)− f(c−) > 0. Para todo m ≥ 1
entero, sea Am el conjunto de los puntos de discontinuidad c de f en (a, b)
que satisfacen f(c+) − f(c−) > 1/m. Si los puntos x1 < x2 < · · · < xn−1

pertenecen a Am, por el apartado anterior se verifica

n− 1

m
≤ f(b)− f(a),

lo cual implica que Am ha de ser necesariamente finito. Pero el conjunto de
los puntos de discontinuidad de f en (a, b) es

⋃∞
m=1Am y la unión contable

de conjuntos finitos es contable. Posiblemente en a o b existen puntos de
discontinuidad para f, luego en cualquier caso el conjuntos de los puntos de
discontinuidad de f en [a, b] es contable.
Si f es decreciente, se aplica el mismo razonamiento a la función creciente
−f.

77. Funciones de variación acotada

1. Estudiar si las siguientes funciones son de variación acotada

(a) f : [a, b]→ R, f(x) = x.

(b) g : [0, 1]→ R, g(x) =

x cos
1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

2. Demostrar que si f : [a, b] → R es monótona, entonces es de variación
acotada.
3. Demostrar que f : [0, 1]→ R, f(x) = 3

√
x es de variación acotada.

4. Sea f : [a, b]→ R continua. Supongamos además que existe f ′ en (a, b) y
está acotada. Demostrar que f es de variación acotada en [a, b].
5. Demostrar que la siguiente función es de variación acotada

f : [0, 1]→ R, f(x) =

x2 cos
1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

6. Sea f : [a, b] → R de variación acotada, es decir
∑n

k=1 |∆fk| ≤ M para
toda partición de [a, b]. Demostrar que f está acotada en [a, b] por |f(a)|+M.

Solución. 1. Recordamos que si f : [a, b] → R es una función y P =
{x0, x1, . . . , xn} una partición de [a, b] escribimos ∆fk = f(xk) − f(xk−1)
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para k = 1, 2, . . . , n, y se dice que f es de variación acotada en [a, b] sii
existe un número positivo M cumpliendo

n∑
k=1

|∆fk| ≤M ∀P ∈ P[a, b].

(a) Para toda partición P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} de [a, b] tenemos

n∑
k=1

|∆fk| =
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
n∑
k=1

|xk − xk−1| =
n∑
k=1

(xk−xk−1) = b−a.

Entonces,
∑n

k=1 |∆fk| ≤ M con M = b − a para toda partición de [a, b]
luego f es de variación acotada.
(b) Elijamos la partición de [0, 1] :

x0 = 0 <
1

nπ
<

1

(n− 1)π
< . . . <

1

π
< 1 = xn+1.

Es decir,

x0 = 1, xk =
1

(n− k + 1)π
(k = 1, 2, . . . , n), xn+1 = 1.

Entonces
n+1∑
k=1

|∆gk| =
n+1∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)|

= |g(x1)− g(0)|+
n∑
k=2

|g(xk)− g(xk−1)|+ |g(xn+1)− g(xn)|

=
(cosnπ

nπ
− 0
)

+
n∑
k=2

∣∣∣∣cos(n− k + 1)π

(n− k + 1)π
− cos(n− k + 2)π

(n− k + 2)π

∣∣∣∣+(cos 1− cosπ

π

)

=
(−1)n

nπ
+

n∑
k=2

∣∣∣∣ (−1)n−k+1

(n− k + 1)π
− (−1)n−k+2

(n− k + 2)π

∣∣∣∣+ cos 1 +
1

π
.

Dado que n− k + 1 y n− k + 2 tienen distinta paridad,

n+1∑
k=1

|∆gk| =
(−1)n

nπ
+

n∑
k=2

1

(n− k + 1)π
+

n∑
k=2

1

(n− k + 2)π
+ cos 1 +

1

π

=

(
(−1)n

nπ
+ cos 1 +

1

π

)
+

1

π

(
1

n− 1
+

1

n− 2
+ . . .+ 1

)
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+
1

π

(
1

n
+

1

n− 1
+ . . .+

1

2

)
≥ (−1)n

nπ
+

1

π

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .

1

n

)
.

Usando que la serie armónica es divergente y tomando ĺımites cuando n→
+∞ queda

ĺım
n→+∞

n+1∑
k=1

|∆gk| ≥ 0 +
1

π
· (+∞) = +∞

lo cual prueba que g no es de variación acotada.
2. Si f es creciente, entonces para toda partición P = {x0, x1, . . . , xn} de
[a, b] se verifica f(xk)− f(xk−1) ≥ 0 para k = 1, 2, . . . n y por tanto

n∑
k=1

|∆fk| =
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
n∑
k=1

[f(xk)−f(xk−1)] = f(b)−f(a) := M.

Análogo razonamiento si f es decreciente.
3. La función f(x) = 3

√
x es claramente monótona en [0, 1] (creciente en este

caso), luego es de variación acotada.
4. Como f ′ está acotada en (a, b), existe K ≥ 0 tal que |f ′(x)| ≤ K para todo
x ∈ (a, b). Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición de [a, b]. Por el teorema
del valor medio de Lagrange,

∆fk = f(xk)− f(xk−1) = f ′(ξk)(xk − xk−1) con ξk ∈ (xk−1, xk).

En consecuencia
n∑
k=1

|∆fk| =
n∑
k=1

∣∣f ′(ξk)∣∣∆xk ≤ K n∑
k=1

∆k = K(b− a) := M

y por tanto, f es de variación acotada en [a, b].
5. La función f es elemental en (0, 1] y por tanto continua en (0, 1]. Por otra
parte

ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

x2 cos
1

x
=︸︷︷︸

acotada por infinitésimo

0 = f(0),

luego f es continua en [0, 1]. En (0, 1) tenemos

f ′(x) = 2x cos
1

x
+ x2

(
− sin

1

x

)(
− 1

x2

)
= 2x cos

1

x
+ sin

1

x
,

∣∣f ′(x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣2x cos

1

x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ 2 · 1 + 1 = 3,

es decir f ′ está acotada en (0, 1). Como consecuencia del apartado anterior,
f es de variación acotada en [0, 1].
6. Sea x ∈ (a, b) y consideremos la partición P = {a, x, b}. Entonces,

|f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| ≤M.
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Esto implica que |f(x)− f(a)| ≤M. Ahora bien,

||f(x)| − |f(a)|| ≤ |f(x)− f(a)| ≤M

⇒ |f(x)| − |f(a)| ≤M ⇒ |f(x)| ≤ |f(a)|+M.

Por otra parte, |f(a)| ≤ |f(a)| + M trivialmente, y para la partición P =
{a, b} queda |f(b)− f(a)| ≤M y por tanto |f(b)| ≤ |f(a)|+M. Es decir,

|f(x)| ≤ |f(a)|+M ∀x ∈ [a, b].

78. Variación total de una función

Sea f : [a, b]→ R una función de variación acotada. Para toda partición
P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] denotamos por

∑
(P ) a la suma

∑n
k=1 |∆fk| .

Llamamos variación total de f en [a, b] al número

Vf (a, b) := sup
{∑

(P ) : P ∈ P[a, b]
}
.

1. Sea f : [a, b]→ R una función. Demostrar que f es constante⇔ Vf (a, b) =
0.
2. Sean f, g : [a, b] de variación acotada y designamos por Vf y Vg a Vf (a, b) y
Vg(a, b) respectivamente. Demostrar que que la suma, diferencia y producto
de f y g son de variación acotada y además

Vf+g ≤ Vf + Vg, Vf−g ≤ Vf + Vg, Vfg ≤ αVf + βVg,

siendo α = sup{|g(x)| : x ∈ [a, b]} y β = sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.
3. Se considera la función

f : [0, 1]→ R, f(x) =

{
x si x ∈ (0, 1]

1 si x = 0.

Demostrar que es de variación acotada en [a, b] y que 1/f no lo es.
4. Sea f : [a, b]→ R de variación acotada y tal que

0 < m ≤ |f(x)| ∀x ∈ [a, b].

Demostrar que g = 1/f es de variación acotada en [a, b] y además, Vg ≤
Vf/m2.

5. Sea f : [a, b] → R de variación acotada y a < c < b. Demostrar que f es
de variación acotada en los intervalos [a, c] y [c, b], y además

Vf (a, b) = Vf (a, c) + Vf (c, b).
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Solución. 1. ⇒) Si f(x) = c para todo x ∈ [a, b]. Para toda partición
P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] se verifica

∑
(P ) =

n∑
k=1

|∆fk| =
n∑
k=1

|fk(x)− f(xk−1)| =
n∑
k=1

|c− c| = 0,

luego Vf (a, b) = sup {0} = 0
⇐) Si f no es constante, existen dos puntos x1, x2 con a ≤ x1 < x2 ≤ b tales
que f(x1) 6= f(x2). Para cualquier partición P de [a, b] que contenga a x1 y
x2, tenemos

∑
(P ) ≥ |f(x2)− f(x1)| > 0 y por tanto Vf (a, b) > 0.

2. Para cada partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tenemos

|∆(f + g)k| =
∣∣(f + g)(xk)− (f + g)(xk−1)

∣∣
=
∣∣f(xk) + g(xk)− f(xk−1) − g(xk−1)

∣∣
≤
∣∣f(xk)− f(xk−1)

∣∣+
∣∣g(xk)− g(xk−1)

∣∣ = |∆fk|+ |∆gk| ,

de lo cual deducimos que Vf+g ≤ Vf + Vg y por tanto f + g es de variación
acotada en [a, b]. Por otra parte

|∆(f − g)k| =
∣∣(f − g)(xk)− (f − g)(xk−1)

∣∣
=
∣∣f(xk)− g(xk)− f(xk−1) + g(xk−1)

∣∣
≤
∣∣f(xk)− f(xk−1)

∣∣+
∣∣g(xk)− g(xk−1)

∣∣ = |∆fk|+ |∆gk| ,

lo cual implica que Vf−g ≤ Vf +Vg y por tanto f −g es de variación acotada
en [a, b]. Por último, dado que f y g son de variación acotada, están acotadas
y por tanto existen α y β y son finitos. Además, si h = fg

|∆hk| =
∣∣(fg)(xk)− (fg)(xk−1)

∣∣ =
∣∣f(xk)g(xk)− f(xk−1)g(xk−1)

∣∣
=
∣∣[f(xk)g(xk)− f(xk−1)g(xk)] +

[
f(xk−1)g(xk)− f(xk−1)g(xk−1)

]∣∣
≤ |g(xk)|

∣∣f(xk)− f(xk−1)

∣∣+|f(xk−1)|
∣∣g(xk)− g(xk−1)

∣∣ ≤ α |∆fk|+β |∆gk| ,
luego Vfg ≤ αVf + βVg y por tanto fg es de variación acotada en [a, b].
3. Para toda partición P = {x0 = 0, x1, . . . , xn−1, xn = 1}. de [0, 1] tenemos,

n∑
k=1

|∆fk| = |f(x1)− f(0)|+ |f(x2)− f(x1)|+ |f(x3)− f(x2)|+ · · ·

+ |f(xn−1)− f(xn−2)|+ |f(1)− f(xn−1)| = (1− x1) + (x2 − x1)

+(x3 − x2) + · · ·+ (xn−1 − xn−2) + (xn − xn−1) = 2− 2x1 ≤ 2,
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luego f es de variación acotada en [0, 1]. Por otra parte,

1

f
: [0, 1]→ R,

(
1

f

)
(x) =


1

x
si x ∈ (0, 1]

1 si x = 0.

Dado que 1/x → +∞ cuando x → 0+, la función 1/f no está acotada en
[0, 1] y por tanto no es de variación acotada.
4. Para toda partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] se verifica

|∆gk| = |g(xk)− g(xk−1)| =
∣∣∣∣ 1

f(xk)
− 1

f(xk−1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(xk−1)− f(xk)

f(xk)f(xk−1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f(xk−1)− f(xk)

f(xk)f(xk−1)

∣∣∣∣ =
|∆fk|

|f(xk)f(xk−1)|
≤
Vf
m2

,

lo cual prueba el resultado.
5. Veamos primeramente que la función f es de variación acotada en los
intervalos [a, c] y [c, b]. Sea P ′ una partición de [a, c] y P ′′ una partición de
[c, d]. Entonces, ∑(

P ′
)

+
∑(

P ′′
)

=
∑(

P ′′′
)
≤ Vf (a, b)

es decir, las sumas
∑

(P ′) y
∑

(P ′′) están acotadas, luego f es de variación
acotada en los intervalos [a, c] y [c, b]. Usando la propiedad sup (A + B) =
supA+ supB para subconjuntos no vaćıos de R obtenemos la desigualdad

Vf (a, c) + Vf (c, b) ≤ Vf (a, b).

Basta demostrar la desigualdad en el otro sentido. Sea P = {x0, x1, . . . , xn}
una partición de [a, b], y sea P ′ la partición de [a, b] obtenida al añadir a P el
punto c (podŕıa ocurrir P ′ = P ). Supongamos que c ∈ [xk−1, xk]. Entonces

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ |f(xk)− f(c)|+ |f(c)− f(xk−1)| ,

con lo cual
∑

(P ) ≤
∑

(P ′). Los puntos de P ′ que están en [a, c] determinan
una partición P1 de [a, b] y los que están en [c, d] una partición P2 de [c, d],
por tanto∑

(P ) ≤
∑

(P ′) =
∑

(P1) +
∑

(P2) ≤ Vf (a, c) + Vf (c, b).

Es decir, Vf (a, c) + Vf (c, b) es una cota superior de las sumas
∑

(P ), con lo
cual

Vf (a, b) ≤ Vf (a, c) + Vf (c, b).
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79. Diferencia de funciones crecientes

1. Sea f : [a, b]→ R de variación acotada. Definimos la función

V : [a, b]→ R, V (x) =

{
Vf (a, x) si 0 < x ≤ b
0 si x = a

Demostrar que
(a) V es creciente en [a, b].
(b) V − f es creciente en [a, b].
2. Sea f : [a, b]→ R una función. Demostrar que: f es de variación acotada
en [a, b] ⇔ f se puede expresar como diferencia de dos funciones crecientes.

Solución. 1. (a) Para a < x1 < x2 ≤ b, y usando conocidas propiedades de
las funciones de variación acotada,

Vf (a, x2) = Vf (a, x1) + Vf (x1, x2)⇒ V (x2)− V (x1) = Vf (x1, x2) ≥ 0,

lo cual implica que V es creciente en [a, b].
(b) Llamemos H(x) = V (x)− f(x). entonces,

a ≤ x1 < x2 ≤ b⇒ H(x2)−H(x1) = V (x2)− V (x1)− [f(x2)− f(x1)]

= Vf (x1, x2)− [f(x2)− f(x1)] ≥︸︷︷︸
f(x2)−f(x1)≤Vf (x1,x2)

0,

por tanto V − f es creciente
2.⇒) Si f es de variación acotada en [a, b] podemos expresar f = V −(V −f),
y por el apartado anterior V y V − f son crecientes.
⇐) Sea f = f1 − f2 en [a, b] con f1 y f2 crecientes. Sabemos que toda
función monótona es de variación acotada y que la diferencia de funciones
de variación acotada también lo es, de lo cual se deduce f que es de variación
acotada en [a, b].

80. Funciones holomorfas en un disco

Determinar todas las funciones holomorfas en el disco

D(1, 1) = {z ∈ C : |z − 1| < 1}

y que satisfacen en tal disco la condición

f

(
n

n+ 1

)
= 1− 1

2n2 + 2n+ 1
∀n ∈ N. (1)
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Solución. Denotando zn = n/(n+ 1),

|zn − 1| =
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −1

n+ 1

∣∣∣∣ < 1⇒ zn ∈ D(1, 1).

Despejando n, tenemos n = zn/(1− zn). Entonces,

f(zn) = 1− 1

2

(
zn

1− zn

)2

+ 2

(
zn

1− zn

)
+ 1

= 1− (1− zn)2

2z2
n + 2zn(1− zn) + (1− zn)2

= 1− (1− zn)2

1 + z2
n

=
2zn

1 + z2
n

.

La función f(z) = 2z/(1 + z2) no es holomorfa exactamente en z = ±i /∈
D(1, 1), luego es holomorfa en D(1, 1) y satisface trivialmente la condición
(1). Veamos que es la única, para ello recordemos el siguiente teorema:

Teorema. Sean f y g holomorfas en un dominio D tales que f(zn) = g(zn)
sobre una sucesión de puntos distintos de D tales que existe l = ĺım zn ∈ D.
Entonces, f = g.

La sucesión de puntos distintos zn = n/(n + 1) de D(1, 1) satisfacen
ĺım zn = 1 ∈ D(1, 1), lo cual implica por el teorema anterior, que la única
función que satisface las hipótesis del problema es f(z) = 2z/(1 + z2).

81. Ecuación diferencial de la ley de absorción de
Lambert

La ley de absorción de Lambert asegura que la tasa de absorción de luz
relativa a una profundidad x de un material translúcido es proporcional a
la intensidad I en tal profuncidad x. Es decir,

dI

dx
= −kI (Ley de absorción de Lambert).

Supongamos que la intensidad I a una profundidad de 30 pies es 4/9 de la
intensidad en la superficie. Encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies.

Solución. Resolvamos la ecuación diferencial correspondiente:

dI

dx
= −kI, dI

I
= −kdx, log |I| = −kx+K, I = eKe−kx.

La solución general es por tanto I = Ce−kx. Para x = 0 obtenemos la
intensidad en la superficie I0 = I(0) = C. Por otra parte,

I(30) =
4

9
I0 ⇔ I0e

−30k =
4

9
I0 ⇔ e−30k =

4

9
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⇔ −30k = log
4

9
⇔ k =

log(9/4)

30
.

Entonces,

I(60) = I0e
−2 log(9/4) = I0e

− log(9/4)2
=

16I0

81
,

I(120) = I0e
−4 log(9/4) = I0e

− log(9/4)4
=

44I0

94
.

82. Derivada de un determinante

Sea I un intervalo de la recta real. Se considera la matriz de orden n :

A(t) = [F1(t), F2(t), . . . , Fn(t)]

en donde

Fi(t) =


f1j(t)
f2j(t)

...
fnj(t)

 ∀t ∈ I con las fij derivables en I.

1. Demostrar que para todo t ∈ (a, b) se verifica

d

dt
detA(t) = det

[
F ′1(t), F2(t), . . . , Fn(t)

]
+ det

[
F1(t), F ′2(t), . . . , Fn(t)

]
+...+ det

[
F1(t), F2(t), . . . , F ′n(t)

]
.

2. Escribir expĺıcitamente la fórmula anterior de la derivada de un determi-
nante para A(t) = [fij(t)] .
3. Calcular la derivada de la función determinante

A : (0,+∞)→ R, A(t) =

∣∣∣∣sin t √tlog t 1/t

∣∣∣∣ .
Solución. 1. Por definición,

d

dt
detA(t) = ĺım

h→0

detA(t+ h)− detA(t)

h

= ĺım
h→0

det [F1(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]− det [F1(t), . . . , Fn(t)]

h
.

Sumando y restando det [F1(t), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)] ,

d

dt
detA(t)
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= ĺım
h→0

det [F1(t+ h), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]− det [F1(t), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]

h

+ ĺım
h→0

det [F1(t), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]− det [F1(t), . . . , Fn(t)]

h
.

d

dt
detA(t)

= ĺım
h→0

det [F1(t+ h), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]− det [F1(t), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]

h

+ ĺım
h→0

det [F1(t), F2(t+ h), . . . , Fn(t+ h)]− det [F1(t), . . . , Fn(t)]

h
.

El primer sumando es

det

(
ĺım
h→0

F1(t+ h)− F1(t)

h
, ĺım
h→0

F2(t+ h), . . . , ĺım
h→0

Fn(t+ h)

)
= det

[
F ′1(t), F2(t), . . . , Fn(t)

]
.

Ahora, sumamos y restamos al segundo sumando

det [F1(t), F2(t), F3(t+ h), . . . , Fn(t+ h)] ,

obteniendo el sumando

det
[
F1(t), F ′2(t), F3(t), . . . , Fn(t)

]
.

Podemos reiterar el proceso hasta obtener

det
[
F1(t), F2(t), . . . , Fn−1(t), F ′n(t)

]
.

2. Tenemos

detA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f12(t) . . . f1n(t)
f21(t) f22(t) . . . f2n(t)

...
...

fn1(t) fn2(t) . . . fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
por tanto la fórmula del apartado anterior se puede escribir en la forma

d

dt
detA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′11(t) f12(t) . . . f1n(t)
f ′21(t) f22(t) . . . f2n(t)

...
...

f ′n1(t) fn2(t) . . . fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f ′12(t) . . . f1n(t)
f21(t) f ′22(t) . . . f2n(t)

...
...

fn1(t) f ′n2(t) . . . fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f12(t) . . . f ′1n(t)
f21(t) f22(t) . . . f ′2n(t)

...
...

fn1(t) fn2(t) . . . f ′nn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3. Usando la fórmula del apartado anterior,

d

dt
detA(t) =

∣∣∣∣cos t
√
t

1/t 1/t

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin t 1/(2
√
t)

log t −1/t2

∣∣∣∣
=

1

t
(cos t−

√
t)− sin t

t2
− log t

2
√
t
.

83. Cambio de referencia en el espacio af́ın

1. Sean R = {O,B} y R′ = {O′, B′} dos referencias en un espacio af́ın A de
dimensión n. Demostrar que se verifica

1
x1
...
xn

 =


1 0 . . . 0
a1 p11 . . . pn1
...

...
an p1n . . . pnn




1
x′1
...
x′n

 (∗)

en donde,
(x1, . . . , xn)T son las coordenadas de M ∈ A en la referencia R,
(x′1, . . . , x

′
n)T las coordenadas del mismo M en la referencia R′,

(a1, . . . , an)T son las coordenadas de O en la referencia R,

P =

p11 . . . pn1
...

...
p1n . . . pnn

 es la matriz de cambio de B a B′.

A la ecuación (∗) se la llama ecuación matricial del cambio de referencia de
R a R′.
2. En un espacio af́ın A de dimensión 2 se consideran las referencias afines
R = {O, e1, e2} y R′ = {O′, e′1, e′2} tales que el vector de coordenadas de O′

en R es (2,−3)T y además {
e′1 = e1 + 4e2

e′2 = 3e1 − e2.

Escribir la ecuación matricial del cambio de referencia de R a R′ y hallar la
ecuación de una recta r en la referencia R′, cuya ecuación en la referencia
R es 2x1 − x2 = 5.
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Solución. 1. Para todo M ∈ A se verifica

−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−−→
O′M. (1)

Sean B = {e1, . . . , en}, B′ = {e′1, . . . , e′n}. Por definición de coordenadas en
una referencia af́ın y usando (1),

x1e1 + · · ·+ xnen = a1e1 + · · ·+ anen + x′1e
′
1 + · · ·+ x′ne

′
n. (2)

La relación entre las bases B y B′ es
e′1 = p11e1 + · · ·+ p1nen

. . .

e′n = pn1e1 + · · ·+ pnnen.

Sustituyendo en (2) obtenemos

x1e1 + · · ·+ xnen = a1e1 + · · ·+ anen

+x′1 (p11e1 + · · ·+ p1nen) + · · ·+ x′n (pn1e1 + · · ·+ pnnen) .

Igualando coordenadas,
x1 = a1 + p11x

′
1 + · · ·+ x′npn1

. . .

xn = an + p1nx
′
1 + · · ·+ x′npnn,

relaciones que equivalen a la igualdad matricial (∗).
2. Según el apartado anterior, la ecuación matricial del cambio de referencia
de R a R′ es  1

x1

x2

 =

 1 0 0
2 1 3
−3 4 −1

 1
x′1
x′2

 ,
o equivalentemente {

x1 = 2 + x′1 + 3x′2

x2 = −3 + 4x′1 − x′2.

Sustituyendo en 2x1−x2 = 5 obtenemos 2(2+x′1+3x′2)−(−3+4x′1−x′2) = 5
o equivalentemente −2x′1 + 7x′2 + 2 = 0, que es la ecuación pedida.
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84. Cardinales infinitos: elementos no regulares

1. Se consideran los conjuntos X = {a}, Y = {b, c}, N y los cardinales

x = |X| , y = |Y | , z = |N| .

Demostrar que la aplicación f : X × N→ Y × N

f(a, n) =

{
(b, p) si n = 2p es par

(c, p) si n = 2p+ 1 es impar

es biyectiva. Concluir que z no es elemento regular para el producto.
2. Demostrar que la aplicación

f : N× {0, 1} → N, f(n, u) =

{
2n si u = 0

2n+ 1 si u = 1

es biyectiva. Concluir que existen cardinales infinitos no regulares para la
suma.

Solución. 1. Inyectiva. Si n1 y n2 son naturales de distinta paridad, cla-
ramente no puede ocurrir f(a, n1) = f(a, n2) pues b 6= c. Si n1 = 2p1 y
n2 = 2p2 son pares,

f(a, n1) = f(a, n2)⇒ (b, p1) = (b, p2)⇒ p1 = p2

⇒ n1 = n2 ⇒ (a, n1) = (a, n2).

Análogo razonamiento si n1 y n2 son impares.
Sobreyectiva. Todo elemento de Y × N es de la forma (b, n) o (c, n) con n
natural. Pero (b, n) = f(a, 2n), (c, n) = f(a, 2n+1), luego f es sobreyectiva.
Tenemos pues que

xz = |X × N| = |Y × N| = yz

y sin embargo x 6= y, lo cual prueba que z es cardinal infinito y no regular
para el producto.
2. Inyectiva. Sean (n1, u1) y (n2, u2) elementos de N × {0, 1}. Si u1 6= u2,
claramente f(n1, u1) 6= f(n2, u2). Si u1 = u2 = 0,

f(n1, u1) = f(n2, u2)⇒ 2n1 = 2n2 ⇒ n1 = n2 ⇒ (n1, u1) = (n2, u2).

Análogo razonamiento si u1 = u2 = 1.
Sobreyectiva. Si m ∈ N, o bien m = 2n, o bien m = 2n + 1 para algún n.
Pero m = 2n = f(n, 0), m = 2n+ 1 = f(n, 1) luego f es sobreyectiva.
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Llamemos x = |N| . Dado que

x = |N× {0}| = |N× {1}| , (N× {0}) ∩ (N× {1}) = ∅,

podemos escribir

x+ x = |(N× {0}) ∪ (N× {1})| = |N× {0, 1}| =︸︷︷︸
f biyectiva

x.

Es decir, tenemos x + x = x + 0 y x 6= 0 lo cual implica que x es cardinal
infinito y no regular para la suma.

85. Distancia de un plano y de una curva al origen

Usando técnicas de cálculo diferencial,
1. Calcular la mı́nima distancia del plano α : 2x− y + 2z = 2 al origen y el
punto en el que dicha distancia mı́nima se obtiene.
2. Calcular la mı́nima distancia del conjunto

A = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1, x+ y + z = 1}

al origen y el punto en el que dicha distancia mı́nima se obtiene.

Solución. 1. Todo punto P del plano α se puede expresar en la forma
P = (λ, 2λ + 2µ − 2, µ) con λ, µ ∈ R. La función cuadrado de la distancia
de P al origen O es

f : R2 → R, f(λ, µ) = d2(P,O) = λ2 + (2λ+ 2µ− 2)2 + µ2.

Hallemos los puntos cŕıticos de f.
∂f

∂λ
= 0

∂f

∂µ
= 0
⇔

{
2λ+ 2(2λ+ 2µ− 2) · 2 = 0

2(2λ+ 2µ− 2) · 2 + 2µ = 0

{
10λ+ 8µ = 8

8λ+ 10µ = 8
⇔

{
5λ+ 4µ = 4

4λ+ 5µ = 4
⇔

{
λ = 4/9

µ = 4/9.

Por consideraciones geométricas, en (λ, µ) = (4/9, 4/9) obtenemos mı́nimo
absoluto para la función f y por tanto para la función d(P,O). Sustituyen-
do obtenemos el punto P0 = (4/9,−2/9, 4/9) del plano α para el cual la
distancia al origen es mı́nima, siendo esta distancia

d(P0, O) =

√(
4

9

)2

+

(
−2

9

)2

+

(
4

9

)2

=

√
36

81
=

6

9
=

2

3
.
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2. Los puntos (x, y) del plano que satisfacen la condición x2 + y2 = 1, son
exactamente los de la forma (cos t, sin t) con t ∈ [0, 2π], luego los puntos Q
de A son los de la forma

Q = (cos t, sin t, 1− cos t− sin t) con t ∈ [0, 2π].

La función cuadrado de la distancia de Q al origen O es

g : [0, 2π]→ R, g(t) = d2(Q,O) = cos2 t+ sin2 t+ (1− sin t− cos t)2

= 1 + 1 + sin2 t+ cos2 t− 2 sin t− 2 cos t+ 2 sin t cos t

= 3− 2 sin t− 2 cos t+ sin 2t.

Hallemos los puntos cŕıticos de g. Tenemos

g′(t) = 0⇔ −2 cos t+ 2 sin t+ 2 cos 2t = 0

⇔ − cos t+ sin t+ cos2 t− sin2 t = 0

⇔ − cos t+ sin t+ (cos t+ sin t)(cos t− sin t) = 0

⇔ (cos t− sin t)(cos t+ sin t− 1) = 0⇔


cos t− sin t = 0

∨
cos t+ sin t− 1 = 0.

Por una parte tenemos en [0, 2π]:

cos t− sin t = 0⇔ sin t = cos t⇔ t = π/4 ∨ t = 5π/4.

Por otra parte es claro que la condición cos t + sin t = 1 se verifica exclusi-
vamente en [0, 2π] para t = 0, o t = π/2 o t = 2π. Hallemos los valores de g
en los puntos cŕıticos del interior de [0, 2π] y en los extremos:

g(π/4) = 3− 2 sin(π/4)− 2 cos(π/4) + sin(π/2) = 3− 2
√

2 + 1 = 4− 2
√

2,

g(5π/4) = 3−2 sin(5π/4)−2 cos(5π/4)+sin(5π/2) = 3+2
√

2+1 = 4+2
√

2,

g(π/2) = 3− 2 sin(π/2)− 2 cos(π/2) + sinπ = 3− 2− 0 + 0 = 1,

g(0) = 3− 2 sin 0− 2 cos 0 + sin 0 = 3 = g(2π).

El mı́nimo absoluto de g se obtiene por tanto en t = π/4. Sustituyendo,
obtenemos el punto Q0 de A para el cual el cuadrado de la distancia al
origen es mı́nima

Q0 =
(

cos
π

2
, sin

π

2
, 1− cos

π

2
− sin

π

2

)
= (0,1, 0),

y la distancia mı́nima es d(Q0, O) =
√

02 + 12 + 02 = 1.
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86. Grupo de Klein y sus automorfismos

Se considera el grupo (Z2 × Z2,+) .
(a) Demostrar que el simétrico de cada elemento coincide con el propio
elemento.
(b) Demostrar que (Z2 × Z2,+) no es ćıclico.
(c) Denotemos K = Z2 × Z2, e = (0, 0), a = (1, 0), b = (0, 1), c = (1, 1).
Escribir la tabla de K con notación multiplicativa. Al grupo (K, ·) se le
llama grupo de Klein.
Nota. Por supuesto que no hay diferencia entre (Z2 × Z2,+) y (K, ·) salvo
la notación.
(d) Determinar todos los automorfismos del grupo de Klein.

Solución. (a) Tenemos Z2 × Z2 = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} y se cumple

(0, 0) + (0, 0) = (0, 0), (1, 0) + (1, 0) = (0, 0),

(0, 1) + (0, 1) = (0, 0), (1, 1) + (1, 1) = (1, 1),

lo cual implica que

−(0, 0) = (0, 0), −(1, 0) = (1, 0), −(0, 1) = (0, 1), −(1, 1) = (1, 1),

es decir el simétrico de cada elemento coincide con el propio elemento.
(b) El elemento neutro es de orden 1 y se cumple

(1, 0) + (1, 0) = (0, 0), (0, 1) + (0, 1) = (0, 0), (1, 1) + (1, 1) = (0, 0)

es decir, los restantes elementos son de orden 2, por tanto (Z2 × Z2,+) no
es ćıclico.
(c) La tabla de Cayley de (K,+) es

· e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

(d) Si f : K → K es automorfismo necesariamente f(e) = e y al ser

{a, b, c} = {f(a), f(a), f(c)}

tenemos 6 posibles elecciones: las permutaciones de S3. Por ejemplo, para la
permutación (

a b c
a c b

)
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obtenemos el posible automorfismo

f(e) = e, f(a) = a, f(b) = c, f(c) = b,

es fácil verificar f(xy) = f(x)f(y) para todo x, y ∈ K y lo mismo para
cada permutación de S3. En consecuencia, el grupo de los automorfismos
del grupo de Klein Aut(K), es isomorfo al grupo simétrico S3.

87. Singularidades y residuos de f(z) = sin z
z3+z2−z−1

Se considera la función

f(z) =
sin z

z3 + z2 − z − 1
.

Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

Solución. La función no es anaĺıtica para z3 + z2 − z − 1 = 0. Descompo-
niendo obtenemos (z + 1)2(z − 1) = 0, con lo cual los puntos singulares son
z = 1 y z = −1. Entonces,

ĺım
z→1

f(z) =
sin 1

0
=∞, ĺım

z→−1
f(z) =

sin(−1)

0
=∞,

por tanto son polos. Hallemos sus órdenes,

ĺım
z→1

f(z)(z − 1) = ĺım
z→1

(z − 1) sin z

(z + 1)2(z − 1)
= ĺım

z→1

sin z

(z + 1)2
=

sin 1

4
6= 0,

ĺım
z→−1

f(z)(z+1)2 = ĺım
z→−1

(z + 1)2 sin z

(z + 1)2(z − 1)
= ĺım

z→−1

sin z

z − 1
=

sin(−1)

−2
=

sin 1

2
6= 0,

por tanto z = 1 es polo simple y z = −1 es polo doble. Hallemos sus residuos:

Res [f, z = 1] = ĺım
z→1

f(z)(z − 1) =
sin 1

4
.

Res [f, z = −1] =
1

1!
ĺım
z→−1

(
f(z)(z + 1)2

)′
= ĺım

z→−1

(
sin z

z − 1

)′

= ĺım
z→−1

(z − 1) cos z − sin z

(z − 1)2
=
−2 cos(−1)− sin(−1)

4
=

sin 1− 2 cos 1

4
.
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z−1

88. Singularidades y residuos de f(z) = e1/z

z−1

Se considera la función

f(z) =
e1/z

z − 1
.

Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

Solución. La función no es anaĺıtica en z = 0 y en z = 1, y estas son por
tanto sus singularidades.
Caso z = 1. Tenemos ĺımz→1 f(z) = e/0 =∞, es decir z = 1 es un polo, y

ĺım
z→1

f(z)(z − 1) = ĺım
z→1

e1/z = e 6= 0,

con lo cual es polo simple y además

Res [f, z = 1] = ĺım
z→1

f(z)(z − 1) = e.

Caso z = 0. Consideremos x real. Tenemos

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

e1/x

x− 1
= 0, ĺım

x→0+
f(x) = ĺım

x→0+

e1/x

x− 1
= −∞.

Es decir, no existe ĺımz→0 f(z), luego z = 0 es singularidad esencial. Para
hallar el residuo de f en z = 0, desarrollamos f en serie de Laurent en un
entorno de 0. Tenemos para 0 < |z| < 1

f(z) = e1/z· 1

z − 1
=

(
1 +

1

1!z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · ·

)(
−1− z − z2 − z3 − · · ·

)
= · · ·+

(
− 1

1!
− 1

2!
− 1

3!
− · · ·

)
1

z
+ · · · = · · ·+ (1− e) 1

z
+ · · · ,

Entonces

Res [f, z = 0] = coef
1

z
= 1− e.

89. Singularidad y residuo en el origen de f(z) =
1

2+z2−2 cosh z

Usando desarrollo en serie de Laurent, clasificar la singularidad en el
origen de la función

f(z) =
1

2 + z2 − 2 cosh z

y hallar su residuo en tal punto.
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Solución. Claramente el denominador se anula en z = 0, por tanto presenta
una singularidad en dicho punto. El desarrollo en serie de la función coseno
hiperbólico es

cosh z = 1 +
z2

2!
+
z4

4!
+
z6

6!
+ · · · ,

y por tanto, para z 6= 0,

f(z) =
1

2 + z2 − 2

(
1 +

z2

2!
+
z4

4!
+
z6

6!
+ · · ·

) =
1

−2z4

4!
− 2z6

6!
− 2z8

8!
− · · ·

.

Efectuando la división según potencias crecientes obtenemos para z 6= 0 un
desarrollo de Laurent del tipo

f(z) =
A−4

z4
+
A−2

z2
+A0 +A2z

2 + · · · (A−4 6= 0).

En consecuencia, la singularidad de f en el origen es un polo cuádruple y su
residuo es

Res [f, z = 0] = coef
1

z
= 0.

90. Integral
∫ 2π

0
dθ

a+b cos θ+c sin θ

Demostrar que para a, b, c reales positivos con a2 > b2 + c2 se verifica∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ + c sin θ
=

2π√
a2 − b2 − c2

.

Solución. Efectuando el cambio z = eiθ obtenemos

dz = ieiθdθ = izdθ,

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=
z + 1/z

2
=
z2 + 1

2z
,

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
=
z − 1/z

2i
=
z2 − 1

2iz
.

Cuando θ recorre [0, 2π], z recorre la circunferencia |z| = 1 en sentido anti-
horario, por tanto

I =

∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ + c sin θ
=

∫
|z|=1

dz/iz

a+ b
z2 + 1

2z
+ c

z2 − 1

2iz
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∫ 2π

0
dθ

a+b cos θ+c sin θ

=
1

i

∫
|z|=1

dz/z

2aiz + bi(z2 + 1) + c(z2 + 1)

2iz

= 2

∫
|z|=1

dz

(c+ bi)z2 + 2aiz + bi− c
.

Los puntos singulares de la función integrando f son los que anulan al de-
nominador:

(c+ bi)z2 + 2aiz + bi− c = 0⇔ z =
−2ai±

√
−4a2 − 4(c+ bi)(bi− c)

2(c+ bi)

⇔ z =
−2ai±

√
−4a2 + 4(b2 + c2)

2(c+ bi)
⇔ z =

−2ai±
√

4(b2 + c2 − a2)

2(c+ bi)

⇔ z =
−2ai± 2i

√
a2 − b2 − c2

2(c+ bi)
⇔ z =

(−a±
√
a2 − b2 − c2)i

c+ bi

⇔ z =
−a±

√
a2 − b2 − c2

b− ci
.

Los puntos singulares (polos simples) son por tanto:

z1 =
−a+

√
a2 − b2 − c2

b− ci
, z2 =

−a−
√
a2 − b2 − c2

b− ci
.

Veamos si pertenecen al interior geométrico de |z| = 1 :

|z1| < 1⇔

∣∣∣−a+
√
a2 − b2 − c2

∣∣∣
|b− ci|

< 1⇔ a−
√
a2 − b2 − c2

√
b2 + c2

< 1

⇔ a <
√
a2 − b2 − c2 +

√
b2 + c2

⇔ a2 < a2 − b2 − c2 + b2 + c2 + 2
√
a2 − b2 − c2

√
b2 + c2

⇔ 0 < 2
√
a2 − b2 − c2

√
b2 + c2,

y la última desigualdad es trivial. Por otra parte,

|z2| > 1⇔

∣∣∣−a−√a2 − b2 − c2
∣∣∣

|b− ci|
> 1⇔ a+

√
a2 − b2 − c2

√
b2 + c2

> 1

⇔ a >
√
b2 + c2 −

√
a2 − b2 − c2

⇔ a2 > b2 + c2 + a2 − b2 − c2 − 2
√
a2 − b2 − c2

√
b2 + c2

⇔ 0 > −2
√
b2 + c2

√
a2 − b2 − c2,
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y la última desigualdad es trivial. El único polo en el interior geométrico de
|z| = 1 es por tanto z1 con lo cual

I = 2

∫
|z|=1

dz

(c+ bi)z2 + 2aiz + bi− c
= 4πiRes [f, z = z1].

Ahora bien,

Res [f, z = z1] = ĺım
z→z1

z − z1

(c+ bi)(z − z1)(z − z2)
=

1

(c+ bi)
ĺım
z→z1

1

z1 − z2

=
1

(c+ bi)
· 1

2
√
a2 − b2 − c2

b− ci

=
1

2i
√
a2 − b2 − c2

.

Entonces,

I =

∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ + c sin θ
=

2π√
a2 − b2 − c2

.

91. Suma de la serie
∑∞

n=1
n

2n(n+1)

Dada la serie
∞∑
n=1

n

2n(n+ 1)
.

(a) Demostrar que es convergente.
(b) Hallar su suma.

Solución.

(a) La serie es de términos positivos. Aplicando el criterio de D’Alembert

L = ĺım
n→+∞

(
n+ 1

2n+1(n+ 2)
:

2n(n+ 1)

n

)
=

1

2
ĺım

n→+∞

n

n+ 2
=

1

2
· 1 =

1

2
< 1,

por tanto la serie es convergente.
(b) Consideremos la función

f : (−1, 1)→ R, f(x) =
∞∑
n=1

n

n+ 1
xn.

Se comprueba inmediatamente por el criterio de D’Alembert que la serie
funcional anterior es absolutamente convergente para |x| < 1, y por tanto f
está bien definida. La suma de la serie pedida será por tanto

S =
∞∑
n=1

n

2n(n+ 1)
= f

(
1

2

)
.
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√

5, i)

Podemos escribir para x ∈ (−1, 1) y no nulo:

f(x) =
∞∑
n=1

n

n+ 1
xn =

∞∑
n=1

(
1− 1

n+ 1

)
xn =

∞∑
n=1

xn − 1

x

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1

=
1

1− x
− 1− 1

x

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
=

x

1− x
− 1

x

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
.

Llamemos

g(x) =
∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
.

Aplicando el criterio de D’Alembert verificamos inmediatamente que g está de-
finida en (−1, 1) y al venir dada por una serie de potencias se puede derivar
término a término:

g′(x) =
∞∑
n=1

xn =
1

1− x
− 1.

Integrando, g(x) = − log |1− x| − x+ C. Para x = 0 obtenemos 0 = g(0) =
log 1− 0 + C, con lo cual, C = 0. Queda para x ∈ (−1, 1) y no nulo

f(x) =
x

1− x
− 1

x
(− log |1− x| − x).

Entonces,

S =

∞∑
n=1

n

2n(n+ 1)
= f

(
1

2

)
= 1− 2

(
− log

1

2
− 1

2

)
= 2(1− log 2).

92. Cuerpo Q(
√

5, i)

Denominemos por Q(
√

5, i) al menor subcuerpo de C que contiene a
Q ∪ {

√
5, i}. Demostrar que

Q(
√

5, i) = {p+ qi+ r
√

5 + s
√

5i : p, q, r, s ∈ Q}.

Solución. Denominemos por K al cuerpo pedido. Necesariamente K ha de
contener a 1,

√
5, i,

√
5i. Como también ha de contener a los racionales,

necesariamente,

K ⊃ K ′ = {α ∈ C : α = p+ qi+ r
√

5 + s
√

5i con p, q, r, s ∈ Q}.

Si demostramos que K ′ es cuerpo estará demostrado que K ′ = Q(
√

5, i).
Efectivamente,
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1. Veamos que K ′ es subanillo de C. (a) α = 0 + 0i + 0
√

5 + 0
√

5i ∈ K ′,
por tanto K ′ 6= ∅. (b) Para todo α = p+ qi+ r

√
5 + s

√
5i y α′ = p′ + q′i+

r′
√

5 + s′
√

5i tenemos

α− α′ = (p− p′) + (q − q′)i+ (r − r′)
√

5 + (s− s′)
√

5i

con p − p′, q − q′, r − r′, s − s′ racionales, por tanto α − α′ ∈ K ′. (c) Para
todo α = p+ qi+ r

√
5 + s

√
5i y α′ = p′ + q′i+ r′

√
5 + s′

√
5i tenemos

αα′ = (p+ qi+ r
√

5 + s
√

5i)(p′ + q′i+ r′
√

5 + s′
√

5i)

= (pp′ − qq′ + 5rr′ − 5ss′) · 1 + (p′q + pq′ + 5sr′ + 5rs′)i

+(p′r − sq′ + pr′ − qs′)
√

5 + (p′s+ rq′ + qr′ + ps′)
√

5i,

y los coeficientes de 1, i,
√

5 y
√

5i son racionales, por tanto αα′ ∈ K ′.
2. Veamos que todo α = p+ qi+ r

√
5 + s

√
5i ∈ K ′ no nulo tiene inverso en

K ′. Para ello, probemos previamente que

α = 0⇔ (p, q, r, s) = (0, 0, 0, 0).

⇐) Esta implicación es trivial.
⇒) Tenemos igualando partes reales e imaginarias

p+ qi+ r
√

5 + s
√

5i = 0⇒ (p+ r
√

5) + (q + s
√

5)i = 0

⇒

{
p+ r

√
5 = 0

q + s
√

5 = 0.

Si r = 0, entonces p = 0. Si r 6= 0 tendŕıamos
√

5 = −p/r lo cual es absurdo
pues

√
5 es irracional. Concluimos que p = r = 0. De manera análoga se

demuestra que q = s = 0.
Sea 0 6= α ∈ K ′. Entonces,

1

α
=

1

(p+ r
√

5) + (q + s
√

5)i
=

(p+ r
√

5)− (q + s
√

5)i

(p+ r
√

5)2 + (q + s
√

5)2

=
p+ r

√
5− qi− s

√
5i

(p2 + q2 + 5r2 + 5s2)︸ ︷︷ ︸
x

+ 2(pr + qs)︸ ︷︷ ︸
y

√
5

=
(p+ r

√
5− qi− s

√
5i)(x− y

√
5)

x2 − 5y2
. (1)

Tenemos que x, y ∈ Q y dado que (p, q, r, s) 6= (0, 0, 0, 0), se verifica x2 6= 0.
No puede ser x2 − 5y2 = 0, pues en tal caso, x2 = 5y2 6= 0 y x/y =

√
5 lo
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cual es absurdo al ser
√

5 irracional. Es claro que operando y agrupando en
(1), obtenemos que 1/α es de la forma

1

α
= A+Bi+ C

√
5 +D

√
5i con A,B,C,Q ∈ Q

lo cual demuestra que 1/α ∈ K ′.

93. Puntos de inflexión de una familia de curvas

Sea el conjunto de funciones fa(x) =
x3 + a

(x+ 1)2
, donde a ∈ R− {1}.

(a) Determinar las funciones de este conjunto cuya representación gráfica
admite un punto de inflexión en el cual la tangente es paralela al eje de
abscisas.
(b) Probar que todas las funciones de este conjunto tienen una aśıntota
oblicua común, de la cual se pide la ecuación.

Solución. (a) Hallemos la derivada segunda de fa. Para todo x 6= −1 :

f ′a(x) =
3x2(x+ 1)2 − 2(x+ 1)(x3 + a)

(x+ 1)4
=

3x2(x+ 1)− 2(x3 + a)

(x+ 1)3

=
x3 + 3x2 − 2a

(x+ 1)3
,

f ′′a (x) =
(3x2 + 6x)(x+ 1)3 − 3(x+ 1)2(x3 + 3x2 − 2a)

(x+ 1)6

=
(3x2 + 6x)(x+ 1)− 3(x3 + 3x2 − 2a)

(x+ 1)4
=

6(x− a)

(x+ 1)4
.

Los posibles puntos de inflexión se obtienen para los x tales que f ′′a (x) = 0 es
decir para x = −a con a 6= 1. Para valores x < −a suficientemente próximos
a a, claramente f ′′a (x) < 0 y para valores x > −a suficientemente próximos a
a, claramente f ′′a (x) > 0. Cambia la concavidad, en consecuencia en x = −a
con a 6= 1 hay punto de inflexión para fa. En estos puntos de inflexión la
tangente es paralela al eje de abscisas sii f ′a(−a) = 0. Entonces,

f ′a(−a) = 0⇔ −a
3 + 3a2 − 2a

(−a+ 1)3
= 0⇔ −a(a− 1)(a− 2)

(−a+ 1)3
= 0

⇔ a(a− 2)

(−a+ 1)2
= 0 ⇔︸︷︷︸

a6=1

a(a− 2)⇔ a = 0 ∨ a = 2.
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Las funciones pedidas son por tanto f0 y f2.
(b) Para todo a ∈ R− {1},

m = ĺım
x→∞

fa(x)

x
= ĺım

x→∞

x3 + a

x(x+ 1)2
= 1,

b = ĺım
x→∞

(fa(x)−mx) = ĺım
x→∞

(
x3 + a

(x+ 1)2
− x
)

= ĺım
x→∞

−2x2 − x+ a

(x+ 1)2
= −2,

por tanto y = x− 2 es aśıntota oblicua de fa para todo a ∈ R− {1}.

94. Menor subanillo que contiene a un conjunto

Sean R un anillo y F una familia de subanillos de R.
1. Demostrar que R1 =

⋂
S∈F S es subanillo de R.

2. Sea G un subconjunto de R y denotemos

R[G] =
⋂
S∈C

con C = {S subanillo de R : G ⊂ S}.

Demostrar que R[G] es el menor subanillo de R respecto de la inclusión que
contiene a G.
3. Demostrar que R[G] está constituido por todos los elementos de R que
son sumas finitas de productos finitos de elementos de G ∪ (−G).

Solución. 1. Usamos el teorema de caracterización de subanillos. Como
0 ∈ S para todo S ∈ F deducimos que 0 ∈ R1 y por tanto R1 6= ∅. Si
a, b ∈ R1 entonces a, b ∈ S para todo S ∈ F y por tanto a− b ∈ S para todo
S ∈ F por ser S subanillo. Es decir, a− b ∈ R1. Análogamente, si a, b ∈ R1

entonces a, b ∈ S para todo S ∈ F y por tanto ab ∈ S para todo S ∈ F por
ser S subanillo. Es decir, ab ∈ R1.
2. Por el apartado anterior, R[G] es subanillo de R. Como G ⊂ S para todo
S ∈ C, tenemos G ⊂

⋂
S∈C = R[G]. Por otra parte, si T es un subanillo de

R que contiene a G entonces T ∈ C y por tanto R[G] =
⋂
S∈C S ⊂ T . La

propiedad queda demostrada.
3. Llamemos X al conjunto de los elementos de R que son sumas finitas de
productos finitos de elementos de G ∪ (−G) y veamos primeramente que X
es subanillo de R contiene a G. Es claro que G ⊂ X pues si x ∈ G, x es
suma finita de productos finitos de elementos de G ∪ (−G) (un sumando y
un factor: el x).

X es subanillo de R. En efecto, 0 es (según un conocido convenio) una
suma vaćıa y por tanto pertenece a P es decir, P 6= ∅. Denotemos G∪(−G) =
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{gi} y sean a, b ∈ X, entonces

a =
∑
finita

(∏
finito

gi

)
, b =

∑
finita

(∏
finito

g′j

)
con gi, g

′
j ∈ G ∪ (−G),

a− b =
∑
finita

(∏
finito

gi

)
−
∑
finita

(∏
finito

g′j

)
Si g1, . . . , gm ∈ G∪(−G) tenemos−(g1g2 . . . gm = (−g1)g2 . . . gm ∈ G∪(−G).
Por tanto

a− b =
∑
finita

(∏
finito

gi

)
+
∑
finita

(∏
finito

g′′j

)
con gi, g

′
j ∈ G ∪ (−G)

y por ser a− b suma finita de productos finitos de G∪ (−G), pertenece a X.
Es claro que al aplicar la propiedad distributiva de R, ab es suma finita de
productos finitos de G ∪ (−G) y por tanto pertenece a X. Como R[G] ⊂ X
(por el apartado anterior), basta demostrar que X ⊂ R[G]. Pero esto es claro
pues al ser G ⊂ X y G ⊂ R[G] (subanillo), el producto finito de elementos
de G está en R[G] y la suma finita de elementos de G también está en R[G].

95. Ecuación diferencial transformable en exacta
por simplificación

Resolver la ecuación diferencial (xy + y log y)dx+ (xy + x log x)dy = 0.

Solución. Fácilmente comprobamos que la ecuación no es diferencial exac-
ta, ahora bien dividiendo entre xy obtenemos la ecuación(

1 +
log y

x

)
dx+

(
1 +

log x

y

)
dy = 0.

Se verifica Py = Qx = 1/(xy) y por tanto al ecuación se transforma en una
diferencial exacta. Busquemos u tal que ux = P y uy = Q. Tenemos

ux = P ⇒ u =

∫
Pdx =

∫ (
1 +

log y

x

)
dx = x+ (log y)(log x) + ϕ(y).

Usando uy = Q:

1 +
log x

y
+ ϕ′(y) =

log x

y
⇒ ϕ′(y) = 0⇒ ϕ(y) = y + C.

La solución general es por tanto

y + x+ (log y)(log x) + C = 0.
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96. Sensibilidad a condiciones iniciales en métricas
equivalentes

Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Esto asegura que todo
entorno de cualquier x ∈ X contiene algún punto distinto de X. Sea f : X →
X una aplicación es decir, un sistema dinámico. Se dice que f es sensible
a condiciones iniciales si existe un η > 0 tal que para todo x ∈ X y para
todo ε > 0 existe y ∈ X con d(x, y) < ε tal que para algún n ≥ 0 se verifica
d (fn(x), fn(y)) > η. Al número η se le llama constante de sensibilidad del
sistema.

Sea ahora X = (1,+∞).
(a) Demostrar que D : X ×X → R dada por D(x, y) = |log x− log y| define
una distancia en X.
(b) Demostrar que D es equivalente a la distancia usual en X: d(x, y) =
|x− y|.
(c) Demostrar que el sistema dinámico f : (X, d)→ (X, d) dado por f(x) =
2x es sensible a condiciones iniciales.
(d) Demostrar que el sistema dinámico f : (X,D) → (X,D) dado por
f(x) = 2x no es sensible a condiciones iniciales. Concluir.

Solución. (a) Existe log t para todo t ∈ X y D(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ X.
Tenemos D(x, y) = 0 ⇔ |log x− log y| = 0 ⇔ log x = log y ⇔ x = y. Para
todo x, y ∈ X se verifica D(x, y) = |log x− log y| = |log y − log x| = D(x, y).
Por último, para todo x, y, z ∈ X tenemos

D(x, y) = |(log x− log z) + (log z − log y)|

≤ |log x− log z|+ |log z − log y| = D(x, z) +D(z, y).

Concluimos que D es distancia en X.
(b) Consideremos una bolaBD(x, ε) = {y ∈ X : |log x− log y| < ε} y veamos
que existe una bola Bd(x, δ) tal que Bd(x, δ) ⊂ BD(x, ε). Efectivamente, por
ser log una función continua en x dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo
y que cumpla |x− y| < δ se verifica |log x− log y| < ε, es decir D(x, y) < ε,
luego para todo y ∈ Bd(x, δ) es y ∈ BD(x, ε).

Rećıprocamente, consideremos una bola Bd(x, ε) y veamos que existe una
bola BD(x, δ) tal que BD(x, δ) ⊂ Bd(x, ε). Efectivamente, como la función
exponencial es continua dado un ε > 0 existe un δ > 0 tal que si log y cumple
|log x− log y| < δ entonces

∣∣elog x − elog y
∣∣ = |x− y| < ε, es decir d(x, y) < ε

siempre que D(x, y) < δ luego BD(x, δ) ⊂ Bd(x, ε).
(c) Para todo x, y ∈ X tenemos

d (fn(x), fn(y)) = |2nx− 2ny| = 2n |x− y| →︸︷︷︸
si x 6=y

+∞
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lo cual implica claramente que f es sensible a condiciones iniciales.
(d) Para todo x, y ∈ X tenemos

D (fn(x), fn(y)) = |log (2nx)− log (2ny)|

=

∣∣∣∣log
2nx

2ny

∣∣∣∣ = |log x− log y| = D(x, y)

lo cual implica claramente que f no es sensible a condiciones iniciales. Con-
cluimos por tanto que la sensibilidad a condiciones iniciales no se conserva
necesariamente por métricas equivalentes.

97. Factorización en C[x] de p(x) = (x+1)n+(x−1)n

Descomponer p(x) = (x+ 1)n + (x− 1)n ∈ C[x] en factores lineales.

Solución. Hallemos las ráıces complejas de p(x). Tenemos

p(x) = 0⇔ (x+ 1)n + (x− 1)n = 0⇔
(
x+ 1

x− 1

)n
= −1

⇔ x+ 1

x− 1
= n
√
−1 =

n
√
eπi = e(

π
n

+ 2kπ
n )i = zk, (k = 0, 1, . . . , n− 1).

Despejando x obtenemos las ráıces

xk =
zk + 1

zk − 1
=
e(

π
n

+ 2kπ
n )i + 1

e(
π
n

+ 2kπ
n )i − 1

.

Llamando α = π/n+ 2kπ/n tenemos

xk =
eαi + 1

eαi − 1
=
e(−α/2)i

e(−α/2)i
· e

αi + 1

eαi − 1
=
e(α/2)i + e(−α/2)i

e(α/2)i − e(−α/2)i
.

Por otra parte

cot
α

2
=

cos α2
sin α

2

=
e(α/2)i + e(−α/2)i

2
:
e(α/2)i − e(−α/2)i

2i

⇒ xk =
1

i
cot

α

2
= −i cot

(
π

2n
+
kπ

n

)
= −− i cot

(2k + 1)π

2n
.

Teniendo en cuenta que el coeficiente de mayor grado de p(x) es 2 queda

p(x) = (x+ 1)n + (x− 1)n = 2
n−1∏
k=0

(x− xk)

Es decir,

(x+ 1)n + (x− 1)n = 2

n−1∏
k=0

(
x+ i cot

(2k + 1)π

2n

)
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98. Grupos topológicos

Sea (G, ·) un grupo y T una topoloǵıa definida en G. Decimos que
(G, ·, T ) es un grupo topológico si son continuas la aplicaciones

G×G→ G, (x, y)→ xy

G→ G, x→ x−1

en donde en G×G se considera la topoloǵıa producto. Es decir, han de ser
continuas la operación del grupo y la operación inversión. Abreviadamente
escribimos simplemente G para designar a un grupo topológico.
(a) Demostrar que todo grupo G es un grupo topológico con la topoloǵıa
discreta en G.
(b) Demostrar que todo subgrupo de un grupo topologico es un grupo to-
pológico con respecto a la topoloǵıa inducida.
(c) Sea (E, ‖·‖) un espacio normado. Demostrar que el grupo aditivo (E,+)
es grupo topológico cuando en E se considera la topoloǵıa inducida por la
norma.
Nota. Caso particular importante es el grupo topológico aditivo Rn con la
topoloǵıa inducida por la distancia eucĺıdea.
(d) Sea (GLn(R), ·) el grupo lineal de orden n, es decir

GLn(R) = {A ∈ Rn×n : A es invertible}

con la operación producto. Demostrar que GLn(R) es grupo topológico con
la topoloǵıa inducida por la métrica

d(A,B) =

 n∑
i,j=1

|aij − bij |2
1/2

, A = [aij ], B = [bij ] ∈ GLn(R).

Solución. (a) Sabemos que el producto de una cantidad finita de espa-
cios topológicos discretos es discreto en la topoloǵıa producto. Esto implica
trivialmente la continuidad de la aplicación operación del grupo y de la ope-
ración tomar inversos.
(b) Si H es un subgrupo de un grupo topoloǵıco G, la restricción de la
multiplicación y la inversión a H son funciones continuas y como H es un
subespacio topológico con la topoloǵıa inducida tenemos que es un grupo
topológico.
(c) Demostremos que la aplicación E × E → E, dada por (x, y)→ x+ y es
uniformemente continua, con lo cual será continua. En efecto, sea ε > 0 y
elijamos δ = ε/2. Entonces,{

‖x− x′‖ < δ
‖y − y′‖ < δ

⇒
∥∥(x+ y)− (x′ + y′)

∥∥
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≤
∥∥x− x′∥∥+

∥∥y − y′∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Demostremos que para todo a ∈ K, la función E → E dada por x → ax
es uniformemente continua, con lo cual será continua en particular x →
(−1)x = −x. Si a = 0, el resultado es trivial. Si a 6= 0, sea ε > 0. Entonces,
eligiendo δ = ε/ |a| :∥∥x− x′∥∥ < δ ⇒

∥∥ax− ax′∥∥ = |a|
∥∥x− x′∥∥ < |a| ε

|a|
= ε.

Concluimos que E es grupo topológico.
(d) Podemos identificar Rn×n con Rn2

en la forma estándar

Rn×n → Rn
2
, A = [aij ]→ a = (a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann),

con lo cual podemos considerar GLn(R) ⊂ Rn2
y la distancia dada es la

distancia euclidea en Rn2
, es decir

d(a, b) =

 n∑
i,j=1

|aij − bij |2
1/2

.

En la operación producto ab intervienen sumas y productos de las variables
aij y bij y en a−1, sumas, productos e inversos de números no nulos; que con
la distancia eucĺıdea sabemos que son operaciones continuas. Concluimos
que las operaciones producto e inversión son continuas en GLn(R).

99. Convergencia de una serie según parámetro

Analizar la convergencia de la serie

+∞∑
n=1

∣∣∣∣log

(
cos

1

n

)∣∣∣∣p según el paráme-

tro p ∈ R.

Solución. Dado que 0 < 1/n < π/2 para todo n = 1, 2, . . ., se verifica
cos(1/n) > 0 y por tanto la serie está bien definida. Se verifica

ĺım
x→1

log x

x− 1
=︸︷︷︸

indet. 0/0

ĺım
x→1

1/x

1
= 1⇒ log x ∼︸︷︷︸

x→1

x− 1.

Tenemos por tanto

n→ +∞⇒ 1

n
→ 0⇒ cos

1

n
→ 1⇒ log

(
cos

1

n

)
∼︸︷︷︸

n→+∞

(
cos

1

n

)
− 1.
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Por otra parte sabemos que 1− cosx ∼︸︷︷︸
x→0

x2/2 en consecuencia

(
cos

1

n

)
− 1 ∼︸︷︷︸

n→+∞

− 1

2n2
.

En consecuencia la convergencia de la serie dada equivale a la convergencia
de la serie

+∞∑
n=1

∣∣∣∣− 1

2n2

∣∣∣∣p =
1

2p

+∞∑
n=1

1

n2p
.

Por el conocido teorema de las series de Riemann, la serie es convergente sii
2p > 1, es decir sii p > 1/2.

100. Ĺımite de una sucesión recurrente aplicando
el criterio de Stolz

Se considera la sucesión an definida como{
a1 = 1

an+1 =
√
a1 + a2 + · · ·+ an.

Demostrar que ĺım
n→+∞

an
n

=
1

2
.

Solución. Elevando al cuadrado tenemos:

a2
n+1 = (a1 + a2 + · · ·+ an−1) + an = a2

n + an.

La sucesión es claramente creciente y de términos positivos, luego tiene ĺımite
L ∈ (0,+∞]. Si L es finito, tomando ĺımites en a2

n+1 = a2
n + an obtenemos

L2 = L2 +L y por tanto L = 0, lo cual es absurdo. En consecuencia ĺım an =
+∞. Por otra parte,

a2
n+1 = a2

n+an ⇒
(
an+1

an

)2

= 1+
1

an
⇒ (ĺım an)2 = 1+0 = 1⇒ ĺım an = 1.

Además

a2
n+1 = a2

n + an ⇒ a2
n+1 − a2

n = an ⇒ (an+1 − an) (an+1 + an) = an

⇒ an+1 − an =
an

an+1 + an
⇒ an+1 − an =

1
an+1

an
+ 1



120 100 Ĺımite de una sucesión recurrente aplicando el criterio de Stolz

⇒ ĺım (an+1 − an) =
1

1 + 1
=

1

2
.

Por último

1

2
= ĺım

n→+∞

an+1 − an
(n+ 1)− n

⇒︸︷︷︸
Crit. Stolz

ĺım
n→+∞

an
n

=
1

2
.
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101. Serie de los inversos de los números primos

Denotamos por pn al enésimo número primo, es decir p1 = 2, p2 = 3, p3 =
5, p4 = 7, . . . y al conjunto de todos los números primos lo denotamos por P.
La letra p designará siempre un número primo, por ejemplo

∑
p≥N p denota

a pN + pN+1 + pN+2 + · · · .
Demostrar que la serie∑

p∈P

1

p
=

1

2
+

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · ·+ 1

pn
+ · · ·

de la suma de los inversos de de los números primos es divergente.

Solución. Razonamos por contradicción. Si
∑

p∈P 1/p es convergente de
suma S, para ε = 1/2 existe N natural tal que

S − SN =
∑
p>N

1

p
<

1

2
.

Sea Q =
∏
p≤N p el producto de los números primos menores o iguales que

N. Entonces, los números 1 + nQ con n ∈ N no son divisibles por primos
menores que N . Efectivamente, si p ≤ N cumple p | (1 + nQ) tendŕıamos
1 + nQ = pk con k ∈ N. Por otra parte p | Q, es decir Q = ps con s ∈ N.
Entonces,

1 + nps = pk o bien 1 = p(k − ns)

lo cual es absurdo. Consideremos ahora

P =
+∞∑
j=1

∑
p>N

1

p

j

<
+∞∑
j=1

1

2j
= 1.

121
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Se verifica
+∞∑
n=1

1

1 + nQ
≤

+∞∑
j=1

∑
p>N

1

p

j

porque cada término de la suma de la izquierda aparece en la suma de la
derecha al menos una vez. Esto es claro, pues según se demostró, todo divisor
primo p de 1 +nQ es mayor que N . Además, 1/(1 +nQ) ≤ 1/p. Deducimos
por tanto que

+∞∑
n=1

1

1 + nQ
≤ 1.

Pero la serie de la ecuación anterior diverge pues

K∑
n=1

1

1 + nQ
≥ 1

2Q

K∑
n=1

1

n

para todo K y el lado derecho diverge para K → +∞ (serie armónica). La
contradicción obtenida demuestra el teorema.

102. Los complejos no pueden ser un cuerpo or-
denado

Sea (K,+, ·) un cuerpo y ≤ una relación de orden total en K. Decimos
que (K,≤) es un cuerpo ordenado si se verifican los axiomas

(K1) ∀a, b, c ∈ K, a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c.

(K2) ∀a, b ∈ K, a ≥ 0 y b ≥ 0⇒ ab ≥ 0.

Es claro que Q y R son cuerpos ordenados con el orden usual, sin embargo:
Demostrar que ningún orden total en C le puede dar estructura de cuerpo

ordenado.

Solución. Supongamos que (C,≤) fuera un cuerpo ordenado. Como i 6= 0
tenemos i > 0 o i < 0.
Primer caso: i > 0. Entonces

i2 = i · i ≥︸︷︷︸
por (K2)

0⇒ −1 ≥ 0 ⇒︸︷︷︸
por (K1)

−1 + 1 ≥ 0 + 1⇒ 0 ≥ 1.

Por otra parte

−1 ≥ 0 ⇒︸︷︷︸
por (K2)

(−1)2 ≥ 0⇒ 1 ≥ 0.
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Al ser 1 6= 0 tenemos a la vez 0 > 1 y 1 > 0 lo cual es absurdo.
Segundo caso: i < 0. Entonces

0− i ≥︸︷︷︸
por (K1)

i− i⇒ −i ≥ 0 ⇒︸︷︷︸
por (K2)

(−i)2 ≥ 0⇒ −1 ≥ 0.

Por otra parte

−1 ≥ 0 y− i ≥ 0 ⇒︸︷︷︸
por (K2)

(−1)(−i) ≥ 0⇒ i ≥ 0.

No puede ser a la vez i < 0 e i ≥ 0, con lo cual obtenemos otro absurdo.

103. Ĺımite usando la fórmula de Taylor

Calcular L = ĺım
x→0

−e−8x2
+ cos 4x

10x4
.

Solución. Usando los conocidos desarrollos de la exponencial y el coseno

L = ĺım
x→0

−e−8x2
+ cos 4x

10x4

= ĺım
x→0

−
(

1 +
−8x2

1!
+

(−8x2)2

2!
+ o(x4)

)
+ 1− (4x)2

2!
+

(4x)4

4!
+ o(x4)

10x4

= ĺım
x→0

−64

3
x4 + o(x4)

10x4
= ĺım

x→0

−64

3
+
o(x4)

4
10

=
−64

3
+ 0

10
= −32

15
.

104. Condición necesaria y suficiente para que A∪
Bc = B

Sean A y B subconjuntos de un conjunto universal U . Determinar condi-
ciones necesarias y suficientes para que se verifique la igualdad A∪Bc = B.

Solución. Tenemos las implicaciones

A ∪Bc = B ⇒ (A ∪Bc) ∪B = B ∪B

⇒ A ∪ (Bc ∪B) = B ⇒ A ∪ U = B ⇒ U = B.

Es decir, necesariamente ha de ser B = U . Por otra parte, si B = U ,

A ∪ U c = U ⇒ A ∪ ∅ = U ⇒ A = U.

Por tanto, para que se cumpla A ∪ Bc = B es necesario que A = B = U .
También es suficiente pues U ∪ U c = U ∪ ∅ = U .
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105. Condiciones suficientes para la irreducibili-
dad en K[x]

Sea K un cuerpo y p(x) ∈ K[x].
(a) Demostrar que si grado p(x) = 1, entonces p(x) es irreducible.
(b) Demostrar que si p(x) es un polinomio cuadrático o cúbico sin ráıces en
K, entonces p(x) es irreducible.
(c) Demostrar que los siguientes polinomios de Z2[x] son irreducibles:

x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1.

(d) Descomponer p(x) = x4 + x3 + x2 + 1 ∈ Z2[x] en producto de factores
irreducibles.
(e) Descomponer p(x) = x3 + x2 − 2x − 2 ∈ Q[x] en producto de factores
irreducibles.

Solución. (a) Si p(x) = q(x)h(x) entonces,

1 = grado p(x) = grado q(x) + grado h(x).

Esto implica que grado q(x) = 0 o bien grado h(x) = 0, es decir o bien q(x)
o bien h(x) es una unidad y por tanto p(x) es irreducible.
(b) Si grado p(x) = 2 o 3 y p(x) no tiene ceros en K, entonces no tiene
factores de grado 1. Si p(x) = q(x)h(x) tendŕıamos o bien

2 = grado q(x) + grado h(x) o bien, 3 = grado q(x) + grado h(x).

Pero al ser los grados de q(x) y h(x) distintos de 1, lo cual implica en ambos
casos que o bien el grado de q(x) o el de h(x) ha de ser cero luego p(x) es
irreducible.
(c) Los dos primeros polinomios son de primer grado. Los restantes son de
grado 2 o 3 y claramente no tienen ráıces en Z2 = {0, 1}. Por lo demostrado
en los apartados (a) y (b), concluimos que todos los polinomios dados son
irreducibles.
(d) Tenemos p(1) = 0. Aplicando el algoritmo de Ruffini:

1 1 1 0 1
1 1 0 1 1

1 0 1 1 0

⇒ p(x) = (x− 1)(x3 + x+ 1︸ ︷︷ ︸
p1(x)

).

Ahora bien, vimos en el apartado (c) que p1(x) es irreducible luego la des-
composición pedida es p(x) = (x− 1)p1(x).
(e) Tenemos p(−1) = 0. Aplicando el algoritmo de Ruffini:

1 1 −2 −2
−1 −1 0 2

1 0 −2 0

⇒ p(x) = (x+ 1)(x2 − 2︸ ︷︷ ︸
p1(x)

).
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El polinomio p1(x) es de grado 2 y no tiene ráıces racionales, por tanto es
irreducible en Q[x] luego la factorización pedida es p(x) = (x+ 1)p1(x).

106. Teorema de los ćırculos de Gershgorin

Sea A = [aij ] ∈ Cn×n. Para cada i = 1, 2, . . . , n consideremos los ćırculos
cerrados del plano complejo

Di = D(aii, ri) = {z ∈ C : |z − aii| ≤ ri} con ri =
∑
j 6=i
|aij | .

A tales ćırculos se les llama ćırculos de Gershgorin. Cada ćırculo Di tiene
su centro en el elemento aii de la diagonal principal y su radio es la suma
de los módulos de los restantes elementos de la fila i.
(a) Demostrar el teorema de los ćırculos de Gershgorin:
Cada valor propio de A pertenece a algún ćırculo de Gershgorin.

(b) Aplicar el teorema a la matriz A =

[
1 2
1 −1

]
.

(c) Idem para la matriz A =

[
1 −1
2 −1

]
.

(d) Idem para la matriz A = diag (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Cn×n.
(e) Deducir un teorema parecido al de Gershgorin que involucre elementos
de columnas.

Solución. (a) Sea λ un valor propio de A y sea 0 6= x = (xj) un vector
propio asociado a λ. Llamemos xi a la coordenada de x de mayor módulo.
Claramente |xi| > 0 pues en otro caso seŕıa x = 0. Se verifica Ax = λx, es
decir 

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann



x1

x2
...
xn

 = λ


x1

x2
...
xn


o bien,

n∑
j=1

aijxj = λxi ∀i = 1, . . . , n.

De forma equivalente
∑

j 6=i aijxj = λxi−aiixi y dividiendo ambos miembros
entre xi y tomando módulos

|λ− aii| =
∣∣∣∣
∑

j 6=i aijxj

xi

∣∣∣∣ ≤∑
j 6=i

∣∣∣∣aijxjxi

∣∣∣∣ ≤∑
j 6=i
|aij | = ri.



126 107 Derivada f (2016)(0) para f(x) = x2 log(x+ 1)

Es decir, λ ∈ D(aii, ri).
(b) Hallemos sus valores propios: χ(λ) = λ2− 3 = 0, λ = ±

√
3. Los ćırculos

de Gershgorin son D1 = D(1, 2), D2 = D(−1, 1).
Con un sencillo gráfico podemos verificar que −

√
3 ∈ D2 y que

√
3 ∈ D1.

En éste caso, ocurre además que −
√

3 /∈ D1 y
√

3 /∈ D2.
(c) Sus valores propios: χ(λ) = λ2 + 1 = 0, λ = ±i. Los ćırculos de Gersh-
gorin son D1 = D(1, 1), D2 = D(−1, 2).

Con un sencillo gráfico podemos verificar que −i ∈ D2, i ∈ D2. Sin
embargo, D1 no contiene a ningún valor propio de A. Nótese que el teorema
de Gershgorin asegura que todo valor propio pertenece a algún ćırculo, pero
puede que algún ćırculo no contenga valores propios.
(d) Sus valores propios son λ1, λ2, . . . , λn y sus ćırculos de Gershgorin

D1(λ1, 0) = {λ1}, D2(λ2, 0) = {λ2}, . . . , Dn(λn, 0) = {λ2}

con lo cual, λi ∈ Di(λi, 0) para todo i = 1, 2, . . . , n.
(e) Dado que toda matriz A y su traspuesta AT tienen los mismos valores
propios, el teorema de Gershgorin sigue siendo válido si consideramos los
discos

D′i = D(aii, r
′
i) = {z ∈ C : |z − aii| ≤ r′i} con r′i =

∑
j 6=i
|aji| .

Es decir, cada ćırculo D′i tiene su centro en el elemento aii de la diagonal
principal y su radio es la suma de los módulos de los restantes elementos de
la columna i.

107. Derivada f (2016)(0) para f(x) = x2 log(x+ 1)

Calcular f (2016)(0), siendo f(x) = x2 log(x+ 1).

Solución. La regla de Leibniz para la derivada enésima del producto es

(uv)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k)v(k)

En nuestro caso, tomando u(x) = ln(x+ 1) y v(x) = x2:

u(0)(x) = log(1 + x)

u(1)(x) = (x+ 1)−1

u(2)(x) = −1(x+ 1)−2

u(3)(x) = 2(x+ 1)−3

. . .

u(n)(x) = (−1)n+1(n− 1)!(x+ 1)−n



v(0)(x) = x2

v(1)(x) = 2x

v(2)(x) = 2

v(3)(x) = 0
. . .

v(n)(x) = 0
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Particularizando en x = 0:

u(0)(0) = 0

u(1)(0) = 1

u(2)(0) = −1

u(3)(0) = 2
. . .

u(n)(0) = (−1)n+1(n− 1)!



v(0)(0) = 0

v(1)(0) = 0

v(2)(0) = 2

v(3)(0) = 0
. . .

v(n)(0) = 0

Queda por tanto:

f (2016)(0) = (uv)(2016)(0) =

(
2016

2

)
u(2014)(0)v(2)(0)

=

(
2016

2

)
(−1)(2013)! · 2 = −2016!

1007
.

108. Factorización de un polinomio homogéneo en
R[x, y]

Factorizar P (x, y) = 30x4− 41x3y− 129x2y2 + 100xy3 + 150y4 ∈ R[x, y].

Solución. Consideremos P (x, y) como polinomio de (R[y]) [x]:

P (x, y) = 30x4 + (−41y)x3 + (−129y2)x2 + (100y3)x+ 150y4

y ensayemos soluciones de la forma x = ky. Entonces,

P (ky, y) =
(
30k4 − 41k3 − 129k2 + 100k + 150

)
y4 = 0.

Aplicando el teorema de las ráıces racionales a la ecuación

30k4 − 41k3 − 129k2 + 100k + 150 = 0,

obtenemos las soluciones k = −3/2 y k = 5/3, luego

x = −3

2
y, x =

5

3
y

son ráıces de P (x, y). Podemos por tanto escribir

P (x, y) =

(
x+

3

2
y

)(
x− 5

3
y

)
Q(x, y).
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Usando el algoritmo de Ruffini

30 −41y −129y2 100y3 150y4

−3

2
y −45y 129y2 0 −150y4

30 −86y 0 100y3 0

⇒ P (x, y) =

(
x+

3

2
y

)
(30x3 − 86yx2 + 100y3︸ ︷︷ ︸

Q1(x,y)

).

Aplicando de nuevo el algoritmo a Q1(x, y):

30 −86y 0 100y3

5

3
y 50y −60y2 −100y3

30 −36y −60y2 0

⇒ P (x, y) =

(
x+

3

2
y

)
(30x3 − 86yx2 + 100y3︸ ︷︷ ︸

Q1(x,y)

)

=

(
x+

3

2
y

)(
x− 5

3
y

)(
30x2 − 36yx− 60y2

)
=

1

6
(2x+ 3y)(3x− 5y)

(
30x2 − 36yx− 60y2

)
= (2x+ 3y)(3x− 5y)

(
5x2 − 6yx− 10y2

)
.

Factoricemos ahora Q2(x, y) = 5x2 − 6yx − 10y2. Resolviendo la ecuación
de segundo grado en x:

5x2 − 6yx− 10y2 = 0, x =
6y ±

√
236y2

10
=

6y ± 2
√

59y

10
,

x =
3 +
√

59

5
y, x =

3−
√

59

5
y

Podemos por tanto expresar

P (x, y) = 5(2x+ 3y)(3x− 5y)

(
x− 3 +

√
59

5
y

)(
x− 3−

√
59

5
y

)
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109. Rango de una función definida en [0, 1]

Determinar el rango de la función f : [0, 1]→ R, f(x) =
(1 + x)0,6

1 + x0,6
.

Solución. La función es elemental y está definida en [0, 1], en consecuencia
es continua. Analicemos su comportamiento en términos de crecimiento o
decrecimiento. Para todo x ∈ [0, 1] tenemos

f ′(x) =
0,6(1 + x)−0,4

(
1 + x0,6

)
− 0,6x−0,4(1 + x)0,6

(1 + x0,6)2

= 0,6 ·

1 + x0,6

(1 + x)0,4
− (1 + x)0,6

x0,4

(1 + x0,6)2 = 0,6 · x0,4 + x− (1 + x)

(1 + x)0,4x0,4 (1 + x0,6)2

= 0,6 · x0,4 − 1

(1 + x)0,4x0,4 (1 + x0,6)2 .

Para todo x ∈ [0, 1] el denominador es positivo y el numerador negativo,
luego f ′(x) < 0 y la función es estrictamente decreciente. Por otra parte
tenemos

f(0) = 1, f(1) =
20,6

1 + 1
=

23/5

2
=

1

22/5
=

1
5
√

4
.

Del teorema de los valores intermedios para funciones continuas, deducimos
que

rango f =

[
1
5
√

4
, 1

]

110. Topoloǵıa cociente en X/R

Sea (X,T ) un espacio topológico, R una relación de equivalencia en X
y π : X → X/R la proyección canónica es decir, la aplicación dada por
π(x) = x̄ en donde x̄ es la clase de equivalencia a la que pertenece x.
(a) Demostrar que

TR :=
{
U ⊂ X/R : π−1(U) ∈ T

}
es una topoloǵıa en X/R. Se la denomina topoloǵıa cociente de X por R.
(b) Describir intuitivamente la topoloǵıa cociente en términos de “pegar
puntos”.
(c) Demostrar que π : (X,T )→ (X/R, TR) es continua y que TR es la topo-
loǵıa más fina sobre X/R de entre todas las que hacen a π continua.
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(d) En X = {0, 1, 2, 3} se consideran la topoloǵıa T y la relación de equiva-
lencia R dadas por

T = {∅, X{0, 1}, {2, 3}} , xRy ⇔ ∃k ∈ Z : x− y = 3k

Determinar la topoloǵıa cociente TR.

Solución. (a) Veamos que TR cumple los tres axiomas de topoloǵıa.
i) Tenemos π−1(∅) = ∅ ∈ T y π−1(X/R) = X ∈ T , luego ∅ yX/R pertenecen
a TR.
ii) Si {Ui : i ∈ I} es una familia de elementos de TR entonces, π−1(Ui) ∈ T
para todo i, con lo cual

π−1
(⋃

Ui

)
=
⋃
π−1 (Ui)︸ ︷︷ ︸
∈T

∈ T ⇒
⋃
Ui ∈ TR.

iii) Si U1, U2 son elementos de TR entonces, π−1(U1), π−1(U2) ∈ T , con lo
cual

π−1 (U1 ∩ U2) = π−1 (U1)︸ ︷︷ ︸
∈T

∩π−1 (U2)︸ ︷︷ ︸
∈T

∈ T ⇒ U1 ∩ U2 ∈ TR.

(b) Supongamos, por ejemplo, que U = {x̄, ȳ, z̄} es abierto en T/R, y sean

x̄ = {xi : i ∈ I} , ȳ = {yj : j ∈ J} , z̄ = {zk : k ∈ K} ,

entonces es abierto en X:

π−1 ({x̄, ȳ, z̄}) = {xi : i ∈ I} ∪ {yj : j ∈ J} ∪ {zk : k ∈ K} .

Es decir, del conjunto abierto de la derecha en X hemos pasado al abierto
{x̄, ȳ, z̄} de X/R “pegando”los puntos que pertenecen a una misma clase de
equivalencia.
(c) Si U ∈ TR entonces, π−1(U) es abierto en X por la propia definición de
TR, luego π es continua.

Sea T ′ una topoloǵıa en X/R respecto de la cual π : (X,T )→ (X/R, T ′)
es continua. Entonces, si U ∈ T ′ se verifica π−1(U) ∈ T y por tanto U ∈ TR.
Es decir, T ′ ⊂ TR.
(d) Las clases de equivalencia son 0̄ = {0, 3}, 1̄ = {1} y 2̄ = {0, 2}, por
tanto el conjunto cociente es X/R = {0̄, 1̄, 2̄}. Siempre ∅ y X pertenecen a
la topoloǵıa cociente. Analicemos los restantes subconjuntos de X/R:

π−1 ({0̄}) = {0, 3} /∈ T ⇒ {0̄} /∈ TR,

π−1 ({1̄}) = {1} /∈ T ⇒ {1̄} /∈ TR,
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π−1 ({2̄}) = {2} /∈ T ⇒ {2̄} /∈ TR,

π−1 ({0̄, 1̄}) = {0, 3, 1} /∈ T ⇒ {0̄, 1̄} /∈ TR,

π−1 ({0̄, 2̄}) = {0, 3, 2} /∈ T ⇒ {0̄, 2̄} /∈ TR,

π−1 ({1̄, 2̄}) = {1, 2} /∈ T ⇒ {1̄, 2̄} /∈ TR.

Concluimos que TR = {∅, X} (topoloǵıa indiscreta).

111. Acotación del rango del producto de dos ma-
trices

Sean K un cuerpo y A y B matrices multiplicables con elementos en K.
Demostrar que rango (AB) ≤ mı́n {rango A, rango B} .

Solución. Supongamos que A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p:

A =

a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 =
[
a1, . . . ,an

]
, B =

b11 . . . b1p
...

...
bn1 . . . bnp

 .
Multiplicando,

AB =
[
a1, . . . ,an

] b11 . . . b1p
...

...
bn1 . . . bnp


=
[
b11a1 + · · ·+ bn1an , . . . , b1pa1 + · · ·+ bnpan

]
.

Es decir, las columnas de AB son combinaciones lineales de las colum-
nas de A. Esto implica que el subespacio generado por las columnas de
AB está contenido en el generado por las columnas de A y por tanto,
rango (AB) ≤ rango A.

Veamos ahora que rango (AB) ≤ rango B. Usando que rango M =
rango MT y aplicando la propiedad ya demostrada:

rango (AB) = rango
(
(AB)T

)
= rango

(
BTAT

)
≤ rango BT = rango B.

Concluimos pues que rango (AB) ≤ mı́n {rango A, rango B} .
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112. Espacio vectorial como suma directa de dos
núcleos

Sea T ∈ EndK(E) y f, g, h ∈ K[t] tales que

f(t) = g(t)h(t), f(T ) = 0, g, h primos entre śı.

Demostrar que E = ker g(T )⊕ kerh(T ).

Solución. Al ser g y h son primos entre śı, existen (lema de Bezout) poli-
nomios r(t) y s(t) tales que r(t)g(t) + s(t)h(t) = 1, lo cual implica que

r(T )g(T ) + s(T )h(T ) = I.

Entonces, para todo x ∈ E se verifica

x = r(T )g(T )x+ s(T )h(T )x.

Veamos que el primer término de la suma anterior pertenece a kerh(T ). En
efecto

h(T )r(T )g(T )x = r(T )g(T )h(T )x = r(T ) f(T )︸ ︷︷ ︸
=0

x = 0.

De la misma manera se demuestra que el segundo término pertenece a
kerh(T ), con lo cual E = ker g(T )+kerh(T ). Falta demostrar que ker g(T )∩
kerh(T ) = {0}. Tenemos

x ∈ ker g(T ) ∩ kerh(T )⇒ g(T )x = 0 ∧ h(T )x = 0

⇒ x = r(T )g(T )x+ s(T )h(T )x = 0 + 0 = 0.

Concluimos que E = ker g(T )⊕ kerh(T ).

113. Desigualdad de Schwarz y norma en los es-
pacios prehilbertianos

Sea P un espacio prehilbertiano, es decir un espacio vectorial complejo
con producto escalar. Para todo x ∈ P se define la norma (o longitud) de x
como el número real no negativo ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

1. Demostrar que para todo x, y ∈ P se verifica la desigualdad de Schwarz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

2. Demostrar que efectivamente la aplicación ‖ ‖ satisface las tres propieda-
des de una norma.
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Solución. 1. Llamemos a = 〈x, x〉 ≥ 0, b = 〈x, y〉, c = 〈y, y〉 ≥ 0. Entonces,
para todo λ ∈ C:

〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉+ λ〈y, x〉+ λ̄〈x, y〉+ λλ̄〈y, y〉

= a+ b̄λ+ bλ̄+ cλλ̄ ≥ 0. (∗)

Primer caso: c 6= 0. Tomando λ = −b/c y sustituyendo en (∗):

a− b̄b

c
− bb̄

c
+ c

bb̄

c2
= a− bb̄

c
≥ 0⇒ ac− |b|2 ≥ 0

⇒ ‖x‖2 ‖y‖2 ≥ |〈x, y〉|2 ⇒ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Segundo caso: c = 0. Si a 6= 0, para todo λ ∈ C:

〈λx+ y, λx+ y〉 = λλ̄〈x, x〉+ λ̄〈y, x〉+ λ〈x, y〉+ 〈y, y〉

= |λ|2 a+ λ̄b̄+ λb ≥ 0.

Tomando λ = −b̄/a en la desigualdad anterior y teniendo en cuenta que
a > 0

|b|2

a2
a− |b|

2

a
− |b|

2

a
= −|b|

2

a
≥ 0⇒ |b|2 ≤ 0,

con lo cual ha de ser b = 〈x, y〉 = 0 y la desigualdad |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ se
satisface trivialmente. Por último, si a = 0, tomando λ = −b en (∗) queda
−2bb̄ ≥ 0 o bien bb̄ = |b|2 ≤ 0 lo cual implica que b = 〈x, y〉 = 0 y la
desigualdad |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ de nuevo se satisface trivialmente.
2. (a) ‖x‖ = 0⇔

√
〈x, x〉 = 0⇔ 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

(b) ‖λx‖2 = 〈λx, λx〉 = λλ̄〈x, x〉 = |λ|2 ‖x‖2, lo cual implica ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.
(c) Tenemos

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ ‖y‖2 = ‖x‖2 + 2Re 〈x, y〉+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2 |〈x, y〉|+ ‖y‖2 ≤︸︷︷︸
Des. Schw.

‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

y tomando ráıces cuadradas queda ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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114. Espacio prehilbertiano de las sucesiones fini-
tamente no nulas

(a) Sea P el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x = (xn)
finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos no
nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que P es prehilbertiano
con 〈x, y〉 =

∑
xjyj .

(b) Demostrar que P no es de Hilbert.

Solución. (a) Para todo x, y ∈ P , 〈y, x〉 =
∑
yjxj =

∑
xjyj =

∑
xjyj =

〈x, y〉.
Para todo x, y, z ∈ P ,

〈x+ y, z〉 =
∑

(xj + yj) zj =
∑

(xjzj + yjzj)

=
∑

xjzj +
∑

yjzj = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

Para todo α ∈ C y para todo x ∈ P,

〈αx, y〉 =
∑

(αxj)yj =
∑

α(xjyj) = α
∑

xjyj = α〈x, y〉.

Para todo 0 6= x ∈ P existe al menos un xj no nulo, por tanto:

〈x, x〉 =
∑

xjxj =
∑
|xj |2 > 0.

(b) Consideremos los elementos de P

s1 = (1, 0, 0, . . .)

s2 = (1, 1/2, 0, 0, . . .)

s3 = (1, 1/2, 1/3, 0, 0, . . .)

. . .

sn = (1, 1/2, 1/3, . . . ,1/n, 0, 0 . . .)

. . .

Para todo n, k enteros no negativos tenemos

‖sn+k − sn‖2 =

∥∥∥∥(0, . . . , 0,
1

n+ 1
,

1

n+ 2
, . . . ,

1

n+ k
, 0, . . .

)∥∥∥∥2

=
n+k∑
j=n+1

1

j2
.

Como la serie
∑∞

1 1/j2 es convergente, se verifica

d(xn+k, xn) = ‖sn+k − sn‖ → 0 si n→∞
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lo cual implica que sn es sucesión de Cauchy. Veamos ahora que sn no es
convergente en P . En efecto, supongamos que sn → s con

s = (a1, a2, . . . , aN , 0, 0, . . .) ∈ P.

Para n ≥ N

‖sn − s‖2 =
n∑
j=1

∣∣∣∣1j − aj
∣∣∣∣2 +

∞∑
j=n+1

|aj |2 =
n∑
j=1

∣∣∣∣1j − aj
∣∣∣∣2 + 0.

Haciendo n → ∞ obtenemos
∑∞

j=1 |1/j − aj |
2 = 0 lo cual exige aj = 1/j

para todo j, que contradice la hipótesis s ∈ P .

115. 〈2, x〉 no es ideal principal en Z[x]

Demostrar que el ideal de Z[x] dado por I = 〈2, x〉 no es principal.

Solución. Por definición,

I = 〈2, x〉 = {f(x) ∈ Z[x] : f(x) = g(x)x+ 2h(x) con g(x), h(x) ∈ Z[x]}.

El término constante de todo polinomio f(x) ha de ser par y rećıprocamente,
si f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 con a0 par, entonces

f(x) =
(
anx

n−1 + · · ·+ a1

)
x+

a0

2
· 2 ∈ I.

Por tanto, I = 〈2, x〉 = {anxn + · · · + a1x + a0 : a0 es par}. Veamos que
I no es ideal principal. En efecto, si lo fuera existiŕıa p(x) ∈ Z[x] tal que
I = 〈p(x)〉. Pueden ocurrir dos casos.

1) p(x) = k 6= 0 constante. Entonces k = 1 · k ∈ 〈p(x)〉 y por tanto k
ha de ser par. Esto implica que todos los polinomios de I son de la forma
kg(x), es decir todos los polinomios de 〈p(x)〉 tienen todos sus coeficientes
pares y x /∈ 〈p(x)〉 (contradicción).

2) p(x) tiene grado ≥ 1. En tal caso, los polinomios de 〈p(x)〉 tienen
grado ≥ 1 y 2 /∈ 〈p(x)〉 (contradicción).

116. Teorema de la buena ordenación de Zermelo.

Sea E un conjunto no vaćıo.
(a) Demostrar que en todo subconjunto finito de E se puede definir un buen
orden.
(b) Consideremos todos los subconjuntos A de E para los cuales se puede
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definir un buen orden y elijamos uno de tales órdenes, al que denotamos por
≤A . Llamemos

O = {(A,≤A) : A ⊂ E con ≤A buen orden en A} .

Definimos en O la relación �

(A,≤A) � (B,≤B)
def⇔


1) A ⊂ B,
2) ≤A es la restricción de ≤B a A,

3) a ∈ A, b ∈ B, b <B a⇒ b ∈ A.

Demostrar que � es relación de orden en O.
(c) Demostrar que si O tiene un elemento maximal, el conjunto E puede ser
bien ordenado.
(d) Demostrar que toda cadena de O (subconjunto totalmente ordenado)
tiene una cota superior.
(e) Aplicar el lema de Zorn para demostrar que E puede ser bien ordenado.

Solución. (a) Para cualquier subconjunto finito F de E podemos establecer
una biyección j : {1, 2, . . . , n} → F y llamando j(i) = xi podemos definir el
buen orden en F dado por x1 < x2 < . . . < xn.
(b) Por el apartado anterior, O 6= ∅.

Reflexiva. Trivialmente tenemos A ⊂ A, ≤A es la restricción de ≤A a A
y b ∈ A implica b ∈ A, luego (A,≤A) � (A,≤A).

Antisimétrica. Si (A,≤A) � (B,≤B) y (B,≤B) � (A,≤B) se verifica
A ⊂ B y B ⊂ A, luego A = B y ≤A=≤B por 2), por tanto (A,≤A) =
(B,≤B).

Transitiva. Supongamos que (A,≤A) � (B,≤B) y (B,≤B) � (C,≤C).
De la condición 1) se deduce que A ⊂ B ⊂ C y de la 2) que ≤A es la
restricción de ≤C a A.

Sean ahora a ∈ A, c ∈ C con c <C a. Esto implica que a ∈ B y c ∈ C
con a <C c lo cual implica que c ∈ B. Entonces, a ∈ A, c ∈ B y c <B a con
lo cual a ∈ A. Es decir, (A,≤A) � (C,≤C).
(c) Sea (A,≤A) un elemento maximal en O, veamos que A = E. En en
efecto, si A 6= E sea b ∈ E − A. En B = A ∪ {b} podemos definir el orden
≤B que coincide con ≤A en A y a ≤ b para todo a ∈ A. Claramente ≤B es
un buen orden en B y (A,≤A) ≺ (B,≤B) contra la hipótesis.
(d) Sea C = {(Aλ,≤Aλ) : λ ∈ Λ} una cadena de O y sea F = {Aλ : λ ∈ Λ}.
Es claro que la familia F es ella misma una cadena con respecto de la relación
de orden inclusión. Llamemos U =

⋃
λ∈ΛAλ, y vamos a definir un orden en

U.
Consideremos un número finito u1, u2, . . . , un de elementos de U. Para

cada i = 1, 2, . . . , n existe un Ai ∈ F tal que ui ∈ Ai y al ser F una
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cadena, uno de los Ai (llamemósle A) contiene a todos los Ai y por tanto
{u1, u2, . . . , un} ⊂ A. Sea ahora B ∈ F con {u1, u2, . . . , un} ⊂ B, la relación
ui ≤A uj implica ui ≤B uj para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n} pues C es una
cadena.

Tomemos n = 2 y definamos el orden ≤U en U escribiendo u1 ≤U u2

si u1 ≤A u2 siendo A cualquier elemento de F que contiene a u1 y u2.
Claramente la relación ≤U es reflexiva y antisimétrica y tomando n = 3
deducimos que es transitiva. Es además orden total por construcción.

Demostremos que ≤U es un buen orden en U. Sea S ⊂ U con S 6= ∅
y veamos que S tiene elemento mı́nimo. Sea s ∈ S. Si s es mı́nimo, ya
está demostrado. Si no lo es, sea el conjunto no vaćıo

T = {t ∈ S : t <U s}.

Sea (A,≤A) un elemento de la cadena C tal que s ∈ A y sea (B,≤B) un
elemento de la cadena C tal que t ∈ B. Dado que F es una cadena, o bien
B ⊂ A y entonces t ∈ A, o bien A ( B y entonces s ∈ A, t ∈ B, t <U s
luego según la definición del orden � en O, t ∈ A. Es decir, en cualquier
caso t ∈ A, luego T ⊂ A.

Como T es subconjunto no vaćıo de A (que está bien ordenado), T admite
un elemento mı́nimo m en el orden ≤A . Ahora bien, al ser T ⊂ A ⊂ U , las
restricciones de los órdenes ≤A y ≤U a T coinciden, luego T admite a m
como mı́nimo en el orden ≤U . Como ≤U es un orden total, m es también
elemento mı́nimo de S, luego ≤U es buen orden. Es decir, hemos demostrado
que (U,≤U ) ∈ O.

Veamos ahora que (U,≤U ) es cota superior de la cadena C es decir,
veamos que

(A,≤A) � (U,≤U ), ∀(A,≤A) ∈ C.

En efecto, A ⊂ U por construcción y ≤A es la restricción de ≤U a A. Sean
ahora a ∈ A, x ∈ U tales que x <U a. Existe un X en la cadena F que
contiene a {x} ∪A y consideremos (X. ≤X) ∈ C. Entonces,

(A,≤A) � (X,≤X),

y por tanto la desigualdad x <U a implica x ∈ A. Al ser U mayorante
mı́nimo de la cadena F , el par (U,≤U ) es mayorante mı́nimo de la cadena
C. Hemos demostrado que la cadena C tiene cota superior.
(e) Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal en (O,�), y como
consecuencia del apartado (c), existe un buen orden en E.
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117. Teorema de los valores extremos sobre un
compacto

(a) Demostrar el teorema de los valores extremos sobre un compacto: Sea
(X,T ) un espacio topológico, K ⊂ X un compacto no vaćıo y f : K → R una
función continua en donde en R se considera la topoloǵıa usual. Demostrar
que la función f alcanza un máximo y mı́nimo absoluto en K.
(b) Se considera la función f : [0, 1] → R dada por f(x) =

∣∣x3 + cosx
∣∣.

Demostrar que f alcanza en [0, 1] un máximo y un mı́nimo absolutos.

Solución. (a) Dado que K es compacto y f es continua, f(K) es un subcon-
junto compacto de R y por tanto cerrado y acotado. Por ser f(K) acotado
existen

−∞ < m = ı́nf f(K), M = sup f(X) < +∞.

Por ser f(K) cerrado, m,M ∈ f(K) y por tanto existen x1, x2 ∈ K tales
que f(x1) = m, f(x2) = M y el teorema queda demostrado.
(b) La función g(x) = x3 + cosx es elemental y está definida en [0, 1], en
consecuencia es continua en tal intervalo. Por otra parte, h : R → R dada
por h(x) = |x| es continua y además f = h ◦ g. Como la composición de
funciones continuas es continua, f es continua en el compacto [0, 1]. Por el
teorema anterior, f alcanza en [0, 1] un máximo y un mı́nimo absolutos.

118. Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Sea A ∈ Cn×n, λ1, . . . , λn sus valores propios (repetidos o no) y sea

ρ(A) = máx {|λ1| , . . . , |λn|} .

su radio espectral. Según sabemos,

ĺım
k→+∞

Ak = 0⇔ ρ(A) < 1 (1)

para cualquier norma en Cn×n.
(a) Sea ahora A invertible y consideremos el sistema lineal Ax = b con b ∈
Cn×1 (sistema que por supuesto es compatible y determinado). Se considera
la sucesión definida por

x(0) ∈ Cn×1, x(m) = (I −A)x(m−1) + b. (2)

Demostrar que la sucesión x(m) converge a la única solución x del sistema
Ax = b si y sólo si, ρ(I −A) < 1.
(b) Método de Jacobi. Supongamos que la matriz A se puede descomponer
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en la forma A = D + T con D diagonal y todos los términos de su diagonal
principal no nulos. Demostrar que la sucesión iterativa

x(m) = −D−1Tx(m−1) +D−1b (3)

tiende a la única solución x del sistema Ax = b para toda elección de x(0) si
y sólo si, ρ(−D−1T ) < 1.

(c) Se considera el sistema lineal

(
2 −1
−1 2

)(
x1

x2

)
=

(
8
−7

)
. Hallar su solu-

ción exacta y una solución aproximada mediante el método de Jacobi para
la elección x(0) = (1, 0)T y hasta la cuarta iteración.
(d) Método de Gauss-Seidel. Supongamos que la matriz A se puede des-
componer en la forma A = S + T con S triangular inferior invertible y
T triangular superior con ceros en la diagonal principal. Demostrar que la
sucesión iterativa

x(m) = −S−1Tx(m−1) + S−1b (4)

tiende a la única solución x del sistema Ax = b para toda elección de x(0) si
y sólo si, ρ(−S−1T ) < 1.
(e) Para el sistema del apartado (c) hallar una solución aproximada mediante
el método de Gauss-Seidel para la elección x(0) = (1, 0)T y hasta la cuarta
iteración.

Solución. (a) Llamemos ε(m) = x(m)−x. Demostrar que x(m) → x equivale
a demostrar que ε(m) → 0. Llamemos B = I −A. Tenemos

Bε(m−1) = (I−A)
(
x(m−1) − x

)
= (I−A)x(m−1)−x+ Ax︸︷︷︸

b

= x(m)−x = ε(m).

De la relación ε(m) = Bε(m−1) se deduce que ε(m) = Bmε(0). Entonces, si
ρ(B) < 1

ĺım
m→+∞

ε(m) = ĺım
m→+∞

(
Bmε(0)

)
=

(
ĺım

m→+∞
Bm

)
ε(0) =︸︷︷︸

por (1)

0ε(0) = 0.

Rećıprocamente, si ε(m) → 0 para cualquier elección de x(0), eligiendo ε(0) 6=
0

0 = ĺım
m→+∞

ε(m) = ĺım
m→+∞

(
Bmε(0)

)
=

(
ĺım

m→+∞
Bm

)
ε(0)︸︷︷︸
6=0

⇒ ĺım
m→+∞

Bm = 0 ⇒︸︷︷︸
por (1)

ρ(B) < 1.
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(b) Tenemos las equivalencias

Ax = b⇔ (D + T )x = b⇔ Dx+ Tx = b

⇔ x = −D−1Tx+D−1b⇔
(
I +D−1T

)
x = D−1b.

Nuestra matriz A es ahora I +D−1T y nuestro b es D−1b, en consecuencia
la sucesión iterativa (2) se convierte en x(m) = −D−1Tx(m−1) + D−1b que
converge a la única solución x del sistema Ax = b para toda elección de x(0)

si y sólo si, ρ(−D−1T ) < 1.
(c) Resolviendo el sistema por el método de Gauss obtenemos su solución
exacta: x = (3,−2)T . Apliquemos ahora el método de Jacobi. Tenemos

A =

(
2 −1
−1 2

)
=

(
2 0
0 2

)
+

(
0 −1
−1 0

)
= D + T,

−D−1T = −1

2

(
1 0
0 1

)(
0 −1
−1 0

)
=

1

2

(
0 1
1 0

)
,

D−1b =
1

2

(
1 0
0 1

)(
8
−7

)
=

1

2

(
8
−7

)
.

Los valores propios de −D−1T son λ = ±1/2 luego ρ(−D−1T ) = 1/2 < 1,
lo cual garantiza la convergencia del método de Jacobi. Llamando x(m) =

(x
(m)
1 , x

(m)
2 )T la sucesión iterativa (3) es

x(m) =

(
x

(m)
1

x
(m)
2

)
=

1

2

(
0 1
1 0

)(
x

(m−1)
1

x
(m−1)
2

)
+

1

2

(
8
−7

)
=

1

2

(
8 + x

(m−1)
2

−7 + x
(m−1)
1

)
.

Para la elección x(0) = (1, 0)T vamos obteniendo

x(1) =
1

2

(
8 + 0
−7 + 1

)
=

(
4
−3

)
,

x(2) =
1

2

(
8− 3
−7 + 4

)
=

(
5/2
−3/2

)
=

(
2,5
−1,5

)
,

x(3) =
1

2

(
8− 3/2
−7 + 5/2

)
=

(
13/4
−9/4

)
=

(
3,25
−2,25

)
,

x(4) =
1

2

(
8− 9/4
−7 + 13/4

)
=

(
23/8
−15/8

)
=

(
2,875
−1,875

)
.

(d) La demostración es totalmente análoga a la del apartado (b).
(e) Tenemos

A =

(
2 −1
−1 2

)
=

(
2 0
−1 2

)
+

(
0 −1
0 0

)
= S + T,
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−S−1T = −1

4

(
2 0
1 2

)(
0 −1
0 0

)
=

1

4

(
0 2
0 1

)
,

S−1b =
1

4

(
2 0
1 2

)(
8
−7

)
=

1

4

(
16
−6

)
.

Los valores propios de −S−1T son λ = 0 y λ = 1/4 luego ρ(−S−1T ) = 1/4 <
1, lo cual garantiza la convergencia del método de Gauss-Seidel. Llamando

x(m) = (x
(m)
1 , x

(m)
2 )T la sucesión iterativa (4) es

x(m) =

(
x

(m)
1

x
(m)
2

)
=

1

4

(
0 2
0 1

)(
x

(m−1)
1

x
(m−1)
2

)
+

1

4

(
16
−6

)
=

1

4

(
16 + 2x

(m−1)
2

−6 + x
(m−1)
2

)
.

Para la elección x(0) = (1, 0)T vamos obteniendo

x(1) =
1

4

(
16 + 2 · 0
−6 + 0

)
=

(
4
−3/2

)
=

(
4
−1,5

)
,

x(2) =
1

4

(
16 + 2 · (−3/2)
−6− 3/2

)
=

(
13/4
−15/8

)
=

(
3,25
−1,875

)
,

x(3) =
1

4

(
16 + 2 · (−15/8)
−6− 15/8

)
=

(
49/16
−63/32

)
=

(
3,0625
−1,96875

)
,

x(4) =
1

4

(
16 + 2 · (−63/32)
−6− 63/32

)
=

(
193/64
−255/128

)
=

(
3,015625
−1,9921875

)
.

119. Triedro de Frenet, rectas y planos asociados

Se considera la curva γ de ecuaciones paramétricas

γ :


x = 1− cos t

y = sin t

z = t

(a) Determinar los vectores T (tangente), B (binormal) y N (normal) que
determinan el triedro de Frenet de la curva γ en un punto genérico de la
misma.
(b) Hallar las ecuaciones de las rectas tangente, binormal y normal a la curva
γ en el punto P0 correspondiente a t0 = π/2.
(c) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a la
curva γ en el punto P0.
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Solución. (a) Escribiendo γ en forma vectorial, r = (1− cos t, sin t, t) tene-
mos

T =
dr

dt
= (sin t, cos t, 1),

d2r

dt2
= (cos t,− sin t, 0)

B =
dr

dt
× d2r

dt2
=

∣∣∣∣∣∣
i j k

sin t cos t 1
cos t − sin t 0

∣∣∣∣∣∣
= (sin t)i + (cos t)j− k = (sin t, cos t,−1),

N = B×T =

∣∣∣∣∣∣
i j k

sin t cos t −1
sin t cos t 1

∣∣∣∣∣∣
= (2 cos t)i− (2 sin t)j + 0k = (2 cos t,−2 sin t, 0).

(b) Tenemos P0 = r(π/2) = (1, 1, π/2). Los vectores del triedro de Frenet
en P0 son

T(π/2) = (1, 0, 1), B(π/2) = (1, 0,−1), N(π/2) = (0,−2, 0).

Las rectas pedidas pasan por P0 y tienen la dirección de los vectores con el
mismo nombre que las rectas, por tanto

x− 1

1
=
y − 1

0
=
z − π/2

1
(recta tangente),

x− 1

1
=
y − 1

0
=
z − π/2
−1

(recta binormal),

x− 1

0
=
y − 1

−2
=
z − π/2

0
(recta normal).

(c) El plano osculador contiene a T y N, por tanto un vector normal es B:

1(x− 1) + 0(y − 1)− 1(z − π/2) = 0, o bien x− z + π/2− 1 = 0.

El plano normal contiene a B y N, por tanto un vector normal es T:

1(x− 1) + 0(y − 1) + 1(z − π/2) = 0, o bien x+ z − 1− π/2 = 0.

El plano rectificante contiene a B y T, por tanto un vector normal es N:

0(x− 1)− 2(y − 1) + 0(z − π/2) = 0, o bien y − 1 = 0.
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120. Caracterizaciones de la continuidad en espa-
cios topológicos

Sean (X,T ), (Y, T ∗) dos espacios topológicos. Por definición, una apli-
cación f : (X,T )→ (Y, T ∗) es continua sii f−1(G) ∈ T para todo G ∈ T ∗ es
decir, si la imagen inversa de todo abierto es abierto.
(a) Sea B una base de de T ∗. Demostrar que

f : (X,T )→ (Y, T ∗) es continua⇔ f−1(H) ∈ T ∀H ∈ B.

(b) Sea S una subbase de T ∗. Demostrar que

f : (X,T )→ (Y, T ∗) es continua⇔ f−1(S) ∈ T ∀S ∈ S .

(c) Demostrar que f : (X,T )→ (Y, T ∗) es continua ⇔ la imagen inversa de
todo cerrado en Y es cerrado en X.
(d) Demostrar que f : (X,T ) → (Y, T ∗) es continua ⇔ f(A) ⊂ f(A) para
todo A ⊂ X.
(e) Por definición, f : (X,T )→ (Y, T ∗) f es continua en p ∈ X sii para todo
entorno V ∗ de f(p) se verifica que f−1(V ∗) es entorno de p.
Demostrar que f : (X,T ) → (Y, T ∗) es continua ⇔ f es continua en cada
punto p de X.

Solución. (a) ⇒) Como B ⊂ T ∗, si H ∈ B entonces H ∈ T ∗ y por tanto,
f−1(H) ∈ T al ser f continua. ⇐) Si G ∈ T ∗ entonces, al ser B base de T ∗,
G es unión de elementos de B: G = ∪iHi con Hi ∈ B. Tenemos

f−1(G) = f−1(∪iHi) = ∪i f−1(Hi)︸ ︷︷ ︸
∈T

⇒︸︷︷︸
T es topolǵıa

∪if−1(Hi) ∈ T ⇒ f es continua.

(b) ⇒) Como S ⊂ T ∗, si S ∈ S entonces S ∈ T ∗ y por tanto, f−1(S) ∈ T
al ser f continua.
⇐) Si G ∈ T ∗ entonces, al ser S subbase de T ∗, G es de la forma

G = ∪i(Si1 ∩ . . . ∩ Simi ) donde Sik ∈ S .

Tenemos

f−1(G) = f−1
(
∪i(Si1 ∩ . . . ∩ Simi )

)
= ∪if−1

(
Si1 ∩ . . . ∩ Simi

)
∪i
(
f−1(Si1) ∩ . . . ∩ f−1(Simi )

)
.

Pero Sik ∈ S inplica que Sik ∈ T ∗ y por hipótesis f−1(Sik) ∈ T. Esto im-
plica que f−1(G) ∈ T pues es la unión de intersecciones finitas de elementos
de T . En consecuencia, f es continua.
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(c)⇒) Si F es cerrado en Y, F c es abierto en Y , y por ser f continua f−1(F c)
es abierto en X. Pero f−1(F c) = (f−1(F ))c, luego f−1(F ) es cerrado en X.
⇐) SeaG ⊂ Y abierto. Entonces,Gc es cerrado en Y. Por hipótesis, f−1(Gc) =
(f−1(G))c es cerrado en X, con lo cual f−1(G) es abierto en X por tanto,
f es continua.
(d) ⇒) Como todo conjunto está contenido en su adherencia, f(A) ⊂ f(A).
Entonces,

A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(f(A)).

El conjunto f(A) es cerrado y por hipótesis f es continua, por tanto f−1(f(A))
es cerrado luego A ⊂ A ⊂ f−1(f(A)) y por tanto

f(A) ⊂ f(f−1(f(A))) ⊂ f(A).

⇐) Supongamos que f(A) ⊂ f(A) para todo A ⊂ X y sea F ⊂ Y cerrado.
Llamemos A = f−1(F ). Si demostramos que A es cerrado, o equivalente-
mente que A = A, haremos demostrado que f es continua. Tenemos

f(A) = f(f−1(F )) ⊂ f(f−1(F )) ⊂ F = F.

Por tanto, A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(F ) = A. Al ser A ⊂ A, el conjunto
A = f−1(F ) es cerrado.
(e) ⇒) Sea V ∗ un entorno de f(p). Entonces, existe abierto H tal que
f(p) ∈ H ⊂ V ∗. Por hipótesis f es continua, luego f−1(H) es abierto y
p ∈ f−1(H) ⊂ f−1(V ∗). Es decir, f−1(V ∗) es entorno de p y por tanto f es
continua en p.
⇐) Supongamos que f es continua en todo p ∈ X y sea H ⊂ Y abierto.
Para cada p ∈ f−1(H) existe un abierto Gp ⊂ X tal que p ∈ Gp ⊂ f−1(H).
Es decir,

f−1(H) =
⋃

p∈f−1(H)

Gp

es unión de abiertos y por tanto abierto, luego f es continua.

121. Números armónicos y constante de Euler Mas-
cheroni

Se define el n-ésimo número armónico como la suma de los rećıprocos de
los primeros n números naturales. Se le denota por Hn, es decir

Hn =
n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.
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1. Demostrar la representación de Euler de los números armónicos:

Hn =

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx.

2. Demostrar la expresión combinatoria

Hn = −
n∑
k=1

(−1)k

k

(
n

k

)
.

3. Demostrar que la sucesión an = Hn−log n es convergente con ĺımite γ que
verifica 0 ≤ γ ≤ 1. Al número γ se le llama constante de Euler-Mascheroni.
Nota. Se demuestra que γ ≈ 0,577.

Solución. 1. Usando la identidad
1− xn

1− x
= 1 + x+ · · ·+ xn−1,

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx =

∫ 1

0
(1 + x+ . . . xn−1) dx = 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
= Hn.

2. Usando el apartado anterior, tenemos

Hn =

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx =︸︷︷︸

x=1−t

∫ 0

1

1− (1− t)n

t
(−dt) =

∫ 1

0

1− (1− t)n

t
dt

=

∫ 1

0

1−
∑n

k=0

(
n
k

)
1n−k(−t)k

t
=

∫ 1

0

[
−

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
tk−1

]
dt

−
n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)∫ 1

0
tk−1 dt = −

n∑
k=1

(−1)k

k

(
n

k

)
.

3. Veamos que an es monótona decreciente. En efecto,

an+1 − an = Hn+1 −Hn − log(n+ 1) + log n

=
1

n+ 1
+ log

n

n+ 1
=

1

n+ 1
+ log

(
1− 1

n+ 1

)
.

Consideremos la función f : [0, 1) → R, f(t) = t + log(1 − t). Tenemos
f(0) = 0 y

f ′(t) = 1− 1

1− t
=
−t

1− t
< 0 ∀t ∈ (0, 1),

lo cual implica que f es estrictamente decreciente en [0, 1). Como 1/(n+1) ∈
(0, 1) concluimos que an+1−an < 0 para todo n y por ende, an es monótona
decreciente.
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Veamos ahora que an tiene cota inferior. Para todo k ≥ 2

1

k
<

1

x
<

1

k − 1
⇒ 1

k
<

∫ k

k−1

dx

x
<

1

k − 1

⇒ Hn − 1 <

∫ 2

1

dx

x
+

∫ 3

2

dx

x
+ · · ·+

∫ n

n−1

dx

x
< Hn−1

⇒ Hn − 1 <

∫ n

1

dx

x
< Hn−1 ⇒ Hn − 1 < log n < Hn−1

⇒ −1 < −Hn + log n < −Hn +Hn−1 ⇒ −1 < −Hn + log n < − 1

n

⇒ −1 < −an < −
1

n
⇒ 1

n
< an < 1.

Esto demuestra que 0 es cota inferior de an y al ser monótona decreciente,
tiene ĺımite γ ≥ 0. Por ser an < 1, se verifica γ ∈ [0, 1].

122. Determinante de una matriz solución de un
S.D.L.H.

Sea el sistema diferencial lineal homogéneo de orden n

X ′ = A(t)X. (H)

en donde A(t) = [aij(t)], I = [a, b] es un intervalo cerrado de la recta real, y

aij : [a, b]→ K (K = R o K = R)

son funciones continuas. Sea Φ(t) = [ϕij(t)] una matriz solución de (H), es
decir una matriz que satisface Φ′(t) = A(t)Φ(t), lo cual equivale a decir que
las columnas de Φ(t) son soluciones de (H). Sea t0 ∈ [a, b].
1. Demostrar que

det Φ(t) = e

∫ t

t0

trA(t) dt
det Φ(t0) (∀t ∈ [a, b]).

2. Demostrar que det Φ(t) = 0 para todo t ∈ [a, b] o bien det Φ(t) no se anula
en ningún punto de [a, b].

Solución. 1. La matriz Φ(t) es de la forma

Φ(t) =


ϕ11(t) . . . ϕ1n(t)
ϕ21(t) . . . ϕ2n(t)

...
...

ϕn1(t) . . . ϕnn(t)

 , con ϕij ∈ C1[a, b] ∀i, j.
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Derivando det Φ(t) por filas:

(det Φ(t))′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ′11(t) . . . ϕ′1n(t)
ϕ21(t) . . . ϕ2n(t)

...
...

ϕn1(t) . . . ϕnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11(t) . . . ϕ1n(t)
ϕ21(t) . . . ϕ2n(t)

...
...

ϕ′n1(t) . . . ϕ′nn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (∗)

Dado que Φ′(t) = A(t)Φ(t), se verifica:
ϕ′11(t) . . . ϕ′1n(t)
ϕ′21(t) . . . ϕ′2n(t)

...
...

ϕ′n1(t) . . . ϕ′nn(t)

 =


a11(t) . . . a1n(t)
a21(t) . . . a2n(t)

...
...

an1(t) . . . ann(t)



ϕ11(t) . . . ϕ1n(t)
ϕ21(t) . . . ϕ2n(t)

...
...

ϕn1(t) . . . ϕnn(t)

 ,
por tanto (

ϕ′11(t), . . . , ϕ′1n(t)
)

=
(
a11(t), . . . , a1n(t)

)
Φ(t),

y podemos expresar el primer término del segundo miembro de (∗) en la
forma ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ′11 . . . ϕ′1n
ϕ21 . . . ϕ2n

...
...

ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11ϕ11 + a12ϕ21 + . . .+ a1nϕn1 . . . a11ϕ1n + a12ϕ2n + . . .+ a1nϕnn

ϕ21 . . . ϕ2n
...

...
ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
(Hemos prescindido por comodidad de la escritura de t). Efectuando la trans-
formación

F1 → F1 − a12F2 − . . .− a1nFn :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ′11 . . . ϕ′1n
ϕ21 . . . ϕ2n

...
...

ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11ϕ11 . . . a11ϕ1n

ϕ21 . . . ϕ2n
...

...
ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11Φ(t).

De manera análoga se pueden transformar los demás sumandos del segundo
miembro de (∗), por tanto

(Φ(t))′ = a11 det Φ(t) + · · ·+ ann det Φ(t) = (trA(t)) det Φ(t).
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Llamando f(t) = det Φ(t), queda la ecuación diferencial f ′(t) = (trA(t)) f(t).
Resolviendo:

f ′(t)

f(t)
= trA(t), log |f(t)| =

∫ t

t0

trA(t) dt+ C,

f(t) = Ke

∫ t

t0

trA(t) dt
, f(t0) = K.

Es decir,

det Φ(t) = e

∫ t

t0

trA(t) dt
det Φ(t0) (∀t ∈ [a, b]). (∗∗)

2. Si det Φ(t0) = 0, de (∗∗) se deduce que det Φ(t) = 0 para todo t ∈ [a, b].
Si det Φ(t0) 6= 0 entonces, también por (∗∗) y teniendo en cuenta que la
función exponencial no se anula nunca, concluimos que det Φ(t) no se anula
en ningún punto de [a, b].

123. Variación de las constantes

Usando el método de variación de las constantes hallar la solución general
de la ecuación diferencial

x′′ + x =
1

cos t

Solución. Recordamos el método de variación de las constantes. Sea la
ecuación diferencial

x(n) + an−1(t)x(n−1) + . . .+ a1(t)x′ + a0(t)x = f(t). (1)

Entonces, si x1(t), . . . , xn(t) son soluciones linealmente independientes de la
ecuación homogénea asociada a (1), la solución general de (1) es

x(t) = C1(t)x1(t) + . . .+ Cn(t)xn(t)

en donde C1(t), . . . , Cn(t) son las soluciones del sistema
x1(t)C ′1(t) + . . .+ xn(t)C ′n(t) = 0
x′1(t)C ′1(t) + . . .+ x′n(t)C ′n(t) = 0

. . .

x
(n−1)
1 (t)C ′1(t) + . . .+ x

(n−1)
n (t)C ′n(t) = f(t).

(2)

En nuestro caso la ecuación homogénea x′′ + x = 0 es de coeficientes cons-
tantes, su ecuación caracteŕıstica es λ2 + 1 = 0, con ráıces λ = ±i y una
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base de su espacio de soluciones está formada por las funciones x1(t) = cos t
y x2(t) = sin t. Planteamos el sistema (2) :{

C ′1(t) cos t+ C ′2(t) sin t = 0

−C ′1(t) sin t+ C ′2(t) cos t =
1

cos t
.

Su solución es:

C ′1(t) =

∣∣∣∣ 0 sin t
1

cos t cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣ cos t sin t
− sin t cos t

∣∣∣∣ = − tan t , C ′2(t) =

∣∣∣∣ cos t 0
− sin t 1

cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣ cos t sin t
− sin t cos t

∣∣∣∣ = 1.

Entonces, C1(t) = log | cos t|+K1 y C2(t) = t+K2. La solución general de
la ecuación dada es por tanto:

x(t) = t sin t+ (cos t)(log | cos t|) +K1 cos t+K2 sin t (K1,K2 ∈ R).

124. Caracterizaciones de cuerpos

Sea A un anillo conmutativo, unitario y no nulo. Demostrar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) A es un cuerpo.
(2) Los únicos ideales de A son {0} y A.
(3) Cada homomorfismo de A en todo anillo conmutativo, unitario y no nulo
B, es inyectivo.
Nota. Se consideran los homomorfismos que cumplen f(1) = 1.

Solución. (1) ⇒ (2). Sea I 6= {0} un ideal de A. Entonces, I contiene un
elemento no nulo a. Por hipótesis A es cuerpo, luego a es unidad de A y por
tanto

I ⊃ (a) = (1) = A⇒ I = A.

(2) ⇒ (3). Sea f : A → B un homomorfismo de anillos. Entonces, ker f
es un ideal de A. Como f(1) = 1, ha de ser ker f 6= A y en consecuencia
ker f = {0} con lo cual, f es inyectivo.
(3) ⇒ (1). Si a ∈ A no es invertible entonces (a) 6= (1), luego A/(a) no es
el anillo nulo. El homomorfismo canónico p : A→ A/(a) tiene como núcleo
ker p = (a). Por hipótesis p es inyecivo luego (a) = {0}, lo cual implica
a = 0.
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125. Norma en un anillo unitario

SeaR un anillo unitario con unidad 1 = 1R yN : R→ R+ una aplicación.
Se dice que N es una norma sobre R si se verifican las condiciones

(N1) N(x) = 0⇔ x = 0.

(N2) N(xy) = N(x)N(y) ∀x, y ∈ R.
(N3) N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) ∀x, y ∈ R.

A la condición (N3) se la llama desigualdad triangular. Una norma en un
anillo unitario R se dice que es no arquimediana si el axioma (N3) es susti-
tuye por la condición más fuerte

(N3)′ N(x+ y) ≤ máx{N(x), N(y)}∀x, y ∈ R,

llamada desigualdad ultramétrica, y si no se cumple (N3)′ la norma se dice
que es arquimediana. Frecuentemente se usa la notación ‖x‖ en vez de N(x).
1) Sea R cualquier subanillo unitario de los complejos C. Demostrar que
N(x) = |x| (valor absoluto) es una norma arquimediana en R (en particular,
para R = Z, Q, R, C).
2) (Norma trivial). Demostrar que en cualquier subanillo unitario R de los
complejos C, la aplicación

‖ ‖ : R→ R+, ‖x‖ =

{
0 si x = 0
1 si x 6= 0

es una norma no arquimediana.

Solución. 1) Usando las conocidas propiedades del valor absoluto:

(N1) N(x) = |x| = 0⇔ x = 0.

(N2) N(xy) = |xy| = |x| |y| = N(x)N(y) ∀x, y ∈ R.
(N3) N(x+ y) = |x+ y| ≤ |x|+ |y| = N(x) +N(y) ∀x, y ∈ R.

La norma es arquimediana pues

N(1 + 1) = |1 + 1| = 2 6≤ 1 = máx{N(1), N(1)}.

2) Por definición ‖x‖ = 0⇔ x = 0. Sean x, y ∈ R. Tenemos

x = 0 ∧ y = 0⇒ xy = 0⇒
{
‖xy‖ = 0 = 0 · 0 = ‖x‖ ‖y‖

‖x+ y‖ = ‖0‖ = 0 ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

x 6= 0 ∧ y = 0⇒
{

xy = 0
x+ y 6= 0

⇒
{

‖xy‖ = 0 = 1 · 0 = ‖x‖ ‖y‖
‖x+ y‖ = 1 ≤ 1 + 0 = ‖x‖+ ‖y‖ .
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El caso x = 0 ∧ y 6= 0 se razona análogamente.

x 6= 0 ∧ y 6= 0⇒ xy 6= 0⇒
{

‖xy‖ = 1 = 1 · 1 = ‖x‖ ‖y‖
‖x+ y‖ ≤ 1 ≤ 1 + 1 = ‖x‖+ ‖y‖ .

Por tanto ‖ ‖ es norma. Usando los resultados anteriores

x = y = 0⇒ ‖x+ y‖ = 0 ≤ máx {0, 0} = máx {‖x‖ , ‖y‖} .

x 6= 0 ∧ y = 0⇒ ‖x+ y‖ = 1 ≤ máx {1, 0} = máx {‖x‖ , ‖y‖} .

El caso x = 0 ∧ y 6= 0 se razona análogamente.

x 6= 0 ∧ y 6= 0⇒ ‖x+ y‖ ≤ 1 ≤ máx {1, 1} = máx {‖x‖ , ‖y‖}

luego la norma no es arquimediana.
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126. Una sucesión de Cauchy con la distancia p-
ádica

1) Demostrar que en R = Q con la norma p-adica la sucesión

xn = 1 + p+ p2 + · · ·+ pn−1

es de Cauchy.
2) Demostrar que es además convergente con ĺımite x = 1/(1− p) ∈ Q

Solución. 1) Tenemos

‖xn+k − xn‖p =
∥∥∥pn + pn+1 + · · ·+ pn+k−1

∥∥∥
p

=
∥∥∥pn (1 + p+ p2 · · ·+ pk−1

)∥∥∥
p
.

Ahora bien, ordp
[
pn
(
1 + p+ p2 · · ·+ pk−1

)]
= n y por tanto

‖xn+k − xn‖p = p−n < ε⇔ 1

ε
< pn.

Eligiendo n0 tal que pn0 > 1/ε, se verifica ‖xn+k − xn‖p < ε para todo
n ≥ n0 y para todo k, luego xn es sucesión de Cauchy.
2) Dado que xn = (pn − 1)/(p− 1):

‖xn − x‖p < ε⇔
∥∥∥∥pn − 1

p− 1
− 1

1− p

∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥ pn

p− 1

∥∥∥∥
p

= p−n =
1

pn
< ε⇔ 1

ε
< pn,

y eligiendo n0 tal que pn0 > 1/ε, se verifica ‖xn − x‖p < ε si n ≥ n0.
Nótese que xn → +∞ si se considera en Q la norma del valor absoluto.

153
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127. Anillo de las sucesiones de Cauchy en un ani-
llo normado

Sea R un anillo unitario con norma ‖ ‖ y d(x, y) = ‖x− y‖ la distancia
inducida por ella. Sea C el conjunto formado por todas las sucesiones de
Cauchy en R. Definimos en C las operaciones:

(xn) + (yn) = (xn + yn), (xn) · (yn) = (xnyn).

Demostrar que (C,+, .) es anillo unitario y que es conmutativo si R lo es.

Solución. 1) Veamos que (C,+) es grupo abeliano.
Interna. Sean x = (xn) e y = (yn) dos elementos de C es decir, dos sucesiones
de Cauchy en R. Sea ε > 0. Entonces, existen n1, n2 números naturales tales
que

m,n ≥ n1 ⇒ ‖xm − xn‖ < ε/2,

m, n ≥ n1 ⇒ ‖ym − yn‖ < ε/2.

Si m,n ≥ n3 = máx{n1, n2} tenemos

‖(xm + ym)− (xn + yn)‖ = ‖(xm − xn) + (ym − yn)‖

≤ ‖xm − xm‖+ ‖ym − yn‖ < ε/2 + ε/2 = ε.

Es decir, x+ y es sucesión de Cauchy, luego pertenece a C.
Asociativa. Para todo x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos de C y
aplicando la propiedad asociativa de la suma de los elementos de R:

(x+ y) + z = ((xn) + (yn)) + (zn) = (xn + yn) + (zn) = ((xn + yn) + zn)

= (xn + (yn + zn)) = (xn) + (yn + zn) = (xn) + ((yn) + (zn)) = x+ (y + z).

Elemento neutro. La sucesión 0 = (0), cuyos términos son todos nulos, es
elemento neutro para la suma de sucesiones en C, pues trivialmente es de
Cauchy y para todo x = (xn) ∈ C :

x+ 0 = (xn + 0) = (xn) = x.

0 + x = (0 + xn) = (xn) = x.

Elemento simétrico. Dada x = (xn) ∈ C, la sucesión −x = (−xn) es elemento
simétrico de x, pues claramente es de Cauchy y

x+ (−x) = (xn + (−xn)) = (0) = 0.

(−x) + x = ((−xn) + xn) = (0) = 0.
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Conmutativa. Para todo x = (xn), y = (yn) elementos de C y usando la
propiedad conmutativa de la suma de elementos de R:

x+ y = (xn) + (yn) = (xn + yn) = (yn + xn) = (yn) + (xn) = y + x.

2) Veamos que (C, ·) es semigrupo unitario.
Interna. Recordamos que en todo espacio métrico toda sucesión de Cauchy
está acotada. Sean x = (xn) e y = (yn) elementos de C. y sea ε > 0. Tenemos

∀εx > 0 ∃nx : m,n ≥ nx ⇒ ‖xm − xn‖ < εx,

∀εy > 0 ∃ny : m,n ≥ ny ⇒ ‖ym − yn‖ < εy.

Podemos escribir

‖xmym − xnyn‖ = ‖xmym − xmyn + xmyn − xnyn‖

≤ ‖xm‖ ‖ym − yn‖+ ‖yn|‖ ‖xm − xn‖ .
Sean X > 0 e Y > 0 cotas superiores de ‖xn‖ e ‖yn‖ respectivamente y
elijamos εx < ε/2Y , εy < ε/2X. Sea n0 = máx{nx, ny}, entonces

m,n ≥ n0 ⇒ ‖xmym − xnyn‖ < X · ε

2X
+ Y · ε

2Y
= ε.

Hemos demostrado que la suma de elementos de C pertenece a C.
Asociativa. Para todo x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos de C y
aplicando la propiedad asociativa del producto de los elementos de R:

(xy)z = ((xn)(yn)) (zn) = (xnyn)(zn) = ((xnyn)zn) =

(xn(ynzn)) = (xn)(ynzn) = (xn) ((yn)(zn)) = x(yz).

Elemento unidad. La sucesión 1 = (1) cuyos elementos son todos iguales a la
unidad de R es trivialmente de Cauchy y además para todo x = (xn) ∈ C :

x1 = (xn1) = (xn) = x,

1x = (1xn) = (xn) = x,

luego 1 = (1) es elemento unidad de C.
3) Veamos que la operación producto es distributiva respecto de la suma. En
efecto, para todo x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos de C y aplicando
la propiedad distributiva del producto respecto de la suma en R:

x(y + z) = (xn) ((yn) + (zn)) = (xn)(yn + zn) = (xn(yn + zn)) =

(xnyn + xnzn) = (xnyn) + (xnzn) = (xn)(yn) + (xn)(zn) = xy + xz,

y análogamente se demuestra (x+y)z = xz+yz. Concluimos que (C,+, ·) es
un anillo unitario. Además, si R es conmutativo también C es conmutativo
pues para todo x = (xn), y = (yn) elementos de C y usando la propiedad
conmutativa del producto en R:

xy = (xn)(yn) = (xnyn) = (ynxn) = (yn)(xn) = yx.
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128. Ideal en el anillo de las sucesiones de Cauchy

Sea R un anillo unitario con una norma ‖ ‖ y C el anillo unitario de las
sucesiones de Cauchy sobre R. Demostrar que el conjunto I formado por las
sucesiones nulas sobre R (es decir, con ĺımite 0) es un ideal de C.

Solución. (a) Sean x = (xn) e y = (yn) elementos de I. Como (xn) → 0 e
(yn)→ 0, para todo ε > 0 existen números naturales n1 y n2 tales que

n ≥ n1 ⇒ ‖xn‖ <
ε

2
, n ≥ n2 ⇒ ‖yn‖ <

ε

2
.

Si n0 = máx{n1, n2} tenemos:

n ≥ n0 ⇒ ‖xn − yn‖ = ‖xn + (−1)yn‖ ≤ ‖xn‖+ ‖(−1)yn‖

= ‖xn‖+ ‖(−1)‖ ‖yn‖ = ‖xn‖+ 1 ‖yn‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Es decir, (xn − yn)→ 0 y por tanto, x− y ∈ I.
(b) Si x = (xn) ∈ C e y = (yn) ∈ I entonces ‖xn‖ está acotada e (yn) → 0.
Sea K > 0 tal que ‖xn‖ < K para todo n. Para todo ε > 0 existe n0 tal que
‖yn‖ < ε/K si n ≥ n0. Entonces,

n ≥ n0 ⇒ ‖xnyn‖ = ‖xn‖ ‖yn‖ < K · ε
K

= ε

es decir, (xnyn) → 0 con lo cual xy ∈ I. Análogamente se demuestra que
yx ∈ I. Concluimos que I es ideal de C.
Nota. Como consecuencia, queda automáticamente definido el anillo cociente
C/I.

129. Norma en el anillo cociente R̂ de las sucesio-
nes de Cauchy sobre el ideal de las nulas

1) Sea R anillo unitario con norma ‖ ‖ . Demostrar que

|‖a‖ − ‖b‖| ≤ ‖a− b‖ , ∀a, b ∈ R.

Es decir,que el valor absoluto de la diferencia de normas es menor o igual
que la norma de la diferencia.
2) Sea R anillo unitario con norma ‖ ‖R y sea R̂ = C/I el anillo cociente de
las sucesiones de Cauchy en R sobre el ideal I de las sucesiones nulas en R,
y designemos por {xn} la clase a la que pertenece (xn). Es decir,

R̂ = {{xn} = (xn) + I : (xn) es sucesión de Cauchy en R}.
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Demostrar que la aplicación ‖ ‖
R̂

: R̂→ R+ dada por

‖{xn}‖R̂ = ĺım ‖xn‖R

es una norma en el anillo unitario R̂.

Solución. 1) Podemos escribir

‖a‖ = ‖(a− b) + b‖ ≤ ‖a− b‖+ ‖b‖ ⇒ ‖a‖ − ‖b‖ ≤ ‖a− b‖ .

Análogamente, ‖b‖ − ‖a‖ ≤ ‖b− a‖ = ‖a− b‖, de lo cual se deduce

|‖a‖ − ‖b‖| ≤ ‖a− b‖ .

2) Veamos primeramente que ĺım ‖xn‖R existe y es ≥ 0. En efecto al ser
(xn) de Cauchy, para todo ε > 0 existe n0 tal que si m,n ≥ n0 entonces
‖xm − xn‖R < ε. Usando que el valor absoluto de la diferencia de normas es
menor o igual que la norma de la diferencia:

|‖xm‖R − ‖xn‖R| ≤ ‖xm − xn‖R < ε si m,n ≥ n0.

Esto prueba que ‖xn‖R es una sucesión de Cauchy en R (que es completo)
con lo cual es convergente. Pero ‖xn‖R ≥ 0 para todo n, luego ĺım ‖xn‖R ∈
R+.

Veamos que ‖{xn}‖R̂ = ĺım ‖xn‖R no depende del representante de la
clase. Efectivamente, si {xn} = {x′n} entonces (xn − x′n) ∈ I es decir,
ĺım (xn − x′n) = 0 con lo cual

∀ε > 0 ∃n0 : n ≥ n0 ⇒
∥∥xn − x′n∥∥R < ε⇒

∣∣‖xn‖R − ∥∥x′n∥∥R∣∣ < ε.

Es decir, ĺım (‖xn‖R − ‖x′n‖R) = 0 y al existir y ser finitos ĺım ‖xn‖R y
ĺım ‖x′n‖R se concluye

ĺım ‖xn‖R = ĺım
∥∥x′n∥∥R

y la aplicación ‖ ‖
R̂

: R̂→ R+ está bien definida.

Veamos ahora que ‖{xn}‖R̂ = ĺım ‖xn‖R es una norma en R̂.
(1) Tenemos las siguientes equivalencias

‖{(xn}‖R̂ = 0⇔ ĺım ‖xn‖R = 0⇔ ĺımxn = 0⇔ (xn) ∈ I

⇔ (xn)− (0) ∈ I ⇔ (xn) + I = (0) + I ⇔ {xn} = {0},

y {0} es el cero de la suma en R̂.
(2) Para todo {xn}, {yn} ∈ R̂:

‖{xn} · {yn}‖R̂ = ‖{xnyn}‖R̂ = ĺım ‖xnyn‖R
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= (ĺım ‖xn‖R) (ĺım ‖yn‖R) = ‖{xn}‖R̂ ‖{yn}‖R̂ .

(3) Para todo {xn}, {yn} ∈ R̂:

‖{xn}+ {yn}‖R̂ = ‖{xn + yn}‖R̂ = ĺım ‖xn + yn‖R ≤ ĺım (‖xn‖R + ‖yn‖R)

= ĺım ‖xn‖R + ĺım ‖yn‖R = ‖{xn}‖R̂ + ‖{yn}‖R̂ .

130. R como subanillo de R̂

Sea R anillo unitario y R̂ = C/I el anillo cociente de las sucesiones de
Cauchy de R sobre el ideal I de las sucesiones nulas de R. Sea la aplicación
φ : R→ R̂ dada por φ(a) = (a) en donde (a) representa la sucesión constante
de término general a. Demostrar que φ es un homomorfismo inyectivo de
anillos.

Solución. Para todo a, b ∈ R tenemos

φ(a+ b) = (a) + (b) = (a) + (b) = φ(a) + φ(b),

φ(ab) = (a)(b) = (a) (b) = φ(a)φ(b),

lo cual prueba que φ es homomorfismo de anillos. Además φ(1) = (1) es
decir, φ transforma la unidad de R en la unidad de R̂. Por otra parte

kerφ = {a ∈ R : φ(a) = (̂0)} = {a ∈ R : (̂a) = (̂0)}

= {a ∈ R : a− 0 ∈ I} = {I} = {0 + I}

es decir, el núcleo de φ se reduce al cero de R̂ lo cual prueba que φ es
inyectivo.
Consecuencia. R es isomorfo al subanillo Im φ de R̂ i.e. R ∼= φ(R), con lo
cual R se puede considerar como un subanillo de R̂. Además, la norma ‖ ‖

R̂

de R̂ extiende a la norma ‖ ‖R de R pues ‖{a}‖
R̂

= ĺım ‖a‖R = ‖a‖R .

131. Completación de todo anillo normado

1) Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Sea (bn) una sucesión de Cauchy
en X y (an) una sucesión en X tal que d(an, bn) < 1/n para cada n natural.
Demostrar que
(i) (an) es también sucesión de Cauchy en X.
(ii) (an) converge a p en X si y sólo si, (bn) converge a p en X.
2) Sea R anillo unitario con norma ‖ ‖R. Demostrar que R̂ es completo con

la norma ‖ ‖
R̂

. Además, R es denso en R̂.

3) Demostrar que si R es cuerpo, también R̂ es cuerpo.
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Solución. 1) (i) Por la desigualdad triangular,

d(am, an) ≤ d(am, bm) + d(bm, an)

≤ d(am, bm) + d(bm, bn) + d(bn, an).

Sea ε > 0. Entonces, existe n1 tal que 1/n1 < ε/3 y por tanto

n,m ≥ n1 ⇒ d(am, an) < ε/3 + d(bm, bn) + ε/3.

Como (bn) es de Cauchy,

∃n2 tal que n,m ≥ n2 ⇒ d(bm, bn) < ε/3.

Eligiendo n0 = máx{n1, n2},

m, n ≥ n0 ⇒ d(am, an) < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

lo cual prueba que (an) es de Cauchy.
(ii) Por la desigualdad triangular, d(bn, p) ≤ d(bn, an) + d(an, p). Entonces,

0 ≤ ĺım d(bn, p) ≤ ĺım d(bn, an) + ĺım d(an, p).

Usando la hipótesis d(an, bn) < 1/n:

0 ≤ d(an, bn) < 1/n⇒

0 ≤ ĺım d(an, bn) ≤ ĺım(1/n) = 0⇒ ĺım d(an, bn) = 0

Si ĺım an = p, tenemos ĺım d(an, p) = 0 y por tanto,

0 ≤ ĺım d(bn, p) ≤ 0⇒ ĺım d(bn, p)⇒ ĺım bn = p.

De manera análoga se demuestra que si ĺım bn = p entones, ĺım an = p.
2) Podemos considerar a R como subanillo de R̂ identificando cada elemento
a de R con el elemento {a} de R̂. Veamos sucesivamente:
(a) Toda sucesión de Cauchy en R tiene ĺımite en R̂.
Sea (xm) una sucesión de Cauchy en R. Esta sucesión puede tener o no
ĺımite en R pero seguro que lo tiene en R̂ a saber: x = {xn}. Efectivamente,
identificando

x1 = {x1}, x2 = {x2}, . . . , xm = {xm}, . . .

podemos escribir

ĺım
m→+∞

‖{xm} − x‖R̂ = ĺım
m→+∞

‖{xm} − {xn}‖R̂
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= ĺım
m→+∞

‖{xm − xn}‖R̂ = ĺım
m→+∞

(
ĺım

n→+∞
‖xm − xn‖R

)
= ĺım

m→+∞n→+∞
‖xm − xn‖R =︸︷︷︸

(xn) de Cauchy en R

0⇒ (xm)→ x = {xn}.

(b) R es denso en R̂.
Bastará demostrar que cada elemento de R̂ es el ĺımite de una sucesión de
R. Sea x = (xn) un elemento arbitrario de R̂. Entonces, la sucesión (xm) es
de Cauchy en R y por (1), x es el ĺımite de la sucesión (xm) de R.
(c) R̂ es completo.
En efecto, sea (αn) una sucesión de Cauchy en R̂. Cono R es denso en R̂,
para todo n natural

∃xn ∈ R tal que ‖xn − αn‖R̂ < 1/n.

Por el apartado 1), (xn) es también una sucesión de Cauchy y por (2), su
ĺımite es x ∈ R̂. También, por el apartado 1), ĺımαn = x y por tanto, (αn)
converge en R̂.
3) Si {xn} ∈ R̂ es no nulo, tiene norma k > 0. Entonces,

k = ‖{xn}‖R̂ = ĺım ‖xn‖R > 0,

con lo cual existe n0 tal que si n ≥ n0 entonces ‖xn‖R > k/2 y por tanto
xn 6= 0 si n ≥ n0. Definimos la sucesión (yn) en R dada por yn = 1 si n < n0,
yn = x−1

n si n ≥ n0. La sucesión (yn) es de Cauchy y además

ĺımxnyn = 1⇒ (xnyn)− (1)→ 0⇒ (1) = {xnyn} = {xn}{yn}.

Es decir, {xn} tiene inverso {yn} en R̂.
Nota. Si Q es el cuerpo de los números racionales con la norma del valor
absoluto, entonces Q̂ = R es la clásica y conocida construcción del cuerpo
de los numeros reales con la topoloǵıa usual.

132. Conservación de normas no arquimediadas
por completación

1) Sean (an) y (bn) dos sucesiones convergentes de números reales. Demostrar
que la sucesión máx{an, bn} es convergente con ĺımite:

ĺım (máx{an, bn}) = máx{ĺım an, ĺım bn}.

2) Si ‖ ‖R es no arquimediana en el anillo R, demostrar que también ‖ ‖
R̂

es no arquimediana en el anillo R̂.
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Solución. 1) Supongamos que (an)→ A y (bn)→ B. Sea cn = máx{an, bn}.
Si A > B llamemos 2d = A−B > 0. Existen n1 n2 tales que

n ≥ n1 ⇒ an > A− d, n ≥ n2 ⇒ bn < B + d.

Dado que A − d = B + d, si n0 = máx{n1, n2} entonces cn = an si n ≥ n0

y por tanto, ĺım cn = A. Si B > A, análogo razonamiento para demostrar
que ĺım cn = B. Sea por último A = B. Si la sucesión (cn) está formada
por infinitos términos de (an) e infinitos términos de (bn) entonces, (cn)
está formada por dos subsucesiones que tienen el mismo ĺımite A = B y por
tanto, (cn)→ A = B. Si sólo aparece un número finito de términos de (an)
entonces, (cn) → B y si sólo aparece un número finito de términos de (bn)
entonces, (cn)→ A, En cualquier caso, (cn)→ A = B.
2) Sean x = {xn}, y = {yn} ∈ R̂. Entonces,

‖x+ y‖
R̂

= ‖{xn}+ {yn}‖R̂ = ‖{xn + yn}‖R̂ = ĺım ‖xn + yn‖R

≤ ĺım (máx {‖xn‖R , ‖yn‖R}) =︸︷︷︸
Apartado 1)

máx {ĺım ‖xn‖R , ĺım ‖yn‖R}

= máx
{
‖x‖

R̂
, ‖y‖

R̂

}
⇒ ‖ ‖

R̂
es no arquimediana.

133. Cuerpo Qp de los números p-ádicos y subani-
llo Zp

Sea Q el anillo de los números racionales con la norma p-ádica ‖ ‖p y sea

Qp := Q̂. Al anillo Qp se le llama anillo de los números p-ádicos. La norma
en Qp también se la designará por ‖ ‖p.
Nota. Dado que si un anillo unitario R es cuerpo también lo es R̂, se concluye
que Qp es cuerpo.
Se llama conjunto de los enteros p-ádicos al disco cerrado:

Zp = {α ∈ Qp : ‖α‖p ≤ 1}.

Demostrar que el conjunto de los enteros p-ádicos Zp es un subanillo con-
mutativo y unitario de Qp.

Solución. Sean α, β ∈ Zp. Dado que la norma ‖ ‖p en Qp es no arquime-
diana,

‖α+ β‖p ≤ máx{‖α‖p , ‖β‖p} ≤ 1

‖αβ‖p = ‖α‖p ‖β‖p ≤ 1

es decir, α + β y αβ pertenecen a Zp luego Zp es subanillo de Qp. Es con-
mutativo por serlo Qp y es unitario pues ‖1‖p = 1.
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134. Sucesiones eventualmente constantes con nor-
mas no arquimedianas

Sea R anillo unitario con una norma no arquimediana ‖ ‖. Sea (an) una
sucesión de Cauchy en R y b ∈ R tal que ĺım an 6= b. Demostrar que existe
n0 tal que

m,n ≥ n0 ⇒ ‖am − b‖ = ‖an − b‖ .

Es decir, la sucesión de números reales (‖an − b‖) es eventualmente constan-
te. En particular, si (an) no es no nula, la sucesión (‖an‖) es eventualmente
constante.

Solución. Usando que el valor absoluto de la diferencia de normas es menor
o igual que la norma de la diferencia

|‖am − b‖ − ‖an − b‖| ≤ ‖am − an‖ .

Por tanto, la sucesión (‖an − b‖) es de Cauchy en R y en consecuencia,
convergente. Sea l = ĺım ‖an − b‖. Ha de ser l > 0 pues en caso contrario
tendŕıamos ĺım an = b contra la hipótesis. Existe por tanto n1 tal que

n ≥ n1 ⇒ ‖an − b‖ >
l

2
. (1)

Por ser (an) de Cauchy, existe n2 tal que

m,n ≥ n2 ⇒ ‖am − an‖ <
l

2
. (2)

Llamando n0 = máx{n1, n2} y para m,n ≥ n0

‖am − b‖ = ‖(an − b) + (am − an)‖

≤ máx{‖an − b‖ , ‖am − an‖} =︸︷︷︸
Por (1) y (2)

‖an − b‖ .

135. Fórmula de Stirling

1) Se consideran las sucesiones

an =
n!

√
2n
(n
e

)n , bn = log an.
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Demostrar que bn − bn+1 =
1

2
(2n+ 1) log

n+ 1

n
− 1.

2) Usar los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones log(1 + x) y
− log(1− x) para demostrar que

bn − bn+1 =
+∞∑
k=1

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k

.

3) Demostrar que la sucesión (bn) es decreciente y está acotada inferiormen-
te.
4) Demostrar que para una constante real C se verifica la siguiente aproxi-
mación de Stirling

n! ∼ C
√

2n
(n
e

)n
para n→ +∞.

5) Sea In =

∫ π/2

0
sinn x dx, ∀n ∈ N. Demostrar que

In =
n− 1

n
In−2 (∀n ≥ 2).

6) Usando la relación del apartado anterior, demostrar que

π

2
=

I2n

I2n+1

n∏
k=1

2k

2k − 1

2k

2k + 1
.

7) Demostrar que ĺım
n→+∞

I2n+1

I2n
= 1.

8) Demostrar la siguiente fórmula de Wallis:

+∞∏
n=1

2n

2n− 1

2n

2n+ 1
=
π

2
.

9) Demostrar que la fórmula de Wallis se puede expresar en la forma

ĺım
n→+∞

24n(n!)4

((2n!)2) (2n+ 1)
=
π

2
.

10) Demostrar la fórmula de aproximación de Stirling

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, (n→ +∞).
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Solución. 1) Tenemos:

bn − bn+1 = log an − log an+1 = log an ·
1

an+1
=

log
n!√

2n
(
n
e

)n · √2(n+ 1)
(
n+1
e

)n+1

(n+ 1)!
=

log
1

n+ 1
·
√
n+ 1

n

(
n+ 1

n

)n(n+ 1

e

)
=

− log(n+ 1) +
1

2
log

n+ 1

n
+ n log(n+ 1)− n log n+ log(n+ 1)− 1

=
1

2
log

n+ 1

n
+ n log

n+ 1

n
− 1 =

1

2
(2n+ 1) log

n+ 1

n
− 1.

2) Los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones log(1 + x) y
− log(1− x) son

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− · · · , |x| < 1,

− log(1− x) = x+
x2

2
+
x3

3
+
x4

4
+
x5

5
+ · · · , |x| < 1,

y de estos dos desarrollos obtenemos

log
1 + x

1− x
= log(1 + x)− log(1− x) = 2

+∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
, |x| < 1. (∗)

Fácilmente deducimos que

n+ 1

n
=

1 + x

1− x
⇔ x =

1

2n+ 1
,

y este x cumple |x| < 1. Sustituyendo este x en (∗) obtenemos

log
n+ 1

n
= 2

+∞∑
k=0

(
1

2n+1

)2k+1

2k + 1
= 2

+∞∑
k=0

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k+1

.

Usando el apartado 1:

bn − bn+1 =
1

2
(2n+ 1) log

n+ 1

n
− 1
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=
1

2
(2n+ 1) · 2

+∞∑
k=0

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k+1

− 1

= (2n+ 1)

(
1

2n+ 1
+

+∞∑
k=1

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k+1
)
− 1

= 1 +
+∞∑
k=1

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k

− 1 =
+∞∑
k=1

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k

.

3) Por el apartado anterior, bn − bn+1 es la suma de una serie convergen-
te de números positivos es decir, bn − bn+1 > 0 luego (bn) es decreciente
(estŕıctamente). Por otra parte,

bn− bn+1 <

+∞∑
k=1

(
1

(2n+ 1)2

)k
=︸︷︷︸

Serie geom.

1

(2n+ 1)2

1

1− 1
(2n+1)2

=
1

4

1

n(n+ 1)
.

Podemos expresar

b1 − bn = (b1 − b2) + (b2 − b3) + · · ·+ (bn−1 − bn)

<
1

4

n−1∑
j=1

1

j(j + 1)
<

1

4

+∞∑
j=1

1

j(j + 1)
=

1

4
· 1 =

1

4
.

En consecuencia, bn > b1 − 1/4, lo cual implica que (bn) está acotada infe-
riormente.
4) Como (bn) es decreciente y está acotada inferiormente, (bn) tiene ĺımite
L ∈ R. Entonces,

ĺım
n→+∞

an = ĺım
n→+∞

ebn = eĺımn→+∞ bn = eL = C ∈ R

⇒ ĺım
n→+∞

n!
√

2n
(n
e

)n = C ⇒ ĺım
n→+∞

n!

C
√

2n
(n
e

)n = 1

⇒ n! ∼ C
√

2n
(n
e

)n
para n→ +∞.

5) Usando integración por partes con u = sinn−1 x y dv = sinx dx:

In =

∫ π/2

0
sinn x dx =

∫ π/2

0
sinn−1 x sinx dx

=
[
− sinn−1 x cosx

]π/2
0

+ (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x cos2 x dx
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= (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x(1− sin2 x) dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Obtenemos por tanto la relación: In =
n− 1

n
In−2 (∀n ≥ 2).

6) Para n par tenemos

In =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 1
n(n− 2) · . . . · 2

I0 =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 1
n(n− 2) · . . . · 2

∫ π/2

0
dx

=
(n− 1)(n− 3) · . . . · 1
n(n− 2) · . . . · 2

π

2
.

Para n impar

In =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 2
n(n− 2) · . . . · 3

∫ π/2

0
sinx dx =

(n− 1)(n− 3) · . . . · 2
n(n− 2) · . . . · 3

· 1.

Podemos por tanto escribir

I2n =
π

2

n∏
k=1

2k − 1

2k
, I2n+1 =

n∏
k=1

2k

2k + 1
,

y usando estas relaciones

π

2
= I2n

n∏
k=1

2k

2k − 1

= I2n

n∏
k=1

2k

2k − 1

(
n∏
k=1

2k

2k + 1

)(
n∏
k=1

2k

2k + 1

)−1

=
I2n

I2n+1

n∏
k=1

2k

2k − 1

2k

2k + 1
.

7) Veamos que (In) es una sucesión decreciente de términos positivos. En
efecto, para todo x ∈ [0, π/2] y para todo n ≥ 1 se verifica 0 ≤ sinn x ≤
sinn−1 x ≤ 1. Tenemos pues la relación 1/In−1 ≤ 1/In ≤ 1/In+1. Multipli-
cando por In+1 y por el apartado 5

n

n+ 1
=
In+1

In−1
≤ In+1

In
≤ In+1

In+1
= 1

⇒︸︷︷︸
Teor. Sandwich

ĺım
n→+∞

In+1

In
= 1⇒ ĺım

n→+∞

I2n+1

I2n
= 1.
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8) Tomando ĺımites cuando n→ +∞ en la igualdad demostrada en el apar-
tado 6 queda

π

2
=

+∞∏
n=1

2n

2n− 1

2n

2n+ 1
.

9) Operando obtenemos

π

2
=

+∞∏
n=1

2n

2n− 1

2n

2n+ 1
= ĺım

n→+∞

n∏
k=1

2k

2k − 1

2k

2k + 1

= ĺım
n→+∞

22n(n!)2

(1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1))(3 · 5 · . . . · (2n− 1))(2n+ 1)

= ĺım
n→+∞

24n(n!)4

((2n!)2) (2n+ 1)
.

10) En el apartado 4 demostramos que n! ∼ C
√

2n
(
n
e

)n
para n→ +∞ para

cierta constante C. Usando esta aproximación en la fórmula del apartado
anterior obtenemos

π

2
= ĺım

n→+∞

24nC4(2n)2
(
n
e

)4n
C24n

(
2n
e

)4n
(2n+ 1)

= C2 ĺım
n→+∞

24n4n2n4n

4n(2n)4n(2n+ 1)

= C2 ĺım
n→+∞

n

2n+ 1
=
C2

2
⇒ C =

√
π

y por tanto

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, (n→ +∞).

Queda demostrada la fórmula de aproximación de Stirling.

136. Teorema de compactificación de Alexandrov

Sea (X,T ) un espacio topológico. Sea X∞ := X ∪ {∞}, en donde ∞
representa cualquier elemento tal que ∞ /∈ X y al que llamamos punto del
infinito. Consideremos la clase T∞ de subconjuntos de X∞:

T∞ = T ∪ {A ∪ {∞} : A ⊂ X y X −A es cerrado y compacto}

es decir, T∞ está formada por los elementos de T y los complementos en
X∞ de los subconjuntos cerrados y compactos de X. Se trata de demostrar
el teorema de compactificación de Alexandrov por un único punto, es decir
que (X∞, T∞) es un espacio topológico compacto.
1) Demostrar que T∞ es una topoloǵıa en X∞.
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2) Demostrar que T es la topoloǵıa T∞|X inducida por T∞ sobre X.
3) Demostrar que (X∞, T∞) es un espacio compacto lo cual probará el teo-
rema de Alexandrov.
4) Demostrar que si X no es compacto entonces X es denso en X∞.
5) Demostrar el siguiente lema:
Sea Y un espacio compacto, Z un espacio de Haussdorf y f : Y → Z biyec-
tiva y continua. Entonces, f es homeomorfismo.
6) Aplicación. Sea X = (0, 1) y S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} ambos con
la topoloǵıas inducidas por la usuales de R y R2 respectivamente y llamemos
P = (1, 0) ∈ S1. Demostrar que

f : X∞ → S1, f(t) =

{
(cos 2πt, sin 2πt) si t ∈ (0, 1)

P si t =∞

es un homeomorfismo. Es decir, topológicamente X∞ = S1.

Solución. 1) Veamos que Tp cumple los tres axiomas de topoloǵıa.
(a) ∅ ∈ T∞ pues ∅ ∈ T. Por otra parte, X∞ ∈ T∞ pues X∞ = X ∪ {∞} y
X −X = ∅ es cerrado y compacto.
(b) Sean V1, V2 ∈ T∞ y llamemos V = V1 ∩ V2. Si ∞ ∈ V entonces,

V1 = A1∪{∞}, V2 = A2∪{∞} con X−A1 y X−A2 cerrados y compactos.

Entonces, V = A ∪ {∞} con A = A1 ∩A2. Tenemos

X −A = X − (A1 ∩A2) = (X −A1) ∪ (X −A2).

La última unión es un conjunto cerrado y compacto por ser unión de dos
cerrados y compactos, por tanto V = V1 ∩ V2 ∈ T∞.
Si ∞ /∈ V entonces, o bien ∞ no pertenece ni a V1 ni a V2, o bien pertenece
a uno de ellos pero no al otro. En el primer caso V1, V2 ∈ T , luego V ∈ T y
por tanto V ∈ T∞.
Supongamos ahora y sin pérdida de generalidad que ∞ ∈ V1, ∞ /∈ V2.
Entonces V1 = A1∪{∞} con X−A1 cerrado y acotado, y V2 ∈ T . Entonces,

V = V1 ∩ V2 = (A1 ∪ {∞}) ∩ V2 = (A1 ∩ V2) ∪ ({∞} ∩ V2︸ ︷︷ ︸
=∅

) = A1 ∩ V2.

Pero A1 ∈ T al ser X −A1 cerrado en X, y por tanto V ∈ T lo cual implica
V ∈ T∞.
(c) Sea Gi ∈ T∞ para todo i ∈ I y llamemos G =

⋃
i∈I Gi. Analicemos el

caso en el que ∞ /∈ G:

∞ /∈ G⇒∞ /∈ Gi ∀i ∈ I ⇒ Gi ∈ T ∀i ∈ I ⇒ G =
⋃
i∈I

Gi ∈ T ⇒ G ∈ T∞.
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Si ∞ ∈ G, podemos descomponer el subconjunto de ı́ndices I en la forma
I = I1tI2 en donde∞ /∈ Gi si i ∈ I1 y∞ ∈ Gi si i ∈ I2. En el segundo caso,
podemos escribir Gi = Ai ∪{∞} con Ai ⊂ X y X −Ai cerrado y compacto.
Podemos escribir

G = A ∪ {∞} con A = (∪i∈I1Gi) ∪ (∪i∈I2Ai) .

Aplicando las leyes de Morgan,

X −A = X − [(∪i∈I1Gi) ∪ (∪i∈I2Ai)]

= [∩i∈I1(X −Gi)] ∩ [∩i∈I2(X −Ai] .

Entonces, X −A es cerrado en X y está contenido en X −Ak (k ∈ I2) que
es compacto, con lo cual X − A también es compacto y G ∈ T∞. Queda
demostrado que T∞ es topoloǵıa en X∞.
2) Efectivamente, por definición de topoloǵıa inducida,

T∞|X = {G ∩X : G ∈ T∞}

= {G ∩X : G ∈ T ∨G = A ∪ {∞} con X −A cerrado y compacto}

= {G∩X : G ∈ T}∪{G∩X : G = A∪{∞} con X−A cerrado y compacto}

= T ∪ {A : X −A es compacto y A es abierto} = T.

3) Sea G = {Gi : i ∈ I} un recubrimiento abierto de X∞. Existe i0 ∈ I tal
que∞ ∈ Gi0 . Ahora bien, X−Gi0 es un conjunto compacto y está recubierto
por G, luego existe un número finito de elementos Gi1 , . . . , Gim ∈ G cuya
unión contiene a X −Gi0 . Entonces,

G1 = {Gi0 , Gi1 , . . . , Gim}

es un subrecubrimiento de G que contiene a X∞, con lo cual X∞ es com-
pacto. Queda demostrado el teorema de compactificación de Alexandrov.
4) Tenemos que demostrar que X = X∞. Razonemos por reducción al ab-
surdo:

X 6= X∞ ⇒ X = X ⇒ X es cerrado en X∞

⇒ X∞ −X = {∞} es abierto en X∞.

Dado que {∞} = ∅ ∪ {∞}, ha de ser X − ∅ = X cerrado y compacto, en
contradicción con la hipótesis.
5) Al ser f continua, f−1 transforma conjuntos cerrados en conjuntos cerra-
dos. Es suficiente demostrar que f transforma conjuntos cerrados en con-
juntos cerrados. Pero si F es cerrado en Y entonces es compacto y por tanto
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f(F ) es compacto. Dado que Z es Hausdorff, f(F ) es cerrado en Z.
6) Si t recorre el intervalo (0, 1) entonces, 2πt recorre el intervalo (0, 2π)
con lo cual (cos 2πt, sin 2πt) recorre inyectivamente todos los puntos de S1

salvo P = (1, 0). Esto implica que f es biyectiva. Claramente f es continua
si t 6=∞. Para demostrar la continuidad en P = (1, 0), sea V un entorno de
P . Este entorno ha de contener un conjunto de la forma

W = {(cos 2πt, sin 2πt) : −ε < t < ε} para algún ε > 0.

Ahora bien, f−1(V ) ⊃ f−1(W ) = X∞ − [ε, 1 − ε] y éste último conjunto
es abierto en X∞ al ser [ε, 1 − ε] cerrado y compacto. Es decir, f−1(V ) es
entorno de ∞, lo cual completa la demostración de la continuidad de f .
Ahora, basta aplicar el lema del apartado anterior.

137. Matriz equivalente en forma canónica

Se considera la aplicación lineal f : R4 → R3 cuya matriz con respecto
de las bases canónicas de R4 y R3 es:

A =

−1 2 0 1
2 −4 −1 1
3 −6 −2 3


1) Determinar unas bases B y B′ de R4 y R3 respectivamente tales que

[f ]B
′

B =

[
Ir 0
0 0

]
.

2) Determinar matrices P y Q invertibles de orden 4 tales que

Q−1AP =

[
Ir 0
0 0

]
,

lo cual probará que A es equivalente a diag (Ir, 0) (que está en forma canóni-
ca).

Solución. 1) Hallemos el rango de A

A =

 −1 2 0 1

2 −4 −1 1
3 −6 −2 3

 ∼
F2 + 2F1

F3 + 3F1

 −1 2 0 1

0 0 −1 3
0 0 −2 6


∼

F3 − 2F2

 −1 2 0 1

0 0 −1 3

0 0 0 0

⇒ rango A = 2.
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Las ecuaciones de ker f son

ker f :

{
−x1 + 2x2 + x4 = 0
−x3 + 3x4 = 0.

Asignando a las variables libres los valores x2 y x4 primero los valores x2 = 1,
x4 = 0 y luego x2 = 0, x4 = 1, obtenemos la base del núcleo de f :

Bker f = {u3 = (2, 1, 0, 0)T , u4 = (1, 0, 3, 1)T }.

Una base de la imagen estará formada por dos columnas linealmente inde-
pendientes de la matriz A (por ejemplo la primera y la tercera):

BIm f = {v1 = (−1, 2, 3)T , v2 = (0,−1,−2)T }.

Llamando u1 = (1, 0, 0, 0)T y u2 = (0, 0, 1, 0)T tenemos f(u1) = v1, f(u2) =
v2. Tenemos construida una base de R4:

B = {u1 = (1, 0, 0, 0)T , u2 = (0, 0, 1, 0)T , u3 = (2, 1, 0, 0)T , u4 = (1, 0, 3, 1)T }.

Una base de R3 se obtiene añadiendo a los vectores v1 y v2 el vector v3 =
(0, 0, 1)T :

B′ = {v1 = (−1, 2, 3)T , v2 = (0,−1,−2)T , v3 = (0, 0, 1)T }.

En consecuencia,
f(u1) = v1

f(u2) = v2

f(u3) = 0

f(u4) = 0

⇒ [f ]B
′

B =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 =

[
I2 0
0 0

]
.

2) Si P es la matriz de cambio de la canónica de R4 a B y Q la de
cambio de la canónica de R3 a B′, por un conocido teorema la matriz de f
con respecto a las bases B y B′ es Q−1AP. Por tanto

Q−1AP =

[
I2 0
0 0

]
y la matrices pedidas son

P =


1 0 2 1
0 0 1 0
0 1 0 3
0 0 0 1

 , Q =

−1 0 0
2 −1 0
3 −2 1

 .
Queda pues probado que A es equivalente a la matriz en forma canónica
diag (I2, 0).
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138. Representación paramétrica regular

Sea I un intervalo de la recta real y E = R2 o R3. Se llama representación
paramétrica regular a cualquier aplicación

x : I → E, t→ x(t)

que satisface las condiciones

(1) x ∈ C1(I).

(2) x′(t) 6= 0 ∀t ∈ I.

1) Demostrar que las siguientes aplicaciones son representaciones paramétri-
cas regulares

(a) x : (−∞,+∞)→ R2, x(t) = (2t, 1 + t2).

(b) x : (−∞,+∞)→ R3, x(t) = (1 + cos t, sin t, 2 sin(t/2)).

2) Demostrar que si x es una representación paramétrica regular en el in-
tervalo I entonces, para todo t0 ∈ I existe un entorno de t0 en el cual x es
inyectiva. Interpretar el resultado.

Solución. 1) (a) Las funciones componentes de x, x1(t) = 2t, x2(t) = 1+ t2

son claramente de clase 1 en (−∞,+∞), luego también lo es x. Además,
x′(t) = (1, 2t) 6= (0, 0) para todo t.
(b) Tenemos x′(t) = (− sin t, cos t, cos(t/2)), luego x es de clase 1 en R. Por
otra parte∣∣x′(t)∣∣ =

√
sin2 t+ cos2 t+ cos2(2t) =

√
1 + cos2(2t) 6= 0 ∀t ∈ R

⇒ x′(t) 6= (0, 0, 0) ∀t ∈ R.

2) Como x es representación paramétrica regular, x′(t0) 6= 0 con lo cual
alguna de las componentes de x′(t0) ha de ser no nula, por ejemplo x′1(t0) 6=
0. Al ser x′1 continua en t0, existe δ > 0 tal que

x′1(t) 6= 0 si t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) = I1. (∗)

Veamos que x1 es inyectiva en I1. En efecto, si existieran t1 < t2 en I1

tales que x1(t1) = x2(t2), por el teorema de Rolle, x′1(ξ) = 0 para algún
ξ ∈ (t1, t2) en contradicción con (∗). Por tanto x1 es intectiva en I1 y como
consecuencia también lo es x. Lo anterior prueba que en un entorno de t0
no existen puntos dobles es decir, no ocurre x(t1) = x(t2) si t1 6= t2.



Fasćıculo 6. Monograf́ıas 126-150 173

139. Fórmula de Bayes

Sea (E,B, p) un espacio probabiĺıstico, B,A1, A2, . . . , An ∈ B con pro-
babilidades no nulas, A1, A2, . . . , An mutuamente excluyentes y que forman
un sistema exhaustivo, es decir,

Ai ∩Aj = ∅ ∀i 6= j, y A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An = E.

1) Demostrar el teorema de la probabilidad total, es decir

p(B) =
n∑
i=1

p(Ai) p(B | Ai).

2) Demostrar la fórmula de Bayes, es decir que para todo i = 1, . . . , n:

p(Ai | B) =
p(Ai) p(B | Ai)∑n
j=1 p(Aj) p(B | Aj)

.

3) Aplicación. Tenemos tres urnas con las siguientes composiciones: A1 tres
bolas blancas y una negra, A2 dos blancas y dos negras y A3 una blanca tres
negras. Se extrae una bola al azar de una de las urnas y resulta ser blanca.
Determinar la probabilidad de que proceda de la urna A3.

Solución. 1) Podemos escribir

p(B) = p(B ∩ E) = p (B ∩ (∪iAi)) = P (∪i(B ∩Ai)) .

Dado que Ai ∩ Aj = ∅ para i 6= j, También (B ∩ Ai) ∩ (B ∩ Aj) = ∅ y por
tanto,

p(B) =

n∑
i=1

p(B ∩Ai) =

n∑
i=1

p(Ai) p(B | Ai).

2) Por definición de probabilidad condicionada:

p(Ai ∩B) = p(Ai) p(B | Ai) = p(B) p(Ai | B).

Usando el teorema de la probabilidad total:

p(Ai | B) =
p(Ai) p(B | Ai)

p(B)
=

p(Ai) p(B | Ai)∑n
j=1 p(Aj) p(B | Aj)

.

3) Llamemos A1, A2, A3 a los sucesos elegir la urna A1, A2, A3 respectiva-
mente y B al suceso la bola extraida es blanca. Tenemos

P (A1) = p(A2) = p(A3) =
1

3
,
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p(B | A1) =
3

4
, p(B | A2) =

2

4
, p(B | A3) =

1

4
.

Aplicando la fórmula de Bayes,

P (A3 | B) =

1

3
· 1

4
1

3

(
3

4
+

2

4
+

1

4

) =
1

6
.

140. Distribución de Poisson

Se define la distribución de Poisson de parámetro λ > 0 como:

pk =
λke−λ

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

en donde λ es un número real positivo.
1) Demostrar que la distribución de Poisson es una distribución de probabi-
lidad.
2) Determinar su media y desviación t́ıpica.
3) Demostrar que los ĺımites cuando n→ +∞ de las probabilidades pk(n) de
una distribución binomial B(n, p), son las pk de una distribución de Poisson
con λ = np (constante).
Nota. Esto significa que la distribución de Poisson aproxima bien la binomial
cuando n es grande y p pequeño. Se considera que la aproximación es buena
si p < 0, 1 y np < 5.
4) Aplicación. Supóngase que el 2 % de los art́ıculos producidos por una
fábrica son defectuosos. Hallar la probabilidad P de que halla 3 art́ıculos
defectuosos en un lote de 100 art́ıculos.

Solución. 1) Para todo k = 0, 1, 2, . . . es pk ≥ 0. Por otra parte,

+∞∑
k=0

pk =

+∞∑
k=0

λke−λ

k!
= e−λ

+∞∑
k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1.

2) La media es

µ =
+∞∑
k=0

kpk =
+∞∑
k=0

k
λke−λ

k!
=

+∞∑
k=1

k
λke−λ

k!
= λ

+∞∑
k=1

k
λk−1e−λ

k!

= λ
+∞∑
k=1

λk−1e−λ

(k − 1)!
= λ

+∞∑
k=0

λke−λ

k!
= λ · 1 = λ.
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La varianza es σ2 =
∑+∞

k=0 k
2pk − µ2. Tenemos

+∞∑
k=0

k2pk =
+∞∑
k=0

k2λ
ke−λ

k!
=

+∞∑
k=1

k2λ
ke−λ

k!
= λ

+∞∑
k=1

k2λ
k−1e−λ

k!

= λ

+∞∑
k=1

k
λk−1e−λ

(k − 1)!
= λ

+∞∑
k=0

(k + 1)
λke−λ

k!
= λ(

+∞∑
k=0

kpk +

+∞∑
k=0

pk)

= λ(λ+ 1) = λ2 + λ⇒ σ2 = λ2 + λ− λ2 = λ.

En consecuencia, la desviación t́ıpica de la distribución de Poisson es σ =√
λ.

3) La probabilidad de k éxitos en una distribución binomial B(n, p) es

pk(n) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Si denotamos λ = np,

pk(n) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
=
n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
=
λk

k!

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

nk

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−k
=
λk

k!

(
1− λ

n

)n (1− 1
n

) (
1− 2

n

)
. . .
(
1− k−1

n

)(
1− λ

n

)k .

Cuando n → +∞, el primer factor es constante, el segundo tiende a e−λ y
el tercero tiende a 1 al haber un número finito de factores en el numerador
y el denominador que todos tienden a 1. En consecuencia,

ĺım
n→+∞

pk(n) =
λk

k!
e−λ = pk.

4) Se trata de una distribución binomial con n = 100 y p = 0,02. Entonces,

P =

(
100

3

)
(0,02)3(0,98)97 = 0,182 . . . .

Ahora bien, al ser n grande y p pequeño, podemos aplicar la distribución de
Poisson de parámetro λ = 100 · 0,02 = 2, con lo cual

P ≈ p3 =
23e−2

3!
= 0,180 . . . .
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141. Cambio admisible de parámetro

Sea Iu un intervalo de la recta real y t : Iu → R una aplicación. Se dice
que la función t = t(u) es un cambio admisible de parámetro sii

(1) t ∈ C1(Iu). (2)
dt

du
6= 0 ∀u ∈ Iu.

1) Demostrar que las siguientes aplicaciones son cambios admisibles de
parámetro

(a) t = 3u5 + 10u3 + 15u+ 1 en Iu = R.

(b) t = tan
πu

2
en Iu = [0, 1).

2) Demostrar que si t es cambio admisible de parámetro en Iu entonces, t es
en Iu estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
3) Demostrar que si t es cambio admisible de parámetro en Iu entonces,
It := t(Iu) es un intervalo de la recta real y que t : Iu → It es biyectiva.
4) Demostrar que la inversa de un cambio admisible de parámetro también
es cambio admisible de parámetro.

Solución. 1) (a) Tenemos dt/du = 15u4 + 30u2 + 15 ∈ C1(R). Por otra
parte

dt

du
= 15u4 + 30u2 + 15 = 15(u4 + 2u2 + 1) = (u2 + 1)2 6= 0 ∀u ∈ R.

(b) Si u recorre el intervalo [0, 1) entonces, πu/2 recorre el intervalo [0, π/2)
y en éste último intervalo el coseno no se anula, en consecuencia,

dt

du
=
π

2

1

cos2
πu

2

∈ C1([0, 1)) y
dt

du
6= 0 ∀u ∈ [0, 1).

2) Dado que dt/du es no nula y continua en Iu, por el teorema de Bolzano
no puede tomar dt/du valores de distinto signo, luego dt/du > 0 en Iu con
lo cual t es estrictamente creciente, o bien dt/du < 0 en Iu con lo cual t es
estrictamente decreciente.
3) Como Iu es intervalo de la recta real, es conjunto conexo. Al ser t continua,
It = t(Iu) es también conexo y por tanto es un intervalo de la recta real.
Al ser t estrictamente creciente o estrictamente decreciente, es inyectiva. Es
sobreyectiva por construcción.
4) Si t : Iu → It es cambio admisible de parámetro y u : It → Iu es su
función inversa, entonces

du

dt
=

1

dt/du︸ ︷︷ ︸
6=0

6= 0.

Además, al ser dt/du continua, también lo es du/dt.
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142. Curvas regulares

Se dice que la representación paramétrica regular x = x(t), t ∈ It es
equivalente a la representación paramétrica regular x = x∗(u), u ∈ Iu sii
existe un cambio admisible de parámetro t = t(u) en Iu tal que t(Iu) = It y
además

x[t(u)] = x∗(u) ∀u ∈ Iu.

1) Demostrar que la relación definida anteriormente es una relación de equi-
valencia sobre el conjunto de las representaciones paramétricas regulares.
2) Se llama curva regular a cada una de las clases de equivalencia de la rela-
ción anterior. Demostrar que las dos siguientes representaciones paramétri-
cas regulares definen la misma curva regular.

x :


x1 = t

x2 = sin t

x3 = et
(t ∈ R), x∗ :


x1 = log t

x2 = sin log t

x3 = t

(t ∈ (0,+∞)).

Solución. 1) Reflexiva. Sea la representación paramétrica regular x = x(t),
t ∈ It y consideremos la aplicación identidad t : Iu = It → It, t = u.
Claramente t = u es un cambio admisible de parámetro y además

x[t(u)] = x(u) ∀u ∈ Iu.

Simétrica. Si la representación paramétrica regular x = x(t), t ∈ It equiva-
lente a la representación paramétrica regular x = x∗(u), u ∈ Iu, existe un
cambio admisible de parámetro t : Iu → It, t = t(u) tal que

x[t(u)] = x∗(u) ∀u ∈ Iu.

Sabemos que la aplicación inversa u : It → Iu, u = u(t) es un cambio
admisible de parámetro y además

x∗[u(t)] = x∗(u) = x[t(u)] = x(t) ∀t ∈ It,

luego x = x∗(u), u ∈ Iu es equivalente a x = x(t), t ∈ It.
Transitiva. Sean las representaciones regulares

R1 :

{
x = x(t)
t ∈ It

R2 :

{
x = x∗(u)
u ∈ Iu

R3 :

{
x = x∗∗(θ)
θ ∈ Iθ.

Si R1 es equivalente a R2 y R2 a R3, existen cambios admisibles de parámetro
t : Iu → It, t = t(u) y u : Iθ → Iu, u = u(θ) tales que

x[t(u)] = x∗(u) ∀u ∈ Iu, x∗[u(θ)] = x∗∗(θ) ∀θ ∈ Iθ.
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Consideremos la composición de los cambios admisibles de parámetro

t ◦ u : Iθ → It, θ → t = t[u(θ)]

Aplicando la regla de la cadena,

dt

dθ
=

dt

du︸︷︷︸
6=0

· du
dθ︸︷︷︸
6=0

⇒ dt

dθ
6= 0 en Iθ,

y dt/du, du/dθ son continuas, en consecuencia, t ◦ u : Iθ → It es cambio
admisible de parámetro y además

x[(t ◦ u)(θ)] = x[t(u(θ))] = x∗[u(θ)] = x∗∗(θ) ∀θ ∈ Iθ

por tanto, R1 es equivalente a R3.
2) Consideremos la aplicación t : (0.+∞)→ R dada por t = log u. Entonces,
dt/du = 1/u es continua y no nula para todo u ∈ (0,+∞), con lo cual es un
cambio admisible de parámetro. Por otra parte

x[t(u)] = x(log u) = (log u, sin log u, u) = x∗(u) ∀u ∈ (0,+∞),

lo cual prueba que definen la misma curva regular.

143. EDO homogénea con coeficiente anaĺıticos

Se considera la ecuación diferencial

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (E)

en donde las funciones p y q son anaĺıticas en el intervalo I = (x0−r, x0 +r)
con desarrollos

p(x) =
+∞∑
n=0

bn(x− x0)n, q(x) =
+∞∑
n=0

cn(x− x0)n.

1. Supongamos que y(x) es una solución de (E) anaĺıtica en I, esto es

y(x) =

+∞∑
n=0

an(x− x0)n.

Demostrar que se verifican las relaciones de recurrencia

(n+2)(n+1)an+2 = −
n∑
k=0

[(k + 1)ak+1bn−k + akcn−k] , ∀n = 0, 1, 2, . . . . (∗)
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2. Las relaciones recurrentes anteriores definen an+2 en función de los coe-
ficientes a0, a1, . . . , an+1 y de los de p(x) y q(x) y por ende, a2, a3, a4, . . . en
función de a0, a1 y de los de p(x) y q(x). Demostrar que la serie

∑+∞
n=0 an(x−

x0)n es convergente en I, con lo cual estará demostrado que y(x) es solución
de (E).
3. Demostrar que existen dos funciones anaĺıticas de (E) que son linealmen-
te independientes.
Nota. En general, se puede demostrar que para la ecuación homogénea

y(n) + pn−1(x)y(n−1) + · · ·+ p1(x)y′ + p0y = 0 (n ≥ 1)

con coeficientes pn−1(x), . . . , p0(x) funciones anaĺıticas en el intervalo (x0 −
r, x0 + r), existen n funciones y1(x), . . . , yn(x) linealmente independientes y
anaĺıticas en dicho intervalo.
4. Aplicación. Dar una solución general de la ecuación diferencial

y′′ − xy′ + 4y = 0

que sea anaĺıtica en R. Expresarla como combinación lineal de dos funciones
linealmente independientes.

Solución. 1. Usando la derivación término a término de las series de po-
tencias

y′(x) =
+∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1 =
+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1(x− x0)n,

y′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)an(x− x0)n−2 =
+∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2(x− x0)n.

Usando la fórmula del producto de Cauchy para series absolutamente con-
vergentes:

q(x)y(x)

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

ancn−k

)
(x− x0)n,

p(x)y′(x) =
+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(k + 1)ak+1bn−k

)
(x− x0)n.

Sustituyendo en la ecuación (E):

+∞∑
n=0

[
(n+ 2)(n+ 1)an+2 +

n∑
k=0

((k + 1)ak+1bn−k + akcn−k)

]
(x− x0)n = 0.
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Por tanto se han de verificar las relaciones:

(n+ 2)(n+ 1)an+2 = −
n∑
k=0

[(k + 1)ak+1bn−k + akcn−k] , ∀n = 0, 1, 2, . . . .

2. Para x = x0 la serie
∑+∞

n=0 an(x− x0)n converge trivialmente. Sea x1 ∈ I
con x1 6= x0 y llamemos t = |x1 − x0|. Como las series

∑+∞
n=0 bn(x1 − x0)n

y
∑+∞

n=0 cn(x1 − x0)n son absolutamente convergentes en x1, sus términos
están acotados en valor absoluto, es decir existen constantes positivas K1 y
K2 tales que

|bk| tk ≤ K1, |ck| tk ≤ K2, ∀k = 0, 1, 2, . . .

Llamando K = máx{K1,K2} se verifica

|bk| ≤
K

tk
, |ck| ≤

K

tk
, ∀k = 0, 1, 2, . . .

Usando las relaciones anteriores junto con las relaciones de recurrencia (∗):

(n+ 2)(n+ 1) |an+2| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

[(k + 1)ak+1bn−k + akcn−k]

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=0

[(k + 1) |ak+1| |bn−k|+ |ak| |cn−k|]

≤
n∑
k=0

[
(k + 1) |ak+1|

M

tn−k
+ |ak|

M

tn−k+1

]

=
M

tn+1

[
n∑
k=0

(k + 1) |ak+1| tk+1 +
n∑
k=0

|ak| tk
]
.

Ahora bien,

n∑
k=0

|ak| tk = |a0|+
n∑
k=1

|ak| tk = |a0|+
n∑
k=0

|ak+1| tk+1 − |an+1| tn+1,

con lo cual
(n+ 2)(n+ 1) |an+2| ≤

M

tn+1

[
n∑
k=0

(k + 1) |ak+1| tk+1 + |a0|+
n∑
k=0

|ak+1| tk+1 − |an+1| tk+1

]

≤ M

tn+1

[
n∑
k=0

(k + 1) |ak+1| tk+1 + |a0|+
n∑
k=0

|ak+1| tk+1

]
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=
M

tn+1

[
n∑
k=0

(k + 2) |ak+1| tk+1 + |a0|

]
=

M

tn+1

n+1∑
k=0

(k + 1) |ak| tk.

Definamos la sucesión {An}n≥0 de la forma recurrente
A0 = |a0| , A1 = |a1| ,

(n+ 2)(n+ 1)An+2 =
M

tn+1

n+1∑
k=0

(k + 1)Akt
k. (∗∗)

Como |an| ≤ An para todo n ≥ 0, la serie
∑+∞

n=0 |an| |x− x0|n está mayorada
por la serie

∑+∞
n=0An |x− x0|n, para todo x ∈ I con lo cual si la segunda es

convergente, lo será la primera. Sustituyendo n por n− 1 en (∗∗):

(n+ 1)nAn+1 =
M

tn

n∑
k=0

(k + 1)Akt
k.

Multiplicando por t−1:

(n+ 1)nt−1An+1 =
M

tn+1

n∑
k=0

(k + 1)Akt
k.

Restando a la igualdad (∗∗) la igualdad anterior

(n+ 2)(n+ 1)An+2 − (n+ 1)nt−1An+1 = M(n+ 2)An+1,

de lo cual se deduce

An+2

An+1
=

(n+ 1)n+M(n+ 2)t

(n+ 2)(n+ 1)t
y ĺım

n→+∞

An+2

An+1
=

1

t
.

Aplicando el criterio de D’Alembert para x ∈ I:

ĺım
n→+∞

An+2 |x− x0|n+2

An+1 |x− x0|n+1 =
|x− x0|

t
< 1 si |x− x0| < t = |x1 − x0| .

Al ser x1 arbitrario en I se deduce que
∑+∞

n=0 an(x− x0)n es absolutamente
convergente en I y por tanto convergente.
3. Sean y1(x) e y2(x) las soluciones de (E) que satisfacen respectivamente
a0 = 1, a1 = 0 y a0 = 0, a1 = 1 es decir,

y1(x) = 1 + 0(x− x0) + . . .

y2(x) = 0 + 1(x− x0) + . . .
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entonces

λ1y1(x) + λ2y2(x) = 0⇒ λ1 + λ2(x− x0) + . . . = 0⇒ λ1 = λ2 = 0

lo cual implica que y1(x) e y2(x) son soluciones anaĺıticas de (E) en el
intervalo I y linealmente independientes.
4. Las funciones p(x) = x, q(x) = −4 son anaĺıticas en todo intervalo de la
forma (−r, r) para todo r > 0 y por tanto anaĺıticas en R. Por el teorema
anterior, existen las soluciones pedidas. Sea

y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

Sustituyendo en la ecuación dada:

0 = y′′ − xy′ + 4y

=
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 − x

+∞∑
n=1

nanx
n−1 +

+∞∑
n=0

4anx
n

=

+∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n −

+∞∑
n=1

nanx
n +

+∞∑
n=0

4anx
n

= (2a2 + 4a0) +
+∞∑
n=1

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n− 4)an] .

En consecuencia,

2a2 + 4a0 = 0

(n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n− 4)an = 0.

o bien
a2 = −2a0

an+2 =
n− 4

(n+ 2)(n+ 1)
an.

Distingamos los casos n par y n impar. Para n par tenemos:

a2 = −2a0, a4 = −1

6
a2 =

1

3
a0, a6 = 0, a8 = 0, a10 = 0, . . .

Para n = 2k + 1 impar tenemos:

a2k+1 =
2k − 5

(2k + 1)(2k)
a2k−1 =

(2k − 5)(2k − 7)

(2k + 1)(2k)(2k − 1)(2k − 2)
a2k−3
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= . . . =
(2k − 5)(2k − 7) . . . (−3)

(2k + 1)(2k)(2k − 1)(2k − 2) . . . (3)(2)
a1.

Por tanto,

y(x) = a0

(
1− 2x2 +

1

3
x4

)
+ a1

(
x+

+∞∑
k=1

(2k − 5)(2k − 7) . . . (−3)

(2k + 1)!
xk

)
,

y de acuerdo con el apartado anterior, las dos funciones entre paréntesis
son soluciones de la ecuación diferencial dada, anaĺıticas en R y linealmente
independientes.

144. Ĺımite de una sucesión por la definición

Demostrar que ĺım
n→+∞

n2 − 2

3n2 + 1
=

1

3
.

Solución. Para ε > 0 suficientemente pequeño∣∣∣∣ n2 − 2

3n2 + 1
− 1

3

∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣ −7

9n2 + 3

∣∣∣∣ < ε⇔ 7

9n2 + 3
< ε

⇔ 7

ε
− 3 < 9n2 ⇔ 7− 3ε

9ε
< n2 ⇔

√
7− 3ε

9ε
< n

Es decir, para ε > 0 suficientemente pequeño si

n0 =

⌊√
7− 3ε

9ε

⌋
+ 1

entonces ∣∣∣∣ n2 − 2

3n2 + 1
− 1

3

∣∣∣∣ < ε

si n ≥ n0 por tanto,

ĺım
n→+∞

n2 − 2

3n2 + 1
=

1

3
.

145. Inverso de un elemento en Q/〈x2 + x+ 1〉

Hallar el inverso del elemento 3 + 2x+ 〈x2 + x+ 1〉 de Q/〈x2 + x+ 1〉.

Solución. Tenemos:(
3 + 2x+ 〈x2 + x+ 1〉

) (
ax+ b+ 〈x2 + x+ 1〉

)
= 1 + 〈x2 + x+ 1〉

⇔ (3 + 2x)(ax+ b) + 〈x2 + x+ 1〉 = 1 + 〈x2 + x+ 1〉
⇔ 2ax2 + (3a+ 2b)x+ 3b+ 〈x2 + x+ 1〉 = 1 + 〈x2 + x+ 1〉.
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El resto de la división de 2ax2 + (3a + 2b)x + 3b entre x2 + x + 1 es (a +
2b)x+ 3b− 2a, por tanto

2ax2 + (3a+ 2b)x+ 3b+ 〈x2 + x+ 1〉 =

(a+ 2b)x+ 3b− 2a+ 〈x2 + x+ 1〉 = 1 + 〈x2 + x+ 1〉.

Entonces, {
a+ 2b = 0

3b− 2a = 1
⇒ a = −2/7, b = 1/7.

Por tanto,[(
3 + 2x+ 〈x2 + x+ 1

)
〉
]−1

= −2

7
x+

1

7
+ 〈x2 + x+ 1〉.

146. Caracterización de a ker f para un homomor-
fismo de grupos

Sea f : G → G′ un homomorfismo de grupos y sea a ∈ G. Demostrar
que a ker f = {g ∈ G : f(g) = f(a)}.

Solución. Denotemos por e′ al neutro de G′ y veamos el doble contenido

⊂) x ∈ a ker f ⇒ g = ah con h ∈ ker f

⇒ f(g) = f(ah) = f(a)f(h) = f(a)e′ = f(a).

⊃) f(g) = f(a)⇒ [f(a)]−1 f(g) = e′ ⇒ f(a−1g) = e′ ⇒ a−1g ∈ ker f

⇒ a−1g = h con h ∈ ker f ⇒ g = ah con h ∈ ker f ⇒ g ∈ a ker f.

Concluimos pues que a ker f = {g ∈ G : f(g) = f(a)}.

147. Ĺımite de una sucesión de conjuntos

Sea A1, A2, A3, . . . una sucesión de conjuntos contenidos en un conjunto
universal U . Se definen:

ĺım inf An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak, ĺım supAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.

1. Demostrar que

(ĺım inf An)c = ĺım supAcn, (ĺım supAn)c = ĺım inf Acn.
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2. Si para una sucesión de conjuntos {An} se verifica ĺım inf An = ĺım supAn,
se define

ĺımAn = ĺım inf An = ĺım supAn.

Demostrar que

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .⇒ ĺım
n→∞

An =
∞⋃
n=1

An,

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .⇒ ĺım
n→∞

An =

∞⋂
n=1

An.

3. Determinar ĺımAn, siendo An =

[
0,

n

n+ 1

)
.

4. Demostrar que:

(a) ĺım supAn =

{
x ∈ U :

∞∑
n=1

χAn(x) =∞

}
,

(b) ĺım inf An =

{
x ∈ U :

∞∑
n=1

χAcn(x) <∞

}
.

en donde χM representa la función caracteŕıstica de M ⊂ U .
5. Demostrar que para cualquier sucesión A1, A2, A3, . . . se verifica

ĺım inf An ⊂ ĺım supAn.

Solución. 1. Usando las leyes de Morgan

(ĺım inf An)c =

( ∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

)c
=
∞⋂
n=1

( ∞⋂
k=n

Ak

)c

=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ack = ĺım supAcn.

Análogamente

(ĺım supAn)c =

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)c
=

∞⋃
n=1

( ∞⋃
k=n

Ak

)c

=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ack = ĺım inf Acn.

2. Si A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . entonces,
⋂∞
k=nAk = An y por tanto ĺım inf An =⋃∞

n=1An. Si A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . entonces,
⋃∞
k=nAk = An y por tanto



186 147 Ĺımite de una sucesión de conjuntos

ĺım supAn =
⋂∞
n=1An. Por otra parte si A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . entonces

Ac1 ⊃ Ac2 ⊃ Ac3 ⊃ . . ., con lo cual

ĺım supAcn =

∞⋂
n=1

Acn =

( ∞⋃
n=1

An

)c
=︸︷︷︸

apartado 1

(ĺım supAn)c

⇒ ĺım supAn =
∞⋃
n=1

An

en consecuencia

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .⇒ ĺımAn = ĺım inf An = ĺım supAn =

∞⋃
n=1

An.

De igual manera si A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . entonces Ac1 ⊂ Ac2 ⊂ Ac3 ⊂ . . ., con
lo cual

ĺım inf Acn =

∞⋃
n=1

Acn =

( ∞⋂
n=1

An

)c
=︸︷︷︸

apartado 1

(ĺım inf An)c

⇒ ĺım inf An =
∞⋂
n=1

An

en consecuencia

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .⇒ ĺımAn = ĺım inf An = ĺım supAn =
∞⋂
n=1

An.

3. Para todo n natural tenemos

An =

[
0,

n

n+ 1

)
, An+1 =

[
0,
n+ 1

n+ 2

)
.

Por otra parte,

n+ 1

n+ 2
− n

n+ 1
=
n2 + 2n+ 1− n2 − 2n

(n+ 1)(n+ 2)
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
> 0

⇒ n

n+ 1
<
n+ 1

n+ 2
⇒ An ⊂ An+1 ∀n = 1, 2, 3, . . .

y por el apartado anterior, ĺımAn =
⋃∞
n=1An. Dado que n/(n+ 1) < 1 para

todo n, se verifica An ⊂ [0, 1) luego
⋃∞
n=1An ⊂ [0, 1). Sea ahora x ∈ [0, 1).

Como ĺımn/(n + 1) = 1, existe n0 tal que n0/(n0 + 1) > x lo cual implica
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que x ∈ An0 ⊂
⋃∞
n=1An. Concluimos que ĺımAn = [0, 1).

4. (a) Tenemos

x ∈ ĺım supAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak ⇒ ∀n ∃kn : x ∈ Akn

⇒ ∀n ∃kn : χAkn (x) = 1⇒
∞∑
n=1

χAn(x) =∞.

Rećıprocamente, si
∑∞

n=1 χAn(x) = ∞ existe una sucesión k1, k2, k3, . . . tal
que χAkn (x) = 1 o bien x ∈ Ank con lo cual para todo n, x ∈

⋃
k≥nAk y

por ende x ∈
⋂∞
n=1

⋃∞
k=nAk.

(b) Tenemos

x ∈ ĺım inf An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak ⇔ ∃n0 : x ∈
∞⋂

k=n0

Ak ⇔ ∃n0 : x /∈

 ∞⋂
k=n0

Ak

c

=
∞⋃

k=n0

Ack ⇔ x /∈ Ack ∀k ≥ n0 ⇔ ∃n0 : χAck(x) = 0 ∀k ≥ n0 ⇔
∞∑
n=1

χAcn(x) <∞.

5. Según el apartado anterior, el ĺımite superior es el conjunto de los elemen-
tos que pertenecen a infinitos conjuntos de la sucesión, y el ĺımite inferior
es el conjunto de los elementos que pertenecen a todos los conjuntos de la
sucesión salvo a lo sumo a un número finito. De aqúı se deduce trivialmente
que ĺım inf An ⊂ ĺım supAn.

148. Ecuaciones paramétricas de la intersección de
una esfera y un plano

Determinar unas ecuaciones paramétricas de la curva intersección de la
esfera E : x2 + y2 + z2 = 4 y el plano π : x+ y + z = 0.

Solución. Sustituyendo z = −x− y en la ecuación de la esfera obtenemos

x2 + y2 + (−x− y)2 = 4, o bien 2x2 + 2xy + 2y2 = 4.

Podemos escribir la cónica anterior en la forma

2x2 + 2xy + 2y2 − 4 = (x, y)

(
2 1
1 2

)
︸ ︷︷ ︸

M

(
x
y

)
− 4 = 0.
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Apliquemos a M el teorema espectral. Valores propios∣∣∣∣2− λ 1
1 2− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 3 = 0⇔ λ = 3 ∨ λ = 1.

Bases de los subespacios propios

V3 ≡

{
−x+ y = 0

x− y = 0
, BV1 = {(1, 1)}

V1 ≡

{
x− y = 0

x− y = 0
, BV4 = {(−1, 1)}

Una base ortonormal y de vectores propios de R2 es por tanto

B′ = {e1, e2} con e1 =
1√
2

(1, 1), e2 =
1√
2

(−1, 1).

La matriz de P de cambio de la base canónica B = {(1, 0), (0, 1)} a la B′ es

P =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
(ortogonal),

y la expresión del cambio es

(
x
y

)
= P

(
x′

y′

)
, o bien


x =

1√
2

(x′ − y′)

y =
1√
2

(x′ + y′).

Entonces

2x2 + 2xy + 2y2 − 4 = (x, y)M

(
x
y

)
− 4

= (x′, y′)P tMP

(
x′

y′

)
− 4 = (x′, y′)

(
3 0
0 1

)(
x′

y′

)
− 4

= 3(x′)2 + (y′)2 − 4 = 0.

La ecuación de la cónica en los nuevos ejes x′y′ es por tanto

(x′)2

(2/
√

3)2
+

(y′)2

22
= 1.

Las ecuaciones paramétricas de la elipse son por tantox′ =
2√
3

cos t

y′ = 2 sin t
t ∈ [0, 2π].
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Sustituyendo x = 1√
2
(x′ − y′), y = 1√

2
(x′ + y′):

x =
1√
2

(
2√
3

cos t− 2 sin t

)
y =

1√
2

(
2√
3

cos t+ 2 sin t

) t ∈ [0, 2π].

Como z = −x − y, unas ecuaciones paramétricas de la intersección E ∩ π
son

E ∩ π :


x =

2√
2

(
1√
3

cos t− sin t

)
y =

2√
2

(
1√
3

cos t+ sin t

)
z = − 4√

6
cos t

t ∈ [0, 2π].

149. Cuerpo primo

Los cuerpos Z2,Z3,Z5, . . . ,Q se denominan cuerpos primos.
1. Demostrar que todo subcuerpo de un cuerpo primo coincide con él mismo.
2. Demostrar que todo cuerpo contiene a un subcuerpo isomorfo a un cuerpo
primo. Es decir, todo cuerpo contiene a un cuerpo mı́nimo que es una copia
de Q o de Zp para algún p primo.

Solución. 1. Si L es subcuerpo de Q entonces, 1 ∈ L y por tanto n·1 = n ∈ L
para todo entero n. Es decir Z ⊂ L. Como L es cuerpo, si 0 6= m ∈ Z entonces
1/m ∈ L y por ende n · (1/m) = n/m ∈ L. Es decir L ⊃ Q y por tanto
L = Q.

Si L es subcuerpo de Zp con p primo, entonces 1 ∈ L y por tanto

r · 1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
r)

∈ L ∀r = 0, 1, 2, . . . p− 1.

Es decir, L ⊃ Zp luego L = Zp.
2. Sea K un cuerpo y consideremos la aplicación

f : Z→ K, f(n) = n · 1K = 1K + 1K + · · ·+ 1K (n veces).

Fácilmente verificamos que f es un homomorfismo de anillos y por tanto
ker f es un ideal de Z.

Primer caso: ker f = {0}. En este caso, n · 1K = 0 implica n = 0
luego cada entero no nulo se transforma en un elemento invertible de K.
Consideremos la aplicación

g : Q→ K, g
(m
n

)
= (m · 1K) (n · 1K)−1
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Esta aplicación es un isomorfismo de cuerpos con lo cual Q ∼= Im f ⊂ K y
en consecuencia K contiene una copia de Q.

Segundo caso: ker f 6= {0}. En este caso, n · 1K = 0 para algún n 6= 0. Si
p es el menor entero positivo tal que p · 1K = 0, entonces p es primo pues p
es la caracteŕıstica de K. Por un conocido teorema de isomorf́ıa, se verifica
Zp = Z/ ker f ∼= Imf ⊂ K lo cual implica que K contiene una copia de Zp.

150. Cuerpo de ruptura de un polinomio

Sea k un cuerpo, f ∈ k[x] irreducible y sin ráıces en k. Se llama cuerpo
de ruptura de f a cualquier extensión simple k′ = k(ξ) de k en la que f tiene
la ráız ξ.
1) Sea k un cuerpo, f ∈ k[x] irreducible y sin ráıces en k (por tanto,
grado f ≥ 2). Demostrar que
(i)
∑

= k[x]/(f) es un cuerpo extensión de k.
(ii) ξ = x+ (f) es ráız de f en

∑
.

(iii)
∑

= k(ξ), es decir
∑

es extensión algebraica simple.
Nota. Esto demuestra que

∑
= k(ξ) es cuerpo de ruptura de f, y por tanto

f es reducible en k(ξ)[x] al ser f(x) = (x− ξ)g(x) con g ∈ k(ξ)[x].
2) Describir las operaciones suma y producto en k(ξ).
3) Determinar un cuerpo de ruptura Q(ξ) del polinomio irreducible

f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x].

4) Determinar un cuerpo de ruptura R(ξ) del polinomio irreducible

f(x) = x2 + 1 ∈ R[x].

5) Determinar un cuerpo de ruptura Q(ξ) del polinomio irreducible

f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x].

Solución. 1) (i) Al ser f irreducible, (f) es ideal maximal y por tanto∑
= k[x]/(f) es un cuerpo. Definamos la aplicación

k → k̄ = {a+ (f) : a ∈ k} ⊂
∑

a→ a+ (f).

Es fácil comprobar que tal aplicación es un isomorfismo de cuerpos, y por
tanto se puede considerar k incluido en

∑
.

(ii) Sea f(x) =
∑m

k=0 ckx
k. Usando las conocidas operaciones en k[x]/(f),

f(ξ) =
m∑
k=0

ckξ
k =

m∑
k=0

ck (x+ (f))k =
m∑
k=0

ck

(
xk + (f)

)
=

m∑
k=0

(
ckx

k + (f)
)
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=

(
m∑
k=0

ckx
k

)
+ (f) = f(x) + (f) =︸︷︷︸

f−0=f∈(f)

0 + (f) = 0.

(iii) Todo elemento de
∑

es de la forma

h(x) + (f) =

(
n∑
k=0

akx
k

)
+ (f) =

n∑
k=0

ak (x+ (f))k =
n∑
k=0

akξ
k.

Es decir,
∑
⊂ k[ξ]. Entonces,

∑
⊂ k[ξ] ⊂ k(ξ) ⊂

∑
luego

∑
= k(ξ).

2) Si f ∈ k[x] es irreducible de grado m y ξ = x + (f), entonces el cuerpo
de ruptura

∑
de f es de la forma∑

= {r0 + r1ξ + · · ·+ rm−1ξ
m−1 : ri ∈ k}.

Si tenemos los elementos de
∑

µ(ξ) = r0 + r1ξ + · · ·+ rm−1ξ
m−1,

µ′(ξ) = r′0 + r′1ξ + · · ·+ r′m−1ξ
m−1,

debido a la construcción del cuerpo
∑
, la operación suma es

µ(ξ) + µ′(ξ) = r0 + r′0 +
(
r1 + r′1

)
ξ + · · ·+

(
rm−1 + r′m−1

)
ξm−1,

y µ(ξ)µ′(ξ) es r(ξ), siendo r(x) el resto de la división de µ(x)µ′(x) entre
f(x). El método expuesto se llama adjunción simbólica de Cauchy.
3) Los elementos de Q(ξ) son de la forma a + bξ con a, b ∈ Q. Para dos
elementos a+ bξ y a′ + b′ξ de Q(ξ) la suma es

(a+ bξ) + (a′ + b′ξ) = (a+ b) + (a′ + b′)ξ

Por otra parte,

(a+ bx)(a′ + b′x) = aa′ + (ba′ + ab′)x+ bb′x2,

y efectuando la división eucĺıdea entre x2−2 obtenemos el resto 2bb′+(a′b+
ab′)x, con lo cual

(a+ bξ)(a′ + b′ξ) = 2bb′ + (a′b+ ab′)ξ.

Dado que ξ2 = 2, dividiendo f(x) = x2 − 2 entre x− ξ,

1 0 −2
ξ ξ ξ2

1 ξ 0
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por tanto f(x) = (x − ξ)(x + ξ). Según es sabido, denotamos a ξ por el
śımbolo

√
2.

4) Los elementos de R(ξ) son de la forma a + bξ con a, b ∈ R. Para dos
elementos a+ bξ y a′ + b′ξ de R(ξ) la suma es

(a+ bξ) + (a′ + b′ξ) = (a+ b) + (a′ + b′)ξ

Por otra parte,

(a+ bx)(a′ + b′x) = a+ a′ + (ba′ + ab′)x+ bb′x2,

y efectuando la división eucĺıdea entre x2 +1 obtenemos el resto 2bb′+(a′b+
ab′)x, con lo cual

(a+ bξ)(a′ + b′ξ) = aa′ − bb′ + (a′b+ ab′)ξ.

Dado que ξ2 = 1, dividiendo f(x) = x2 + 1 entre x− ξ,
1 0 1

ξ ξ ξ2

1 ξ 0

por tanto f(x) = (x − ξ)(x + ξ). Según es sabido, denotamos a ξ por el
śımbolo i (unidad imaginaria). Nótese que hemos construido el cuerpo de
los números complejos.
5) Los elementos de Q(ξ) son de la forma a+ bξ + cξ2 con a, b, c ∈ Q. Para
dos elementos a+ bξ + cξ2 y a′ + b′ξ + c′ξ2 de Q(ξ) la suma es

(a+ bξ + cξ2) + (a′ + b′ξ + c′ξ2)

= (a+ b) + (a′ + b′)ξ + (c+ c′)ξ2

Por otra parte,
(a+ bx+ cx2)(a′ + b′x+ c′x2)

= aa′ + (ba′ + ab′)x+ (a′c+ bb′ + ac′)x2 + (b′c+ bc′)x3 + cc′x4,

y efectuando la división eucĺıdea entre x3 − 2 obtenemos el resto

aa′ + 2b′c+ 2bc′ + (ba′ + ab′ + 2cc′)x+ (a′c+ bb′ + ac′)x2,

con lo cual
(a+ bξ + cξ2)(a′ + b′ξ + c′ξ2)

= aa′ + 2b′c+ 2bc′ + (ba′ + ab′ + 2cc′)ξ + (a′c+ bb′ + ac′)ξ2.

Dado que ξ3 = 2, dividiendo f(x) = x3 − 2 entre x− ξ,
1 0 0 −2

ξ ξ ξ2 ξ3

1 ξ ξ2 0

por tanto f(x) = (x− ξ)(x2 + ξx+ ξ2). Según es sabido, denotamos a ξ por
el śımbolo 3

√
2.
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151. Completación de todo espacio métrico

Sea X un espacio métrico. Se dice que el espacio métrico X∗ es una com-
pletacion de X si X∗ es completo y X es isométrico a un subespacio denso
de X∗. El objetivo de éste problema es demostrar que todo espacio métrico
tiene una completación y que ésta es única salvo isometŕıas.
1) Sea (X, d) un espacio métrico y sea C[X] el conjunto de todas las suce-
siones de Cauchy en X. Se define en C[X] la relación

(xn) ∼ (yn)⇔ ĺım d(xn, yn) = 0.

Demostrar que ∼ es una relación de equivalencia en C[X]
2) Sean (xn) e (yn) dos elementos de C[X]. Demostrar que la sucesión de
números reales d(xn, yn) es convergente.
3) Sea el conjunto cociente X∗ = C[X]/ ∼. Se define la aplicación

d∗ : X∗ ×X∗ → R, d∗ ([xn], [yn]) = ĺım d(xn, yn).

Demostrar que está bien definida, es decir que no depende del representante
elegido en cada clase.
4) Demostrar que d∗ es una distancia en X∗.
5) Para todo p ∈ X sea la sucesión constante (p) = (p, p, p, . . .). Conside-
remos el subconjunto de X∗: X̂ = {[(p)] : p ∈ X}. Demostrar que X es
isométrico a X̂.
6) Demostrar que X̂ es denso en X∗.
7) Demostrar el siguiente lema:
Sea (M,d) un espacio métrico, (bn) una sucesión de Cauchy en M y sea (an)
una sucesión en M tal que d(an, bn) < 1/n para todo n natural. Entonces,
(i) (an) es sucesión de Cauchy en M .
(ii) (an)→ p ∈M ⇔ (bn)→ p ∈M

193
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8) Demostrar que (X∗, d∗) es completo.
9) Demostrar que si Y ∗ es una completación de X, entonces Y ∗ es isométrico
a X∗.
10) ¿Cuál es la completación de Q con la distancia usual?

Solución. 1) Reflexiva. Para todo (xn) ∈ C[X] tenemos ĺım d(xn, xn) =
ĺım 0 = 0, luego (xn) ∼ (xn).
Simétrica. Para todo (xn), (yn) ∈ C[X] tenemos

(xn) ∼ (yn)⇒ ĺım d(xn, yn) = 0⇒

ĺım d(yn, xn) = ĺım d(xn, yn) = 0⇒ (yn) ∼ (xn).

Transitiva. Si (xn) ∼ (yn) e (yn) ∼ (zn) se verifica d(xn, yn)→ 0 y d(yn, zn)→
0. Por la desigualdad triangular, 0 ≤ d(xn, zn) ≤ d(xn, yn) + d(yn, zn). Por
el teorema del Sandwich, d(xn, zn)→ 0 luego (xn) ∼ (zn).
2) Por la desigualdad triangular

d(xn, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, ym) + d(ym, yn)

o bien d(xn, yn)− d(xm, ym) ≤ d(xn, xm) + d(ym, yn) con lo cual

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| ≤ d(xn, xm) + d(ym, yn)

Como las sucesiones (xn) e (yn) son de Cauchy, para todo ε > 0 existen
naturales Nx, Ny tales que d(xn, xm) < ε/2 si n,m ≥ Nx y d(yn, ym) < ε/2
si n,m ≥ Ny. Entonces,

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| < ε/2 + ε/2 = ε si N = máx{Nx, Ny}.

Esto prueba que la sucesion de números reales d(xn, yn) es de Cauchy y por
tanto convergente al ser R completo.
3) Supongamos que (xn) ∼ (x′n) y que (yn) ∼ (y′n). Sea l = ĺım d(xn, yn)
y l′ = ĺım d(x′n, y

′
n). Tenemos que demostrar que l = l′. Por la desigualdad

triangular,
d(xn, yn) ≤ d(xn, x

′
n) + d(x′n, y

′
n) + d(y′n, yn).

Sea ahora ε > 0. Tenemos

∃n1 ∈ N : n ≥ n1 ⇒ d(xn, x
′
n) < ε/3,

∃n2 ∈ N : n ≥ n2 ⇒ d(yn, y
′
n) < ε/3,

∃n3 ∈ N : n ≥ n3 ⇒
∣∣d(x′n, y

′
n)− l′

∣∣ < ε/3.

Si n ≥ máx{n1, n2, n3} se verifica d(xn, yn) < l′+ε y por tanto ĺım d(xn, yn) =
l ≤ l′ + ε para todo ε luego l ≤ l′. De manera simétrica se demuestra que
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l′ ≤ l y por tanto, l = l′.
4) Para todo [(xn)], [(yn)] ∈ X∗ tenemos d∗ ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn),
ĺımite que vimos que existe y que además es ≥ 0 al ser los d(xn, yn) ≥ 0.
Por otra parte,

d∗ ([(xn)], [(yn)]) = 0⇔ ĺım d(xn, yn) = 0⇔ (xn) ∼ (yn)⇔ [(xn)] = [(yn)].

Para todo [(xn)], [(yn)] ∈ X∗:

d∗ ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn) = ĺım d(yn, xn) = d∗ ([(yn)], [(xn)]) ,

Para todo [(xn)], [(yn)], [(zn)] ∈ X∗:

d∗ ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn) ≤ ĺım [d(xn, zn) + d(zn, yn)]

= ĺım d(xn, zn) + ĺım d(zn, yn) = d∗ ([(xn)], [(zn)]) + d∗ ([(zn)], [(yn)]) .

Concluimos pues que d∗ es distancia en X∗.
5) Para todo p ∈ X la sucesión constante (p) es convergente y por tanto de
Cauchy, con lo cual X̂ ⊂ X∗. Definamos la aplicación f : X → X̂ dada por
f(p) = [(p)]. Tenemos,

f(p) = f(q)⇒ [(p)] = [(q)]⇒ ĺım (p− q) = p− q = 0⇒ p = q

es decir, f es inyectiva. Por otra parte para todo [(p)] ∈ X̂ se verifica [(p)] =
f(p), luego f es sobreyectiva. Veamos ahora que la biyección f es isometŕıa.
En efecto, para todo p, q ∈ X:

d∗ ([(p)], [(q)]) = ĺım d(p, q) = d(p, q).

6) Basta demostrar que todo punto de X∗ es el ĺımite de una sucesión de
elementos de X̂. Sea pues x = [(xn)] ∈ X∗ y denotemos por x̂1, x̂2, x̂3, . . .
los elementos de X̂:

x̂1 = [(x1, x1, x1, . . .)], x̂2 = [(x2, x2, x2, . . .)], x̂3 = [(x3, x3, x3, . . .)], . . .

Dado que (xn) es sucesión de Cauchy en X:

ĺım
m→+∞

d∗(x̂m, x) = ĺım
m→+∞

(
ĺım

n→+∞
d(xm, xn)

)
= ĺım

m, n→+∞
d(xm, xn) = 0

luego (x̂n)→ x.
7) (i) Por la desigualdad triangular

d(am, an) ≤ d(am, bm) + (bm, bn) + d(bn, an).
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Para todo ε > 0 existe n1 natural tal que 1/n1 < ε/3 por tanto

n,m ≥ n1 ⇒ d(am, an) ≤ ε/3 + (bm, bn) + ε/3.

Como (bn) es de Cauchy, existe n2 natural tal que si n,m ≥ n2 entonces
d(bm, bn) < ε/3. Si n0 = máx{n1, n2},

n,m ≥ n0 ⇒ d(am.an) < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

lo cual implica que (an) es de Cauchy.
(ii) ⇒) Por hipótesis (an) → p, luego d(an, p) → 0. Por otra parte 0 ≤
d(bn, an) ≤ 1/n, es decir d(bn, an) → 0. De la desigualdad triangular 0 ≤
d(bn, p) ≤ d(bn, an) + d(an, p) obtenemos usando el teorema del Sandwich
que d(bn, p)→ 0 o de forma equivalente (bn)→ p.
⇐) Se demuestra de manera análoga.
8) Sea (αn) una sucesión de Cauchy en X∗. Tenemos que demostrar que
converge en X∗. Como X̂ es denso en X∗, para todo n natural existe x̂n ∈ X̂
tal que d∗(x̂n, αn) < 1/n. Por la parte (i) del apartado anterior, la sucesión
(x̂n) es también de Cauchy en X∗ con lo cual lo será (xn) en X por ser X
y X̂ isométricos. Por el apartado 6, (x̂n) → x ∈ X∗ y por la parte (ii) del
apartado anterior también (αn)→ x.
9) Sea Y ∗ una completación de X. Al ser X isométrico a un subespacio
denso de Y ∗, podemos asumir que X es subespacio de Y ∗. Al ser X denso
en Y ∗, para todo y ∈ Y ∗ existe una sucesión (xn) de X que converge a y
con lo cual (xn) es de Cauchy. Definamos la aplicación

g : Y ∗ → X∗, g(y) = [(xn)].

La aplicación está bien definida pues si (x′n) es otra sucesión tal que (x′n)→
y, entonces d(xn, x

′
n)→ 0 y por tanto [(x′n)] = [(xn)]. Sean ahora y, y′ ∈ Y ∗

con (xn)→ y, (x′n)→ y′. Entonces,

g(y) = g(y′)⇒ [(xn)] = [(x′n)]⇒ ĺım d(xn, x
′
n) = 0⇒ y = y′

luego g es inyectiva. También es sobreyectiva. En efecto, si [(xn)] ∈ X∗ la
sucesión (xn) es de Cauchy en X ⊂ Y ∗ por tanto (xn) converge a un y ∈ Y ∗,
luego [(xn)] = g(y). Por último, para todo y, y′ ∈ Y ∗

d∗
(
f(y), f(y′)

)
= d∗

(
[(xn)], [(x′n)]

)
= ĺım d(xn, x

′
n)

= d
(
ĺımxn, ĺımx′n

)
= d(y, y′)

es decir, g es isometŕıa.
10) De la conocida construcción de los números reales v́ıa sucesiones de
Cauchy racionales, deducimos que la completación de Q es Q∗ = R.
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152. Álgebras uniformemente densas, teorema Stone-
Weierstrass

Sea X un espacio topológico compacto y C(X) el espacio vectorial de
las funciones reales continuas f : X → R con la norma de la convergencia
uniforme

‖f‖∞ = máx {|f(x)| : x ∈ X} .
Es claro que una sucesión fn de C(X) converge uniformemente a f ∈

C(X) si y sólo si fn converge a f con la norma anterior. El teorema de Stone-
Weierstrass asegura que si F es un álgebra de C(X) que separa puntos y
contiene a las funciones constantes, entonces es uniformemente densa en
C(X) (es decir, es densa con la norma de la convergencia uniforme).

Esto, naturalmente equivale a decir que para toda función f ∈ C(X)
existe una sucesión fn en F tal que fn → f uniformemente. Se pide:
1) Demostrar que el conjunto R[x] de las funciones polinómicas es familia
uniformemente densa en C([a, b]). Concluir.
2) Ídem para K ⊂ Rn compacto y la familia F = R[x1, . . . , xn] de las fun-
ciones polinómicas.
3) Demostrar que el subespacio vectorial de C[0, 1] generado por las funcio-
nes {enx : n ∈ Z} es uniformemente densa en C[0, 1].
4) Demostrar que el teorema de Stone-Weirstrass es aplicable al intervalo
[a, b] con

F = Lip ([a, b]) = {f : [a, b]→ R con f lipschitziana}.

Solución. 1) Recordamos que si A y B son conjuntos y F es una familia
de funciones de A en B, se dice que F separa puntos si para cada par de
elementos x, y ∈ A con x 6= y existe f ∈ F tal que f(x) 6= f(y).

El intervalo [a, b] es compacto, R[x] es un álgebra de C([a, b]) y contiene a
las funciones constantes. Por otra parte si α, β ∈ [a, b] con α 6= β el polinomio
p(x) = x satisface p(α) 6= p(β). Por el teorema de Stone-Weierstrass R[x] es
álgebra uniformemente densa en C([a, b]). Concluimos que para toda función
continua f en [a, b] existe una sucesión de polinomios pn tales que pn → f
en [a, b] uniformemente.
Nota. Este caso particular del teorema de Stone-Weierstrass se conoce como
Teorema de Weierstrass.
2) De nuevo, K es compacto por hipótesis, R[x1, . . . , xn] es un álgebra de
C(K) y contiene a las funciones constantes. Por otra parte si α, β ∈ K con

α = (α1, . . . , αn) 6= β = (β1, . . . , βn),

existe k tal que αk 6= βk. Eligiendo p(x1, . . . , xn) = xk, obtenemos p(α) 6=
p(β), i.e. R[x1, . . . , xn] es familia uniformemente densa en C(K).
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3) El subespacio vectorial F generado por {enx : n ∈ Z} está formado por
las funciones de la forma

f : [0, 1]→ R, f(x) = λ1e
n1x + λ2e

n2x + · · ·+ λme
nmx (λi ∈ R, ni ∈ Z).

F ⊂ C[0, 1] pues las funciones de F son continuas. Es fácil demostrar que
forman un álgebra. Contiene a las funciones constantes pues f(x) = C =
Ce0x ∈ F . Por último, si α, β ∈ [0, 1] con α 6= β entonces, f(x) = ex =
1e1x ∈ F y f(α) = eα 6= eβ = f(β). Concluimos que F es uniformemente
densa en C([0, 1]).
4) (i) Lip [a, b] es subespacio vectorial de C[a, b]. En efecto, sabemos que toda
función lipschitziana es uniformemente continua y por tanto continua, luego
Lip [a, b] ⊂ C[a, b]. La función nula es claramente lipschitziana. Además,
para todo x, y ∈ [a, b]:

f, g ∈ Lip [a, b]⇒
{
∃k1 > 0 : |f(x)− f(y)| ≤ k1 |x− y|
∃k2 > 0 : |g(x)− g(y)| ≤ k2 |x− y|

⇒ |(f + g)(x)− (f + g)(y)| = |f(x) + g(x)− f(y)− g(y)|

≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)| = (k1 + k2) |x− y| ⇒ f + g ∈ Lip [a, b].

λ ∈ R, f ∈ Lip [a, b]⇒ ∃k > 0 : |f(x)− f(y)| ≤ k |x− y|

⇒ |(λf)(x)− (λf)(y)| = |λf(x)− λf(y)| = |λ| |f(x)− f(y)|

≤ k |λ| |x− y| ⇒ λf ∈ Lip [a, b].

(ii) Lip [a, b] es subanillo de C[a, b]. En efecto, ∅ 6= Lip [a, b] ⊂ C[a, b].
Además, para todo x, y ∈ [a, b]:

f, g ∈ Lip [a, b]⇒
{
∃k1 > 0 : |f(x)− f(y)| ≤ k1 |x− y|
∃k2 > 0 : |g(x)− g(y)| ≤ k2 |x− y|

⇒ |(f − g)(x)− (f − g)(y)| = |f(x)− g(x)− f(y) + g(y)|

≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)| = (k1 + k2) |x− y| ⇒ f − g ∈ Lip [a, b].

Si f, g son lispschitzianas en [a, b], son continuas en [a, b] y por tanto
están acotadas, es decir existe M > 0 tal que |f | ≤M y |g| ≤M . Entonces,

f, g ∈ Lip [a, b]⇒ |(fg)(x)− (fg)(y)| = |f(x)g(x)− f(y)g(y)|

≤ |f(x)g(x)− f(x)g(y)|+ |f(x)g(y)− f(y)g(y)|

≤M (|g(x)− g(y)|+ |f(x)− f(y)|) ≤M(k1 + k2)|x− y| ⇒ fg ∈ Lip [a, b].

Lip [a, b] es por tanto subanillo de C[a, b] (además, conmutativo y uni-
tario).



Fasćıculo 7. Monograf́ıas 151-175 199

Ahora, para todo λ ∈ R y para todo par de funciones f, g ∈ Lip [a, b] se
verifica λ(fg) = (λf)g = f(λg) con lo cual podemos concluir que Lip [a, b] es
un álgebra. Claramente contiene a las funciones constantes y separa puntos
pues id ∈ Lip [a, b] e id(α) 6= id(β) si α 6= β. Esto completa la demostra-
ción de que se verifican las hipótesis del teorema de Stone-Weierstrass y en
consecuencia Lip [a, b] es álgebra uniformemente densa en C[a, b].

153. Teorema de Wedderburn

A lo largo de éste problema la letra K designará un cuerpo finito y no
necesariamente conmutativo. Si A es un conjunto, denotamos por |A| al
cardinal de A. Se trata de demostrar el teorema de Wedderburn i.e. que
todo cuerpo finito es conmutativo.
1) Sea k ⊂ K un subcuerpo propio y conmutativo de K.
(i) Demostrar que la dimensión de K como k-espacio vectorial es finita y
mayor o igual que 2
(ii) Demostrar existe un entero n ≥ 2 tal que |K| = |k|n.
2) Sea s ∈ K. Definimos el centralizador de s como

Cs = {x ∈ K : xs = sx}

es decir, como el conjunto de los elementos de K que conmutan con s.
Demostrar que Cs es subcuerpo de K.
3) El centro de K se define como

Z = {a ∈ K : ax = xa ∀x ∈ K}

es decir, es el conjunto de los elementos de K que conmutan con todos los
de K. Demostrar que Z es subcuerpo conmutativo de K.
Nota. Obsérvese que el teorema de Wedderburn quedaŕıa demostrado si
demostramos que Z = K.
4) Sea |Z| = q. Demostrar que |K| = qn y que |Cs| = qns para ciertos enteros
positivos n, ns. Demostrar que si además K no es conmutativo, existe s ∈ K
tal que ns < n.
5) Definimos en K∗ = K \ {0} la relación

u ∼ v ⇔ u = x−1vx para algún x ∈ K∗.

Demostrar que ∼ es relación de equivalencia en K∗ y determinar sus clases
de equivalencia.
6) Demostrar que |[s]| = 1⇔ s ∈ Z, y que si K no es conmutativo existe al
menos una clase tal que |[s]| ≥ 2.
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7) Para s ∈ K∗ denotamos C∗s = Cs \ {0} y C∗sx = {zx : z ∈ C∗s}. Se
considera la aplicación

fs : K∗ → [s], fs(x) = x−1sx.

Demostrar que fs(x) = fs(y) si y sólo si, y ∈ C∗sx. Aplicar éste resultado
para demostrar que

|K∗|
|C∗s |

=
qn − 1

qns − 1
= |[s]|

en donde q, n y ns tienen los mismos significados que en el apartado 4.
8) Sea K no conmutativo y llamemos Z∗ = Z\{0}. Sean [s1], . . . , [sm] las cla-
ses que tienen más de un elemento (vimos que existen si K no conmutativo).
Demostrar la fórmula

qn − 1 = q − 1 +
m∑
k=1

qn − 1

qnk − 1
con 1 <

qn − 1

qnk − 1
∈ N ∀k = 1, . . . ,m.

9) Sea K no conmutativo. Demostrar que nk | n para todo k = 1, . . . ,m.
10) Sea ξ = e2πi/n y Un = {1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1} el grupo ćıclico multiplicativo
de las ráıces enésimas de la unidad. Si λ ∈ Un definimos ord λ (orden de λ)
como el menor entero positivo d tal que λd = 1. Por el teorema de Lagrange,
necesariamente d | n. Para todos los divisores positivos d de n definimos los
polinomios:

φd(x) :=
∏

ord λ=d

(x− λ) con lo cual, xn − 1 =
∏
d|n

φd(x).

(i) Descomponer x6 − 1 como producto de los polinomios φd(x) con d | 6.
(ii) Demostrar que para todo n el polinomio φn(x) tiene coeficientes enteros
(i.e. φn(x) ∈ Z[x]) y que su término constante es 1 0 −1.
11) Demostrar que si K no es conmutativo, entonces φn(q) | q − 1.
12) Demostrar el teorema de Wedderburn: todo cuerpo finito es conmutativo.

Solución. 1) (i) Al ser k conmutativo, claramente K es espacio vectorial
sobre el cuerpo k, y por ser K finito la dimensión de K es finita. Si a ∈ K
y a /∈ k el sistema S = {1, a} es libre. En efecto, si λ11 + λ2a = 0 con
λ1, λ2 ∈ k han de ser nulos los escalares λ1 y λ2. Si fuera λ2 6= 0, entonces

λ11 + λ2a = 0⇒ λ2a = −λ1 ⇒ a = λ−1
2 (−λ1).

Entonces, a = λ−1
2 (−λ1) perteneceŕıa a k en contradicción con la hipótesis.

Necesariamente λ2 = 0 y por ende, λ1 = −0a = 0. Concluimos pues que
dimK ≥ 2 y finita.
(ii) Sea dimK = n, que según el apartado anterior es ≥ 2 y finita. Al ser K
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isomorfo a kn, se verifica |K| = |kn| = |k|n.

2) Claramente 0 y 1 pertenecen a Cs. Por otra parte,

x, y ∈ Cs ⇒ (x− y)s = xs− ys = sx− sy = s(x− y)⇒ x− y ∈ Cs,

x, y ∈ Cs ⇒ (xy)s = x(ys) = x(sy) = (xs)y = (sx)y = s(xy)⇒ xy ∈ Cs,

0 6= x ∈ Cs ⇒ xs = sx⇒ s = x−1sx⇒ sx−1 = x−1s⇒ x−1 ∈ Cs

es decir, Cs es subcuerpo de K.

3) Tenemos que Z =
⋂
s∈K Cs y la intersección de subcuerpos es subcuerpo.

Además, Z es conmutativo por su propia definición.

4) Dado que Z es subcuerpo conmutativo tanto de Cs como de K, podemos
considerar a Cs y a K como espacios vectoriales sobre Z. Si dimCs = ns
entonces, ns ≥ 1 por ser {1} sistema libre y Cs ∼= Zns es decir |Cs| = qns .
De manera análoga, si dimK = n entonces |K| = qn con n ≥ 1. Nótese que
según el apartado primero, seŕıa n ≥ 2 si Z ( K.

5) Para todo u ∈ K∗ se verifica u = 1−1u1 es decir, u ∼ u. Si u ∼ v entonces
u = x−1vx lo cual implica v = xux−1 = (x−1)−1ux−1, luego v ∼ u. Sean
ahora u, v, w ∈ K∗. Entonces{

u ∼ v
v ∼ w ⇒

{
u = x−1vx
v = y−1wy

⇒ u = x−1y−1wyx = (yx)−1w(yx)⇒ u ∼ w.

Concluimos que ∼ es relación de equivalencia en K∗. Si s ∈ K∗, la clase de
equivalencia a la que pertenece s es

[s] = {u ∈ K∗ : u ∼ s} = {u ∈ K∗ : u = x−1sx con x ∈ K∗}

= {x−1sx : x ∈ K∗}.

6) ⇒) Si el cardinal de [s] es 1, entonces [s] = {s} y por tanto s = x−1sx
para todo x ∈ K∗, luego xs = sx para todo x ∈ K∗ y por supuesto para
todo x ∈ K con lo cual s ∈ Z.
⇐) Si s ∈ Z entonces sx = xs para todo x ∈ K, por tanto

[s] = {x−1sx : x ∈ K∗} = {x−1xs : x ∈ K∗} = {s} ⇒ |[s]| = 1.

Si K no es conmutativo existe s ∈ K tal que s /∈ Z por tanto ∅ 6= [s] no
tiene cardinal 1, es decir |[s]| ≥ 2.
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7) Para todo x, y ∈ K∗ se verifica

fs(x) = fs(y)⇔ x−1sx = y−1sy ⇔
(
yx−1

)
s = s

(
yx−1

)
⇔ yx−1 ∈ C∗s ⇔ y ∈ C∗sx.

Claramente |C∗sx| = |C∗s | pues x es invertible. Cada elemento fs(x) = x−1sx
de [s] es la imagen de los y ∈ K∗ tales que y ∈ C∗s es decir es la imagen de
|C∗sx| = |C∗s | elementos de K∗, luego |K∗| = |[s]| |C∗s |. Es decir

|K∗|
|C∗s |

=
qn − 1

qns − 1
= |[s]| ∀s ∈ K∗.

8) Tenemos |K∗| = qn − 1, |Z∗| = q − 1 y |C∗s | = qns − 1. Las clases de
equivalencia de ∼ en K∗ forman una partición de K∗ y tenemos |K∗| clases
de equivalencia con un elemento y m clases [s1], . . . , [sm] con qn1 , . . . , qnm

elementos respectivamente, con lo cual |K∗| = |Z∗| +
∑m

k=1

∣∣C∗sk ∣∣ y usando
el apartado anterior queda

qn − 1 = q − 1 +

m∑
k=1

qn − 1

qnk − 1
.

Por otra parte, para toda clase [sk] con k = 1, . . . ,m se verifica 1 < |[sk]| ∈ N
con lo cual,

1 < |[sk]| =
qn − 1

qnk − 1
∈ N.

9) Podemos escribir n = ank + r con 0 ≤ r < nk y para todo k se verifica
qnk − 1 | qn − 1. Entonces,

qnk − 1 | qn − 1⇒ qnk − 1 | qank+r − 1⇒

qnk − 1 |
(
qank+r − 1

)
− (qnk − 1) = qnk

(
q(a−1)nk+r − 1

)
.

Dado que qnk y qnk − 1 son relativamente primos, se verifica qnk − 1 |
q(a−1)nk+r−1, y continuando de esta manera llegaŕıamos a que qnk−1 | qr−1
con 0 ≤ r < nk que sólo puede ocurrir si r = 0, luego n = ank. Es decir,
nk | n.

10) (i) Tenemos U6 = {1, ξ, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5}. Los mı́nimos exponentes positivos
d que corresponden a cada ráız son

11 = 1, ξ6 = 1, (ξ2)3 = 1, (ξ3)2 = 1, (ξ4)3 = 1, (ξ5)6 = 1,

luego los polinomios φd(x) son

φ1(x) = x− 1, φ2(x) = (x− ξ3),

φ3(x) = (x− ξ2)(x− ξ4), φ6(x) = (x− ξ)(x− ξ5),
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y queda x6 − 1 = φ1(x)φ2(x)φ3(x)φ6(x).
(ii) Se verifica φ1(x) = x− 1 y procedamos por inducción. Supongamos que
φd(x) ∈ Z[x] para todo d < n y que sus coeficientes constantes son 1 o −1.
Por la descomposición xn − 1 =

∏
d|n φd(x):

xn − 1 = p(x)φn(x) con p(x) =
l∑

i=0

aix
i, φn(x) =

n−l∑
j=0

bjx
j

con los ai enteros y a0 = 1 o a0 = −1. Dado que −1 = a0b0, se verifica
b0 = 1 o b0 = −1. Supongamos ahora que b0, b1, . . . , bk−1 ∈ Z. Igualando
coeficientes de xk en ambos miembros de xn − 1 =

∏
d|n φd(x):

k∑
i=0

aibk−i =
k∑
i=1

aibk−i + a0bk ∈ Z.

Por hipótesis b0, b1. . . . , bk−1 son enteros, y también lo son todos los ai. Dado
que a0 es 1 o −1, también es entero bk.

11) Si nk | n es uno de los números que aparecen en el apartado 4, se verifica:

xn − 1 =
∏
d|n

φd(x) = (xnk − 1)φn(x)
∏

d|n, d-nk d6=n

φd(x).

En consecuencia y para q = |K| se verifican las relaciones de divisibilidad
en Z:

φn(q) | qn − 1 y φn(q) | q
n − 1

qnk − 1
.

Por la fórmula demostrada en el apartado 8 para todo nk:

qn − 1 = q − 1 +
m∑
k=1

qn − 1

qnk − 1
,

deducimos que φn(q) | q − 1.

12) Supongamos que K no es conmutativo. Entonces Z ( K y por el apar-
tado 1, n > 1. Sabemos que φn(x) =

∏
(x − λ) en donde λ recorre todas

las ráıces de orden n. Al ser n > 1, λ = a + bi 6= 1 y la parte real a de λ
claramente satisface a < 1. Entonces,

|q − λ|2 = |q − a− bi|2 = (q − a)2 + b2 = q2 − 2aq + a2 + b2

= q2 − 2aq + 1 >︸︷︷︸
a<1

q2 − 2q + 1 = (q − 1)2.
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Es decir, se verifica |q − λ| > q − 1 para toda λ de orden n. Esto implica

|φn(q)| >
∏

ord λ=n

|q − λ| > q − 1.

Pero esto contradice la relación φn(q) | q − 1 demostrada en el apartado
anterior. Concluimos que K ha de ser necesariamente conmutativo y queda
demostrado el teorema de Wedderburn.

154. Un espacio vectorial no usual

Sea el conjunto H = R× R>0.

1) Demostrar que (H,⊕) es grupo abeliano, estando ⊕ definida mediante

(x, y)⊕ (z, w) = (x+ z − 2, yw).

2) Demostrar que la operación

R×H → H, λ⊗ (x, y) = (λx− 2λ+ 2, yλ)

dota al grupo abeliano H del apartado anterior, de estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo R.

Solución. 1) Interna. Dado que para todo (x, y), (z, w) ∈ H, se verifica
x, z ∈ R, también x+ z− 2 ∈ R. Al ser y, w ∈ R>0 también yw ∈ R>0 y por
tanto, (x, y)⊕ (z, w) ∈ H.
Asociativa. Para todo (x, y), (z, w), (u, v) ∈ H tenemos

(x, y)⊕ [(z, w)⊕ (u, v)] = (x, y)⊕ (z + u− 2, wv) = (x+ z + u− 4, ywu),

[(x, y)⊕ (z, w)]⊕ (u, v) = (x+ z − 2, yw)⊕ (u, v) = (x+ z + u− 4, ywu).

Se verifica la igualdad.
Elemento neutro. El par (a, b) es elemento neutro en H si y sólo si para todo
(x, y) ∈ H se verifica

(x, y)⊕ (a, b) = (a, b)⊕ (x, y) = (x, y)

o equivalentemente (x + a − 2, yb) = (a + x − 2, by) = (x, y). Es claro que
(a, b) = (2, 1) ∈ H y satisface la relación anterior para todo (x, y) ∈ H. Es
por tanto el elemento neutro de H.
Elemento simétrico. El elemento (x′, y′) ∈ H es simétrico de (x, y) ∈ H si y
sólo si se verifica

(x, y)⊕ (x′, y′) = (x′, y′)⊕ (x, y) = (2, 1)
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o equivalentemente (x+ x′− 2, yy′) = (x′+ x− 2, y′y) = (2, 1). Es claro que
(x′, y′) = (4− x, 1/y) es elemento de H y satisface la relación anterior.
Conmutativa. Para todo (x, y), (z, w) ∈ H tenemos

(x, y)⊕ (z, w) = (x+ z − 2, yw) = (z + x− 2, wy) = (z, w)⊕ (x, y).

Concluimos pues que (H,⊕) es grupo abeliano.

2) Para todo λ, x ∈ R se verifica λx−2λ+ 2 ∈ R y para todo y ∈ R>0 existe
yλ > 0. Es decir, λ ⊗ (x, y) ∈ H está bien definida. Veamos ahora que se
cumplen los cuatro axiomas de ley externa para espacios vectoriales.
(i) Para todo λ ∈ R y para todo (x, y), (z, w) ∈ H tenemos

λ⊗ [(x, y)⊕ (z, w)] = λ⊗ (x+z−2, yw) =
(
λx+ λz − 2λ− 2λ+ 2, (yw)λ

)
.

Por otra parte,

[λ⊗ (x, y)]⊕ [λ⊗ (z, w)] = (λx− 2λ+ 2, yλ)⊕ (λz − 2λ+ 2, wλ)

= (λx− 2λ+ 2 + λz − 2λ+ 2− 2, yλwλ) =
(
λx+ λz − 4λ+ 2, (yw)λ

)
.

Se verifica la igualdad.
(ii) Para todo λ, µ ∈ R y para todo (x, y) ∈ H tenemos

(λ+ µ)⊗ (x, y) =
(

(λ+ µ)x− 2(λ+ µ) + 2, yλ+µ
)
.

Por otra parte,

[λ⊗ (x, y)]⊕ [µ⊗ (x, y)] =
(
λx− 2λ+ 2, yλ)

)
⊕ (µx− 2µ+ 2, yµ)

= (λx− 2λ+ 2 + µx− 2µ+ 2− 2, yλyµ).

Se verifica la igualdad.
(iii) Para todo λ, µ ∈ R y para todo (x, y) ∈ H tenemos

λ⊗ [µ⊗ (x, y)] = λ⊗ (µx− 2µ+ 2, yµ) =
(
λ(µx− 2µ+ 2)− 2λ+ 2, (yµ)λ

)
.

Por otra parte,

(λµ)⊗ (x, y) =
(

(λµ)x− 2(λµ) + 2, yλµ
)
.

Se verifica la igualdad.
(iv) Para todo (x, y) ∈ H se verifica

1⊗ (x, y) = (1x− 2 · 1 + 2, y1) = (x, y).

Concluimos que H es espacio vectorial sobre el cuerpo R con las operaciones
dadas.
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155. Espacio vectorial de las matrices circulantes

Sea T : Cn → Cn dada por T (x0, x1, . . . , xn−1) = (xn−1, x0, . . . , xn−2). Se
llama matriz circulante de orden n determinada por x = (x0, x1, . . . , xn−1)
y la representamos por circ{x}, a la matriz cuyos filas en el orden natural
son v, T (v), . . . , Tn−1(x), es decir

circ {x} =


x

T (x)
...

Tn−1(x)


1) Escribir de forma expĺıcita una matriz circulante genérica.
2) Sea Circ(n) = {circ{x} : x ∈ Cn} el conjunto de todas las matrices
circulantes de orden n. Demostrar que es subespacio vectorial de Cn×n.
3) Demostrar que la aplicación Φ : Cn → Circ(n) dada por Φ(x) = circ{x}
es isomorfismo de espacios vectoriales.
4) Hallar la dimensión y una base de Circ(n). Escribir expĺıcitamente esta
base para n = 3.

Solución. 1) Una matriz circulante genérica es

circ {x} =


x

T (x)
...

Tn−2(x)
Tn−1(x)

 =


x0 x1 . . . xn−2 xn−1

xn−1 x0 . . . xn−3 xn−2
...

...
x2 x3 . . . x0 x1

x1 x2 . . . xn−1 x0

 ∈ Cn×n.

2) Se verifica 0 = circ{0} ∈ Circ(n). Por otra parte y para todo λ ∈ C y
para todo par de matrices circ{x}, circ{y} de Circ(n):

circ{x}+ circ{y} = circ{x+ y} ∈ Circ(n), λcirc{x} = circ{λx} ∈ Circ(n),

por tanto Circ(n) es subespacio de Cn×n.
3) Para todo λ ∈ C y para todo x, y ∈ C se verifica

Φ(x+ y) = circ{x+ y} = circ{x}+ circ{y} = Φ(x) + Φ(y),

Φ(λx) = circ{λx} = λcirc{x} = λΦ(λx).

Por tanto, Φ es lineal. Es inyectiva pues

ker Φ = {x ∈ Cn : Φ(x) = 0} = {x ∈ Cn : circ{x} = 0} = {0}.

Por otra parte, Φ es sobreyectiva por su propia construcción. Concluimos
que Φ es isomorfismo.
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4) Al ser Φ isomorfismo, dim Circ(n) = dimCn = n y como los isomorfismos
transforman bases en bases, si Bc = {e0, e1, . . . , en−1} es la base canónica
de Cn una base de Circ(n) es BCirc(n) = {Φ(e0),Φ(e1), . . . ,Φ(en−1)}. Para
n = 3, los vectores de una base de Circ(3) son

Φ(e0) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Φ(e1) =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , Φ(e2) =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
156. Probabilidad de la unión de n sucesos

Sea (E,Ω, p) un espacio de probabilidad. Se trata de demostrar la fórmu-
la:

p (A1 ∪ . . . ∪An) =

n∑
i=1

p (Ai)−
n∑

i,j=1, i<j

p (Ai ∩Aj) +

n∑
i,j,k=1, i<j<k

p (Ai ∩Aj ∩Ak) + . . .+ (−1)n+1p (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) ,

para A1, . . . , An ∈ Ω. Se pide:
1) Demostrar la fórmula para n = 2.
2) Demostrar la fórmula para n = 3.
3) Usando el método de inducción, demostrar que la fórmula es válida para
todo n ≥ 2.

Solución. 1) Tenemos

A1 = A1 ∩ E = A1 ∩ (A2 ∪Ac2) = (A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩Ac2) ,

A2 = A2 ∩ E = A2 ∩ (A1 ∪Ac1) = (A1 ∩A2) ∪ (A2 ∩Ac1) .

Además, A1 está expresado como unión de los sucesos incompatibles A1∩A2

y A1 ∩Ac2 y por tanto,

p (A1) = p (A1 ∩A2) + p (A1 ∩Ac2) . [1]

De la misma manera,

p (A2) = p (A1 ∩A2) + p (A2 ∩Ac1) . [2]

Por otra parte,

A1 ∪A2 = (A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩Ac2) ∪ (A2 ∩Ac1)
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está expresado como unión de tres sucesos incompatibles y por tanto,

p (A1 ∪A2) = p (A1 ∩A2) + p (A1 ∩Ac2) + p (A2 ∩Ac1) . [3]

Sumando miembro a miembro [1] y [2] y pasando un p (A1 ∩A2) al primer
miembro

p (A1) + p (A2)− p (A1 ∩A2) = p (A1 ∩A2) + p (A1 ∩Ac2) + p (A2 ∩Ac1) ,

y usando la igualdad [3] queda

p (A1 ∪A2) = p (A1)+p (A2)−p (A1 ∩A2) =
2∑
i=1

p (Ai)+(−1)2+1p (A1 ∩A2) .

2) Usando la fórmula deducida en el apartado anterior,

p (A1 ∪A2 ∪A3) = p [A1 ∪ (A2 ∪A3)] =

p (A1) + p (A2 ∪A3)− p [A1 ∩ (A2 ∪A3)]

= p (A1) + p (A2) + p (A3)− p (A2 ∩A3)− p [(A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩A3)]

= p (A1) + p (A2) + p (A3)− p (A2 ∩A3)

− [p (A1 ∩A2) + p (A1 ∩A3)− p ((A1 ∩A2) ∩ (A1 ∩A3))]

= p (A1) + p (A2) + p (A3)− p (A2 ∩A3)

−p (A1 ∩A2)− p (A1 ∩A3) + p (A1 ∩A2 ∩A3)

=
3∑
i=1

p (Ai)−
3∑

i,j=1, i<j

p (Ai ∩Aj) + (−1)3+1p (A1 ∩A2 ∩A3) .

3) Sea la fórmula cierta para n ≥ 3 y veamos que es cierta para n+ 1:

p (A1 ∪ . . . ∪An ∪An+1) = p [(A1 ∪ . . . ∪An) ∪An+1]

= p (A1 ∪ . . . ∪An) + p (An+1)− p [(A1 ∪ . . . ∪An) ∩An+1]

= p (A1 ∪ . . . ∪An) + p (An+1)− p [(A1 ∩An+1) ∪ . . . ∪ (An ∩An+1)]

=

n∑
i=1

p (Ai)−
n∑

i,j=1, i<j

p (Ai ∩Aj) +

n∑
i,j,k=1, i<j<k

p (Ai ∩Aj ∩Ak)

+ . . .+ (−1)np (A1 ∩ . . . ∩An) + p (An+1)

−
n∑
i=1

p (Ai ∩An+1) +

n∑
i,j=1, i<j

p (Ai ∩Aj ∩An+1)
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−
n∑

i,j,k=1, i<j<k

p (Ai ∩Aj ∩Ak ∩An+1)

+ . . .− (−1)n+1p (A1 ∩ . . . ∩An ∩An+1) .

Agrupando las probabilidades de las intersecciones de un conjunto, de dos,
etc. obtenemos

p (A1 ∪ . . . ∪An ∪An+1) =
n+1∑
i=1

p (Ai)−
n+1∑

i,j=1, i<j

p (Ai ∩Aj)

+

n+1∑
i,j,k=1, i<j<k

p (Ai ∩Aj ∩Ak) + . . .+ (−1)(n+1)+1p (A1 ∩ . . . ∩An ∩An+1) ,

y la fórmula es cierta para n+ 1.

157. Cardinal de la unión de n conjuntos

Dado un conjunto A denotamos por |A| a su cardinal. Sean los n con-
juntos finitos A1, . . . , An que podemos suponer contenidos en un conjunto
universal U finito. Se trata de demostrar la fórmula

|A1 ∪ . . . ∪An| =
n∑
i=1

|Ai| −
n∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |+

n∑
i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .+ (−1)n+1 |A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An| .

Se pide:
1) Demostrar la fórmula para n = 2.
2) Demostrar la fórmula para n = 3.
3) Usando el método de inducción, demostrar que la fórmula es válida para
todo n ≥ 2.

Solución. 1) Sabemos que si B1, . . . , Bm son m conjuntos finitos y disjuntos
dos a dos se verifica

|B1 ∪ . . . ∪Bm| = |B1|+ . . .+ |Bm| . [1]

Tenemos

A1 = A1 ∩ U = A1 ∩ (A2 ∪Ac2) = (A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩Ac2) ,

A2 = A2 ∩ U = A2 ∩ (A1 ∪Ac1) = (A1 ∩A2) ∪ (A2 ∩Ac1) .
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Además, A1 está expresado como unión de los conjuntos disjuntos A1 ∩ A2

y A1 ∩Ac2 y por [1],

|A1| = |A1 ∩A2|+ |A1 ∩Ac2| . [2]

De la misma manera,

|A2| = |A1 ∩A2|+ |A2 ∩Ac1| . [3]

Por otra parte,

A1 ∪A2 = (A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩Ac2) ∪ (A2 ∩Ac1)

está expresado como unión de tres conjuntos disjuntos dos a dos, y por [1],

|A1 ∪A2| = |A1 ∩A2|+ |A1 ∩Ac2|+ |A2 ∩Ac1| . [4]

Sumando miembro a miembro [2] y [3] y pasando un |A1 ∩A2| al primer
miembro

|A1|+ |A2| − |A1 ∩A2| = |A1 ∩A2|+ |A1 ∩Ac2|+ |A2 ∩Ac1| ,

y usando la igualdad [4] queda

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2| =
2∑
i=1

|Ai|+ (−1)2+1 |A1 ∩A2| .

2) Usando la fórmula deducida en el apartado anterior,

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1 ∪ (A2 ∪A3)| =

|A1|+ |A2 ∪A3| − |A1 ∩ (A2 ∪A3)|

= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3| − |(A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩A3)|

= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3|

− (|A1 ∩A2|+ |A1 ∩A3| − |(A1 ∩A2) ∩ (A1 ∩A3)|)

= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3|

− |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|

=
3∑
i=1

|Ai| −
3∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |+ (−1)3+1 |A1 ∩A2 ∩A3| .

3) Sea la fórmula cierta para n ≥ 3 y veamos que es cierta para n+ 1:

|A1 ∪ . . . ∪An ∪An+1| = |(A1 ∪ . . . ∪An) ∪An+1|
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= |A1 ∪ . . . ∪An|+ |An+1| − |(A1 ∪ . . . ∪An) ∩An+1|

= |A1 ∪ . . . ∪An|+ |An+1| − |(A1 ∩An+1) ∪ . . . ∪ (An ∩An+1)|

=

n∑
i=1

|Ai| −
n∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |+
n∑

i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|

+ . . .+ (−1)n |A1 ∩ . . . ∩An|+ |An+1|

−
n∑
i=1

|Ai ∩An+1|+
n∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj ∩An+1|

−
n∑

i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak ∩An+1|

+ . . .− (−1)n+1 |A1 ∩ . . . ∩An ∩An+1| .

Agrupando los cardinales de las intersecciones de un conjunto, de dos, etc.
obtenemos

|A1 ∪ . . . ∪An ∪An+1| =
n+1∑
i=1

|Ai| −
n+1∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |

+

n+1∑
i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .+ (−1)(n+1)+1p |A1 ∩ . . . ∩An ∩An+1| ,

y la fórmula es cierta para n+ 1.

158. Valores propios y determinante de una ma-
triz circulante

Recordamos que una matriz circulante es una matriz de la forma

A =



a0 a1 . . . an−2 an−1

an−1 a0 . . . an−3 an−2

an−2 an−1 . . . an−4 an−3
...

... . . .
...

...
a2 a3 . . . a0 a1

a1 a2 . . . an−1 a0


∈ Cn×n,

es decir una matriz cuadrada compleja cuyas componentes de la primera
fila son números complejos cualesquiera y cada una de las sucesivas filas se
obtiene de la anterior sustituyendo la última componente por la primera y
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trasladando las restantes. El objetivo de este problema es hallar los valores
propios, vectores propios y el determinante de cualquier matriz circulante.

1) Demostrar que v =
[
1, ω, ω2 . . . , ωn−1

]T
con ω cualquier ráız enésima de

la unidad, es vector propio de A. Determinar su valor propio asociado.
2) Demostrar que A tiene n vectores propios linealmente independientes.
3) Calcular detA.
4) Para una matriz genérica circulante de orden 2, hallar sus valores propios,
vectores propios y determinante sin usar los apartados anteriores. Verificar
los resultados.

Solución. 1) Hallemos el vector Av, es decir

Av =



a0 a1 . . . an−2 an−1

an−1 a0 . . . an−3 an−2

an−2 an−1 . . . an−4 an−3
...

... . . .
...

...
a2 a3 . . . a0 a1

a1 a2 . . . an−1 a0




1
ω
ω2

...
ωn−1

 .

Llamemos λ a la primera componente del vector Av. Entonces,

λ = a0 + a1ω + a2ω
2 + · · · an−2ω

n−2 + an−1ω
n−1.

La segunda componente del vector Av es

an−1 + a0ω + · · ·+ an−3ω
n−2 + an−2ω

n−1

= ω
(
an−1ω

n−1 + a0 + · · ·+ an−3ω
n−3 + an−2ω

n−2
)

= ω
(
a0 + · · ·+ an−3ω

n−3 + an−2ω
n−2 + an−1ω

n−1
)

= λω.

La i-ésima componente es

an−i+1 + an−i+2ω + · · ·+ an−iω
n−1

= ωi−1
(
an−i+1ω

n−i+1 + an−i+2ω
n−i+2 + · · ·+ an−iω

n−i) = λωi−1.

En consecuencia

Av =


λ
λω
λω2

...
λωn−1

 = λ


1
ω
ω2

...
ωn−1

 = λv.
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Concluimos que v =
[
1, ω, ω2 . . . , ωn−1

]T 6= 0 es vector propio asociado al
valor propio λ = a0 + a1ω + a2ω

2 + · · · an−2ω
n−2 + an−1ω

n−1, y esto para
todo ω ráız n-ésima de la unidad.
2) El razonamiento del apartado anterior es válido para toda ráız enésima
de la unidad. Si ζ = e2πi entonces, las n ráıces enésimas de la unidad son
ω = ζk con k = 0, 1, . . . , n−1. Esto significa que para todo k = 0, 1, . . . , n−1
el vector

vk =
[
1, ζk, ζ2k . . . , ζk(n−1)

]T
es vector propio de A asociado al valor propio

λk = a0 + a1ζ
k + a2ζ

2k + · · · an−2ζ
k(n−2) + an−1ζ

k(n−1).

Para demostrar que los vectores vk (k = 0, 1, . . . , n − 1) son linealmente
independientes formamos la matriz:

P =
[
v0, v1, v2 . . . , vn−1

]
=

1 1 1 . . . 1 1
1 ζ ζ2 . . . ζn−2 ζn−1

1 ζ2 ζ4 . . . ζ2(n−2) ζ2(n−1)

1 ζ3 ζ6 . . . ζ3(n−2) ζ3(n−1)

...
...

... . . .
...

...

1 ζn−1 ζ2(n−1) . . . ζ(n−1)(n−2) ζ(n−1)(n−1)


.

La matriz P es una matriz de Vandermonde y su determinante es

detP =
∏

0≤i<j≤n−1

(ζj − ζi) 6= 0.

Es decir, rg (P ) = n lo cual implica que sus columnas son linealmente inde-
pendientes. Nótese que hemos demostrado también que toda matriz circu-
lante es diagonalizable.
3) El determinante de A es el producto de sus valores propios, en consecuen-
cia

detA =

n−1∏
k=0

(
a0 + a1ζ

k + a2ζ
2k + · · ·+ an−1ζ

k(n−1)
)
, ζ = e2πi/n.

4) Hallemos los valores propios de una matriz circulante genérica A de orden
dos:

A =

[
a0 a1

a1 a0

]
∈ C2×2, χ(λ) = λ2 − 2a0λ+ a2

0 − a2
1 = 0

⇔ λ =
2a0 ±

√
4a2

0 − 4a2
0 + 4a2

1

2
= a0 ± a1.
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Llamemos λ0 = a0 +a1 y λ1 = a0−a1. Se verifica λ0 = λ1 si y sólo si a1 = 0.
Entonces para a1 6= 0 tenemos dos valores propios simples y los subespacios
propios y una base de cada uno de ellos son:

Vλ0 :

{
−a1x1 + a1x2 = 0
a1x1 − a1x2 = 0,

BVλ0
= {v0 = (1, 1)T }.

Vλ1 :

{
a1x1 + a1x2 = 0
a1x1 + a1x2 = 0,

BVλ1
= {v1 = (1,−1)T }.

Para a1 = 0 tenemos

Av0 =

[
a0 0
0 a0

] [
1
1

]
= a0

[
1
1

]
, Av1 =

[
a0 0
0 a0

] [
1
−1

]
= a0

[
1
−1

]
y por tanto v0 y v1 son también vectores propios asociados al valor propio
doble λ0 = λ1 = a0. Verificamos todo esto con lo demostrado en los aparta-
dos anteriores. Sea ζ = −1. Las ráıces cuadradas de la unidad son ζ0 = 1 y
ζ1 = −1. Los valores propios son:

λ0 = a0 + a1 = a0 + a1ζ
0, λ1 = a0 − a1 = a0 + a1ζ

1,

y los respectivos vectores propios

v0 =

[
1
1

]
=

[
1
ζ0

]
, v1 =

[
1
1

]
=

[
1
ζ1

]
.

Por último,

detA = a2
0 − a2

1 = (a0 + a1)(a0 − a1) =
(
a0 + a1ζ

0
) (
a0 + a1ζ

1
)

=
2−1∏
k=0

(
a0 + a1ζ

k
)
, ζ = e2πi/2 = −1.

159. Teorema de reordenación de Riemann

Por simplicidad, denotaremos
∑
an =

∑∞
n=1 an.

1) Demostrar que si la serie real
∑
an es condicionalmente convergente,

entonces existen infinitos términos positivos e infinitos negativos.
2) Para todo n descomponemos an = a+

n + a−n con a+
n ≥ 0 y a−n ≤ 0 de la

siguiente manera:

a+
n =

an + |an|
2

, a−n =
an − |an|

2
.
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Describir tal descomposición según los casos an positivo, negativo o nulo.
3) Demostrar que

∑
a+
n = +∞ y que

∑
a−n = −∞.

4) Dada una serie real condicionalmente convergente y dado cualquier núme-
ro real x, demostrar que existe una reordenación de la serie cuya suma es x.
5) Dada una serie real condicionalmente convergente demostrar que existe
una reordenación de la serie cuya suma es +∞ y otra cuya suma es −∞
(esto completará la demostración del teorema).

Solución. 1) Supongamos que existiera sólo un número finito de términos
positivos y sea am el último de ellos. Entonces, al ser

∑
an convergente, lo

seŕıa
∑

n>m an = −
∑

n>m |an| con lo cual lo seŕıa
∑

n>m |an| y por ende∑
|an|. Llegaŕıamos al absurdo de que

∑
an seŕıa absolutamente conver-

gente. Análogo razonamiento si existiera sólo un número finito de términos
negativos.
2) De acuerdo con las definiciones de a+

n y a−n :

an =


a+
n + a−n = an + 0 si an > 0
a+
n + a−n = 0 + an si an < 0
a+
n + a−n = 0 + 0 si an = 0.

3) Si ambas series fueran convergentes:{∑
a+
n = S ∈ R∑
a−n = T ∈ R ⇒

{ ∑
a+
n = S∑

|a−n | = −T

⇒
∑
|an| =

∑(
a+
n +

∣∣a−n ∣∣) =
∑

a+
n +

∑∣∣a−n ∣∣ = S − T ∈ R

y la serie
∑
an seŕıa absolutamente convergente (contradicción). Si una de

las series
∑
a+
n ,
∑
a−n fuera convergente y otra divergente, la serie suma∑

(a+
n + a−n ) (que es la serie

∑
an), seŕıa divergente, en contradicción con

la hipótesis de ser
∑
an condicionalmente convergente. Concluimos que ne-

cesariamente las series
∑
a+
n y

∑
a−n son ambas divergentes. Ademas, al ser∑

a+
n serie de términos positivos y

∑
a−n de negativos, ha de ser∑

a+
n = +∞,

∑
a−n = −∞.

4) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos los términos de
la serie condicionalmente convergente

∑
an son no nulos. Sea pn el n-ésimo

término positivo de
∑
an y sea −qn su n-ésimo negativo. Según el apar-

tado anterior,
∑
pn = +∞ y

∑
−qn = −∞. Elijamos términos positivos

p1, . . . , pn1 hasta el primer pn1 que verifique

Sn1 = p1 + . . .+ pn1 > x
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con lo cual, Sn1 −x < pn1 . Elijamos términos negativos −q1, . . . ,−qn2 hasta
el primer −qn2 que verifique

Sn1+n2 = p1 + . . .+ pn1 − q1 − . . .− qn2 < x

con lo cual, x− Sn1+n2 < qn2 . Además, Sn1 > Sn1+1 > . . . > Sn1+n2 , luego

x− Sn < qn2 ∀n = n1, n2 + 1, . . . , n1 + n2.

Nótese que estamos reordenado la serie
∑
an. De nuevo, elijamos los térmi-

nos positivos pn1+1, . . . , pn3 hasta el primer pn3 que verifique

Sn1+n2+n3 = p1 + . . .+ pn1 − q1 − . . .− qn2 + pn1+1 + . . .+ pn3 > x

con lo cual, Sn1+n2+n3 − x < pn3 . Además, Sn1+n2 < Sn1+n2+1 < . . . <
Sn1+n2+n3 , luego

Sn − x < pn3 ∀n = n1 + n2, n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3.

Procediendo de esta manera llegamos a una reordenación de la serie
∑
an

de tal manera que sus sumas parciales satisfacen

Sn1 − x < pn1 , x− Sn1+n2 < qn2 , Sn1+n2+n3 − x < pn3 , . . .

aśı como las sumas parciales intermedias Sn. Por la condición necesaria de
la convergencia de

∑
an tenemos que pn → 0 y qn → 0, por tanto las sumas

parciales de la serie reordenada tienen ĺımite x.
5) De nuevo y sin pérdida de generalidad suponemos que todos los términos
de la serie

∑
an son no nulos. Sea p1 < p2 < p3 < · · · la sucesión de ı́ndices

tales que api es término positivo de la serie y n1 < n2 < n3 < · · · la de
los que ani es negativo. Cada número natural aparece pues una y sólo una
vez en alguna de las sucesiones (pi) o (ni). Recordemos que según se ha
demostrado,

∑∞
i=1 api = +∞. Entonces, sea k1 el menor número natural tal

que
k1∑
i=1

api ≥ |an1 |+ 1,

k2 el menor número natural tal que

k2∑
i=k1+1

api ≥ |an2 |+ 1,

y aśı sucesivamente. Esto define la reordenación de la serie

ap1 + ap2 + · · ·+ apk1
+ an1 + apk1+1

+ apk1+2
+ apk2

+ an2 + · · ·
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Veamos que la serie reordenada de esta manera tiene suma +∞. Efecti-
vamente, por construcción, la suma de los k1 + 1 primeros términos de la
reordenación es ≥ 1 y ninguna suma parcial de entre esos términos es < 0.
De manera análoga, la suma de los siguientes k2 − k1 + 1 términos es ≥ 1 y
ninguna suma parcial de entre esos términos es < 0. Reiterando, concluimos
que la suma de la reordenación es +∞. La demostración de que existe una
reordenación cuya suma es −∞ es similar.

160. Derivada aritmética natural

La función derivada aritmética es una función n′ : N → N definida
recursivamente por
(1) p′ = 1 para todo p primo
(2) (ab)′ = a′b+ ab′ para todo a, b ∈ N (Regla de Leibniz).
1) Calcular 1′, 0′, 6′ y 9′′.
2) Calcular las derivadas de los 11 primeros números naturales.
3) Demostrar que si existe la función derivada aritmética, es única.
4) Demostrar que la función derivada aritmética existe y es

n′ =


0 si n = 0 ∨ n = 1

n
m∑
i=1

ni
pi

si n ≥ 2

en donde n =
∏m
i=1 p

ni
i ≥ 2 es la factorización de n en producto de factores

primos.
5) Usando el teorema anterior, hallar 120′.

Solución. 1) Tenemos 1′ = (1 · 1)′ = 1′ · 1 + 1 · 1′ = 2 · 1′ ⇒ 1′ = 0.
0′ = (2 · 0)′ = 2′ · 0 + 2 · 0′ = 1 · 0 + 2 · 0′ = 2 · 0′ ⇒ 0′ = 0.
6′ = (2 · 3)′ = 2′ · 3 + 2 · 3′ = 1 · 3 + 2 · 1 = 5.
9′′ = (9′)′ = 6′ = 5.
2) Fácilmente podemos verificar las derivadas de los 11 primeros números
naturales:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n′ 0 0 1 1 4 1 5 1 12 6 7

3) Si existe la derivada aritmética vimos que necesariamente 0′ = 1′ = 0
y por definición, p′ = 1 para todo p primo. Sea n ≥ 2 y n =

∏m
i=1 pi

la descomposición de n en factores primos (repetidos o no). Procedamos
por inducción sobre m. Para m = 1 tenemos n′ = (p1)′ = 1. Supongamos
determinada uńıvocamente la derivada aritmética para todos los naturales
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de la forma
∏m
i=1 pi, Entonces,(

m+1∏
i=1

pi

)′
=

((
m∏
i=1

pi

)
· pm+1

)′
=

(
m∏
i=1

pi

)′
· pm+1 +

(
m∏
i=1

pi

)
,

y al estar determinado (
∏m
i=1 pi)

′, lo está
(∏m+1

i=1 pi

)′
.

4) Es claro que para n ≥ 2 la fórmula dada es válida incluso si alguno de los
exponente ni es nulo, por tanto si a, b son dos números mayores o iguales
que 2 se pueden expresar en la forma a =

∏k
i=1 p

αi
i , b =

∏k
i=1 p

βi
i . Entonces,

(ab)′ =

(
k∏
i=1

pαi+βii

)′
= ab

k∑
i=1

αi + βi
pi

=

(
a

k∑
i=1

αi
pi

)
b+ a

(
b

k∑
i=1

βi
pi

)
= a′b+ ab′.

Si alguno de los a, b es 0 o 1, la comprobación de la regla de Leibniz es
inmediata.
5) Tenemos 120′ =

(
23 · 3 · 5

)′
= 120

(
3
2 + 1

3 + 1
5

)
= 244.

161. Propiedades de la derivada aritmética natu-
ral

1) Demostrar que para k, n enteros positivos se verifica (nk)′ = knk−1n′.
2) Demostrar la fórmula de Leibniz para la derivada k-ésima del producto
de dos números: (ab)(k) =

∑k
i=0

(
k
i

)
a(k−i)b(i).

3) Demostrar que la aditividad de la derivada (a + b)′ = a′ + b′ se cumple
en algunos casos y en otros no.
4) Demostrar que

(1) (a+ b)′ = a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ = (ka)′ + (kb)′ ∀k ∈ N.
(2) (a+ b)′ ≥ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≥ (ka)′ + (kb)′ ∀k ∈ N.
(3) (a+ b)′ ≤ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≤ (ka)′ + (kb)′ ∀k ∈ N.

5) Demostrar que para todo k > 1 número natural se verifica

n′ ≥ n ≥ 1⇒ (kn)′ > kn ∀n ≥ 1.

Solución. 1) Para k = 1, (n1)′ = n′ = 1n1−1n′ y la fórmula se verifica.
Para k = 2, (n2)′ = (n · n)′ = n′n+ nn′ = 2nn′, y también se cumple. Si se
cumple para k,(

nk+1
)′

=
(
nkn

)′
=
(
nk
)′
n+ nkn′ = knk−1n′n+ nkn′ = (k + 1)nkn′,
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y la fórmula es cierta para k + 1.
2) La fórmula es cierta para k = 1, en efecto

(ab)(1) = (ab)′ = a′b+ ab′

=

(
1

0

)
a(1)b(0) +

(
1

1

)
a(0)b(1) =

1∑
i=0

(
1

i

)
a(1−i)b(i).

Supongamos que la fórmula es cierta para k. Entonces,

(ab)(k+1) =

( k∑
i=0

(
k

i

)
a(k−i)b(i)

)′
=

k∑
i=0

((
k

i

)
a(k−i)b(i)

)′

=

k∑
i=0

(
k

i

)(
a(k−i+1)b(i) + a(k−i)b(i+1)

)

=

k∑
i=0

(
k

i

)
a(k−i+1)b(i) +

k∑
i=0

(
k

i

)
a(k−i)b(i+1).

Haciendo un cambio de ı́ndices y usando las conocidas fórmulas combina-
torias

(
k
i

)
+
(
k
i−1

)
=
(
k+1
i

)
,
(
k
0

)
= 1 =

(
k+1

0

)
,
(
k
k

)
= 1 =

(
k+1
k+1

)
podemos

escribir

(ab)(k+1) =
k∑
i=0

(
k

i

)
a(k−i+1)b(i) +

k+1∑
i=1

(
k

i− 1

)
a(k−i+1)b(i)

=

(
k

0

)
a(k+1)b(0) +

k∑
i=1

(
k

i

)
a(k−i+1)b(i)

+
k∑
i=1

(
k

i− 1

)
a(k−i+1)b(i) +

(
k

k

)
a(0)b(k+1)

=

(
k + 1

0

)
a(k+1)b(0) +

k∑
i=1

(
k + 1

i

)
a(k+1−i)b(i) +

(
k + 1

k + 1

)
a(0)b(k+1)

=

k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
a(k+1−i)b(i),

lo cual implica que la fórmula es cierta para k + 1.
3) Por ejemplo

(1 + 2)′ = 3′ = 1 = 0 + 1 = 1′ + 2′,

(3 + 5)′ = 8′ = 12, 3′ + 5′ = 1 + 1 = 2⇒ (3 + 5)′ 6= 3′ + 5′.
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4) Tenemos
(1) (ka+ kb)′ = (k(a+ b))′ = k′(a+ b) + k(a+ b)′ = k′a+ k′b+ k(a′+ b′)

= (k′a+ ka′) + (k′b+ kb′) = (ka)′ + (kb)′.
(2) (ka+ kb)′ = (k(a+ b))′ = k′(a+ b) + k(a+ b)′ ≥ k′a+ k′b+ k(a′+ b′)

= (k′a+ ka′) + (k′b+ kb′) = (ka)′ + (kb)′.
(3) Análogo razonamiento.

5) Si k > 1 entonces k′ ≥ 1 con lo cual k′n ≥ 1. Entonces, (kn)′ = k′n+kn′ >
kn′ ≥ kn.

162. Cotas para la derivada aritmética natural

1) Demostrar que para todo entero positivo n se verifica n′ ≤ n log2 n

2
.

2) Demostrar que si n = 2k la cota es exacta
3) Demostrar que si n es el producto de k factores, cada uno de ellos mayor

que 1, se verifica n′ ≥ kn
k−1
k .

4) Demostrar que si n = 2k la cota es exacta.
5) Demostrar que si n > 1 no es primo, entonces n′ ≥ 2

√
n.

Solución. 1) Si n = 1 se verifica la desigualdad trivialmente. Si n ≥ 2, sea
n =

∏k
i=1 p

ni
i su descomposición en factores primos. Entonces,

n ≥
k∏
i=1

2ni ⇒ log2 n ≥ log2

k∏
i=1

2ni =

k∑
i=1

ni.

⇒ n′ = n
k∑
i=1

ni
pi
≤ n

k∑
i=1

ni
2

=
n

2

k∑
i=1

ni ≤
n log2 n

2
.

2) Tenemos n′ = n · k
2

=
n log2 2k

2
=
n log2 n

2
.

3) Sea n = n1n2n3 · · ·nk con ni ≥ 2 para todo i = 1, . . . , k. Aplicando la
regla de Leibniz y que n′i ≥ 1 para todo i,

n′ = n′1n2n3 · · ·nk + n1n
′
2n3 · · ·nk + . . .+ n1n2n3 · · ·n′k

≥ n2n3 · · ·nk + n1n3 · · ·nk + . . .+ n1n2n3 · · ·nk−1

= n

(
1

n1
+

1

n2
+ . . .+

1

nk

)
.

Usando que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica,

n′ ≥ nk
(

1

n1
· 1

n2
· . . . · 1

nk

)1/k

= knn−1/k = kn
k−1
k .
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4) Tenemos n′ = 2k
k

2
= k2k−1 = k

(
2k
) k−1

k = kn
k−1
k .

5) Si n > 1 no es primo, es el producto de k ≥ 2 factores mayores que 1, por

tanto n′ ≥ kn
k−1
k ≥ 2n

2−1
2 = 2

√
n.

163. Primeras ecuaciones diferenciales aritméticas

Es natural plantear el problema de encontrar todos los números naturales
que satisfacen a la ecuación diferencial aritmética

akn
(k) + ak−1n

(k−1) + · · ·+ a2n
′′ + a1n

′ + a0n = b

con los ai y b, números naturales. Vemos algunos ejemplos sencillos.
1) Demostrar que el único entero positivo que satisface n′ = 0 es n = 1.
2) Demostrar que los únicos números naturales n que verifican n′ = 1 son
los primos.
3) Demostrar que si a − 2 es primo, la ecuación n′ = a tiene al menos la
solución n = 2(a− 2).
4) Demostrar que n = pp con p primo es solución de la ecuación n′ = n

Solución. 1) Sabemos que 1′ = 0 y si n ≥ 2, entonces n contiene algún
factor primo con lo cual n′ > 0.
2) Si n es primo, entonces n′ = 1 y si n ≥ 2 no es primo, contiene al
menos un par de primos p1, p2 en su factorización, es decir n = p1p2 . . . y

n′ = n
(

1
p1

+ 1
p2

+ . . .
)
> 1.

3) En efecto, (2(a− 2))′ = 2′(a− 2) + 2(a− 2)′ = a− 2 + 2 = a.
4) Tenemos (pp)′ = ppp−1p′ = pp.

164. Conjetura de Goldbach y derivada aritmética

La conjetura de Goldbach, no resuelta a d́ıa de hoy se enuncia como
todo número par mayor que dos es la suma de dos primos. Proporcionamos
una condición necesaria para que la conjetura sea cierta en términos de una
ecuación diferencial aritmética.

Demostrar que si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces la ecuación
diferencial aritmética n′ = 2a tiene solución para todo a ≥ 2.

Solución. Si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces para todo a ≥ 2
existen primos p1, p2 con 2a = p1 + p2. Si n = p1p2, tenemos n′ = (p1p2)′ =
p′1p2 + p1p

′
2 = p2 + p1 = 2a, por tanto n = p1p2 es solución de n′ = 2a.
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165. Conjetura de los primos gemelos y derivada
aritmética

La conjetura de los primos gemelos, no resuelta a d́ıa de hoy se enuncia
como existen infinitos pares de números gemelos, es decir infinitos pares
(p, p + 2) con p y p + 2 primos. Proporcionamos una condición necesaria
para que la conjetura sea cierta en términos de una ecuación diferencial
aritmética.

Demostrar que si la conjetura de la infinitud de los primos gemelos es
cierta, entonces la ecuación diferencial aritmética n′′ = 1 tiene infinitas
soluciones.

Solución. Si la conjetura de los primos gemelos es cierta, entonces existen
infinitos pares de primos de la forma p, p+2. Si n = 2p, tenemos n′ = (2p)′ =
2′p+ 2p′ = p+ 2. Pero al ser p+ 2 primo, n′′ = (p+ 2)′ = 1.

166. Conjetura de Sophie Germain

Un número primo p se dice que es un primo de Sophie Germain si 2p+ 1
es también primo. Por ejemplo, 2 es primo de Sophie Germain, y 7 no lo
es. Se ha conjeturado que existen infinitos primos de Sophie Germain, pero
a d́ıa de hoy, esta conjetura ni se ha demostrado ni refutado. 1) Demostrar
que si p es primo, entonces (24p)′ = 24(2p+ 1).
2) Demostrar que para todo entero positivo m se verifica la desigualdad
(24m)′′ ≥ 24(4m + 3), con igualdad si y sólo si m es un primo de Sophie
Germain.
3) Demostrar que la conjetura de Sophie Germain es cierta si y sólo si la
ecuación diferencial aritmética n′′ = 4n+ 48 tiene infinitas soluciones de la
forma n = 24p con p primo.

Solución. 1) Tenemos (24p)′ = (24)′p+24p′ = 4·23 ·2′ ·p+24 ·1 = 24(2p+1).
2) Analicemos los casos m primo y no primo. Si m no es primo,(

24m
)′

= 4 · 23m+ 24m′ = 24(2m+m′),(
24m

)′′
=
(
24(2m+m′)

)′
= 4 · 23(2m+m′) + 24(2m+m′)′

= 24
(
4m+ 2m′ + (2m+m′)′

)
> 24(4m+ 3).

Si m es primo,(
24m

)′
= 4 · 23m+ 24m′ = 24(2m+m′) = 24(2m+ 1),(

24m
)′′

=
(
24(2m+ 1)

)′
= 4 · 23(2m+ 1) + 24(2m+ 1)′
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= 24
(
4m+ 2 + (2m+ 1)′

)
≥ 24(4m+ 3),

verificándose la igualdad si y sólo si 2m+ 1 es también primo, es decir si y
sólo si m es un primo de Sophie Germain.
3) Si la conjetura de Sophie Germain es cierta, segun el apartado anterior
existen infinitos primos p tales que (24p)′ = 24(4p+ 3) y llamando n = 24p
queda la ecuación n′′ = 4n+48. Rećıprocamente, si la ecuación n′′ = 4n+48
tiene infinitas soluciones de la forma n = 24p, entonces (24p)′ = 24(4p + 3)
y sgún el apartado anterior, p es primo de Sophie Germain.

167. La ecuación diferencial aritmética n′ = n

1) Demostrar que si n = ppm con p primo y m > 1 natural, entonces
n′ = pp(m+m′) y ĺımk→∞ n

(k) =∞.
2) Sea n número natural y pk la mayor potencia del primo p tal que pk | n.
Si 0 < k < p, demostrar que pk−1 es la mayor potencia de p tal que pk−1 | n′
y que todas las derivadas n′, n′′, . . . , n(k) son distintas.
3) Demostrar que si n = ppkm para algún primo p y enteros k,m > 1,
entonces n′ = ppk(km+m′).
4) Sea n ≥ 2 entero. Demostrar que: n está libre de cuadrados⇔ (n, n′) = 1.
5) Demostrar que todas las soluciones de la ecuación n′ = n son n = 0 y
n = pp con p primo.

Solución. 1) Tenemos n′ = (ppm)′ = (pp)′m + ppm′ = pp · pp ·m + ppm′ =

pp(m + m′). Dado que (pp)(i) = pp para todo i ≥ 0 y usando la fórmula de
la derivada k-ésima del producto,

(ppm)(k) =
k∑
i=0

(
k

i

)
(pp)(k−i)m(i) = pp

(
m+ km′ + · · ·

)
≥ ppm+ kppm′ ≥ ppm+ k = n+ k ⇒ ĺım

k→∞
n(k) =∞.

2) Como pk | n, podemos escribir n = pkm. Derivando, n′ = kpk−1m +
pkm′ = pk−1(km+ pm′), es decir pk−1 | n′. No puede ocurrir pk | n′ pues si
aśı fuera,

pk | n′ ⇒ pk | pk−1(km+ pm′)⇒ p | km+ pm′,

lo cual es absurdo pues k < p y m no contiene el factor p. Deducimos además
que n′′ sólo puede ser divisible por pk−2, etc. Esto asegura que las derivadas
n′, n′′, . . . , n(k) son distintas.
3) Tenemos (ppkm)′ = pkppk−1m+ ppkm′ = ppk(km+m′).
4)⇒) Si (n, n′) 6= 1, existe primo p tal que p | n y p | n′ y según el apartado
2, p2 | n (absurdo).
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⇐) Si existe primo p tal que p2|n, por el apartado 2, p | n′ con lo cual
(n, n′) 6= 1 (absurdo).
5) Se verifica 0′ = 0 y (pp)′ = ppp−1p′ = pp, luego 0 y pp son soluciones de
la ecuación.

Sea n 6= 0 y n′ = n, con lo cual ha de ser n ≥ 2. Sea p alguno de los
factores primos que aparecen en la factorización de n. Entonces, p | n y
veamos que al menos pp | n. En efecto si pk con 0 < k < p fuera la mayor
potencia que divide a n, entonces y según el apartado 2, pk−1 seŕıa la mayor
potencia que divide a n′ = n lo cual es absurdo. Pero si pp | n tenemos
n = ppm con m ≥ 1. Si fuera m > 1 y por el apartado 1, n′ = pp (m+m′)
= ppm implica m′ = 0 y por tanto m = 1, lo cual es es una contradicción.
Ha de ser pues m = 1 con lo cual necesariamente n = pp.

168. Derivada aritmética entera

Se llama función derivada aritmética en los enteros Z a la función n′ :
Z→ Z dada por
(1) 0′ = 1′ = (−1)′ =: 0.
(2) Si n = up1p2 · · · pk con u = ±1 y los pi son primos (alguno de ellos
puede estar repetido), entonces n′ := u

∑k
i=1 p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk.

Nótese que si p es primo, entonces k = 1 y el producto anterior es vaćıo, por
tanto p′ = 1.
1) Demostrar que esta definición generaliza la derivada aritmética en N.
2) Demostrar que (−n)′ = −n′ para todo n ∈ Z, y que se verifica la regla
de Leibniz.
3) Calcular (−60)′.

Solución. 1) En efecto, para n = 0 y n = 1 coinciden y para n ≥ 2 con
descomposición n =

∏m
i=1 P

ni
i = 1p1p2 · · · pk tenemos

n′ = n
m∑
i=1

ni
Pi

= p1p2 · · · pk
(

1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pk

)

= p2p3 · · · pk + p1p3 · · · pk + . . .+ p1p2 · · · pk−1 = 1

k∑
i=1

p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk.

2) Son consecuencia inmediatas de la definición.
3) (−60)′ = −(60)′ = −

(
22 · 3 · 5

)′
= −60

(
2
2 + 1

3 + 1
5

)
= −92.
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169. Derivada aritmética racional

1) Demostrar que la función (a/b)′ : Q→ Q definida mediante(a
b

)′
:=

a′b− b′a
b2

,

es una extensión de la derivada aritmética en Z y cumple la regla de Leibniz.
2) Demostrar que es la única extensión que la cumple.
3) Completar la tabla

a 1 2 4 5 6 7 9

b 3 3 5 5 7 8 10

(a/b)′

Solución. 1) Veamos que (a/b)′ está bien definida, es decir que no depende
del representante de cada número racional. En efecto, si 0 6= k ∈ Z,(

ka

kb

)′
=

(ka)′(kb)− (kb)′(ka)

(kb)2
=

(k′a+ ka′)(kb)− (k′b+ kb′)(ka)

(kb)2

=
k2(a′b− b′a)

k2b2
=
a′b− b′a

b2
=
(a
b

)′
.

Es una extensión de la derivada aritmética en los enteros pues(a
1

)′
=
a′1− 1′a

12
= a′.

Cumple la regla de Leibniz:(a
b

)′ ( c
d

)
+
(a
b

)( c
d

)′
=
a′b− b′a

b2
· c
d

+
a

b
· c
′d− d′c
b2

=
(a′c+ ac′)(bd)− (ac)(b′d+ bd′)

b2d2
=

(ac)′(bd)− (bd)′(ac)

(bc)2

=
(ac
bd

)′
=
(a
b
· c
d

)′
.

2) No existe otra función de Q en Q que extienda a la derivada aritmética
en Z y que cumpla la regla de Leibniz. En efecto, tal derivada ha de cumplir
1′ = 0 y se cumplen las equivalencias

1′ = 0⇔
(
n · 1

n

)′
= 0⇔ n′ · 1

n
+ n ·

(
1

n

)′
= 0⇔

(
1

n

)′
= − n

′

n2
.
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Es decir, necesariamente ha de ser (1/n)′ = −n′/n2 y de aqúı se deduce que(a
b

)′
=

(
a · 1

b

)′
= a′ · 1

b
+ a ·

(
1

b

)′
=
a′

b
+ a · −b

′

b2
=
a′b− b′a

b2
.

3) Fácilmente verificamos:

a 1 2 4 5 6 7 9

b 3 3 5 5 7 8 10

(a/b)′ −1

9

1

9

16

25
0

29

49
−19

16
− 1

10

170. Derivada aritmética en dominios de factori-
zación única

Sea D un dominio de factorización única y elijamos en D los elementos
irreducibles que son positivos, es decir elijamos un conjunto P de elementos
irreducibles tales que cada elemento irreducible de D está asociado a uno y
sólo un elemento de P. Llamemos a P el conjunto de los átomos positivos
y sea U el conjunto de las unidades de D. Para todo a ∈ D definimos la
derivada a′ de a como sigue:

(1) Si a = 0 o a ∈ U entonces a′ = 0.
(2) En otro caso, existen u ∈ U , p1, . . . , pk ∈ P (únicos salvo el orden y

tal vez alguno repetido) tales que a = up1 · · · pk. Entonces

a′ := u

k∑
i=1

p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk.

Nota. Si a = p ∈ P entonces k = 1 y tenemos un producto vaćıo, con lo
cual a′ = 1. La función a′ depende por supuesto de la elección de P, en con-
secuencia se debeŕıa escribir a′P . No obstante y por simplicidad de notación,
escribiremos a′ cuando el conjunto de átomos positivos se sobreentienda.
1) Demostrar que la derivada a′P definida en un dominio de factorización
única D, satisface la regla de Leibniz.
2) En D = Z, se consideran los conjuntos de átomos positivos

P1 = {2, 3, 5, 7, . . .}, P2 = {2,−3, 5,−7, . . .}.

Calcular (6)′P1
y (6)′P2

.
3) Si D = R[x], el conjunto de la unidades es U = R \ {0}. Elijamos como
conjunto P de átomos positivos, el conjunto de los polinomios mónicos de
primer grado unión el de los mónicos de segundo grado con discriminante
menor que 0 y sea f(x) = −x4 + 2x3 − 3x2. Calcular (f(x))′P .
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4) Nota. Para todo dominio de factorización única D que no es un cuerpo y
con la derivada aritmética a′P , se puede definir una derivada aritmética en
su cuerpo de fracciones K que es extensión de a′P , de la misma manera que
se hizo en Q: (a

b

)′
P

=
a′Pb− b′Pa

b2
,

y la demostración es análoga.
Sea R[x] con los átomos positivos del apartado anterior. Calcular(

(x− 1)2

x2 + 1

)′
.

Solución. 1) Denotemos a a′P simplemente por a′. Tenemos que demostrar
que para todo a, b ∈ D se verifica (ab)′ = a′b+ ab′. Supongamos que tanto a
como b no son nulos ni unidades, caso contrario el resultado es evidente. Sean
a = up1 · · · pk y b = vpk+1 · · · pm con u, v unidades y los pi ∈ P, entonces

a′b+ ab′ =

(
u

k∑
i=1

p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk

)
(vpk+1 · · · pm)

+ (up1 · · · pk)

(
v

m∑
i=k+1

pk+1 · · · pi−1pi+1 · · · pm

)

= uv

k∑
i=1

p1 · · · pi−1pi+1 · · · pkpk+1 · · · pm

+uv
m∑

i=k+1

p1 · · · pkpk+1 · · · pi−1pi+1 · · · pm

= (uv)
m∑
i=1

p1 · · · pi−1pi+1 · · · pm = (ab)′.

2) El conjunto de la unidades es U = {1,−1}. Entonces,

(6)′P1
= (1 · 2 · 3)′ = 1(3 + 2) = 5,

(6)′P2
= ((−1) · 2 · (−3))′ = (−1)(−3 + 2) = 1.

Nótese que la derivada en Z que se definió en el problema 168 es la que
corresponde a P1.
3) La descomposición de f(x) en producto de irreducibles es (−1) · x · x ·
(x2 − 2x+ 3) y por tanto,

(f(x))′P = (−1)
[
x · (x2 − 2x+ 3) + x · (x2 − 2x+ 3) + x · x

]
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√

5i]

= −2x3 + 3x2 − 6x.

4) Tenemos(
(x− 1)2

)′
= x− 1 + x− 1 = 2x− 2, (x2 + 1)′ = 1

⇒
(

(x− 1)2

x2 + 1

)′
=

(2x− 2)(x2 + 1)− 1 · (x− 1)2

(x2 + 1)2
=

2x3 − 3x2 + 4x− 3

(x2 + 1)2
.

171. Derivada aritmética y anillo Z[
√

5i]

1) Demostrar que Z[
√

5i] = {a + b
√

5i : a, b ∈ Z} es dominio de integridad
con las operaciones habituales suma y producto de complejos pero que no
es dominio de factorización única.
2) Demostrar que en Z[

√
5i] no se puede definir una derivada aritmética.

Para ello, elegir diferentes conjuntos de átomos positivos.

Solución. 1) Como Z[
√

5i] ⊂ C bastará demostrar que Z[
√

5i] es subanillo
de C. Usamos el conocido teorema de caracterización de subanillos. Clara-
mente, Z[

√
5i] 6= ∅. Para cada par de elementos a + b

√
5i y c + d

√
5i de

Z[
√

5i],

(a+ b
√

5i)− (c+ d
√

5i) = (a− c) + (b− d)
√

5i ∈ Z[
√

5i],

(a+ b
√

5i)(c+ d
√

5i) = (ac− 5bd) + (ad+ bc)
√

5i ∈ Z[
√

5i].

Hemos demostrado pues que Z[
√

5i] es anillo. Dado que C es conmutativo,
también lo es Z[

√
5i]. Por otra parte 1 = 1 + 0i ∈ Z[

√
5i], luego es unitario.

Al ser (C,+, ·) es dominio de integridad, también lo es Z[
√

5i]
Un elemento a + b

√
5i ∈ Z[

√
5i] no nulo es unidad si y sólo si existe un

a′ + b′
√

5i ∈ Z[
√

5i] no nulo tal que (a + b
√

5i)(a′ + b′
√

5i) = 1. Tomando
módulos al cuadrado, obtenemos (a2 + 5b2)(a′2 + 5b′2) = 1. Como los dos
factores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesariamente a2 +5b2 =
1 o equivalentemente a = ±1 ∧ b = 0. Es decir, las únicas posibles unidades
de Z[

√
5i] son 1,−1. Pero estos elementos son efectivamente unidades al

cumplirse 1·1 = 1, (−1)·(−1) = 1. Concluimos que U = {1,−1}. Expresemos
6 = (a + b

√
5i)(c + d

√
5i) como producto de dos factores no nulos. Esto

equivale a {
ac− 5bd = 6
bc+ ad = 0

Resolviendo en las incógnitas c, d obtenemos

c =

∣∣∣∣6 −5b
0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣a −5b
b a

∣∣∣∣ =
6a

a2 + 5b2
, d =

∣∣∣∣a 6
b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣a −5b
b a

∣∣∣∣ =
−6b

a2 + 5b2
.
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Dando los valores a = 1, b = 1 obtenemos c = 1, d = −1 y por tanto

6 = (1 +
√

5i)(1−
√

5i). (1)

Por otra parte tenemos la factorización

6 = 2 · 3 = (2 + 0
√

5i)(3 + 0
√

5i). (2)

Veamos que los elementos 1 +
√

5i, 1−
√

5i, 2, 3 son irreducibles. En efecto,
si x + y

√
5i ∈ Z[

√
5i] divide a 1 +

√
5i, existe u + v

√
5i ∈ Z[

√
5i] tal que

1 +
√

5i = (x + y
√

5i)(u + v
√

5i). Tomando módulos al cuadrado queda
6 = (x2 + 5y2)(u+ 5v2) lo cual implica que x2 + 5y2 ha de dividir a 6. Esto
ocurre en los casos x = ±1, y = 0 o x = ±1, y = ±1 es decir, los posibles
divisores de 1 +

√
5i son ±1, ±(1 +

√
5i), ±(1−

√
5i). Los elementos ±1 y

±(1 +
√

5i) claramente dividen a 1 +
√

5i pero los primeros son unidades y
los segundos sus asociados. Por otra parte, ±(1−

√
5i) no dividen a 1 +

√
5i

pues

1 +
√

5i

±(1−
√

5i)
= ±(1 +

√
5i)(1 +

√
5i)

(1−
√

5i)(1 +
√

5i)
= ±

(
−2

3
+

√
5

3
i

)
/∈ Z[
√

5i].

Hemos demostrado que 1 +
√

5i es irreducible. De manera análoga podemos
demostrar que 1−

√
5i, 2, 3 también lo son. Debido a las factorizaciones (1)

y (2), concluimos que Z[
√

5i] no es dominio de factorización única.
2) Veamos que para cualquier elección P de los átomos positivos, no se puede
construir una derivada aritmética en Z[

√
5i].

Caso 1. Elijamos un conjunto P de átomos positivos que contiene a los
elementos irreducibles 2, 3, 1 +

√
5i, 1−

√
5i. Entonces,

6 = 2 · 3⇒ 6′ = 2 + 3 = 5,

6 = (1 +
√

5i)(1−
√

5i)⇒ 6′ = (1 +
√

5i) + (1−
√

5i) = 2.

Caso 2. Si P contiene a los elementos irreducibles −2, 3, 1 +
√

5i, 1−
√

5i,

6 = (−1) · (−2) · 3⇒ 6′ = (−1) ((−2) + 3) = −1,

6 = (1 +
√

5i)(1−
√

5i)⇒ 6′ = (1 +
√

5i) + (1−
√

5i) = 2.

Caso 3. Si P contiene a los elementos irreducibles 2,−3, 1 +
√

5i, 1−
√

5i,

6 = (−1) · 2 · (−3)⇒ 6′ = (−1) (2 + (−3)) = 1,

6 = (1 +
√

5i)(1−
√

5i)⇒ 6′ = (1 +
√

5i) + (1−
√

5i) = 2.

Caso 4. Si P contiene a los elementos irreducibles −2,−3, 1 +
√

5i, 1−
√

5i,

6 = (−2) · (−3)⇒ 6′ = (−2) + (−3) = −5,

6 = (1 +
√

5i)(1−
√

5i)⇒ 6′ = (1 +
√

5i) + (1−
√

5i) = 2.
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Caso 5. Si P contiene a los elementos irreducibles −2,−3, 1+
√

5i,−1+
√

5i,

6 = 2 · 3⇒ 6′ = 2 + 3 = 5,

6 = (−1) · (1 +
√

5i)(−1 +
√

5i)⇒

6′ = (−1)
(

(1 +
√

5i) + (−1 +
√

5i)
)

= −2
√

5i.

En todos los casos anteriores la derivada no está bien definida, y de manera
análoga podemos verificar los restantes casos.

172. Ecuación diofántica lineal en dos incógnitas

Una ecuación diofántica lineal en dos incógnitas es una ecuación de la

ax+ by = c, (a, b, c ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0). (E)

Se llama solución de la ecuación anterior a todo par de enteros (x, y) que la
satisface.
1) Sea d = m.c.d. (a, b) . Demostrar que la ecuación (E) tiene alguna solución
⇔ d | c.
2) Hallar, si es posible, una solución particular de la ecuación diofántica
97x+ 35y = 13.
3) Hallar, si es posible, una solución particular de la ecuación diofántica
14x+ 21y = 11.
4) Sea la ecuación diofántica ax+ by = c con d = m.c.d. (a, b) | c. Demostrar
que la solución general (i.e. todas las soluciones) de la ecuación es{

x = x0 + k bd
y = y0 − k ad

(k ∈ Z)

siendo (x0, y0) una solución particular.
5) Hallar la solución general de la ecuación diofántica 97x+ 35y = 13.

Solución. 1) ⇒) Si la ecuación (E) tiene una solución entera (x0, y0), en-
tonces ax0 + by0 = c. Como d | a y d | b, se verifica d | ax0 + by0 = c. ⇐)
Tenemos

m.c.d.

(
a

d
,
b

d

)
= 1 ⇒︸︷︷︸

Id. Bezout

∃p, q ∈ Z : p
a

d
+ q

b

d
= 1

⇒ a
pc

d
+ b

qc

d
= c.

Por hipótesis d | c con lo cual (x0, y0) =
(pc
d
,
qc

d

)
es solución de (E). Nótese,

que esto proporciona un método para hallar una solución particular de la
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ecuación diofántica (E).
2) Usando el algortitmo de Euclides:

2 1 3 2 1 2

97 35 27 8 3 2 1

27 8 3 2 1 0

con lo cual d = m.c.d. (97, 35) = 1 | 13 y la ecuación tiene soluciones.
Tenemos las relaciones:

3 = 1 · 2 + 1

8 = 3 · 2 + 2

27 = 8 · 3 + 2

35 = 1 · 27 + 8

97 = 2 · 35 + 27.

Expresemos d = 1 como combinación lineal de 97 y 35. Tenemos

1 = 3− 2 = 3− (8− 3 · 2) = 3 · 3− 8 = 3 · (27− 3 · 8)− 8

= 3 · 27− 10 · 8 = 3 · 27− 10 · (35− 27) = 13 · 27− 10 · 35

= 13 · (97− 2 · 35)− 10 · 35 = 13︸︷︷︸
p

·97 + (−36︸︷︷︸
q

) · 35.

Según el apartado anterior, una solución particular de la ecuación diofántica
es

(x0, y0) =
(pc
d
,
qc

d

)
= (13 · 13, (−36) · 13) = (169,−468).

3) Tenemos d = m.c.d. (14, 21) = 7, que no divide a 11, por tanto la ecuación
no tiene soluciones.
4) Como d | c, del apartado 1 deducimos que existe una solución particular
(x0, y0). Sea (x1, y1) cualquier solución de la ecuación, entonces{

a
dx1 + b

dy1 = c
d

a
dx0 + b

dy0 = c
d

⇒ a

d
(x1 − x0) +

b

d
(y1 − y0) = 0

⇒ a

d
(x1 − x0) =

b

d
(y0 − y1)⇒ b

d
| a
d

(x1 − x0).

Pero a/d y b/d son primos entre si, por tanto b
d | (x1−x0), con lo cual existe

k ∈ Z tal que x1 − x0 = k bd , luego x1 = x0 + k bd . Sustituyendo en

a

d
(x1 − x0) +

b

d
(y1 − y0) = 0,

a

d
· k · b

d
+
b

d
(y1 − y0) = 0⇒ a

d
· k + y1 − y0 = 0⇒ y1 = y0 − k

a

d
.
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Hemos demostrado que cualquier solución (x1, y1) de la ecuación diofántica
es necesariamente de la forma dada. Falta demostrar que son efectivamente
soluciones. Pero,

ax1 + by1 = a

(
x0 + k

b

d

)
+ b

(
y0 − k

a

d

)

= ax0 + ak
b

d
+ by0 − bk

a

d
= ax0 + by0 = c.

5) En el apartado 2 vimos que d = 1 y que una solución particular es
(169,−468). Usando el teorema anterior, obtenemos la solución general:

x = 169 + 35k

y = −468− 97k
(k ∈ Z).

173. Teorema del valor medio escalar

1) Demostrar el teorema del valor medio escalar:
Sea E un espacio nornado, A ⊂ E abierto y f : A → R diferenciable. Sean
a, b ∈ A con a 6= b tales que el segmento [a, b] ⊂ A. Entonces, existe c ∈ (a, b)
tal que

f(b)− f(a) = Df(c)(b− a).

2) Verificar la validez del teorema del valor medio escalar para la función
f : R2 → R dada for f(x, y) = x2 + 2y2 en el intervalo [a, b] con a = (0, 0),
b = (1, 1).
3) Demostrar que el teorema del valor medio escalar no se puede extender
a campos no escalares. Para ello, considerar f : E = R→ R2 dada por

f(t) = (cos t, sin t)T ∀t ∈ R

y cualquier intervalo cerrado de R de amplitud 2π.

Solución. 1) Consideremos la función ϕ : [0, 1] → R dada por ϕ(t) =
f ((1− t)a+ tb). Ésta función es continua en [0, 1] y por la regla de la cadena,

ϕ′(t) = Df ((1− t)a+ tb) (b− a) ∀t ∈ (0, 1).

Aplicando a ϕ el teorema del valor medio para funciones reales de variable
real, existe t0 ∈ (0, 1) tal que

f(b)− f(a) = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(t0) = Df ((1− t0)a+ t0b) (b− a).
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Basta ahora elegir c = (1− t0)a+ t0b.
2) Las parciales de f son ∂f

∂x = 2x, ∂f
∂y = 4y, que son continuas en R2 y por

tanto f es diferenciable en R2. El segmento (a, b) es

(a, b) = {(1− t)(0, 0) + t(1, 1) : 0 < t < 1} = {(t, t) : 0 < t < 1}.

Cualquier c ∈ (a, b) es por tanto de la forma c = (t, t) con 0 < t < 1.
Entonces,

f(b)− f(a) = Df(c)(b− a)⇔ 3− 0 = ∇f(t, t) · (1, 1)

⇔ 3 = (2t, 6t) · (1, 1)⇔ 3 = 8t⇔ t = 3/8,

y c = (3/8, 3/8) ∈ (a, b).
3) Las funciones componentes de f son f1(t) = cos t y f2(t) = sin t y

∂f1

∂t
= − sin t,

∂f2

∂t
= cos t

que son continuas en todo R, y por tanto f es diferenciable en R. Si consi-
deramos el intervalo cerrado [a, b] = [a, a+ 2π] y c ∈ (a, b), entonces,

Df(c)(b− a) =

(
− sin c

cos c

)
(2π).

Por otra parte,

f(b)− f(a) =

(
cos(a+ 2π)
sin(a+ 2π)

)
−
(

cos a
sin a

)
=

(
0
0

)
.

Pero Df(c)(b−a) 6= (0, 0)T para todo c, con lo cual no se verifica f(b)−f(a)
= Df(c)(b− a). �

174. El número e es trascendente

Demostrar que el número real e es trascendente sobre Q, es decir que no
existe p ∈ Q[x] no nulo tal que p(e) = 0.

Solución. Sea f ∈ R[x] de grado r y sea

F (x) = f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + · · ·+ f (r)(x).

Hallemos la derivada de h(x) = e−xF (x):

d

dx

(
e−xF (x)

)
= −e−x

(
f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + · · ·+ f (r)(x)

)
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+e−x
(
f ′(x) + f ′′(x) + · · ·+ f (r)(x) + f (r+1)(x)

)
=︸︷︷︸

f (r+1)(x)=0

e−xf(x).

La función h satisface las hipótesis del valor medio de Lagrange en todo
intervalo de la forma [0, k] con k > 0 es decir, existe ξk ∈ (0, k) tal que

h′ (ξk) =
h(k)− h(0)

k − 0
=
e−kF (k)− F (0)

k
.

Dado que ξk = θkk con 0 < θk < 1, y que h′(ξk) = −e−ξkf (ξk) podemos
escribir e−kF (k) − F (0) = −e−θkkf (θkk) k con 0 < θk < 1. Multiplicando
pr ek obtenemos F (k) − ekF (0) = −e(1−θk)kf (θkk) k con 0 < θk < 1. Para
k = 1, 2, . . . n obtenemos

F (1)− eF (0) = −e(1−θ1)f (θ1) = ε1

F (2)− e2F (0) = −2e2(1−θ2)f (2θk) = ε2

. . .

F (n)− enF (0) = −nen(1−θn)f (nθn) = εn.

(1)

Supongamos que e no es trascendente sobre Q, entonces se satisface una
relación de la forma bne

n + bn−1e
n−1 + · · ·+ b1e+ b0 = 0 con los bj ∈ Q no

todos nulos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que se satisface
una relación de la forma

cne
n + cn−1e

n−1 + · · ·+ c1e+ c0 = 0 (2)

con los cj ∈ Z y c0 > 0. En las relaciones (1) multipliquemos la primera
igualdad por c1, la segunda por c2, etc. Sumando obtenemos

c1F (1) + c2F (2) + · · ·+ cnF (n)− F (0)
(
c1e+ c2e

2 + . . .+ cne
n
)

= c1ε1 + c2ε2 + . . .+ cnεn.

Usando (2) queda

c0F (0) + c1F (1) + c2F (2) + · · ·+ cnF (n) = c1ε1 + c2ε2 + . . .+ cnεn. (3)

Todo el anterior desarrollo es válido para cualquier polinomio f(x). Ahora,
vamos a elegir en concreto el polinomio

f(x) =
1

(p− 1)!
xp−1(1− x)p(2− x)p · · · (n− x)p

en donde p es un número primo con p > n y p > c0. Al desarrollar, obtenemos
un polinomio de la forma

f(x) =
(n!)p

(p− 1)!
xp−1 +

a0

(p− 1)!
xp +

a1

(p− 1)!
xp+1 + · · ·



Fasćıculo 7. Monograf́ıas 151-175 235

con a1, a2. . . ., enteros. Demostremos que si i ≥ p la derivada i-ésima f (i)(x)
es un polinomio con coeficientes enteros y todos múltiplos de p. En efecto el
primer sumando es un monomio de grado p− 1 y por tanto, su derivada i-
ésima es 0 si i ≥ p. Los demás monomios son de la forma mk(x) = ak

(p−1)!x
p+k

con k ≥ 0. Hallemos sus derivadas sucesivas.

mk(x) =
ak

(p− 1)!
xp+k,

m′k(x) =
ak

(p− 1)!
(p+ k)xp+k−1,

m′′k(x) =
ak

(p− 1)!
(p+ k)(p+ k − 1)xp+k−2,

. . .

m
(p)
k (x) =

ak
(p− 1)!

(p+ k)(p+ k − 1) . . . (p+ k − (p− 1))xp+k−p

=
ak

(p− 1)!
(p+ k)(p+ k − 1) . . . (k + 1)xk =

ak
(p− 1)!

· (p+ k)!

k!
xk

=
ak(p)!

(p− 1)!
· (p+ k)!

(p!)(k!)
xk = pak

(
p+ k

k

)
xk.

El coeficiente del monomio m
(p)
k (x) es por tanto entero y múltiplo de p y

obviamente de la misma manera será el coeficiente de m
(i)
k (x) para i ≥ p.

Como consecuencia, para todo entero j se verifica f (i)(j) es entero y múltiplo
de p si i ≥ p.

Por su propia construcción, f(x) tiene a x = 1, 2, . . . , n como ráıces de
multiplicidad p. Entonces, para j = 1, 2, . . . , n se verifica f(j) = 0, f ′(j) = 0,
. . ., f (p−1)(j) = 0 y por tanto

F (j) = f(j) + f ′(j) + · · ·+ f (p−1)(j) + f (p)(j) + · · ·+ f (r)(j)

y por lo demostrado anteriormente F (j) es entero y múltiplo de p para todo
j = 1, 2, . . . , n. Como x = 0 es ráız de multiplicidad p−1 de f(x), se verifica
f(0) = f ′(0) = . . . = f (p−2)(0) = 0. Para i ≥ p, f (i)(0) es entero y múltiplo
de p y f (p−1)(0) = (n!)p. Al ser p primo y p > n, p 6| (n!)p es decir f (p−1)(0)
no es divisible por p. Al ser

F (0) = f(0) + f ′(0) + . . .+ f (p−2)(0) + f (p−1)(0) + f (p)(0) + . . .+ f (r)(0)

= f (p−1)(0) + f (p)(0) + . . .+ f (r)(0)

se cumple que F (0) es entero y no divisible por p. Al ser

c0 > 0, p > c0, p 6| F (0), p | F (1), p | F (2) , . . . , p | F (n)
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podemos asegurar que c0F (0)+c1F (1)+ . . .+cnF (n) es entero y no divisible
por p.

Las relaciones (1) expresan −iei(1−θi)f(iθi) = εi para todo i = 1, . . . , n
por tanto,

εi =
−iei(1−θi)(iθi)p−1(1− iθi)p . . . (n− iθi)p

(p− 1)!
(0 < θi < 1).

Acotemos los εi en valor absoluto:

|εi| ≤
ennp(n!)p

(p− 1)!
.

Hallemos el ĺımite de los εi cuando p→ +∞. Tenemos

0 ≤ |εi| = en(n · n!) · (n · n!)p−1

(p− 1)!
→︸︷︷︸

si p→+∞

0

pues la exponencial es un infinito de orden menor que el factorial. Es decir,
εi → 0 cuando p→ +∞.

Podemos elegir un primo mayor que n y que c0 que sea suficientemente
grande para que ocurra |c1ε1 + . . .+ cnεn| < 1. Pero por (3), c1ε1 + . . . +
cnεn = c0F (0)+ . . .+cnF (n) y por tanto ha de ser entero. Dado que en valor
absoluto es menor que 1, la única opción es que c0F (0) + . . .+ cnF (n) = 0.
Pero hab́ıamos visto que p 6| c0F (0)+ . . .+cnF (n) y sin embargo p | 0 lo cual
es una contradicción. Es decir, de suponer que e no es trascendente llagamos
a una contradicción. Concluimos pues que e es trascendente.

175. Desigualdad de Jensen

El teorema de la desigualdad de Jensen, se expresa en los siguientes
términos:
Sea (Ω,M , µ) un espacio de medida con µ(Ω) = 1. Sea f : Ω→ R tal que:
a) f ∈ L1(µ).
b) a < f(x) < b para todo x ∈ (a, b).
c) ϕ : (a, b)→ R es convexa.
Entonces, se verifica la desigualdad de Jenssen

ϕ

(∫
Ω
fdµ

)
≤
∫

Ω
(ϕ ◦ f) dµ.

Sean y1, . . . , yn números positivos. Aplicar la desigualdad de Jensen para
demostrar que

n
√
y1 . . . yn ≤

y1 + . . .+ yn
n

es decir, que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.
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Solución. Consideremos el espacio de medida (Ω,M , µ) con Ω = {p1, . . . , pn}
un conjunto finito, M = P(Ω) y la medida µ determinada por µ(pi) = 1/n
para todo i = 1, . . . , n. Se verifica

µ(Ω) = µ(p1) + . . .+ µ(pn) = 1/n+ . . .+ 1/n = 1.

Consideremos ahora la función f : Ω → R dada por f(pi) = xi para
xi ∈ R genéricos. La función f es claramente simple y medible y

∫
|f | dµ =∑n

i=1 |xi|µ(pi) < +∞ es decir, f ∈ L1(µ). Por otra parte, a < f(x) < b para

a < mı́n{x1, . . . , xn}, máx{x1, . . . , xn} < b.

Elijamos la función convexa en (a, b) dada por ϕ(x) = ex. Tenemos,

ϕ

(∫
Ω
fdµ

)
= e

∫
Ω fdµ = ex1(1/n)+...+xn(1/n) = n

√
ex1 . . . exn ,

∫
Ω

(ϕ ◦ f) dµ =

∫
Ω
efdµ = ex1 · 1

n
+ . . .+ exn · 1

n
.

Por la desigualdad de Jensen,

n
√
ex1 . . . exn ≤ ex1 + . . .+ exn

n
.

Dados los números positivos y1, . . . , yn y eligiendo x1, . . . , xn tales que yi =
exi para todo i = 1, . . . , n queda

n
√
y1 . . . yn ≤

y1 + . . .+ yn
n

.

�
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176. Topoloǵıa final

Sea fi : (X,Ti) → Y, i ∈ I una familia de aplicaciones de los espacios
topológicos (Xi, Ti) en el conjunto Y .
1) Demostrar que TF = {V ⊂ Y : f−1

i (V ) ∈ Ti ∀i ∈ Ti} es una topoloǵıa
en Y . A la topoloǵıa TF se la llama topoloǵıa final determinada por las
aplicaciones fi.
2) Demostrar que la topoloǵıa final TF es la mayor topoloǵıa en Y de entre
todas las que hacen a las fi continuas.
3) Sea fi : (X,Ti) → Y, i ∈ I una familia de aplicaciones de los espacios
topológicos (Xi, Ti) en el conjunto Y . Sea (Z, T ) un espacio topológico. De-
mostrar que una aplicación g : (Y, TF )→ (Z, T ) es continua si y sólo si todas
las composiciones g ◦ fi son continuas.
4) Rećıprocamente, demostrar que si una topoloǵıa T ′ en Y cumple

g : (Y, T ′)→ (Z, T ) es continua⇔ g ◦ fi es continua para todo i ∈ I

entonces, T ′ es la topoloǵıa final TF .

Solución. 1) Se verifican los tres axiomas de topoloǵıa:
(i) f−1

i (∅) = ∅ ∈ Ti para todo i ∈ I luego ∅ ∈ TF . Por orta parte, f−1
i (Y ) =

∅ ∈ Ti para todo i ∈ I y por tanto T ∈ TF .
(ii) Si {Vj : j ∈ J} es una colección de elementos de TF , para todo i ∈ I se
verifica

f−1
i

⋃
j∈J

Vj

 =
⋃
j∈J

f−1
i (Vj︸ ︷︷ ︸
∈Ti

) ∈ Ti,

lo cual implica que ∪j∈JVj ∈ TF .

239
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(iii) Si V1, V2 son elementos de TF , para todo i ∈ I se verifica

f−1
i (V1 ∩ V2) = f−1

i (V1)︸ ︷︷ ︸
∈Ti

∩ f−1
i (V2︸ ︷︷ ︸
∈Ti

) ∈ Ti

lo cual implica que V1 ∩ V2 ∈ TF .
2) En efecto, sea T una topoloǵıa en Y tal que todas las fi son continuas.
Si V ∈ T , entonces f−1

i (V ) ∈ Ti para todo i ∈ V y por tanto V ∈ TF . Es
decir, T ⊂ TF .
3) La aplicaciones fi : (Xi, Ti) → (Y, TF ) son continuas, por tanto si g :
(Y, TF ) → (Z, T ) es continua las g ◦ fi también lo son (composición de
continuas). Supongamos ahora que las aplicaciones g ◦ fi son continuas. Si
W ∈ T ,

f−1
i (g−1(W )) = (g ◦ fi)−1(W ) ∈ Ti para todo i,

con lo cual g−1(W ) ∈ TF y por tanto g es continua.
4) Consideremos las composiciones

fi : (X,Ti)
fi−→ (Y, T ′)

I1−→ (Y, TF ),

fi : (X,Ti)
fi−→ (Y, TF )

I2−→ (Y, T ′),

en donde tanto I1 como I2 representan la aplicación identidad en Y. Por el
apartado anterior, la continuidad de las aplicaciones fi = I1 ◦ fi para todo i
implica que I1 es continua, por tanto si V ∈ TF entonces I−1

1 (V ) = V ∈ T ′,
es decir TF ⊂ T ′. Por hipótesis, la continuidad de las aplicaciones fi =
I2 ◦ fi para todo i implica que I2 es continua, por tanto si V ∈ T ′ entonces
I−1

2 (V ) = V ∈ TF , es decir T ′ ⊂ TF . Concluimos que T ′ es la topoloǵıa final
TF .

177. Operador de Sturm-Liouville

Sea C[a, b] el espacio vectorial de las funciones reales continuas en [a, b]
y p ∈ C[a, b] fijo. Sea C2[a, b] el espacio vectorial de las funciones reales de
clase 2 en [a, b]. Se define el conjunto:

E = {f ∈ C2[a, b] : p(a)f(a) = 0 ∧ p(b)f(b) = 0}.

1) Demostrar que E es un subespacio vectorial de C[a, b].
2) Si q ∈ C[a, b] fijo se define la aplicación T : E → C[a, b] de la forma

T (f) =
(
pf ′
)′

+ qf.
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Demostrar que T es lineal (se la llama operador de Sturm-Liouville).

3) Se considera en C[a, b] el producto escalar 〈h1, h2〉 =
∫ b
a h1h2dx. Demos-

trar que
〈T (f), g〉 = 〈f, T (g)〉 ∀f, g ∈ E

es decir, el operador de Sturm-Liouville es simétrico.
4) Sean λ y µ autovalores de T con correspondientes autofunciones f y g.
Demostrar que si λ 6= µ, las autofunciones f y g son ortogonales.

Solución. 1) Claramente E ⊂ C[a, b]. La función nula 0 es de clase 2 y
satisface p(a) · 0(a) = p(b) · 0(b) = 0, luego 0 ∈ E. Si α1, α2 ∈ R y f1, f2 ∈ E
entonces α1f1 + α2f2 es de clase dos en [a, b] y

p(a) (α1f1 + α2f2) (a) = p(a) (α1f1(a) + α2f2(a))

= α1p(a)f1(a) + α2p(a)f2(a) = α1 · 0 + α2 · 0 = 0

y análogamente cambiando b por a, luego α1f1+α2f2 ∈ E, y E es subespacio
de C[a, b].
2) La aplicación está bien definida pues para todo f ∈ E, la aplicación T (f)
es continua en [a, b]. Si α1, α2 ∈ R y f1, f2 ∈ E entonces

T (α1f1 + α2f2) =
(
p (α1f1 + α2f2)′

)′
+ q (α1f1 + α2f2)

=
(
p
(
α1f

′
1 + α2f

′
2

))′
+ α1(qf1) + α2(qf2)

=
(
α1

(
pf ′1
)

+ α2

(
pf ′2
))′

+ α1(qf1) + α2(qf2)

= α1

(
pf ′1
)′

+ α2

(
pf ′2
)′

+ α1(qf1) + α2(qf2)

= α1

((
pf ′1
)′

+ qf1

)
+ α2

((
pf ′2
)′

+ qf2

)
= α1T (f1) + α2T (f2)

luego T es lineal.
3) Tenemos por una parte

〈T (f), g〉 =

∫ b

a
T (f)g dx =

∫ b

a

((
pf ′
)′

+ qf
)
g dx

=

∫ b

a

(
pf ′
)′
g dx+

∫ b

a
qfg dx.

Aplicando integración por partes a la primera integral con u = g, dv = (pf ′)′

obtenemos du = g′dx y v = pf ′, con lo cual

〈T (f), g〉 =
[
gpf ′

]b
a
−
∫ b

a
pf ′g′dx+

∫ b

a
qfg dx.



242 178 Ecuación de Legendre

Procediendo de la misma manera obtenemos

〈f, T (g)〉 =
[
fpg′

]b
a
−
∫ b

a
pg′f ′dx+

∫ b

a
fqg dx.

Queda entonces 〈T (f), g〉 − 〈f, T (g)〉 = [gpf ′ − fpg′]ba . Pero al ser f y g
funciones de E se verifica p(a)f(a) = p(b)f(b) = p(a)g(a) = p(b)g(b) = 0
con lo cual 〈T (f), g〉 − 〈f, T (g)〉 = 0 y la propiedad queda demostrada.
4) Dado que el operador de Sturm-Liouville T satisface 〈T (f), g〉 = 〈f, T (g)〉,
tenemos 〈λf, g〉 = 〈f, µg〉 o bien λ〈f, g〉 = µ〈f, g〉 o bien (λ − µ)〈f, g〉 = 0.
Al ser λ− µ 6= 0, queda 〈f, g〉 = 0.

178. Ecuación de Legendre

Se llama ecuación de Legendre a la ecuación diferencial

(1− x2)y′′ − 2xy′ + α(α+ 1)y = 0 (L)

con α real.
1) Demostrar que la ecuación de Legendre se puede escribir en la forma(

(x2 − 1)y′
)′

= α(α+ 1)y.

2) Demostrar que la ecuación de Legendre se puede escribir en la forma
T (y) = λy con λ = α(α+ 1) y T un operador de Sturm-Liouville.
3) Demostrar que la ecuación de Legendre tiene dos soluciones anaĺıticas en
el intervalo (−1, 1) y que son linealmente independientes.
4) Demostrar que y =

∑
n≥0 anx

n es solución de la ecuación de Legendre si
y sólo si se verifica

an+2 = −(α− n)(n+ α+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
an ∀n ≥ 0. (∗)

5) Determinar an en función de a0 para n par y en función de a1 para n
impar.
6) Determinar dos soluciones linealmente independientes de (L) en el inter-
valo (−1, 1) y deducir la solución general.

Solución. 1) Tenemos las equivalencias(
(x2 − 1)y′

)′
= α(α+ 1)y ⇔ 2xy′ + (x2 − 1)y′′ = α(α+ 1)y

⇔ (1− x2)y′′ − 2xy′ + α(α+ 1)y = 0.
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2) Recordamos que dadas dos funciones fijas p, q ∈ C[a, b] un operador de
Sturm-Liouville es una aplicación lineal de la forma

T : E = {f ∈ C2[a, b] : p(a)f(a) = 0 ∧ p(b)f(b) = 0} → C[a, b]

dado por T (f) = (pf ′)′ + qf. Si elegimos p = x2 − 1 y q = 0 tenemos que
p(1) = p(−1) = 0 y el correspondiente operador de Sturm-Liouville es

T : E = {f ∈ C2[−1, 1] : p(−1)f(−1) = p(1)f(1) = 0} → C[−1, 1]

dado por T (y) =
(
(x2 − 1)y′

)′
. Pero T (y) = λy equivale a

(
(x2 − 1)y′

)′
=

α(α+ 1)y, que según el apartado anterior es la ecuación de Legendre.
3) Recordamos que una ecuación diferencial homogénea de segundo orden
y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = 0 con coeficientes anaĺıticos P (x) y Q(x) en un
intervalo (x0 − r, x0 + r) tiene dos soluciones anaĺıticas y linealmente inde-
pendientes en el mismo intervalo. Para x ∈ (−1, 1) la ecuación de Legendre
se puede escribir en la forma

y′′− 2x

1− x2︸ ︷︷ ︸
P (x)

y′ +
α(α+ 1)

1− x2︸ ︷︷ ︸
Q(x)

y = 0.

Ahora bien, para x ∈ (−1, 1) se verifica 1/(1− x2) =
∑

n≥0 x
2n con lo cual,

P (x) y Q(x) son anaĺıticas en (−1, 1).
4) Tenemos

y =
∑
n≥0

anx
n, y′ =

∑
n≥1

nanx
n−1, y′′ =

∑
n≥2

n(n− 1)anx
n−2

2xy′ =
∑
n≥1

2nanx
n =

∑
n≥0

2nanx
n

(1− x2)y′′ =
∑
n≥2

n(n− 1)anx
n−2 −

∑
n≥2

n(n− 1)anx
n

=
∑
n≥0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n −

∑
n≥0

n(n− 1)anx
n

=
∑
n≥0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − n(n− 1)an]xn.

Sustituyendo en (L) la ecuación se satisface si y sólo si se cumple la relación

(n+ 2)(n+ 1)an+2 − n(n− 1)an − 2nan + α(α+ 1) = 0
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para todo n ≥ 0. Operando, podemos escribir la relación anterior en la forma

an+2 = −(α− n)(n+ α+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
an.

5) Para los coeficientes con ı́ndice par tenemos

a2 = −α(α+ 1)

1 · 2
a0,

a4 = −(α− 2)(α+ 3)

3 · 4
a2 = (−1)2α(α− 2)(α+ 1)(α+ 3)

4!
a0,

y fácilmente se demuestra por inducción que

a2n = (−1)n
α(α− 2) · · · (α− 2n+ 2)(α+ 1)(α+ 3) · · · (α+ 2n− 1)

(2n)!
a0.

Procediendo de manera análoga obtendŕıamos para los coeficientes con ı́ndi-
ce impar

a2n+1 = (−1)n
(α− 1)(α− 3) · · · (α− 2n+ 1)(α+ 2)(α+ 4) · · · (α+ 2n)

(2n)!
a1.

6) Consideremos las funciones y1, y2 : (−1, 1)→ R definidas por:

y1(x) =
∑
n≥0

a2nx
2n =

1 +
∑
n≥1

(−1)n
α(α− 2) · · · (α− 2n+ 2)(α+ 1)(α+ 3) · · · (α+ 2n− 1)

(2n)!
x2n

y2(x) =
∑
n≥0

a2n+1x
2n+1 =

x+
∑
n≥1

(−1)n
(α− 1)(α− 3) · · · (α− 2n+ 1)(α+ 2)(α+ 4) · · · (α+ 2n)

(2n)!
x2n+1

funciones que están bien definidas pues las series que las determinan son
convergentes en (−1, 1) (criterio del cociente). Las funciones y1 e y2 son
soluciones de la ecuación de Lagrange pues los coeficientes de cada una de
las series satisfacen las relaciones (∗). Las funciones y1, y2 son linealmente
independientes. Efectivamente, tenemos

y1(x) = 1 + a2x
2 + a4x

4 + . . . , y2(x) = x+ a3x
3 + a5x

5 + . . .

con lo cual y1(0) = 1, y′1(0) = 0, y2(0) = 0, y′2(0) = 1. Si λ1y1(x)+λ2y2(x) =
0 entonces λ1y

′
1(x)+λ2y

′
2(x) = 0 y sustituyendo x = 0 en las dos igualdades
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anteriores, obtenemos λ1 = λ2 = 0. La solución general de la ecuación de
Legendre es por tanto:

y(x) = a0y1(x) + a1y2(x), a0, a1 ∈ R.

Nota. Obsérvese que por la forma de los coeficientes de las funciones y1(x)
e y2(x), si α = 2k con k ≥ 0 entero entonces y1(x) es un polinomio de grado
2k que sólo contiene potencias pares de x. Si α = 2k + 1 con k ≥ 0 entero
entonces y2(x) es un polinomio de grado 2k + 1 que sólo contiene potencias
impares de x.

179. Iteración de punto fijo

Sea una función g : D ⊂ R→ R. Se dice que p ∈ D es punto fijo de g si
se verifica g(p) = p.
1) Sea una función f : D ⊂ R→ R y p ∈ D. Demostrar que

p es cero o ráız de f ⇔ p es punto fijo de g(x) = x− f(x).

2) Sea g ∈ C[a, b] tal que g(x) ∈ [a, b] para todo x ∈ [a, b]. Demostrar que
i) g tiene un punto fijo en [a, b].
ii) Si además, g es derivable en (a, b) y existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |g′(x)| ≤ k para todo x ∈ (a, b), el punto fijo de g es único.
3) Demostrar el Teorema del punto fijo:
Sea g ∈ C[a, b] tal que g(x) ∈ [a, b] para todo x ∈ [a, b]. Supongamos además
además, g es derivable en (a, b) y que existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |g′(x)| ≤ k para todo x ∈ (a, b). Entonces, la sucesión

pn = g (pn−1) , n ≥ 1

converge al único punto fijo p en [a, b] (método de iteración de punto fijo).
4) Demostrar que en las hipótesis del teorema del punto fijo, se verifican
para todo n ≥ 1 las acotaciones de la sucesión de iteración de punto fijo:

(a) |pn − p| ≤ kn ·máx{p0 − a, b− p0}.

(b) |pn − p| ≤
kn

1− k
|p1 − p0| .

5) Aplicación. Se considera la función g : [−1, 1] → R dada por g(x) =
(x2 − 1)/3.
a) Demostrar que g satisface las hipótesis del teorema del punto fijo.
b) Calcular el p3 de la iteración de punto fijo con p0 = −1.
c) Determinar a partir de qué n la iteración de punto fijo proporciona p con
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tres cifras decimales exactas.
d) Demostrar que la iteración de punto fijo proporciona en el caso presente
una sucesión convergente a la única solución de la ecuación x2 − 3x− 1 = 0
en [−1, 1]. Dar una fórmula cerrada para esta solución.

Solución. 1)⇒) Si p es cero o ráız de f entonces g(p) = p−f(p) = p−0 = p
es decir, p es punto fijo de g.
⇐) Si p es punto fijo de g entonces f(p) = p− g(p) = p− p = 0 es decir, p
es ráız de f .
2) i) Si g(a) = 0 o g(b) = 0, un punto fijo es p = a o p = b. En caso contrario
se verifica g(a) > a y g(b) < b. La función h(x) = g(x) − x es continua
en [a, b] y verifica h(a) > 0 y h(b) < 0. Por el teorema de Bolzano, existe
p ∈ (a, b) tal que 0 = h(p) = g(p)− p, con lo cual g(p) = p y p es por tanto
punto fijo de g.
ii) Supongamos que existieran dos puntos fijos p, q distintos con p < q.
Aplicando el teorema del valor medio de Lagrange a la función g en el
intervalo [p, q]:

∃ξ ∈ (p, q) : g′(ξ) =
g(q)− g(p)

q − p
⇒ |q − p|

= |g(q)− g(p)| =
∣∣g′(ξ)∣∣ |q − p| ≤ k |q − p| < |q − p|

lo cual es absurdo por tanto, el punto fijo es único.
3) Por el apartado anterior, existe un único punto fijo p. Como g([a, b]) ⊂
[a, b], la sucesión pn está bien definida. Dado que |g′(x)| ≤ k para todo
x ∈ (a, b) y por el teorema del valor medio de Lagrange,

|pn − p| = |g(pn−1)− g(p)| =
∣∣g′(ξn)

∣∣ |pn−1 − p| ≤ k |pn−1 − p|

en donde ξn ∈ (a, b). Reiterando obtenemos

|pn − p| ≤ k |pn−1 − p| ≤ k2 |pn−2 − p| ≤ . . . ≤ kn |p0 − p| .

Al ser 0 < k < 1 se verifica ĺımn→+∞ |pn − p| ≤ ĺımn→+∞ k
n |p0 − p| = 0, y

por tanto la sucesión pn converge a p.
4) (a) En la demostración del teorema del punto fijo se probó que |pn − p| ≤
kn |p0 − p|, pero se verifica |p0 − p| ≤ máx{p0 − a, b− p0}.
(b) Tenemos las desigualdades

|pn+1 − pn| = |g(pn)− g(pn−1)| ≤ k |pn − pn−1| ≤ . . . ≤ kn |p1 − p0| .

Entonces, para m > n ≥ 1,

|pm − pn| = |pm − pm−1 + pm−1 − · · ·+ pn+1 − pn|
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≤ |pm − pm−1|+ |pm−1 − pm−2|+ · · ·+ |pn+1 − pn|

≤ km−1 |p1 − p0|+ km−2 |p1 − p0|+ · · ·+ kn |p1 − p0|

= kn(1 + k + k2 + · · ·+ km−n−1) |p1 − p0| .

Se verifica ĺımn→+∞ pn = p, por tanto

|p− pn| = ĺım
m→+∞

|pm − pn| ≤ kn |p1 − p0|
m−n−1∑
j=0

kj

≤ kn |p1 − p0|
+∞∑
j=0

kj =
kn

1− k
|p1 − p0| .

5) a) La función g es polinómica y por tanto continua en [−1, 1]. Es derivable
en (−1, 1) con derivada g′(x) = 2x/3. El único punto cŕıtico de g es x = 0.
Tenemos g(0) = −1/3, g(−1) = g(1) = 0, por tanto el mı́nimo absoluto de g
en [−1, 1] es −1/3 y el máximo absoluto 0. Esto demuestra que g([−1, 1]) ⊂
[−1, 1]. Además, se verifica∣∣g′(x)

∣∣ =

∣∣∣∣2x3
∣∣∣∣ ≤ 2

3
para todo x ∈ (−1, 1),

lo cual demuestra que se verifican las hipótesis del teorema del punto fijo.
b) Para p0 = −1 tenemos

p1 = g(p0) = g(−1) = −1

3
,

p2 = g(p1) = g(−1/3) =
1/9− 1

3
= − 8

27
,

p3 = g(p2) = g(−8/27) =
64/729− 1

3
= − 665

2187
.

c) Usando la acotación |pn − p| ≤ kn ·máx{p0−a, b−p0}, tenemos en nuestro
caso |pn − p| ≤ (2/3)n ·máx{0, 2} = 2(2/3)n. Entonces,

|pn − p| ≤ 2

(
2

3

)n
< 10−3 ⇔

(
2

3

)n
<

10−3

2
⇔ n log10

2

3
< −3− log10 2

⇔︸︷︷︸
log10(2/3)<0

n >
−3− log10 2

log10
2
3

= 20,97 . . . ,

con lo cual n = 21.
d) Sabemos que p es punto fijo de g si y sólo si p es ráız de f(x) = x− g(x).
En nuestro caso,

f(x) = 0⇔ x− g(x) = 0⇔ x− x2 − 1

3
= 0⇔ 3x− x2 + 1

3
= 0,
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lo cual equivale a x2 − 3x − 1 = 0. Las soluciones de esta ecuación son
(3±
√

13)/2 y sólo (3−
√

13)/2 ∈ [−1, 1]. Por tanto, el ĺımite de la iteración
de punto fijo es p = (3−

√
13)/2

180. Polinomios de Bernstein

El teorema de Weierstrass asegura que toda función continua f : [a, b]→
R puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Construiremos de
manera expĺıcita una de tales sucesiones.
1) Sea f : [a, b] → R una función continua. Se define el n-ésimo polinomio
de Bernstein asociado a f como el polinomio:

Bn(f)(x) :=
n∑
k=0

f

(
a+

k(b− a)

n

)(
n

k

)
(x− a)k(b− x)n−k.

Determinar los polinomios de Bernstein asociados a las funciones f0(x) = 1,
f1(x) = x en el intervalo [0, 1].
2) Ídem para la función f2(x) = x2 en el intervalo [0, 1].
3) Demostrar que la sucesión de polinomios de Bernstein Bn(fi)(x) converge
a fi uniformemente en el intervalo [0, 1] para cada i = 0, 1, 2.
4) Sea ahora f : [0, 1]→ R una función continua cualquiera. Demostrar que
la sucesión de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente a f en
[0, 1].
5) Sea ahora f : [a, b]→ R una función continua cualquiera. Demostrar que
la sucesión de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente a f en
[a, b].

Solución. 1) Para una función continua f : [0, 1] → R los polinomios de
Bernstein son

Bn(f)(x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

Tenemos para f0 :

Bn(f0)(x) =
n∑
k=0

1 ·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k = (x+ (1− x))n = 1.

Para f1,

Bn(f1)(x) =

n∑
k=1

k

n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.



Fasćıculo 8. Monograf́ıas 176-200 249

Se verifican las implicaciones

k

n

(
n

k

)
=
k

n

n!

k!(n− k)!
=

(n− 1)!

(k − 1)![(n− 1)− (k − 1)]!
=

(
n− 1

k − 1

)

⇒ Bn(f1)(x) = x

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)(n−1)−(k−1)

= x

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(1− x)(n−1)−k = x(x+ (1− x))n−1 = x.

Es decir, Bn(f0)(x) = 1 y Bn(f1)(x) = x.
2) Usando la relación k

n

(
n
k

)
=
(
n−1
k−1

)
demostrada en el apartado anterior,

Bn(f2)(x) =
n∑
k=0

k2

n2

(
n

k

)
xk(1− x)n−k =

x

n

n∑
k=1

k2

n

(
n

k

)
xk−1(1− x)n−k

=
x

n

n∑
k=1

k

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−k =

x

n

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−1−k

=
n− 1

n
x
n−1∑
k=0

k + 1

n− 1

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−1−k

=
n− 1

n
x
n−1∑
k=0

k

n− 1

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−1−k

+
x

n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−1−k

=
n− 1

n
x · x+

x

n
(x+ (1− x))n−1 =

n− 1

n
x2 +

1

n
x.

3) Para i = 0 tenemos la sucesión constante Bn(f0)(x) = 1 que de manera
trivial converge uniformemente a f0(x) = 1 en [0, 1]. Para i = 1, también
Bn(f1)(x) = x es constante y converge trivialmente a f1(x) = x en [0, 1]. Pa-
ra i = 2 tenemos Bn(f2)(x) = ((n−1)/n)x2 + (1/n)x y ĺımn→+∞Bn(f2)(x)
= x2 = f2(x) en [0, 1]. Veamos que la convergencia es uniforme.

|Bn(f2)(x)− f2(x)| =
∣∣∣∣n− 1

n
x2 +

1

n
x− x2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1

n
x2 +

1

n
x

∣∣∣∣
=

1

n

∣∣−x2 + x
∣∣ ≤ 1

n

(∣∣−x2
∣∣+ |x|

)
≤ 1

n
(1 + 1) =

2

n
.
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Sea ε > 0. Entonces 2/n < ε equivale a n > 2/ε. Si n0 = b2/εc+ 1 se verifica
|Bn(f2)(x)− f2(x)| < ε si n ≥ n0 y para todo x ∈ [0, 1]. La convergencia es
por tanto uniforme.
4) Tenemos que demostrar que para todo ε > 0 existe un número natural
n0 tal que si n ≥ n0, entonces |f(x)−Bn(f)(x)| < ε para todo x ∈ [0, 1].
Llamemos pk(x) =

(
n
k

)
xk(1− x)n−k, entonces podemos escribir Bn(f)(x) =∑n

k=0 f(k/n)pk(x) y dado que

n∑
k=0

pk(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = (x+ (1− x))n = 1,

bastará demostrar que para todo ε > 0 existe un número natural n0 tal que
si n ≥ n0, ∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(f(x)− f (k/n)) pk(x)

∣∣∣∣∣ < ε ∀x ∈ [0, 1].

Al ser f continua en el cerrado [0, 1], por el teorema de Heine f es uni-
formemente continua en [0, 1], es decir, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que
|f(x)− f(y)| < ε/3 si |x− y| < δ. Para x ∈ [0, 1] y n natural definimos los
conjuntos

A1 = {k : 0 ≤ k ≤ n y |x− k/n| ≤ δ},
A2 = {k : 0 ≤ k ≤ n y |x− k/n| > δ}.

Usando que 0 ≤ pk(x) ≤ 1 para todo x ∈ [0, 1],∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(f(x)− f (k/n)) pk(x)

∣∣∣∣∣
≤
∑
k∈A1

|f(x)− f (k/n) |pk(x) +
∑
k∈A2

|f(x)− f (k/n) |pk(x)

≤ ε

3
+
∑
k∈A2

|f(x)− f (k/n) |pk(x).

Si k ∈ A2 se verifica (x − k/n)2 > δ2, luego 1 < (x − k/n)2/δ2. Al ser f
continua en un intervalo cerrado, está acotada. Sea K una cota superior de
f. Entonces,∑

k∈A2

|f(x)− f (k/n) |pk(x) ≤
∑
k∈A2

(|f(x)|+ |f (k/n) |) pk(x)

≤ 2K
∑
k∈A2

pk(x) ≤ 2K
∑
k∈A2

(x− k/n)2

δ2
pk(x) =

2K

δ2

∑
k∈A2

(x− k/n)2pk(x)
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≤ 2K

δ2

n∑
k=0

(x− k/n)2pk(x)

=
2K

δ2

(
x2

n∑
k=0

pk(x)− 2x
n∑
k=0

(k/n)pk(x) +
n∑
k=0

(k/n)2pk(x)

)

=︸︷︷︸
Por los apartados 1 y 2

2K

δ2

(
x2 − 2x2 +

n− 1

n
x2 +

1

n
x

)

=
2K

δ2n
x(1− x) ≤ 2K

δ2n
.

Como ĺımn→+∞ 2K/(δ2n) = 0, dado ε > 0 existe n0 natural tal que 2K/δ2n <
ε/3 si n ≥ n0 con lo cual,∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(f(x)− f (k/n)) pk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
+
ε

3
=

2ε

3
< ε si n ≥ n0

y por tanto, Bn(f)(x)→ f(x) uniformemente en [0, 1].
5) Consideremos la función continua y biyectiva φ : [0, 1] → [a, b], φ(x) =
(b − a)x + a. Su inversa φ−1(x) = (x − a)/(b − a) es continua. La función
g := f ◦ φ : [0, 1] → R es continua, y por el apartado anterior Bn(g) → g
uniformemente en [0, 1]. Pero f = g ◦ φ−1 con lo cual Bn(g) ◦ ϕ−1 → f en
[a, b] uniformemente. Ahora bien,

Bn(g)[ϕ−1(x)] = Bn(g)

(
x− a
b− a

)

=

n∑
k=0

g

(
k

n

)(
n

k

)(
x− a
b− a

)k (
1− x− a

b− a

)n−k

=
1

(b− a)n

n∑
k=0

f

(
ϕ

(
k

n

))
(x− a)n(b− x)n

=
1

(b− a)n

n∑
k=0

f

(
a+

k(b− a)

n

)(
n

k

)
(x− a)k(b− x)n−k

que son los polinomios de Bernstein Bn(f) en [a, b].
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181. Espacios lp

Designamos por K al cuerpo de los números reales o complejos indistin-
tamente. Sabemos que en el espacio vectorial Kn y para todo p ∈ [1,+∞)
se definen la normas

‖x‖p =

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

,∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

y también la norma ‖x‖∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|} . Generalizaremos estos
conceptos a KN

1) Sea KN el espacio vectorial de las sucesiones en K con las operaciones
habituales. Para cada p ∈ [1,+∞) se define el subconjunto de KN:

lp := {x = (xk) ∈ KN :

+∞∑
k=1

|xk|p < +∞}.

Demostrar que lp es subespacio vectorial de KN y que ‖x‖p =
(∑+∞

k=1 |xk|p
)1/p

es una norma en lp.
2) Demostrar que lp es espacio de Banach para todo p ∈ [1,+∞).
3) Demostrar que para todo p ∈ [1,+∞) la dimensión de lp es infinita.
4) Demostrar que para 1 ≤ p < q < +∞ se verifica lp ⊂ lq con lp 6= lq. Es
decir lp se agranda de manera estricta al aumentar p.
5) Se define el subconjunto de KN :

l∞ :=
{
x = (xk) ∈ KN : sup{|xk| : k ∈ N} < +∞

}
es decir, l∞ está formado por las sucesiones en K acotadas. Demostrar que l∞
es subespacio vectorial de KN de dimensión infinita y que ‖x‖∞ = sup{|xk| :
k ∈ N} es una norma en l∞.
6) Demostrar que lp ⊂ l∞ con lp 6= l∞ para todo p ∈ [1,+∞).
7) Demostrar que l∞ es espacio de Banach.

Solución. 1) La sucesión nula 0 = (0) claramente pertenece a lp. Si x = (xk)
e y = (yk) pertenecen a lp entonces

∑+∞
k=1 |xk|p < +∞ y

∑+∞
k=1 |yk|p < +∞.

Usando la desigualdad de Minkowski,(
n∑
k=1

|xk + yk|p
)1/p

≤

(
n∑
k=1

(|xk|+ |yk|)p
)1/p

≤

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

+

(
n∑
k=1

|yk|p
)1/p

.
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Tomando ĺımites cuando n→ +∞,(
+∞∑
k=1

|xk + yk|p
)1/p

≤

(
+∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

+

(
+∞∑
k=1

|yk|p
)1/p

< +∞, (1)

con lo cual x+ y ∈ lp. Si λ ∈ K y x ∈ lp entonces,

+∞∑
k=1

|λxk|p = |λ|p
+∞∑
k=1

|xk|p < +∞, (2)

con lo cual λx ∈ lp y lp es subespacio vectorial de KN. Es claro que ‖x‖p = 0
si y sólo si x = 0 y las relaciones ‖λx‖p = |λ| ‖x‖p y ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p
se deducen inmediatamente de las relaciones (2) y (1) respectivamente. Por
tanto, ‖ ‖p es norma en lp.
2) Sea Xn = (xnk) una sucesión de Cauchy de elementos de lp. Para todo

par de números naturales m,n se verifica |xnk − xmk| = (|xnk − xmk|p)1/p ≤
‖Xn −Xm‖p . Como Xn es sucesión de Cauchy, también lo es xnk para todo
k y al ser K completo, podemos definir xk := ĺımn→+∞ xnk. Veamos que la
sucesión X = (xk) pertenece a lp y que Xn → X con lo cual estará demos-
trado que lp es completo. Al ser Xn de Cauchy en lp, para todo ε > 0 existe
n0 natural tal que para m,n ≥ n0 se verifica ‖Xn −Xm‖p < ε. Para todo N
natural tenemos

N∑
k=1

|xnk − xmk|p ≤
(
‖Xn −Xm‖p

)p
≤ εp.

Tomando ĺımites cuando m→ +∞
N∑
k=1

|xnk − xk|p = ĺım
m→+∞

N∑
k=1

|xnk − xmk|p ≤ εp,

y al ser N cualquiera,
∑+∞

k=1 |xnk − xk|
p ≤ εp y por tanto Xn−X ∈ lp. Ahora

bien X = Xn − (Xn − X) con lo cual X ∈ lp. Por la última desigualdad
‖Xn −X‖p < ε para n ≥ n0 es decir, Xn converge a X.

3) Consideremos para cada n natural los elementos de KN dados por en =
(xk) con xk = 1 si k = n y xk = 0 si k 6= n. Es claro que el sistema
{en : n ∈ N} es libre, tiene infinitos elementos y está contenido en lp para
todo p ∈ [1,+∞), luego la dimensión de lp es infinita.
4) Si x = (xk) ∈ lp entonces

∑+∞
k=1 |xk|

p es convergente luego ĺımk→+∞ xk =
0 con lo cual |xk|q ≤ |xk|p para k suficientemente grande. Por el teorema de
comparación para series de términos positivos, la serie

∑+∞
k=1 |xk|

q converge,
por tanto x ∈ lq.
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El contenido lp ⊂ lq es estricto. En efecto, consideremos la sucesión
y = (k−1/p). Entonces,

+∞∑
k=1

|yk|p =
+∞∑
k=1

1

k
(divergente),

+∞∑
k=1

|yk|q =
+∞∑
k=1

1

kq/p
(convergente),

es decir y /∈ lp e y ∈ lq.
5) Es claro que la sucesión nula está acotada, que la suma de dos acotadas
está acotada y que el producto de un escalar por una acotada está acotada,
por tanto l∞ es subespacio vectorial de KN. La familia {en = (xk) : n ∈ N}
con xk = 1 si k = n y xk = 0 si k 6= n es libre y está contenida en l∞, por
tanto l∞ tiene dimensión infinita. Veamos que ‖ ‖∞ es norma en l∞.

‖x‖∞ = 0⇔ sup{|xk| : k ∈ N} = 0⇔ |xk| = 0 ∀k ∈ N

⇔ xk = 0 ∀k ∈ N⇔ x = (0).

Para λ ∈ K y x = (xk) ∈ l∞,

‖λx‖∞ = sup{|λxk| : k ∈ N} = sup{|λ||xk| : k ∈ N}

= |λ| sup{|xk| : k ∈ N} = |λ| ‖x‖∞ .

Por último, para x = (xk) e y = (yk) elementos de l∞,

‖x+ y‖∞ = sup{|xk + yk| : k ∈ N} ≤ sup{|xk|+ |yk| : k ∈ N}

≤ sup{|xk| : k ∈ N}+ sup{|yk| : k ∈ N} = ‖x‖∞ + ‖y‖∞ .

6) Si x = (xk) ∈ lp entonces,
∑+∞

k=1 |xk|p es convergente y por tanto xk → 0 lo
cual implica que x = (xk) está acotada. Por otra parte, la sucesión constante
x = (1) pertenece a l∞ pero no a lp.
7) Sea Xn = (xnk) una sucesión de Cauchy de elementos de l∞. Para todo
par de números naturales m,n se verifica |xnk − xmk| ≤ sup{|xnk − xmk| :
k ∈ N} ≤ ‖Xn −Xm‖∞ . Como Xn es sucesión de Cauchy, también lo es
xnk para todo k y al ser K completo, podemos definir xk := ĺımn→+∞ xnk.
Veamos que la sucesión X = (xk) pertenece a l∞ y que Xn → X con lo cual
estará demostrado que l∞ es completo.

Si ε > 0 existe n0 natural tal que |xnk − xmk| < ε/2 para todo k y para
todo m,n ≥ n0. Haciendo m→ +∞ obtenemos |xnk −xk| ≤ ε/2 y tomando
supremos sobre k,

sup{|xnk − xk| : k ∈ N} ≤ ε/2

para todo n ≥ n0, es decir ‖Xn −X‖∞ < ε si n ≥ n0 lo cual prueba que
Xn → X. Por otra parte, es claro que X está acotada, luego X ∈ l∞.
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182. Concepto de aplicación multilineal

Sean V1, . . . , Vn, V espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea

φ : V1 × . . .× Vn → V

una aplicación. Se dice que φ es multilineal si ∀i = 1, . . . , n se verifica

(a) φ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn),

(b) φ(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = αφ(v1, . . . , vi, . . . , vn),

en donde vi, v
′
i ∈ Vi, vj ∈ Vj si j 6= i y α ∈ K.

Nótese que el que φ es multilineal equivale a decir que la aplicación de
Vi en V dada por φ(v1, . . . , vi−1, •, vi+1, . . . , vn) es lineal ∀i = 1, . . . , n. Si
n = 2, decimos que φ es una aplicación bilineal. Si V = K decimos que φ es
forma multilineal.
1) Si n = 1, demostrar que φ : V1 → V es multilineal si y sólo si es lineal.
2) Demostrar que la aplicación φ : V × V ∗ → K dada por φ(x, T ) = T (x)
es forma bilineal.
3) Sea φ : (Kn)n = Kn× . . .Kn → K dada por φ(v1, . . . , vn) = detA siendo
A = [v1 . . . vn] matriz con columnas v1 . . . vn. Demostrar que φ es multilineal.
4) Sea A un álgebra sobre K. Definimos

φ : An → A, φ(v1, v2, . . . , vn) = v1v2 · · · vn.

Demostrar que φ es multilineal.
Nota. Como casos particulares tenemos las álgebras: Kn×n (matrices cua-
dradas ), K[x] (polinomios), Ck(I), k = 0, 1, 2, . . . ,∞ (funciones reales de
clase k en un intervalo cerrado I = [a, b]).
5) Sea φ : V1 × . . . × Vn → V multilineal y T : V → W lineal. Demostrar
que T ◦ φ es multilineal.
6) Demostrar que φ : (C∞(I))n → C∞(I) dada por φ(f1, . . . , fn) = (f1 · . . . ·
fn)′ es una aplicación multilineal.
7) Si C[a, b] es el álgebra de las funciones reales continuas en el intervalo
[a, b], demostrar que la aplicación φ : (C[a, b])n → C[a, b] dada por

φ(f1, . . . , fn) =

∫ b

a
f1 · . . . · fn

es multilineal.

Solución. 1) Es consecuencia inmediata de la definición de aplicación mul-
tilineal.
2) En efecto,

φ(x+ y, T ) = T (x+ y) = T (x) + T (y) = φ(x, T ) + φ(y, T ),

φ(αx, T ) = T (αx) = αT (x) = αφ(x, T ).
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Por otra parte,

φ(x, T + S) = (T + S)(x) = T (x) + S(x) = φ(x, T ) + φ(x, S),

φ(x, αT ) = (αT )(x) = αT (x) = αφ(x, T ).

3) Usando conocidas propiedades de los determinantes,

φ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = det[v1 . . . vi + v′i . . . vn]

= det[v1 . . . vi . . . vn] + det[v1 . . . v
′
i . . . vn]

= φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn).

Por otra parte,

φ(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = det[v1 . . . αvi . . . vn]

= α det[v1 . . . vi . . . vn] = αφ(v1, . . . , vi, . . . , vn).

4) Usando las conocidas propiedades de un álgebra,

φ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = v1 · · · (vi + v′i) · · · vn
= v1 · · · vi · · · vn + v1 · · · v′i · · · vn
= φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn).

φ(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = v1 · · · (αvi) · · · vn
= α(v1 · · · vi · · · vn) = αφ(v1, . . . , vi, . . . , vn).

5) Tenemos T ◦ φ : V1 × . . .× Vn →W . Entonces,

(T ◦ φ)(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = T
[
φ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn)

]
= T

[
φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn)

]
= T [φ(v1, . . . , vi, . . . , vn)] + T

[
φ(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn)

]
= (T ◦ φ)(v1, . . . , vi, . . . , vn) + (T ◦ φ)(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn).

(T ◦ φ)(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = T [φ(v1, . . . , αvi, . . . , vn)]

= T [αφ(v1, . . . , vi, . . . , vn)] = αT [φ(v1, . . . , vi, . . . , vn)]

= α(T ◦ φ)(v1, . . . , vi, . . . , vn).

6) Claramente, el operador derivación D : C∞(I) → C∞(I) es lineal, y la
aplicación φ1 : (C∞(I))n → C∞(I) dada por φ1(f1, . . . , fn) = f1 · . . . · fn es
multilineal según el apartado 4. Pero φ = D ◦ φ1 que según el apartado 5 es
multilineal.
7) Claramente, el operador integración Int : C[a, b] → C[a, b] es lineal, y la
aplicación φ1 : (C[a, b])n → C[a, b] dada por φ1(f1, . . . , fn) = f1 · . . . · fn es
multilineal según el apartado 4. Pero φ = Int ◦ φ1 que según el apartado 5
es multilineal.



Fasćıculo 8. Monograf́ıas 176-200 257

183. Espacio vectorial de las aplicaciones multili-
neales

Recordamos que si X 6= ∅ es un conjunto, V un espacio vectorial so-
bre el cuerpo K y V X , el conjunto de las aplicaciones de X en V en-
tonces, V X es espacio vectorial sobre K con las operaciones habituales
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (suma) y (αf)(x) = αf(x) (producto por un es-
calar). Para V1, . . . , Vn, V espacios vectoriales sobre el cuerpo K denotamos
por MulK(V1×. . .×Vn, V ) al conjunto de todas las aplicaciones multilineales
de V1× . . .× Vn en V . Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo
K, se designa por LinK(E,F ) al espacio vectorial de las aplicaciones lineales
f : E → F .
1) Demostrar que MulK(V1×. . .×Vn, V ) es subespacio vectorial de V V1×...×Vn .
2) Demostrar que si n ≥ 2 se verifica

MulK(V1 × . . .× Vn, V ) ∩ LinK(V1 × . . .× Vn, V ) = {0}.

Solución. 1) La aplicación nula es claramente multilineal. Si λ, µ ∈ K y
φ, ϕ ∈ MulK(V1 × . . .× Vn, V ), entonces,

(λφ+ µϕ)(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = (λφ)(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn)

+(µϕ)(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = λφ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn)

+µϕ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = λ[φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn)]

+µ[ϕ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + ϕ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn)]

= [λφ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + µϕ(v1, . . . , vi, . . . , vn)]

+
[
λφ(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn) + µϕ(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn)

]
(λφ)(v1, . . . , vi, . . . , vn) + (µϕ)(v1, . . . , vi, . . . , vn)

+(λφ)(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn) + (µϕ)(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn)

= (λφ+ µϕ)(v1, . . . , vi, . . . , vn) + (λφ+ µϕ)(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn),

y se satisface la primera condición de aplicación multilineal. Ahora, y para
todo α ∈ K,

(λφ+ µϕ)(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = (λφ)(v1, . . . , αvi, . . . , vn)

+(µϕ)(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = λφ(v1, . . . , αvi, . . . , vn)

+µϕ(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = αλφ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + αµϕ(v1, . . . , vi, . . . , vn)

= α[λφ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + µϕ(v1, . . . , vi, . . . , vn)]
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= α[(λφ)(v1, . . . , vi, . . . , vn) + (µϕ)(v1, . . . , vi, . . . , vn)]

= α(λφ+ µϕ)(v1, . . . , vi, . . . , vn).

La aplicación λφ+ µϕ es por tanto multilineal. Concluimos que MulK(V1×
. . .× Vn, V ) es subespacio vectorial de V V1×...×Vn .
2) Fijemos i ∈ {1, 2, . . . , n} y sea φ : V1 × . . .× Vn → V multilineal y lineal.
Por ser multilineal se verifica

φ(v1, . . . , vi + vi, . . . , vn) = φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , vi, . . . , vn).

Por ser lineal. se verifica

φ(v1, . . . , vi + vi, . . . , vn) = φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(0, . . . , vi, . . . , 0).

De las dos relaciones anteriores, φ(v1, . . . , , vn) = φ(0, . . . , vi, . . . , 0). De nue-
vo, por ser φ lineal,

φ(v1, . . . , vn) = φ

(
n∑
i=1

(0, . . . , vi, . . . , 0))

)
=

n∑
i=1

φ(0, . . . , vi, . . . , 0)

Restando a la última igualdad la φ(v1, . . . , , vn) = φ(0, . . . , vi, . . . , 0), obtene-
mos φ(v1, . . . , vi−1, 0, vi+1, . . . , vn) = 0. Ahora para n ≥ 2, al ser vi arbitrario
también lo es el subindice i por tanto para todo (v1, . . . , vn) ∈ V1 × . . .× Vn
tenemos φ(v1, . . . , vn) = φ(0, v2, . . . , vn) + φ(v1, 0, . . . , 0) = 0 + 0 = 0.

184. Problema de la aplicación universal

Vimos que una manera de construir aplicaciones multilineales sobre V1×
. . .×Vn es elegir una aplicación multilineal fija de V1×. . .×Vn sobre V y luego
componerla con varias aplicaciones lineales de V en otro espacio vectorial.
Se plantea la siguiente pregunta: ¿podemos con una adecuada elección de
V construir todas las aplicaciones multilineales sobre V1 × . . . × Vn de esta
manera?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y nos llevará a construir el
producto tensorial de los espacios V1, . . . , Vn. De forma más precisa, plan-
teamos el siguiente problema, llamado problema de la aplicación universal
para aplicaciones multilineales.

Problema. Sean V1, . . . , Vn espacios vectoriales sobre K, ¿existe un es-
pacio vectorial V sobre K y una aplicación multilineal φ : V1× . . .×Vn → V
tal que para cada aplicación multilineal ϕ : V1 × . . . × Vn → W existe una
única T ∈ LinK(V,W ) tal que ϕ = T ◦ φ?

En términos de diagrama conmutativo: ¿podemos construir una aplica-
ción multilineal φ : V1 × . . . × Vn → V con la propiedad de que para toda
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ϕ : V1 × . . .× Vn →W multilineal existe una única T ∈ LinK(V,W ) tal que
el siguiente diagrama es conmutativo?

V1 × . . .× Vn V

W

φ

ϕ T

Nótese que cualquier solución al problema planteado consiste en un par
(V, φ) con φ : V1 × . . . × Vn → V multilineal. Antes de construir una solu-
ción al problema, demostremos que la solución es esencialmente única salvo
isomorfismos.

Sean (V, φ) y (V ′, φ′) dos soluciones al problema de la aplicación uni-
versal. Demostrar que existen dos isomorfismos T1 ∈ LinK(V, V ′) y T2 ∈
LinK(V ′, V ) tales que
(a) T1 ◦ T2 = IV , T2 ◦ T1 = IV ′ .
(b) Los siguientes diagramas son conmutativos

V1 × . . .× Vn V

V ′

φ

φ′ T1

V1 × . . .× Vn V ′

V

φ′

φ T2

Solución. Como (V, φ) es solución al problema de la aplicación universal,
existe un único T1 ∈ LinK(V, V ′) tal que T1 ◦φ = φ′. Como (V ′, φ′) también
lo es, existe un único T2 ∈ LinK(V ′, V ) tal que T2 ◦ φ′ = φ. Esto demuestra
que los dos diagramas dados son conmutativos. Por otra parte,

(T2 ◦ T1) ◦ φ = T2 ◦ (T1 ◦ φ) = T2 ◦ φ′ = φ,

lo cual implica que el siguiente diagrama también es conmutativo

V1 × . . .× Vn V

V

φ

φ T2 ◦ T1
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Si sustituimos T2 ◦ T1 por IV , el anterior diagrama también es conmuta-
tivo. Pero al ser (V, φ) es solución al problema, sólo hay una aplicación lineal
tal que dicho diagrama es conmutativo lo cual implica que T2 ◦ T1 = IV . De
manera análoga se demuestra que T1 ◦ T2 = IV ′ .

185. Espacio vectorial producto

Vamos a construir el espacio vectorial producto de una colección cual-
quiera de espacios vectoriales. Sea ∆ un conjunto no vaćıo de ı́ndices y
{Vi : i ∈ ∆} una colección de espacios vectoriales sobre el cuerpo K. El
conjunto producto cartesiano de los Vi se define según sabemos como

V =
∏
i∈∆

Vi = {f : ∆→
⋃
i∈∆

Vi : f es aplicación con f(i) ∈ Vi ∀i ∈ ∆}.

Demostrar queV es espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f, g ∈ V, (f + g)(i) = f(i) + g(i)
Ley externa. Para todo α ∈ K y para todo f ∈ V , (αf)(i) = αf(i).

Solución. 1) Veamos que (V,+) es grupo abeliano.
Interna. Si f, g ∈ V , para todo i ∈ ∆ se verifica f(i) ∈ Vi y g(i) ∈ Vi con lo
cual (f + g)(i) = f(i) + g(i) ∈ Vi luego f + g ∈ V.
Asociativa. Para todo f, g, h ∈ V y para todo i ∈ ∆,

((f + g) + h) (i) = (f + g)(i) + h(i) = (f(i) + g(i)) + h(i)

= f(i) + (g(i) + h(i)) = f(i) + (g + h)(i) = (f + (g + h))(i)

⇒ (f + g) + h = f + (g + h).

Conmutativa. Para todo f, g ∈ V y para todo i ∈ ∆,

(f + g)(i) = f(i) + g(i) = g(i) + f(i) = (g + f)(i)⇒ f + g = g + f.

Existencia de elemento neutro. Sea la aplicación f0(i) = 0 para todo i ∈ ∆.
Claramente f0 ∈ V y para toda f ∈ V y para todo i ∈ ∆,

(f + f0)(i) = f(i) + f0(i) = f(i) + 0 = f(i)⇒ f + f0 = f,

con lo cual f0 es elemento neutro para la suma.
Existencia de elemento simétrico. Sea la aplicación f ∈ V y definimos la
aplicación −f como (−f)(i) = −f(i) para todo i ∈ ∆. Claramente −f ∈ V
y además

(f + (−f))(i) = f(i) + (−f)(i) = f(i)− f(i) = 0 ∀i ∈ ∆⇒ f + (−f) = f0,
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con lo cual −f es elemento simétrico de f para la suma.
2) Veamos que se cumplen los cuatro axiomas de ley externa.
(a) Para todo f, g ∈ V para todo α ∈ K y para todo i ∈ ∆,

[α(f + g)](i) = α(f + g)(i) = α(f(i) + g(i)) = αf(i) + αg(i)

= (αf)(i) + (αg)(i) = (αf + αg)(i)⇒ α(f + g) = αf + αg.

(b) Para todo f ∈ V para todo α, β ∈ K y para todo i ∈ ∆,

[(α+ β)f ](i) = (α+ β)f(i) = αf(i) + βf(i) = (αf)(i) + (βf)(i)

= (αf + βf)(i)⇒ (α+ β)f = αf + βf.

(c) Para todo f ∈ V para todo α, β ∈ K y para todo i ∈ ∆,

[(αβ)f ](i) = (αβ)f(i) = α[βf(i)] = α[(βf)(i)]

= [α(βf)](i)⇒ (αβ)f = α(βf).

(d) Para todo f ∈ V y para todo i ∈ ∆,

(1f)(i) = 1f(i) = f(i)⇒ 1f = f.

186. Espacio suma directa externa

Sea ∆ un conjunto no vaćıo de ı́ndices, {Vi : i ∈ ∆} una colección de
espacios vectoriales sobre el cuerpo K y V =

∏
i∈∆ Vi el correspondiente

espacio vectorial producto. Se define la suma directa externa de los espacios
Vi como⊕

i∈∆

Vi = {f ∈ V : f(i) = 0 salvo un número finito de ı́ndices i ∈ ∆}.

Demostrar que la suma directa externa de los espacios Vi es subespacio de
V.

Solución. El vector nulo de f0 de V cumple f0(i) = 0 para todo i ∈ ∆
luego lo cumple salvo el número finito nulo de subindides de ∆, es decir
f0 ∈

⊕
i∈∆ Vi. Si f, g ∈

⊕
i∈∆ Vi, entonces existen subconjuntos finitos ∆1 y

∆2 de ∆ tales que

f(i) = 0 si i ∈ ∆−∆1, f(i) 6= 0 si i ∈ ∆1,

g(i) = 0 si i ∈ ∆−∆2, g(i) 6= 0 si i ∈ ∆2.

Entonces, si α, β ∈ K se verifica

i ∈ (∆−∆1) ∩ (∆−∆2)⇒ (αf + βg)(i) = αf(i) + βg(i) = 0
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Ahora bien,

(∆−∆1) ∩ (∆−∆2) = (∆ ∩∆c
1) ∩ (∆ ∩∆c

2)

= ∆ ∩∆c
1 ∩∆c

2 = ∆c
1 ∩∆c

2 = (∆1 ∪∆2)c .

Entonces, (αf + βg)(i) 6= 0 a lo sumo en ∆1 ∪∆2 que es un conjunto finito.
Es decir, αf + βg ∈

⊕
i∈∆ Vi.

Sea ahora Vi = K para todo i ∈ K y llamemos U =
⊕

i∈∆K, es decir
la suma directa externa consta ahora de |∆| copias de K. Para todo i ∈ ∆
definimos el vector δi ∈ U de la forma δi(j) = 1 si j = i y δi(j) = 0 si j 6= i.
Es decir, δi(j) = δij (deltas de Kronecker).

187. Base del espacio suma directa externa

Demostrar que B = {δi : i ∈ ∆} es base de U =
⊕

i∈∆K.

Solución. Veamos que B es sistema libre. Elijamos S = {δi1 , . . . , δim} ⊂ B
y sea

α1δi1 + · · ·+ αmδim = 0 con α1, . . . , αm ∈ K.

Para todo i = ik con k = 1, . . . ,m tenemos

(α1δi1 + · · ·+ αmδim)(ik) = 0(ik)⇒ αk · 1 = 0⇒ αk = 0.

Veamos que B es sistema generador. Si f ∈ U , existe un subconjunto finito
∆′ = {i1, . . . , in} de ∆ tal que f(i) = 0 si i ∈ ∆ −∆′ y f(i) = 1 si i ∈ ∆1.
Veamos que se verifica

f = f(i1)δi1 + · · ·+ f(in)δin . (∗)

En efecto,

i ∈ ∆−∆′ ⇒ (f(i1)δi1 + · · ·+ f(in)δin) (i) = f(i1)δi1(i) + · · ·+ f(in)δin(i)

= f(i1) · 0 + · · ·+ f(in) · 0 = 0 = f(i).

i ∈ ∆′ ⇒ (f(i1)δi1 + · · ·+ f(in)δin) (i) = f(i)δi(i) = f(i) · 1 = f(i).

en consecuencia, se verifica la igualdad (∗).
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188. Solución al problema de la aplicación univer-
sal

Supongamos que el conjunto de ı́ndices ∆ es un espacio vectorial. Enton-
ces, tiene sentido en el espacio suma directa externa U =

⊕
i∈∆K considerar

vectores de la forma

δ(i1+...+in) − δi1 − . . .− δ(i1+...+in), δαi − αδi.

Sean ahora V1, . . . , Vn espacios vectoriales sobre el cuerpo K y por simplici-
dad de notación, llamemos Z = V1 × . . .× Vn. Consideremos

U =
⊕

(v1,...,vn)∈Z

K

es decir, U es la suma directa externa de |Z| copias de K. Consideremos el
subespacio U0 de U generado por vectores de la forma

δ(v1,...,vi+v′i,...,vn) − δ(v1,...,vi,...,vn) − δ(v1,...,v′i,...,vn),

δ(v1,...,αvi,...,vn) − αδ(v1,...,vi,...,vn).
(188.0.1)

en donde i vaŕıa de 1 a n, y α recorre K. Por último, Consideremos el espacio
vectorial cociente V = U/U0 y la aplicación

φ : V1 × . . .× Vn → V, φ(v1, . . . , vn) = δ(v1,...,vn) + U0.

Demostrar que el par (V, φ) es solución al problema de la aplicación
universal.

Solución. Veamos que la aplicación φ es multilineal. Dado que

δ(v1,...,vi+v′i,...,vn) − δ(v1,...,vi,...,vn) − δ(v1,...,v′i,...,vn) ∈ U0,

δ(v1,...,αvi,...,vn) − αδ(v1,...,vi,...,vn) ∈ U0,

y por definición de espacio cociente, podemos escribir

φ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = δ(v1,...,vi+v′i,...,vn) + U0

=
(
δ(v1,...,vi,...,vn) + δ(v1,...,v′i,...,vn)

)
+ U0

=
(
δ(v1,...,vi,...,vn) + U0

)
+
(
δ(v1,...,v′i,...,vn) + U0

)
= φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn).
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De manera análoga,

φ(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = δ(v1,...,αvi,...,vn) + U0

= αδ(v1,...,vi,...,vn) + U0

= α
(
δ(v1,...,vi,...,vn) + U0

)
= αφ(v1, . . . , vi, . . . , vn),

y por tanto φ es multilineal.
Sea ϕ : V1 × . . . × Vn → W una aplicación multilineal. Tenemos que

demostrar que existe una única aplicación lineal T : V →W tal que T ◦φ =
ϕ. Sabemos que B = {δ(v1,...,vn) : (v1, . . . , vn) ∈ Z} es base de U y por tanto,
existe una única aplicación lineal T0 : U → W tal que T0

(
δ(v1,...,vn)

)
=

ϕ(v1, . . . , vn) para todo (v1, . . . , vn) ∈ Z. Como ϕ es multilineal, anula a los
generadores 188.0.1 de U0 y por tanto U0 ⊂ kerT0. Por un conocido teorema
de isomorf́ıa, T0 induce una aplicación lineal T : U/U0 →W tal que

T
(
δ(v1,...,vn) + U0

)
= T0

(
δ(v1,...,vn)

)
= ϕ(v1, . . . , vn),

para todo (v1, . . . , vn) ∈ Z. Dado que φ(v1, . . . , vn) = δ(v1,...,vn) + U0, se
verifica T ◦ φ = ϕ.

Por último, supongamos que T ′ : V → W es una aplicación lineal que
verifica T ′◦φ = ϕ. Tenemos que demostrar que T ′ = T . Dado que T ′◦φ = φ,
se verifica T ′ = T sobre Im φ. Pero de la construcción de V y φ es Im φ = V
y por tanto T ′ = T .

189. Concepto de espacio topológico (I)

1) Definición. Si X es un conjunto no vaćıo, se llama topoloǵıa en X a
cualquier colección T de subconjuntos de X que satisface los axiomas:

(1) ∅, X ∈ T .
(2) Si A y B son elementos de T, entonces A ∩B ∈ T.
(3) Si {Ai : i ∈ I} es una familia de elementos de T, entonces⋃
i∈I Ai ∈ T.

A los elementos de T se les llama conjuntos abiertos y al par (X,T ), espacio
topológico. Si no ha lugar a confusiones, al espacio topológico (X,T ) se le
designará simplemente por X.

Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}. Demostrar que T es topo-
loǵıa en X, siendo T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4, 5}} .
2) Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}. Demostrar que T no es topo-
loǵıa en X, siendo T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}} .
3) Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}. Demostrar que T no es topo-
loǵıa en X, siendo T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 4, 5}} .
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4) Sea X 6= ∅ y T = P (X) (conjunto de las partes de X). Demostrar que T
es topoloǵıa en X. Se la llama topoloǵıa discreta.
5) Sea X 6= ∅ y T = {∅, X} Demostrar que T es topoloǵıa en X. Se la llama
topoloǵıa indiscreta.
6) Sea X 6= ∅ y T = {∅} ∪ {A ⊂ X : Ac es finito}. Demostrar que T es
topoloǵıa en X. Se la llama topoloǵıa de los complementos finitos.

Solución. 1) Los conjuntos ∅ y X pertenecen a T y es fácil comprobar que
se verifican los otras dos condiciones de topoloǵıa.
2) {1, 3, 4} y {2, 3, 4} pertenecen a T, sin embargo {1, 3, 4} ∪ {2, 3, 4} =
{1, 2, 3, 4} 6∈ T.
3) {1, 3, 4} y {1, 2, 4, 5} pertenecen a T, sin embargo {1, 3, 4} ∩ {1, 2, 4, 5} =
{1, 4} 6∈ T.
4) ∅ y X pertenecen a P (X). Por otra parte sabemos P (X) es cerrado con
respecto a uniones e intersecciones arbitrarias, en consecuencia T = P (X)
es topoloǵıa en X.
5) ∅ y X pertenecen a T. Por otra parte es inmediato verificar las otras dos
condiciones de topoloǵıa.
6) ∅ ∈ T por definición de T y Xc = ∅ que es finito, luego X ∈ T. Si A,B ∈ T
entonces, si uno de ellos es vaćıo, A ∩ B = ∅ ∈ T . Si ninguno de ellos es
vaćıo, (A ∩B)c = Ac ∪ Bc y al ser Ac y Bc finitos Ac ∪ Bc también lo es,
luego A ∩ B ∈ T. Sea ahora una familia {Ai : i ∈ I} de elementos de T.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos son no vaćıos pues si
algunos lo fueran, se pueden suprimir y la unión

⋃
i∈I Ai no vaŕıa. Tenemos(⋃

i∈I Ai
)c

=
⋂
i∈I A

c
i y este conjunto es finito al estar contenido en cada Aci

que es finito. Por tanto,
⋃
i∈I Ai ∈ T.

190. Concepto de espacio topológico (II)

1) Sea X un conjunto y p ∈ X fijo. Demostrar que T = {∅} ∪ {A ⊂ X : p ∈
X} es un topoloǵıa en X. Se la llama topoloǵıa del punto particular.
2) Para todo n ∈ N se define Sn = {n.n + 1, n + 2, . . .}. Demostrar que
T = {∅} ∪ {Sn : n ∈ N} es una topoloǵıa en N. Determinar todos los
abiertos que contienen al número natural n0.
3) Demostrar que T = {∅,R} ∪ {Iq : q ∈ Q} con Iq = (0,+∞) no es una
topoloǵıa en R.
4) Sea X 6= ∅ un conjunto e (Y, T ′) un espacio topológico. Sea f : X → Y
una aplicación. Demostrar que T = {f−1(G) : G ∈ T ′} es topoloǵıa en X.
5) Sea (X,T ) un espacio topológico tal que para todo x ∈ X el conjunto
unitario {x} es abierto. Demostrar que T es la topoloǵıa discreta.
6) Sea X un conjunto infinito y T una topoloǵıa sobre X en la cual todos los
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subconjuntos infinitos de X son abiertos. Demostrar que T es la topoloǵıa
discreta.

Solución. 1) ∅ ∈ T por definición de T y p ∈ X por tanto, X ∈ T . Si A y B
son abiertos y alguno de ellos es vaćıo, A ∩B = ∅, que es abierto. Si ambos
son no vaćıos, ambos contienen a p y por tanto, A ∩B también lo contiene,
es decir A∩B es abierto. De la misma forma si {Ai} es familia de abiertos,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos son no vaćıos pues
si algunos lo fueran, se pueden suprimir y la unión

⋃
iAi no vaŕıa. Entonces

p ∈ Ai para todo i con lo cual p ∈
⋃
iAi y por tanto

⋃
iAi es abierto.

2) ∅ ∈ T por definición de T y N = S0 ∈ T. Si A,B ∈ T entonces, si uno de
ellos es vaćıo, A∩B = ∅ ∈ T . Si ninguno de ellos es vaćıo, entonces A = Sm
y B = Sk para ciertos m, k números naturales y Sm ∩ Sk = Smáx{m,k} ∈ T.
Sea una familia {Ai : i ∈ I} de elementos de T. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que todos son no vaćıos pues si algunos lo fueran, se pueden
suprimir y la unión de los Ai no vaŕıa. Entonces, la unión de los Ai es de la
forma

⋃
i∈I⊂N Si = Smı́n{i:i∈I} ∈ T. Es claro que los abiertos que contienen

a n0 son S0, S1S2, . . . , Sn0 .

3) Consideremos la familia de elementos de T dada por {Iq : q >
√

2}. Es
claro que su unión es

⋃
q>
√

2 Iq = (
√

2,+∞) y por tanto no pertenece a T

pues
√

2 es irracional.

4) ∅ = f−1(∅) y X = f−1(Y ) con lo cual ∅, X ∈ T. Si A,B ∈ T existen
G1, G2 ∈ T ′ tales que A = f−1(G1) y B = f−1(G2). Entonces, A ∩ B =
f−1(G1)∩f−1(G2) = f−1(G1∩G2). Pero G1∩G2 ∈ T ′ por ser T ′ topoloǵıa,
luego A ∩ B ∈ T. Si {Ai : i ∈ I} es una familia de elementos de T, exis-
ten Gi ∈ T ′ tales que Ai = f−1(Gi). Entonces,

⋃
i∈I Ai =

⋃
i∈I f

−1(Gi) =
f−1

(⋃
i∈I Gi

)
. Pero

⋃
i∈I Gi ∈ T ′ por ser T ′ toploǵıa, luego

⋃
i∈I Ai ∈ T.

5) Si A ⊂ X entonces, A =
⋃
x∈A{x} que es unión de abiertos y por tanto

abierto. Nótese que también es váldo para A = ∅ pues sabemos que la unión
de una familia vaćıa de conjuntos es el conjunto vaćıo.

6) Al ser X infinito, contiene a un subconjunto numerable, conjunto que
será de la forma {x1, x2, x3, . . .}. LlamemosA = {x1, x3, x5, . . .}. Entonces,A
y Ac son infinitos y para todo x ∈ X se verifica {x} = (A ∪ {x})∩(Ac ∪ {x}) .
Pero A ∪ {x} y Ac ∪ {x} son infinitos y por tanto abiertos, con lo cual
todo subconjunto unitario {x} de X es abierto. Por el problema anterior
concluimos que T es la topoloǵıa discreta.
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191. Concepto de espacio topológico (III)

1) Demostrar el siguiente teorema:
Teorema. Sea {Ti : i ∈ I} una familia de topoloǵıas en un conjunto X.
Entonces, la intersección T =

⋂
i Ti es también una topoloǵıa en X.

2) Demostrar la unión de dos topoloǵıas en X no tiene por qué ser topoloǵıa
en X.
3) Definición. Sean T y T ′ dos topoloǵıas en X. Se dice que T es menos fina
que T ′ o bien que T ′ es más fina que T, si T ⊂ T ′. Dado un conjunto X
no vaćıo, determinar la topoloǵıa más fina y la menos fina que se pueden
definir en X.
4) Demostrar el siguiente teorema:
Teorema. Sea X un conjunto no vaćıo y sea

T (X) = {T : T es topoloǵıa en X} ⊂ P (P (X)) .
Entonces, (T (X),⊂) es un conjunto ordenado con primer y último elemento.
Si X es un conjunto con más de un elemento, (T (X),⊂) no está totalmente
ordenado.
5) Sea X un conjunto no vaćıo y T una colección de subconjuntos de X.
Demostrar que T es una topoloǵıa en X si y sólo si se verifican los axiomas:
[1) ∅, X ∈ T .
(2) Si A y B son elementos de T, entonces A ∩B ∈ T.
(3′) Si {Ai : i ∈ I} es una familia de elementos de T − {∅, X}, entonces⋃
i∈I Ai ∈ T.

6) Para cada entero positivo n se considera el intervalo abierto de la recta
real In = (−n, n). Demostrar que (R, T ) es espacio topológico, en donde
T = {∅,R} ∪ {In : n = 1, 2, . . .}.

Solución. 1) (1) Al ser Ti topoloǵıa para todo i, ∅ y X ∈ Ti para todo i,
por tanto ∅, X ∈

⋂
i Ti.

(2) Si A,B ∈
⋂
i Ti, entonces, A,B ∈ Ti para todo i y al ser Ti topoloǵıa,

A ∩B ∈ Ti para todo i luego A ∩B ∈
⋂
i Ti.

(3) Si {Aj : j ∈ J} es familia de elementos de
⋂
i Ti, entonces para todo

j, Aj ∈ Ti para todo i. Al ser Ti topoloǵıa,
⋃
j Aj ∈ Ti para todo i, luego⋃

j Aj ∈
⋂
i Ti.

2) Sea X = {a, b, c}. Es inmediato comprobar que T1 = {∅, X, {a}} y
T2 = {∅, X, {b}} son topoloǵıas en X. Sin embargo T1∪T2 = {∅, X, {a}, {b}}
no es topoloǵıa pues {a} y {b} pertenecen a T1∪T2 sin embargo, {a}∪{b} =
{a, b} /∈ T1 ∪ T2.

3) Claramente la menos fina es la indiscreta y la más fina, la discreta.
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4) T (X) es un conjunto ordenado por la inclusión ⊂ por ser subconjunto
de P (P (X)) que está ordenado por ⊂ . Claramente la topoloǵıa indiscreta
TI es el primer elemento de T (X) y la discreta TD es el último elemento.
Si X contiene a los elementos distintos x1 y x2, entonces T1 = {∅, X, {x1}}
y T2 = {∅, X, {x2}} son topoloǵıas en X no comparables.

5) Si T es topoloǵıa se verifican trivialmente los axiomas (1), (2) y (3′). Si se
verifican los axiomas (1), (2) y (3′), trivialmente se verifican los axiomas (1)
y (2) de topoloǵıa. Falta pues demostrar que se verifica el (3). En efecto, sea
{A : A ∈ A } una familia de elementos de T. Si X ∈ A entonces,

⋃
A∈A A =

X que pertenece a T por (1). Si X /∈ A , entonces
⋃
A∈A A =

⋃
A∈A−{X}A.

Dado que el conjunto vaćıo no añade ningún elemento a la unión, podemos
expresar ⋃

A∈A

A =
⋃

A∈A−{X}

A =
⋃

A∈A−{X,∅}

A,

y por (3′),
⋃
A∈A A ∈ T.

6) Por hipótesis. ∅ y R pertenecen a T. Sean A,B ∈ T. Los elementos de T
están totalmente ordenados por inclusión: ∅ ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ R y por tanto,
la intersección de dos elementos de T pertenece a T. Usamos el apartado
anterior. Sea {Ai : i ∈ I} una familia de elementos de T − {∅,R}. Cada i es
de la forma Ai = Ini con ni entero positivo. Pero en este caso, si el conjunto
{ni : i ∈ I} está acotado superiormente,

⋃
ni∈I Ini = Imáx{ni:i∈I} ∈ T y si no

está acotado,
⋃
ni∈I Ini = R ∈ T.

192. Punto de acumulación (I)

Sea X un espacio topológico. Un punto x ∈ X se dice que es punto de
acumulación o punto ĺımite de un subconjunto A de X si para todo abierto
G que contiene a x se verifica (G− {x})∩A 6= ∅. Al conjunto de los puntos
de acumulación de A se le denota por A′ y se le llama conjunto derivado de
A.
1) Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5} con la topoloǵıa

T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4, 5}} .
Determinar el conjunto derivado de A = {1, 2, 3}.
2) Sea X el espacio topológico indiscreto, es decir con la topoloǵıa indiscreta
TI . Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A de X.
3) Sea X el espacio topológico discreto, es decir con la topoloǵıa discreta
TD. Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A de X.
4) Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico X. Demostrar que
A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′.
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Solución. 1) Analicemos cada elemento de X :
(a) Punto x = 1. G = {1} es abierto que contiene a 1, pero (G− {1})∩A = ∅,
luego 1 no es punto de acumulación de A.
(b) Punto x = 2. Los abiertos G que contienen a 2 son X y {2, 3, 4, 5} y en
ambos casos (G− {2}) ∩A 6= ∅, luego 2 es punto de acumulación de A.
(c) Punto x = 3. G = {3, 4} es abierto que contiene a 3 pero (G− {3})∩A =
∅, luego 3 no es punto de acumulación de A.
(d) Punto x = 4. Los abiertos G que contienen a 4 son X, {3, 4}, {1, 3, 4},
y {2, 3, 4, 5} y en todos lo casos (G− {4}) ∩ A 6= ∅, luego 4 es punto de
acumulación de A.
(e) Punto x = 5. Los abiertos G que contienen a 5 son X y {2, 3, 4, 5} y
en ambos casos (G− {5}) ∩ A 6= ∅, luego 5 es punto de acumulación de A.
Concluimos que el conjunto derivado de A es A′ = {2, 4, 5}.

2) El único abierto que contiene a algún punto es G = X. Si A = ∅, entonces
para todo x ∈ X se verifica (G− {x}) ∩ A = ∅, luego A = ∅ no tiene
puntos de acumulación. Si A = {a} consta de un único elemento se verifica
(G− {a}) ∩ A = ∅ y (G− {x}) ∩ A 6= ∅ si x 6= a, luego los puntos de
acumulación son todos los x ∈ X distintos de a. Si A = {a, b, . . .} consta de
más de un punto, entonces (G− {x})∩A 6= ∅ para todo x ∈ X y los puntos
de A son todos los de X. En consecuencia,

A′ =


∅ si A = ∅

X − {a} si A = {a}
X si A contiene más de un punto.

3) Sea A ⊂ X. Para todo x ∈ X el conjunto G = {x} es abierto que contiene
a x y se verifica (G− {x}) ∩ A = ∅ ∩ A = ∅ luego A no tiene puntos de
acumulación. Concluimos que A′ = ∅ para todo A ⊂ X.

4) Si x ∈ A′, para todo abierto G que contiene a x se verifica (G− {x})∩A 6=
∅. Pero al cumplirse A ⊂ B, también (G− {x})∩B 6= ∅ lo cual implica que
x ∈ B′. Es decir, A′ ⊂ B′.

193. Punto de acumulación (II)

1) Sea A un subconjunto de un espacio topológico X. Demostrar que x ∈ X
no es punto de acumulación de A si y sólo si existe un abierto G tal que
x ∈ G y G ∩A ⊂ {x}.
2) Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico X. Demostrar que
(A ∪B)′ = A′ ∪B′.
3) Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico X. Demostrar que
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(A ∩B)′ ⊂ A′ ∩B′.
4) Encontrar un caso en el que no se verifique la igualdad (A ∩B)′ = A′∩B′.
5) Sean T y T ′ dos topoloǵıas en X con T ′ más fina que T y sea A ⊂ X.
Demostrar que si x es punto de acumulación de A con respecto a T ′, también
lo es con respecto a T. Construir un contraejemplo que demuestre que el
rećıproco es falso.

Solución. 1) Tenemos las siguientes equivalencias:
x no es punto de acumulación de A
⇔ ∃G abierto con x ∈ G y (G− {x}) ∩A = ∅
⇔ ∃G abierto con x ∈ G y o bien G ∩A = ∅ o bien G ∩A = {x}
⇔ ∃G abierto con x ∈ G y G ∩A ⊂ {x}.

2) Veamos que A′∪B′ ⊂ (A ∪B)′ . Se verifica A ⊂ A∪B y B ⊂ A∪B y por
apartado 4) del problema anterior, A′ ⊂ (A ∪B)′ y B′ ⊂ (A ∪B)′ por tanto,
A′ ∪B′ ⊂ (A ∪B)′ . Veamos ahora que (A ∪B)′ ⊂ A′ ∪B′. Si x /∈⊂ A′ ∪B′,
entonces x /∈ A′ y x /∈ B′. Por el apartado anterior, existen abiertos G,H
tales que x ∈ G, G ∩ A ⊂ {x}, x ∈ H, H ∩ B ⊂ {x}. El conjunto G ∩H es
abierto y x ∈ G ∩H. Además,

(G ∩H) ∩ (A ∪B) = (G ∩H ∩A) ∪ (G ∩H ∩B) ⊂ {x} ∪ {x} = {x},

lo cual implica que x /∈ (A ∪B)′. Es decir, (A ∪B)′ ⊂ A′ ∪B′.

3) Si x ∈ (A ∩B)′ entonces, para todo abierto G que contiene a x se verifica
(G− {x})∩(A∩B) 6= ∅. Ahora bien, tanto (G− {x})∩A como (G− {x})∩B
contienen a (G− {x})∩(A∩B) y por tanto, son no vaćıos con lo cual x ∈ A′
y x ∈ B′, esto es, x ∈ A′ ∩B′.

4) Consideremos en el conjunto con tres elementos X = {a, b, c} la topo-
loǵıa indiscreta. Elijamos A = {a} y B = {b}. Según el apartado 2) del
problema anterior, A′ = {b, c} y B′ = {a, c}. Entonces, (A ∩B)′ = ∅′ = ∅ y
A′ ∩B′ = {c}. Es decir, no se verifica la igualdad.

5) Si x es punto de acumulación de A con respecto a T ′ entonces, para todo
G ∈ T ′ tal que x ∈ G se verifica (G− {x}) ∩ A 6= ∅. Por hipótesis T ⊂ T ′,
luego la relación (G− {x})∩A 6= ∅ también se verifica para todo G ∈ T con
x ∈ G y por tanto, x es punto de acumulación de A con respecto a T. Para
demostrar que el rećıproco no es en general cierto, elijamos X = {a, b}, la
topoloǵıa indiscreta T y la discreta T ′, con lo cual T ′ es más fina que T.
Si A = {a}, es inmediato verificar que b es punto de acumulación de A con
respecto a T pero no con respecto a T ′.
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194. Los grupos R× y C× no son isomorfos

Demostrar que los grupos multiplicativos R× y C× no son isomorfos.

Solución. Supongamos que existe un isomorfismo f : C× → R×. Tenemos
f(i2) = f(−1). Ahora bien,

1 = f(1) = f [(−1)(−1)] = f(−1)f(−1) = f(−1)2 ⇒ f(−1) = ±1.

Al ser f inyectiva y f(1) = 1, ha de ser necesariamente f(−1) = −1. Es
decir, f(i2) = −1. Pero al ser f homomorfismo, f(i2) = f(i)2, con lo cual
queda f(i)2 = −1. Esto es absurdo al ser f(i) real. Concluimos que R× y
C× no son isomorfos.

195. Extensión finita y algebraica

Sea K/k una extensión de cuerpos. Se dice que K es extensión finita de
k si [K : k] es finito. Se dice que K es extensión infinita de k si [K : k] =∞.
Se dice que K es extensión algebraica de k si todo α ∈ K es algebraico sobre
k.
1) Demostrar que toda extensión finita K de k es algebraica.
2) Sea K/k una extension de cuerpos. Demostrar que el conjunto A de los
elementos a ∈ K que son algebraicos sobre k es un cuerpo tal que k ⊂ A ⊂
K. Al cuerpo A se le llama clausura algebraica de k en K.
3) Sea la extensión R/Q y sea A la clausura algebraica de Q en R. Demostrar
que [A : Q] =∞ (esto prueba que no toda extensión algebraica es finita).

Solución. 1) Si [K : k] = ν y α ∈ K. Los ν + 1 elementos e = α0, α, . . . , αν

de K son linealmente dependientes sobre k y por tanto existen elementos
a0, a1, . . . , an de k no todos nulos tales que a0 + a1α + . . . + anα

n = 0 es
decir, α es algebraico sobre k.
2) Sean a, b ∈ A. Por ser a algebraico sobre k la dimensión [k(a) : k] es
finita. Por ser b algebraico sobre k lo es sobre k(a) y por tanto, la dimensión
[k(a)(b) : k(a)] es finita. En consecuencia k(a, b) = k(a)(b) tiene dimensión
finita sobre k, luego k(a, b) es extensión algebraica de k. Al ser a, b ∈ k(a, b)
y k(a, b) cuerpo, se verifica que a+ b, ab y a−1 (si a 6= 0) son elementos de
k(a, b) y por tanto algebraicos sobre k. En consecuencia, a, b ∈ A implica
que a + b, ab y a−1 (si a 6= 0) son elementos de A, luego A es cuerpo y
trivialmente se verifica k ⊂ A ⊂ K.
3) En efecto, los números n

√
2 son algebraicos para todo entero n ≥ 1. El

polinomio fn(x) = xn−2 es mónico y anula a n
√

2. También es irreducible en
Q[x] como inmediatamente se comprueba aplicando el criterio de Eisenstein
con p = 2. Es decir, fn es polinomio mı́nimo de n

√
2 sobre Q con lo cual

[Q( n
√

2) : Q] = n. Al ser n arbitrario, la extensión A/Q no puede ser finita.
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196. Unicidad del cuerpo de ruptura

Sean k(α) y k(β) cuerpos de ruptura de f(x) ∈ k[x]. Demostrar que k(α)
y k(β) son isomorfos.

Solución. Si f(x) = amx
m+ . . .+a1x+a0, el polinomio p(x) = (1/am)f(x)

es irreducible en k(x), mónico y p(α) = 0 por tanto p(x) es polinomio mı́nimo
de α en la extensión k(α)/k. Esto implica que [k(α) : k] = m y los elementos
de k(α) son de la forma c0+c1α+. . .+cm−1α

m−1 con los ci en k determinados
de manera única. De manera análoga, los elementos de k(β) son de la forma
c0 + c1β + . . . + cm−1β

m−1 con los ci en k determinados de manera única.
Entonces, es inmediato comprobar que la aplicación Φ : k(α) → k(β) dada
por Φ(c0 + c1α + . . . + cm−1α

m−1) = c0 + c1β + . . . + cm−1β
m−1 es un

isomorfismo de cuerpos.

197. Un cuerpo de matrices isomorfo al de los
complejos

1) Demostrar que el conjunto A = {A(x,y) =

[
x y
−y x

]
: x, y ∈ R} es un

cuerpo con las operaciones suma y producto habituales de matrices.
2) Demostrar que la aplicación f : C → A dada por f(x + iy) = A(x,y) es
un isomorfismo de cuerpos.

Solución. 1) Veamos que A es subanillo de R2×2. En efecto, claramente
0 = A(0,0) ∈ A. Para todo par de matrices A(x,y) y A(x′,y′) se verifica

A(x,y) −A(x′,y′) =

[
x y
−y x

]
−
[
x′ y′

−y′ x′

]
=

[
x− x′ y − y′

−(y − y′) x− x′
]

y por tanto, A(x,y) −A(x′,y′) = A(x−x′,y−y′) ∈ A. Por otra parte,

A(x,y)A(x′,y′) =

[
x y
−y x

] [
x′ y′

−y′ x′

]
=

[
xx′ − yy′ xy′ + yx′

−(yx′ + xy′) xx′ − yy′
]

y por tanto, A(x,y)A(x′,y′) = A(xx′−yy′,xy′+yx′) ∈ A. Hemos demostrado que
A es anillo. Es unitario pues I = A(1,0) ∈ A y también conmutativo pues

A(x′,y′)A(x,y) =

[
x′ y′

−y′ x′

] [
x y
−y x

]
=

[
x′x− y′y x′y + y′x

−(x′y + y′x) x′x− y′y

]
,

es decir A(x′,y′)A(x,y) = A(x,y)A(x′,y′). Falta demostrar que todo A(x,y) ∈ A
con (x, y) 6= (0, 0) tiene inverso en A. En efecto, detA(x,y) = x2 + y2 6= 0 y
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por tanto A(x,y) es invertible siendo su inversa

(A(x,y))
−1 =

1

x2 + y2

[
x −y
y x

]
= A( x

x2+y2 ,
−y

x2+y2

) ∈ A.
2) Para cualquier par de números complejos x+ iy, x′ + iy′ :

f [(x+ iy) + (x′ + iy′)] = f [(x+ x′) + (y + y′)i] =

[
x+ x′ y + y′

−(y + y′) x+ x′

]
=

[
x y
−y x

]
+

[
x′ y′

−y′ x′

]
= f(x+ iy) + f(x′ + iy′).

Por otra parte,

f [(x+ iy)(x′ + iy′)] = f [(xx′ − yy′) + (xy′ + yx′)i] =[
xx′ − yy′ xy′ + yx′

−(xy′ + yx′) xx′ − yy′
]

=

[
x y
−y x

] [
x′ y′

−y′ x′

]
= f(x+ iy)f(x′ + iy′).

Al ser la imagen de f no trivial, f es homomorfismo entre los cuerpos C y
A. Su núcleo es:

ker f = {x+ iy ∈ C : f(x+ iy) =

[
x y
−y x

]
=

[
0 0
0 0

]
} = {0 + 0i} = {0},

por tanto f es inyectiva. Por último, cualquier elemento de A se puede
expresar en la forma: [

x y
−y x

]
= f(x+ iy),

es decir f es sobreyectiva. Hemos demostrado pues que f es un isomorfismo
entre los cuerpos C y A.

198. Inverso en un cuerpo de ruptura

1) Sea k(ξ) cuerpo de ruptura de un polinomio f(x) ∈ k[x]. Si 0 6= β ∈ k(ξ),
dar una fórmula para calcular β−1 en términos de una igualdad de Bezout.
2) Aplicación. Sea f(x) = x3 − 3x − 1 ∈ Q[x] y Q(ξ) cuerpo de ruptura de
f(x). Determinar el inverso en Q(ξ) de β = ξ4 + 2ξ3 + 3.

Solución. 1) Podemos expresar β en la forma β = g(ξ) con g(x) ∈ k[x] y
grad g(x) < grad f(x). Por la igualdad de Bezout, existen A(x), B(x) ∈ k[x]
tales que

A(x)f(x) +B(x)g(x) = D(x), D(x) = mcd {f(x), g(x)}.
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Pero f(x) es irreducible y grad g(x) < grad f(x), por tanto D(x) = 1.
Sustituyendo x por ξ y teniendo en cuenta que f(ξ) = 0 queda B(ξ)g(ξ) = 1.
Es decir, β−1 = B(ξ).
2) Las únicas posibles ráıces racionales de f(x) son ±1 pero f(1) 6= 0 y
f(−1) 6= 0 y al ser de tercer grado, es irreducible en Q. Dividiendo x4+2x3+3
entre f(x) obtenemos como resto g(x) = 3x2 + 7x + 5 con lo cual β =
3ξ2 + 7ξ + 5. Tenemos mcd {f(x), g(x)} = 1 y aplicando el algoritmo de
Euclides, obtenemos la igualdad de Bezout(

− 7

37
x+

29

111

)
f(x) +

(
7

111
x2 − 26

111
x+

28

111

)
g(x) = 1,

por tanto β−1 = (7/111)ξ2 − (26/111)ξ + 28/111.

199. El conjunto de los números algebraicos es
contable

Trabajamos en la extensión de cuerpos R/Q.
1) Demostrar que el conjunto de los números algebraicos es contable.
2) Demostrar que el conjunto de los números trasdecendentes no es contable.

Solución. 1) El conjunto A de los números algebraicos se puede expresar
en la forma: A =

⋃
p∈P R(p) en donde P representa el conjunto de los

polinomios mónicos de Q[x] y R(p) el conjunto de las ráıces de p. Dado
que para cada p el conjunto R(p) es finito, bastará demostrar que P es
contable. Pero P =

⋃∞
n=1 Pn en donde Pn es el conjunto de los polinomios

mónicos de grado n con coeficientes racionales. La aplicación

Qn → Pn, (a0, a1, . . . , an−1) 7→ xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0

es claramente biyectiva y al ser Qn contable, lo es Pn. Entonces P es unión
contable de conjuntos contables y por tanto es contable.
2) Si T es el conjunto de los números trascendentes, tenemos R = A ∪ T.
Si T fuera contable, al ser A contable también lo seŕıa R lo cual es una
contradicción.

200. Anillos Z[
√
d]

Sea d ∈ Z − {0, 1} y libre de cuadrados, es decir no es divisible por el
cuadrado de ningún entero salvo el 1. Se define

Z[
√
d] := {a+ b

√
d : a, b ∈ Z}.
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1) Demostrar que Z[
√
d] es subanillo de C.

2) Demostrar que Z[
√
d] es dominio de integridad.

3) Para todo α = a + b
√
d ∈ Z[

√
d] se define el conjugado de α como

α = a− b
√
d. Demostrar que para todo α, β ∈ Z[

√
d] se verifica αβ = αβ.

4) Para todo α ∈ Z[
√
d] se define la norma de α comoN(α) = αα.Demostrar

que N es función con valores enteros y multiplicativa.
5) Sea α ∈ Z[

√
d]. Demostrar que: N(α) = ±1⇔ α es unidad en Z[

√
d].

Solución. 1) Claramente ∅ 6= Z[
√
d] ⊂ C. Si a+ b

√
d, a′ + b′

√
d ∈ Z[

√
d], se

verifica
(a+ b

√
d)− (a′ + b′

√
d) = (a− a′) + (b− b′)

√
d

y al ser a − a′ y b − b′ enteros, (a + b
√
d) − (a′ + b′

√
d) ∈ Z[

√
d]. Por otra

parte
(a+ b

√
d)(a′ + b′

√
d) = aa′ + dbb′ + (ab′ + ba′)

√
d

y al ser aa′+dbb′ y ab′+ba′ enteros, (a+b
√
d)(a′+b′

√
d) ∈ Z[

√
d]. Concluimos

pues que Z[
√
d] es subanillo de C.

2) Z[
√
d] es conmutativo por serlo C, es unitario pues 1 = 1 + 0

√
d ∈ Z[

√
d]

y es anillo de integridad por serlo C, en consecuencia Z[
√
d] es dominio de

integridad.
3) En efecto, si α = a+ b

√
d y β = a′ + b′

√
d,

αβ = (a− b
√
d)(a′ − b′

√
d) = aa′ + dbb′ − (ab′ + ba′)

√
d,

αβ = aa′ + dbb′ + (ab′ + ba′)
√
d = aa′ + dbb′ + (ab′ − ba′)

√
d.

4) Para todo α = a+ b
√
d, su norma es N(α) = αα = (a+ b

√
d)(a− b

√
d) =

a2 − db2 ∈ Z. Por otra parte, para todo α, β ∈ Z[
√
d] tenemos

N(αβ) = (αβ)(αβ) = αβ αβ = αα ββ = N(α)N(β).

5) ⇒) Si N(α) = 1, entonces αα = 1 y por tanto α es unidad en Z[
√
d]. Si

N(α) = −1, entonces α(−α) = 1 y por tanto α es unidad en Z[
√
d].

⇐) Si α ∈ Z[
√
d] es unidad, existe α−1 ∈ Z[

√
d] tal que αα−1 = 1. Tomando

normas, y usando que la norma es multiplicativa, 1 = N(1) = N(αα−1) =
N(α)N(α−1). Ahora bien, la norma es un número entero y por tanto N(α)
ha de ser 1 o −1.
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Sea K un cuerpo, Kn×n el conjunto de las matrices cuadradas de orden
n con entradas en K y A,B ∈ Kn×n fijas. Demostrar que

det(A+X) = det(B +X) ∀X ∈ Kn×n ⇒ A = B.

Solución. Sea M ⊂ Kn×n el conjunto de las matrices cuya primera fila es
la opuesta de la primera fila de A. Entonces, para todo X ∈ M se verifica
det(A + X) = 0 y por tanto, también det(B + X) = 0 para todo X ∈ M.
Veamos que necesariamente la primera fila de A es igual a la primera fila de
B. En efecto, supongamos que no fueran iguales. Tendŕıamos entonces

A =


a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

...
an1 . . . ann

 , B =


b11 . . . b1n
b21 . . . b2n
...

...
bn1 . . . bnn

 , X =


−a11 . . . −a1n

x21 . . . x2n
...

...
xn1 . . . xnn


con los xij ∈ K variables. Entonces,

B +X =


b11 − a11 . . . b1n − a1n

b21 + x21 . . . b2n + x2n
...

...
bn1 + xn1 . . . bnn + xnn

 con b1k − a1k 6= 0 para algún k

y las filas F2, . . . , Fn de B+X podemos conseguir que sean las que queramos
sin más que elegir convenientemente los elementos xij . Hemos supuesto que
la primera fila de B +X es no nula, con lo cual podemos encontrar X ∈M
tal que det(B+X) 6= 0, lo cual es una contradicción. Podemos reproducir el
mismo argumento para cualquier otra fila, de lo cual deducimos que A = B.

277
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201. Teorema de la base de Hilbert

(a) Sea A anillo conmutativo y unitario. Demostrar que: A es noetheriano⇒
A[x] es es noetheriano.
(b) Demostrar que para todo cuerpo k, el anillo de polinomios k[x1, . . . , xn]
es noetheriano.

Solución. (a) Por reducción al absurdo. Supongamos que existe un ideal
I ⊂ A[X] que ne sea finitamente generado. Entonces, I 6= {0}. Sea f1(x) ∈ I
de grado mı́nimo y sea I1 = 〈f1(x)〉. Entonces, I1 ⊂ I con I1 6= I. Elijamos
f2(x) ∈ I − I1 de grado mı́mimo. Entonces, I2 = 〈f1(x), f2(x)〉 ⊂ I con I2 6=
I. Obtenemos aśı una sucesión de polinomios f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), . . .
y si el grado de fi(x) es di, entonces d1 ≤ d2 ≤ d3 ≤ . . . . Sea bi el coeficiente
principal de fi(x). Entonces, 〈b1〉 ⊂ 〈b1, b2〉 ⊂ 〈b1, b2, b3〉 ⊂ . . . es cadena
ascendente de ideales de A, y al ser A noetheriano la cadena se estabiliza es
decir, existe un número natural m tal que bm+1 = a1b1 + a2b2 + . . .+ ambm
para ciertos a1, . . . , am ∈ A. Sea ahora

gm+1(x) = fm+1(x)−
m∑
i=1

aix
dm+1−difi(x). (∗)

Desarrollando tenemos

gm+1(x) = bm+1x
dm+1 + . . .−

m∑
i=1

aix
dm+1−di

(
bix

di + . . .
)

=

(
m∑
i=1

aibi

)
xdm+1 + . . .−

(
m∑
i=1

aibi

)
xdm+1 − . . .

y por tanto el coeficiente de xdm+1 es nulo. Es decir, gm+1(x) tiene gra-
do estrictamente menor que dm+1. Por otra parte, gm+1(x) /∈ Im pues
en caso contrario, y debido a la igualdad (∗) tendŕıamos fm+1(x) ∈ Im
lo cual es una contradicción. Es decir, tenemos gm+1(x) ∈ I − Im con
grado gm+1(x) < dm+1 lo cual contradice la minimalidad del grado de
fm+1(x).

(b) Por inducción sobre n. Los únicos ideales de k son {0} y k, por tanto k es
noetheriano. Por el teorema anterior, k[x1] es noetheriano. Si k[x1, . . . , xn−1]
es noetheriano entonces, por el teorema anterior k[x1, . . . , xn−1][xn] es noet-
heriano. Pero k[x1, . . . , xn] también es noetheriano pues es isomorfo al anillo
k[x1, . . . , xn−1][xn].
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202. Separación de puntos y espacio de Hausdorff

Sea F = {fi : X → Y : i ∈ I} una familia de aplicaciones entre los
conjuntos X e Y. Se dice que F separa puntos si para todo par de puntos
distintos x e y de X existe i ∈ I tal que fi(x) 6= fi(y).
(a) Demostrar que la familia F = {fn : R → R, fn(x) = sinnx : n ∈ Z>0}
no separa puntos.
(b) ea X un espacio topológico y C (X,R) la clase de todas las funciones
continuas de X en R. Demostrar que

C (X,R) separa puntos⇒ X es espacio de Hausdorff.

Solución. (a) Se verifica fn(0) = fn(π) = 0 para todo n ∈ Z>0, luego la
familia no separa puntos.
(b) Sean x, y ∈ X con x 6= y. Por hipótesis C (X,R) separa puntos, luego
existe una función continua f : X → R tal que f(x) 6= f(y). Como R
es espacio de Hausdorff, existen abiertos disjuntos G y H de R tales que
f(x) ∈ G, f(y) ∈ H. Por ser f continua, f−1(G) y f−1(H) son abiertos de
X y además x ∈ G, y ∈ H. Por otra parte,

f−1(G) ∩ f−1(H) = f−1(G ∩H) = f−1(∅) = ∅,

lo cual implica que X es espacio de Hausdorff.

203. Caracterización de conjuntos algebraicos irre-
ducibles

Sea k un cuerpo y V ⊂ kn un conjunto algebraico. Se dice que V es
reducible si existen V1, V2 conjuntos algebraicos de kn tales que V = V1 ∪ V2

con V1 6= V y V2 6= V.¡br¿En caso contrario se dice que V es irreducible.
(a) Demostrar que el conjunto algebraico V = V (y2 − xy − x2y + x3) ⊂ R2

es reducible.
(b) Sea V ⊂ kn un conjunto algebraico. Demostrar que V es irreducible ⇔
I(V ) es ideal primo.
(c) Si k es un cuerpo infinito, demostrar que kn es irreducible.
(d) Si a = (a1, . . . , an) ∈ kn demostrar que V = {a} es irreducible.

Solución. (a) En efecto, el polinomio f(x, y) = y2−xy−x2y+x3 se anula
para y = x, y aplicando la regla de Ruffini como polinomio en y,

1 −x− x2 x3

x x −x3

1 −x2 0
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es decir f(x, y) = (y − x)(y − x2). Entonces,

V = {(x, y) ∈ R2 : y − x = 0 ∨ y − x2 = 0} = V1 ∪ V2

con V1 = V (y − x) (recta), V2 = V (y − x2) (parábola) y claramente V1 6= V
y V2 6= V.

(b) Por reducción al absurdo. Si I(V ) no es primo existen f1, f2 polinomios
tales que f1f2 ∈ I(V ), f1 /∈ I(V ), f2 /∈ I(V ). Como f1f2 ∈ I(V ) se verifica
V (f1f2) ⊃ V (I(V )) = V por tanto,

V = V ∩V (f1f2) = V ∩[V (f1) ∪ V (f2)] = [V ∩ V (f1)]∪[V ∩ V (f2)] = V1∪V2.

Los conjuntos V1 = V ∩ V (f1) y V2 = V ∩ V (f2) son algebraicos y están
contenidos en V. Como f1 /∈ I(V ), existe a ∈ V tal que f1(a) 6= 0, es decir
a /∈ V (f1) y por tanto V1 ( V. Análogamente, V2 ( V , luego V es reducible.
⇐) Por reducción al absurdo. Si V es reducible, existen conjuntos algebrai-
cos V1, V2 de kn con V1 ( V , V2 ( V y V = V1∪V2. Se verifica I(Vi) ) I(V )
para i = 1, 2. En efecto, si fuera I(Vi) = I(V ). tomando V en ambos miem-
bros quedaŕıa Vi = V lo cual es absurdo. Sean fi ∈ I(Vi) con fi /∈ I(V ).
Entonces, para todo a ∈ V se verifica (f1f2)(a) = f1(a)f2(a) = 0. Es decir,
f1f2 ∈ I(V ) lo cual implica que I(V ) no es primo.

(c) Si k es un cuerpo infinito, sabemos que I(kn) = {0} y {0} es ideal primo,
por tanto kn es un conjunto algebraico irreducible.

(d) Si a = (a1, . . . , an) ∈ kn sabemos que I({a}) = 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉
y que 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉 es ideal maximal (por tanto primo). Es decir,
V = {a} es conjunto algebraico irreducible.

204. Descomposición de un conjunto algebraico en
unión de irreducibles

(1) Sea A un anillo noetheriano y S una colección no vaćıa de ideales de A.
Demostrar que S tiene un elemento maximal, es decir existe un ideal I de
S que no está contenido en ningún otro ideal de S .
(2) Sea V = {Vk} una familia no vaćıa de conjuntos algebraicos del espacio
af́ın kn. Demostrar que V posee un elemento minimal.
(3) Sea V un conjunto algebraico del espacio af́ın kn. Demostrar que existen
conjuntos algebraicos irreducibles V1, . . . , Vn de kn tales que V = V1∪. . .∪Vn.
(4) Sea V un conjunto algebraico irreducible del espacio af́ın kn. Si V ⊂
V1 ∪ . . . ∪ Vn con V1, . . . , Vn algebraicos de kn. Demostrar que V ⊂ Vi para
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algún i.
(5) Sea V un conjunto algebraico del espacio af́ın kn y V = V1∪ . . .∪Vm una
descomposición de V en donde los Vj son conjuntos algebraicos irreducibles.
Entonces cada Vk está contenido en V1∪ . . .∪Vm, y por el apartado anterior
Vk ⊂ Vi para algún i con lo cual podemos descartar sucesivamente los Vk
que están contenidos en algún otro Vi, llegando aśı a una descomposición de
la forma

V = V1 ∪ . . . ∪ Vn con Vi 6⊂ Vj si i 6= j.

Demostrar el siguiente teorema de unicidad de descomposición:
Sea V un conjunto algebraico del espacio af́ın kn. Entonces, existen conjuntos
algebraicos irreducibles de kn, V1, . . . , Vn uńıvocamente determinados tales
que

V = V1 ∪ . . . ∪ Vn con Vi 6⊂ Vj si i 6= j.

Solución. (1) Elijamos un ideal en cada subconjunto no vaćıo de S . Sea
I0 el ideal elegido en S . Sea S1 = {I ∈ S : I ) I0} y sea I1 el ideal elegido
en S1. Sea S2 = {I ∈ S : I ) I1} e I2 el ideal elegido en S2 etc. Es
suficiente demostrar que existe un Sm = ∅. Si no existiera tal Sm entonces,
I =

⋃∞
n=0 In es ideal de A pues I0 ( I1 ( I2 ( . . . . Como A es noetheriano,

existen f1, . . . , fr unos generadores de I. Para n suficientemente grande ocu-
rre que fi ∈ In para todo i = 1, . . . , r. Entonces, In+1 = I lo cual es absurdo.

(2) Consideremos el conjunto de ideales S = {I(Vk)} del anillo noetheriano
k[x1, . . . , xn]. Por el lema anterior, S posee un elemento maximal I(Vn).
Pero

Vk ⊂ Vn ⇒ I(Vn) ⊂ I(Vk) ⇒︸︷︷︸
I(Vn) maximal

I(Vn) = I(Vk)

⇒ Vn = V (I(Vn)) = V (I(Vk)) = Vk

y por tanto Vn es minimal en V .

(3) Sea V el conjunto de los conjuntos algebraicos V ⊂ kn tales que V no es
unión de conjuntos algebraicos irreducibles. Tenemos que demostrar que V
es vaćıo. Si V 6= ∅, por el apartado anterior, sea V un elemento minimal de
V . Como V ∈ V , V no es irreducible y por tanto V = V1∪V2 con V = V1∪V2

con Vi algebraicos y Vi ( V para i = 1, 2. Como los Vi no pertenecen a V
por ser V maximal en V , podemos escribir Vi = Vi1 ∪ . . . ∪ V1mi con los Vij
irreducibles, luego V =

⋃
i,j Vij lo cual es absurdo pues de partida, V no es

unión de conjuntos algebraicos irreducibles.
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(4) Como V ⊂
⋃n
j=1 Vj , V = (

⋃n
j=1)∩V =

⋃n
j=1 V ∩Vj . Al ser V irreducible,

V = V ∩ Vi para algún i, y por tanto, V ⊂ Vi.

(5) Sea V un conjunto algebraico del espacio af́ın kn y sea V = V1 ∪ . . .∪Vn
una descomposición de V en unión de conjuntos algebraicos irreducibles
tales que Vi 6⊂ Vj si i 6= j. Sea V = W1 ∪ . . . ∪Wm una descomposición del
mismo tipo. Entonces,

Vi = V ∩ Vi = (
m⋃
j=1

Wj) ∩ Vi =
m⋃
j=1

(Wj ∩ Vi),

y por el apartado anterior, Vi ⊂ Wj(i) ∩ Vi para algún j(i) y por tanto
Vi ⊂ Wj(i) para algún j(i). Análogamente, Wj(i) ⊂ Vk para algún k. Pero
Vi ⊂ Vk implica Vi = Vk luego Vi = Wj(i). De la misma manera, cada Wj es
igual a un Vi(j).

205. Matrices idempotentes sobre un cuerpo

Para cualquier cuerpo K, determinar todas las matrices idempotentes de
K2×2.

Solución. Sabemos que todo endomorfismo idempotente f : E → E en un
espacio vectorial de dimensión finita E es diagonalizable con valores propios
a lo sumo 0 y 1 Por tanto, si A ∈ K2×2 es idempotente, es diagonalizable
con matriz diagonal de alguna de las formas

D1 =

[
0 0
0 0

]
, D2 =

[
0 0
0 1

]
, D3 =

[
1 0
0 0

]
, D4 =

[
1 0
0 1

]
.

Si A ∈ K2×2 es idempotente existe una matriz P ∈ K2×2 invertible tal que
A = PDiP

−1 para algún i = 1, 2, 3, 4. Rećıprocamente, si una matriz es de
la forma PDiP

−1 satisface(
PDiP

−1
)2

= PDiP
−1PDiP

−1 = PD2
i P
−1 = PDiP

−1

y por tanto es idempotente. Toda matriz invertible de K2×2 es de la forma

P =

[
a b
c d

]
, ad− bc 6= 0

y su inversa es

P−1 =
1

ad− bc

[
a b
c d

]
.
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En consecuencia, todas las matrices idempotentes de K2×2 son de alguna de
las formas

PD1P
−1 =

[
0 0
0 0

]
,

PD2P
−1 = . . . =

1

ad− bc

[
−bc ab
−cd ad

]
, a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0,

PD3P
−1 = . . . =

1

ad− bc

[
ad −ab
cd −bc

]
, a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0,

PD4P
−1 =

[
1 0
0 1

]
.

206. Permutación de ráıces y automorfismos de
cuerpos

(a) SeaK/k una extensión de cuerpos y α ∈ K algebraico sobre k.Demostrar
que si σ ∈ Aut (K/k) y α es ráız de p(x) ∈ k[x] entonces σ(α) también es
ráız de p(x). Es decir, σ permuta las ráıces de p(x).
(b) Determinar Aut

(
Q(
√

2)
)
.

(c) Determinar Aut
(
Q( 3
√

2)
)
.

Solución. (a) Sea α ráız de p(x) = amx
m+am−1x

m−1+· · ·+a1x+a0 ∈ k[x]
con am 6= 0. Entonces, amα

m + am−1α
m−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0. Aplicando

σ a ambos miembros obtenemos σ(am)σ(α)m + σ(am−1)σ(α)m−1 + · · · +
σ(a1)σ(α) + σ(a0) = 0. Como ai ∈ k para todo i = 0,1, . . . ,m se verifica
σ(ai) = ai por tanto,

amσ(α)m + am−1σ(α)m−1 + · · ·+ a1σ(α) + a0 = 0,

con lo cual σ(α) es ráız de p(x).

(b) Sabemos que si k es el subcuerpo primo de K entonces, Aut (K) =
Aut (K/k) por tanto al ser Q el subcuerpo primo de Q(

√
2) tenemos que

Aut
(
Q(
√

2)
)

= Aut
(
Q(
√

2)/Q
)
. Las únicas ráıces de f(x) = x2 − 2 ∈

Q[x] en Q(
√

2) son ±
√

2 y por el apartado 1, si τ ∈ Aut
(
Q(
√

2)
)

=

Aut
(
Q(
√

2)/Q
)

entonces τ(
√

2) =
√

2 o τ(
√

2) = −
√

2. Como Q(
√

2) =

{a + b
√

2 : a, b ∈ Q} y τ deja fijo todo elemento de Q los unicos posibles
elementos de Aut

(
Q(
√

2)
)

son

id(a+ b
√

2) = a+ b
√

2, σ(a+ b
√

2) = a− b
√

2 .
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El primero es la identidad y el segundo σ, es inmediato comprobar que per-
tenece a Aut

(
Q(
√

2)
)
, en consecuencia Aut

(
Q(
√

2)
)

= {id, σ}.

(c) De manera análoga al apartado anterior, Aut
(
Q( 3
√

2)
)

= Aut
(
Q( 3
√

2)/Q
)
.

La única ráız de f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x] en Q( 3
√

2) es 3
√

2 y por el apartado
(a), si τ ∈ Aut

(
Q( 3
√

2)
)

= Aut
(
Q( 3
√

2)/Q
)

entonces τ( 3
√

2) = 3
√

2. Como

Q(
3
√

2) = {a+ b
3
√

2 + c(
3
√

2)2 : a, b, c ∈ Q}

y τ deja fijo todo elemento de Q, necesariamente

τ
(
a+ b

3
√

2 + c(
3
√

2)2
)

= a+ b
3
√

2 + c(
3
√

2)2

y por tanto Aut
(
Q( 3
√

2)
)

= {id}.

207. Cuerpo fijo

(1) Sea K un cuerpo y H un subconjunto de Aut (K) . Demostrar que el
conjunto formado por los elementos de K que quedan invariantes por todos
los elementos de H es un subcuerpo de K.
(2) Si K1 ⊂ K2 ⊂ K son subcuerpos de K, demostrar que Aut (K/K2) ⊂
Aut (K/K1) .
(3) Sea K un cuerpo y H un subgrupo de Aut (K) . Al subcuerpo de F
formado por los elementos que quedan fijos por todos los elementos de H se
llama subcuerpo fijo de H.
Si H1 ≤ H2 ≤ Aut (K) son dos subgrupos de automorfismos con subcuerpos
fijos asociados F1 y F2 respectivamente, demostrar que F2 ⊂ F1.
(4) Determinar el cuerpo fijo de H = Aut

(
Q(
√

2)
)
.

(5) Determinar el cuerpo fijo de H = Aut
(
Q( 3
√

2)
)
.

Solución. (1) Sea F = {x ∈ K : τ(x) = x ∀τ ∈ H}. Veamos que F es
subcuerpo de K. Tenemos τ(0) = 0 para todo τ ∈ H es decir, 0 ∈ F. Para
todo x, y ∈ F y para todo τ ∈ H tenemos τ(x − y) = τ(x) − τ(y) = x − y
luego x− y ∈ F. Hemos demostrado que (F,+) es subgrupo de (K,+). Por
otra parte tenemos τ(1) = 1 para todo τ ∈ H es decir, 1 ∈ F. Para todo
x, y ∈ F − {0} y para todo τ ∈ H tenemos τ(xy−1) = τ(x)τ(y)−1 = xy−1

luego xy−1 ∈ F − {0}. Hemos demostrado que (F − {0}, ·) es subgrupo de
(K − {0}, ·). Concluimos que F es subcuerpo de K.

(2) Si τ ∈ Aut (K/K2), entonces τ(x) = x para todo x ∈ K2 y como
K1 ⊂ K2, también τ(x) = x para todo x ∈ K1. Es decir, τ ∈ Aut (K/K1) .
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(3) Si x ∈ F2, entonces es anulado por todo automorfismo de H2 y como
H1 ⊂ H2, también es anulado por todo automorfismo de H1. Es decir,
x ∈ F1.
(4) En este caso, H = Aut (K) y según vimos en el problema 206, H =
Aut

(
Q(
√

2)
)

= {id, σ} con σ(a + b
√

2) = a − b
√

2. El cuerpo fijo K de H

está formado por los elementos a+ b
√

2 de Q(
√

2) que quedan fijos por id y
σ, es decir

id(a+ b
√

2) = a+ b
√

2,

σ(a+ b
√

2) = a− b
√

2 = a+ b
√

2,

que ocurre para b = 0. Por tanto, el cuerpo fijo de Aut
(
Q(
√

2)
)

es Q.
(5) En este caso, H = Aut (K) y según vimos en el problema 206 H =
Aut

(
Q( 3
√

2)
)

= {id}. La identidad deja fijo todo elemento de Q( 3
√

2) por

tanto, el cuerpo fijo de Aut
(
Q( 3
√

2)
)

es Q( 3
√

2).

208. Isomorfismo C∗ ∼= R>0 × R/Z

Sean C∗ el grupo multiplicativo de los números complejos, R>0 el grupo
multiplicativo de los números reales postitivos y el grupo cociente R/Z.
Demostrar que C∗ ∼= R>0 × R/Z.

Solución. Veamos previamente que R/Z es isomorfo al grupo multiplicativo
D =

{
eit : 0 ≤ t ≤ 2π

}
de los números complejos de módulo 1. En efecto,

la aplicación f : R → D dada por f(t) = e2πit es homomorfismo entre los
grupos (R,+) y (D, ·) pues para todo t, s ∈ R:

f(t+ s) = e2πi(t+s) = e2πite2πis = f(t)f(s).

El núcleo de f es ker f = Z y por un conocido teorema de isomorf́ıa, R/Z ∼=
Im f = D. El problema se reduce pues a demostrar que C∗ ∼= R>0×D. Para
todo z ∈ C∗ definimos

Φ : C∗ → R>0 ×D, Φ(z) =

(
|z| , z
|z|

)
.

Esta aplicación es homomorfismo de grupos. En efecto, para todo z, ω ∈ C∗ :

Φ(zω) =

(
|zω| , zω

|zω|

)
=

(
|z| , z
|z|

)
·
(
|ω| , ω
|ω|

)
= Φ(z) · Φ(ω).

Su núcleo es ker Φ = {z ∈ C∗ : Φ(z) = (1, 1)} = {1} y por tanto es inyectiva.
Todo elemento de R>0 × D es de la forma (r, eit) con r > 0 y se verifica
(r, eit) = Φ(reit). El homomorfismo Φ es biyectivo, y por tanto C∗ ∼= R>0 ×
R/Z.
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209. Regiones determinadas por n rectas del plano

Demostrar por inducción que n rectas del plano dos a dos no paralelas
y tales que ninguna terna pasa por un punto común divide al plano en
Rn = (n2 + n+ 2)/2 regiones.

Solución. Paso base. La fórmula es cierta para n = 1 pues obtenemos
R1 = (12 + 1 + 2)/2 = 2 regiones.
Paso de inducción. Sea la fórmula cierta para n. Cada vez que se añade
una recta a las n existentes obtenemos n intersecciones y añadimos n + 1
regiones. En consecuencia,

Rn+1 = Rn + n+ 1 =
n2 + n+ 2

2
+ n+ 1

=
n2 + 3n+ 4

2
=

(n+ 1)2 + (n+ 1) + 2

2

y por tanto la fórmula es cierta para n+ 1.
Nota. A partir del razonamiento de inducción podŕıamos haber deducido
la fórmula que da el enunciado. En efecto, de un sencillo análisis gráfico
deducimos que R1 = 2, R2 = 2 + 2, R3 = 2 + 2 + 3, R4 = 2 + 2 + 3 + 4, . . .
y por tanto,

Rn = 2 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n = 1 + (1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n)

= 1 +
n(n+ 1)

2
=
n2 + n+ 2

2
.

210. Subespacios invariantes (I)

A un endomorfismo de un espacio vectorial V también se le llama ope-
rador. Si V un espacio vectorial, T : V → V un endomorfismo y W un
subespacio de V se dice que W es invariante por T o que W es T− inva-
riante si T (W ) ⊂ W es decir, si para todo x ∈ W se verifica T (x) ∈ W. Es
claro que todo subespacio W que sea T− invariante induce un endomorfismo
T̂ : W →W dado por T̂ (w) = T (w).
1. Se considera el endomorfismo T : R3 → R3 dado por

T

 x1

x2

x3

 =

1 0 0
0 1 0
3 −5 2

 x1

x2

x3

 .
Demostrar el subespacio W de ecuación cartesiana 3x1 − 5x2 + x3 = 0 es
T− invariante.
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2. Demostrar que la intersección de cualquier colección de subespacios de V
que son T− invariantes, también es T− invariante.
3. Demostrar que todo subespacio de V es invariante por los operadores I
y 0 (operadores identidad y nulo).
4. Sea W subespacio de V invariante por los operadores T1, T2 : V → V.
Demostrar que también es invariante por los operadores T1 + T2 y T1 ◦ T2.
5. Sea V un espacio vectorial y T : V → V un endomorfismo. Demostrar
que los siguientes subespacios son invariantes por T :

(a) {0}. (b) V. (c) kerT. (d) Im T.

Solución. 1. En efecto, cualquier vector x = (α1, α2, α3)T de W satisface
3α1 − 5α2 + α3 = 0 y su transformado es

T (x) =

1 0 0
0 1 0
3 −5 2

 α1

α2

α3

 =

 α1

α2

3α1 − 5α2 + 2α3

 .
El vector T (x) pertenece a W pues satisface la ecuación de W :

3α1 − 5α2 + (3α1 − 5α2 + 2α3) = 2 (3α1 − 5α2 + α3) = 2 · 0 = 0.

2. Sea {Wi : i ∈ I} una colección de subespacios de V que son T− inva-
riantes. Si x ∈

⋂
i∈IWi entonces x ∈ Wi para todo i ∈ I. Como Wi es T−

invariante, se verifica T (x) ∈Wi para todo i ∈Wi, por tanto T (x) ∈
⋂
i∈IWi

luego
⋂
i∈IWi es T− invariante.

3. Si W es subespacio de V entonces, si x ∈ W se verifica I(x) = x ∈ W y
0(x) = 0 ∈W y por tanto W es invariante por I y 0.

4. Tenemos

x ∈W ⇒︸︷︷︸
W es T1,T2 inv.

T1(x) ∈W ∧ T2(x) ∈W

⇒︸︷︷︸
W es subesp.

(T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x) ∈W

y por tanto W es invariante por T1 + T2. Por otra parte,

x ∈W ⇒︸︷︷︸
W es T2 inv.

T2(x) ∈W ⇒︸︷︷︸
W es T1 inv.

(T1 ◦ T2)(x) = T1[T2(x)] ∈W

y por tanto W es invariante por T1 ◦ T2.
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5. (a) Se verifica T (0) = 0 ∈ {0} por tanto, {0} es invariante por T.
(b) Para todo x ∈ V tenemos T (x) ∈ V , luego V es invariante por T.
(c) Si x ∈ kerT entonces T (x) = 0. Pero 0 ∈ kerT pues kerT es subespacio
de V. Es decir, kerT es invariante por T.
(d) Para todo x ∈ Im T se verifica T (x) ∈ Im T por la definición de imagen
por tanto, Im T es invariante por T.

211. Subespacios invariantes (II)

1. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que
(i) Si v ∈ V es vector propio no nulo de T entonces, el subespacio L[v]
generado por v es T− invariante.
(ii) Rećıprocamente, supongamos que W es un subespacio de dimensión 1
generado por el vector no nulo v, es decir W = L[v]. Entonces, v es vector
propio de T
2. Determinar los subespacios invariantes del endomorfismo T : R2 → R2

T

[
x1

x2

]
=

[
2 2
1 3

] [
x1

x2

]
.

3. Determinar los subespacios invariantes de

T

[
x1

x2

]
=

[
2 −4
5 −2

] [
x1

x2

]
,

visto como (a) Un operador T : R2 → R2. (b) Un operador T : C2 → C2.
4. Demostrar que todo subespacio propio Vλ de V es invariante por T.
5. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n > 1 e impar. Demostrar que
cualquier operador sobre V tiene un subespacio invariante distinto de {0} y
de V.

Solución. 1. (i) Por ser v vector propio de T , existe λ ∈ K tal que T (v) =
λv. Entonces,

x ∈ L[v]⇒ ∃α ∈ K : x = αv ⇒ T (x) = T (αv)

= αT (v) = α(λv) = (αλ)v ⇒ T (x) ∈ L[v]

es decir, L[v] es T− invariante.
(ii) Como L[v] es invariante y v ∈ L[v] se verifica T (v) ∈ L[v] y por tanto
existe λ ∈ K tal que T (v) = λv. Es decir, v es vector propio de T.

2. El único subespacio invariante de dimensión 0 es el {0} y el único de
dimensión 2 es R2. Valores propios de T :

χ(λ) =

∣∣∣∣2− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ+ 4 = 0⇔ λ = 4 ∨ λ = 1 (simples).
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Subespacios propios:

V4 ≡
{
−2x1 + 2x2 = 0
x1 − x2 = 0

, V1 ≡
{
x1 + 2x2 = 0
x1 + 2x2 = 0.

Al ser λ = 4 valor propio simple, dimV4 = 1 y una base de V4 es {(1, 1)t}.
Análogamente la dimensión de V1 es 1 y y una base de V1 es {(−2, 1)t}.
Los subespacios T− invariantes de dimensión 1 son exactamente L[(1, 1)t] y
L[(−2, 1)t].

3. (a) El único subespacio invariante de dimensión 0 es el {0} y el único de
dimensión 2 es R2. Valores propios de T :

χ(λ) =

∣∣∣∣2− λ −4
5 −2− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 16 = 0⇔ λ = ±4i /∈ R.

No existen vectores propios no nulos por tanto, no hay subespacios invarian-
tes de dimensión 1.
(b) El único subespacio invariante de dimensión 0 es el {0} y el único de
dimensión 2 es C2. Subespacios propios:

V4i ≡
{

(2− 4i)x1 − 4x2 = 0
5x1 + (−2− 4i)x2 = 0

, V−4i ≡
{

(2 + 4i)x1 − 4x2 = 0
5x1 + (−2 + 4i)2x2 = 0.

Al ser λ = 4i valor propio simple, dimV4i = 1 y una base de V4i es
{(2, 1 − 2i)t}. Análogamente la dimensión de V−4i es 1 y y una base de
V−4i es {(2, 1 + 2i)t}. Los subespacios T− invariantes de dimensión 1 son
exactamente L[(2, 1− 2i)t] y L[(2, 1 + 2i)t].

4. Si x ∈ Vλ entonces T (x) = λx. Pero λx ∈ Vλ por ser Vλ subespacio. Es
decir T (x) ∈ Vλ luego Vλ es T− invariante.

5. El polinomio caracteŕıstico χ(t) ∈ R[t] de T es de grado n impar, en
consecuencia tiene al memos una ráız real λ. Si Vλ es el subespacio propio
asociado al valor propio λ se verifica 1 ≤ dimVλ ≤ n. Si dimVλ < n,
Vλ es subespacio T− invariante distinto de {0} y de V, y la propiedad ya
está demostrada. Si dimVλ = n entonces, T es diagonalizable con matriz
diagonal D = λI y por tanto T = λI. Pero en este caso cualquier subespacio
W de V es invariante. En efecto, si w ∈W se verifica

T (w) = (λI)(w) = λI(w) = λw ∈W,

lo cual también demuestra la propiedad



290 212 Subespacios invariantes (III)

212. Subespacios invariantes (III)

(1) Sean V espacio vectorial sobre el cuerpo K, T : V → V un endomorfismo
y f(t) ∈ K[t]. Demostrar que ker f(T ) es un subspacio T− invariante.
(2) Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y W es un subespacio
invariante por un operador T : V → V. Demostrar que T tiene una repre-

sentación matricial por bloques

[
A B
0 C

]
en donde A es una representación

matricial de la restricción T̂ de T a W.
(3) Se considera el endomorfismo T : R3 → R3 dado por

T

xy
z

 =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

xy
z

 .
(a) Demostrar que el subespacio W = L[(1, 1, 2)t] es T− invariante.

(b) Encontrar a partir de W una representación matricial de T de la
forma [

A B
0 C

]
.

(4) Sea T : V → V un endomorfismo con dimV finita y W un subespacio
T− invariante. Demostrar que el polinomio mı́nimo de la restricción T̂ de T
a W divide al polinomio mı́nimo de T.

Solución. (1) Sea x ∈ ker f(T ), es decir f(T )(x) = 0. Tenemos que demos-
trar que T (x) ∈ ker f(T ) es decir, que f(T )(T (x)) = (f(T )◦T )(x) = 0. Pero
al ser f(t)t = tf(t), se verifica f(T ) ◦ T = T ◦ f(T ). Entonces,

(f(T ) ◦ T )(x) = (T ◦ f(T ))(x) = T (f(T )(x)) = T (0) = 0.

(2) Sea W un subespacio T− invariante y BW = {e1, . . . , er} una de sus
bases. Por el teorema de la base incompleta, podemos encontrar una base de
V de la forma BV = {e1, . . . , er, er+1, . . . , en}. Dado que W es T− invariante,
se verifica

T (e1) = a11e1 + . . .+ a1rer

. . .

T (er) = ar1e1 + . . .+ arrer

T (er+1) = ar+1,1e1 + . . .+ ar+1,rer + . . .+ ar+1,nen

. . .

T (en) = an,1e1 + . . .+ an,rer + . . .+ an,nen.
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con los aij escalares. Transponiendo coeficientes, obtenemos que la matriz

de T en BV es de la forma

[
A B
0 C

]
en donde

A =

a11 . . . ar1
...

...
a1r . . . arr


es la matriz de T̂ : W →W.

(3) (a) Todo vector de W es de la forma (α, α, 2α)t y

T

 αα
2α

 =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 αα
2α

 =

4α
4α
8α

 = 4α

1
1
2

 ∈ L[(1, 1, 2)t]

por tanto, W es un subespacio T− invariante. (b) Una base de W es BW =
{(1, 2, 2)t} y una de R3 es

BR3 = {(1, 2, 2)t, (0, 1, 0)t, (0, 0, 1)t}.

Los transformados por T de los elementos de BR3 son:

T

1
1
2

 =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

1
1
2

 =

4
4
8

 = 4

1
1
2

+ 0

0
1
0

+ 0

0
0
1

 ,

T

0
1
0

 =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

0
1
0

 =

−3
−5
−6

 = −3

1
1
2

− 2

0
1
0

+ 0

0
0
1

 ,
T

0
0
1

 =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

0
0
1

 =

3
3
4

 = 3

1
1
2

+ 0

0
1
0

− 2

0
0
1

 .
Trasponiendo coeficientes obtenemos la matriz de T en la base BR3 :4 −3 3

0 −2 0
0 0 −2

 =

[
A B
0 C

]

con A = [4], 0 =

[
0
0

]
, B = [−3, 3], C =

[
−2 0

0 −2

]
.
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(4) Es claro que si K es el cuerpo de los escalares y f(t) ∈ K[t], se verifica
f(T̂ )(w) = f(T )(w) para todo w ∈W. Si µ(t) es el polinomio mı́nimo de T ,
entonces

µ(T̂ )(w) = µ(T )(w) = 0(w) = 0 ∀w ∈W.

Es decir, T̂ es un cero de µ(t). El polinomio mı́nimo de un operador divide
a todo polinomio que anula al operador, por tanto el polinomio mı́nimo de
T̂ divide a µ(t).

213. Todo grupo de orden primo es ćıclico

(a) Sea G un grupo tal que |G| = p primo. Demostrar que G es ćıclico.
(b) Determinar todos los grupos de órdenes n = 1, 2, 3, 5, 7.

Solución. (a) Como |G| = p ≥ 2, el grupo tiene más de un elemento. Sea
g ∈ G con g 6= e (e elemento neutro de G). Entonces, el subgrupo 〈g〉 de G
contiene más de un elemento, y por el teorema de Lagrange |〈g〉| divide a p.
Como p es primo, ha de ser necesariamente |〈g〉| = p = |G| lo cual implica
que G = 〈g〉. De esta manera, G está generado por g, lo cual implica que G
es grupo ćıclico.
(b) Trivialmente, sólo existe un grupo de un elemento: {e} (el formado por
el elemento neutro). Por el apartado anterior, si p ∈ {2, 3, 5, 7} entonces
todos los grupos de orden p son isomorfos al ser ćıclicos. En consecuencia,
los únicos grupos de órdenes 1, 2, 3, 5, 7 son respectivamente {e}, Z2, Z3, Z5,
Z7.

214. Grupos de orden 4

En este problema se demuestra que sólo existen dos grupos de orden 4 :
Z4 y Z2 × Z2 (grupo de Klein).
1. Demostrar que en Z2 × Z2 el simétrico de cada elemento coincide con el
propio elemento.
2. Demostrar que Z2 × Z2 no es ćıclico.
3. Demostrar que Z4 no es isomorfo a Z2 × Z2.
Nota. Esto garantiza que existen al menos dos grupos de orden 4.
4. Demostrar que todo grupo de orden 4 es o bien isomorfo a Z4, o bien a
Z2 × Z2. Concluir.

Solución. 1. Tenemos Z2 × Z2 = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} y se cumple

(0, 0) + (0, 0) = (0, 0), (1, 0) + (1, 0) = (0, 0),

(0, 1) + (0, 1) = (0, 0), (1, 1) + (1, 1) = (1, 1),
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lo cual implica que

−(0, 0) = (0, 0), −(1, 0) = (1, 0), −(0, 1) = (0, 1), −(1, 1) = (1, 1),

es decir el simétrico de cada elemento coincide con el propio elemento.
2. El elemento neutro es de orden 1 y se cumple

(1, 0) + (1, 0) = (0, 0), (0, 1) + (0, 1) = (0, 0), (1, 1) + (1, 1) = (0, 0)

es decir, los restantes elementos son de orden 2, por tanto Z2 × Z2 no es
ćıclico.
3. Trivialmente el grupo Z4 es ćıclico y por el apartado anterior Z2 ×Z2 no
lo es, en consecuencia no pueden ser isomorfos.
4. Sea G un grupo de orden 4. Analizaremos dos casos.

Caso 1: G tiene un elemento de orden 4. En este caso, G es ćıclico y por
tanto isomorfo a Z4.

Caso 2: G no tiene elementos de orden 4. Veamos que en este caso, G
es isomorfo al grupo de Klein Z2×Z2. Sea G = {e, a, b, c} con e el elemento
neutro de G. Como el orden de todo elemento divide al orden del grupo, se
verifica necesariamente

ord (e) = 1, ord (a) = ord (b) = ord (c) = 2.

Se verifica ab = c. En efecto, si fuera ab = e entonces a = b−1. Pero al ser
b2 = e tenemos b = b−1 lo cual implicaŕıa a = b (absurdo). Si fuera ab = a
entonces, b = e (absurdo). Análogamente ab = b implicaŕıa a = e (absurdo).
Cambiado los papeles de a, b, y c, el razonamiento anterior demuestra que
el producto de cualquier par de elementos distintos de {a, b, c} es el tercero.
En consecuencia, las tabla de Cayley de G y de Z2 × Z2 son

· e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

+ (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)

(0, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(1, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 1) (0, 1)
(0, 1) (0, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 1) (1, 1) (0, 1) (1, 0) (0, 0)

La aplicación f : G→ Z2 × Z2 dada por

f(e) = (0, 0), f(a) = (1, 0), f(b) = (0, 1), f(c) = (1, 1)

es claramente un isomorfismo. Concluimos que sólo existen dos grupos de
orden 4 : Z4 y Z2 × Z2.
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215. Grupos de orden n = 6

En esta monograf́ıa, demostramos que sólo existen dos grupos de orden
6 : Z6 y S3.

1. Lema. Todo grupo de orden par tiene algún elemento de orden 2.

Demostración. SeaG el grupo dado y para cada elemento deG consideremos
el conjunto {g, g−1}. Este conjunto tiene dos elementos si g 6= g−1 y un único
elemento si g = g−1. Entonces,

|G| = 2
∣∣{{g.g−1} : g 6= g−1

}∣∣+
∣∣{g ∈ G : g = g−1}

∣∣ .
Como |G| es par y el primer sumando del segundo miembro también, el
cardinal de {g ∈ G : g = g−1} ha de ser también par. Como el neutro
e ∈ {g ∈ G : g = g−1}, ha de existir un e 6= g ∈ G tal que g = g−1, es decir
g2 = e y por tanto tal elemento g es de orden 2.

2. Teorema. Sea G un grupo abeliano de orden 6. Entonces, G es isomorfo
a Z6.

Demostración. Supongamos que todos los elemento deG distintos del neutro
e fueran de orden 2. Elijamos dos elementos distintos x, y ∈ G y ambos
distintos de e. Es inmediato comprobar que {e, x, y, xy} es subgrupo de G
de orden 4, lo cual es absurdo por el teorema de Lagrange. En consecuencia,
algún elemento de G tiene orden 3 o 6.

Si algún elemento tiene orden 6 entonces G es ćıclico, luego G ∼= Z6. Si
G tiene un elemento x de orden 3, también tiene otro y de orden 2 (por el
lema 1). Entonces,

(xy)6 = x6y6 = ee = e,

(xy)2 = x2y2 = x2e = x2 6= e,

(xy)3 = x3y3 = ey = y 6= e.

Es decir, G es de nuevo ćıclico con lo cual G ∼= Z6.

3. Lema. Sea G un grupo finito en el que todo elemento distinto del neutro
tiene orden 2. Entonces, G es conmutativo.

Demostración. Sean x, y ∈ G. Entonces, x2 = e, y2 = e, (xy)2 = e. Por
tanto, xy = (xy)−1 = y−1x−1 = yx.

4. Teorema. Sea G un grupo de orden 6 no conmutativo. Entonces, G es
isomorfo al grupo simétrico S3.
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Demostración. Primeramente veamos que G tiene algún elemento de orden
2 y alguno de orden 3. Efectivamente, al ser G no conmutativo, no es ćıclico
y por tanto no existen elementos de orden 6. Por el lema 1, existe algún
elemento de orden 2. Si todos los elementos distintos del neutro tuvieran
orden 2 entonces, por el lema 3, G seŕıa conmutativo (absurdo). Existe pues
en G algún elemento de orden 3.

Sea x un elemento de G de orden 2 e y uno de orden 3. Sea el subgrupo
de G dado por H = 〈x〉 = {e, x}. Existen por tanto tres clases adjuntas por
la izquierda y se verifica

ye−1 = y /∈ H, y2e−1 = y2 /∈ H, y2y−1 = y /∈ H,

luego dichas clases adjuntas son H, yH, y2H. Para cada g ∈ G definamos la
aplicación

fg : {H, yH, y2H} → {H, yH, y2H}, fg(zH) = gzH.

Se verifica
(
fg−1 ◦ fg

)
(zH) = fg−1 (fg(zH)) = fg−1 (gzH) = g−1gzH =

zH = id (zH) , por tanto fg−1 ◦fg = id, lo cual implica que cada fg es biyec-
tiva, es decir una permutación de {H, yH, y2H}. Denotando a H, yH, y2H
por 1, 2, 3 respectivamente podemos ver cada fg como un elemento de S3 y
tenemos definida la aplicación

F : G→ S3, F (g) = fg.

La aplicación F es un homomorfismo de grupos. En efecto,

(fg1 ◦ fg2) (zH) = fg1 (fg2(zH)) = fg1 (g2zH)

= g1g2zH = (g1g2) zH = fg1g2(zH),

luego fg1g2 = fg1 ◦ fg2 o de forma equivalente F (g1g2) = F (g1) ◦ F (g2) .
Dado que G y S3 son grupos finitos y del mismo orden, para demostrar que
F es biyectiva bastará demostrar que es inyectiva o sobreyectiva. Veamos
que es sobreyectiva.

Consideremos F (y) = fy. Tenemos

fy(H) = yH, fy(yH) = y2H, fy(y
2H) = y3H = eH = H.

Es decir, la permutación fy permuta H, yH, y2H en yH, y2H,H, o bien en
la notación usada es la permutación (2 3 1). Inmediatamente comprobamos
que (2 3 1)2 = (3 1 2) y (2 3 1)3 = (1 2 3) lo cual implica que la imagen de
F contiene un elemento de orden 3.

Veamos que la permutación F (x) = fx es una transposición es decir,
un elemento de la imagen de F orden 2. Como x ∈ H se verifica fx(H) =
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xH. Al ser fx una permutación, si demostramos que fx(yH) = y2H ya
estará demostrado que fx es una transposición. Por reducción al absurdo,
veamos que no puede ocurrir fx(yH) = yH. En efecto,

fx(yH) = yH ⇔ xyH = xH ⇔ {xy, xyx} = {y, yx}.

La última igualdad sólo puede ocurrir si xy = y o si xy = yx. Si xy = y
entonces x = e (absurdo). Si xy = yx, entonces x e y conmutan y al ser
2 y 3 coprimos, por una conocida propiedad xy tendŕıa orden 2 · 3 = 6. El
grupo G seŕıa ćıclico (absurdo pues G no es abeliano). Entonces, Im G es
subgrupo de G y contiene un elemento de ordem 3 y otro de orden 2. Por
el teorema de Lagrange, Im G ha de tener orden 6 y por tanto Im G = S3.
Hemos demostrado pues que G ∼= S3.

5. Corolario. Sólo existen dos grupos G de orden 6 : Z6 (si G es conmuta-
tivo) y S3 (si G no es conmutativo).

216. Derivada de un campo escalar respecto de
uno vectorial

Definimos el concepto de derivada de un campo escalar respecto de uno
vectorial y demostramos algunas de sus propiedades.

1. Definición. Sea M ⊂ Rn un conjunto abierto, F : M → R un campo
escalar de clase ≥ 2 en M y v : M → Rn un campo vectorial de clase ≥ 1
en M. Se llama derivada del campo escalar F respecto del campo vectorial v
y se representa por LvF, al campo escalar

LvF : M → R, LvF (x) = 〈∇F (x), v(x)〉.

Es decir, si x = (x1, . . . , xn) y v = (v1, . . . , vn), entonces,

LvF (x) =
∂F

∂x1
(x)v1(x) + . . .+

∂F

∂xn
(x)vn(x).

Es claro que la derivada de un campo escalar respecto de uno vectorial es
una función al menos de clase 1.

2. Teorema. Sean M ⊂ Rn un conjunto abierto, F,G : M → R dos campos
escalares de clase al menos 2 y v, w : M → Rn dos campos vectoriales de
clase al menos 1. La derivada de un campo escalar respecto de uno vectorial
satisface las propiedades:
(1) Lv(F +G) = LvF + LvG.
(2) Lv(F ·G) = LvF ·G+ F · LvG.
(3) Lv+wF = LvF + LwF.
(4) (LF ·v)(G) = (F · Lv)(G).
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Demostración. (1) Para todo x ∈M tenemos:

Lv(F +G)(x) = 〈∇(F +G)(x), v(x)〉

= 〈∇F (x) +∇G(x), v(x)〉

= 〈∇F (x), v(x)〉+ 〈∇G(x), v(x)〉

= LvF (x) + LvG(x)

= (LvF + LvG)(x)

es decir, Lv(F +G) = LvF + LvG.
(2) Para todo x ∈M tenemos:

Lv(F ·G)(x) = 〈∇(F ·G)(x), v(x)〉

= 〈∇F (x) ·G(x) + F (x) · ∇G(x), v(x)〉

= 〈∇F (x) ·G(x), v(x)〉+ 〈F (x) · ∇G(x), v(x)〉

= 〈∇F (x), v(x)〉 ·G(x) + F (x) · 〈∇G(x), v(x)〉

= LvF (x) ·G(x) + F (x) · LvG(x)

= (LvF ·G+ F · LvG)(x)

y por tanto, LvF ·G+ F · LvG.
(3) Para todo x ∈M tenemos:

Lv+wF (x) = 〈∇F (x), (v + w)(x)〉

= 〈∇F (x), v(x) + w(x)〉

= 〈∇F (x), v(x)〉+ 〈∇F (x), w(x)〉

= LvF (x) + LwF (x)

= (LvF + LwF )(x)

en consecuencia, LvF + LwF.
Para todo x ∈M se verifica

LF ·v(G)(x) = 〈∇G(x), (F · v)(x)〉

= 〈∇G(x), F (x) · v(x)〉

= F (x) · 〈∇G(x), v(x)〉

= F (x) · LvG(x)

= (F · LvG)(x)

es decir, (LF ·v)(G) = (F · Lv)(G).
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217. Conjunto ordenado de las cortaduras de De-
dekind

Definimos las cortaduras de Dedekind y establecemos entre ellas un orden
total que extiende al usual de los racionales y en el que se verifica el axioma
del supremo.

1. Definición. Sea r un subconjunto de Q. Se dice que r es una cortadura
de Dedekind si se verifican las condiciones

(D1) ∅ 6= r 6= Q.
(D2) p ∈ r ∧ q ∈ Q ∧ q < p⇒ q ∈ r.

(D3) ∀p ∈ r ∃q ∈ r : p < q.

Es decir, una cortadura de Dedekind es cualquier subconjunto de núme-
ros racionales que contiene algún número racional pero no todos, que cada
número racional que está en el conjunto es menor que cualquiera que no
está en el conjunto y que no contiene máximo.

2. Observación. Nótese que si r es cortadura de Dedekind, entonces p ∈
r ∧ q ∈ Q \ r⇒ p < q.

3. Definición. A cualquier cortadura de Dedekind la llamamos número real
y al conjunto de todos los números reales lo denotamos por R. Es decir,

R = {r : r es cortadura de Dedekind}.

4. Notación. Si q ∈ Q es claro que q∗ = {x ∈ Q : x < q} es un cortadura
de Dedekind y denotamos QR al conjunto QR = {q∗ : q ∈ Q}.

5. Teorema. La aplicación f : Q→ QR dada por f(q) = q∗ es biyectiva.

Demostración. Si f(p) = f(q), entonces p∗ = q∗. Esto implica que p = q.
En efecto, si fuera p < q eligiendo el racional r = (p + q)/2 tendŕıamos
p < r < q con lo cual r ∈ q∗ y r /∈ p∗ lo cual contradice p∗ = q∗. Análogo
razonamiento si q < p. Concluimos que f es inyectiva. La aplicación f es
trivialmente sobreyectiva por construcción.

Podemos por tanto considerar QR como una copia natural de Q en R.

6. Teorema. La relación binaria en R dada por r ≤R s ⇔ r ⊂ s es de
orden.

Demostración. Para todo r ∈ R se verifica r ⊂ r, por tanto r ≤R r. Si
r ≤R s y s ≤R r entonces r ⊂ s y s ⊂ r con lo cual r = s. Si r ≤R s y s ≤R t
entonces r ⊂ s y s ⊂ t con lo cual r ⊂ t y por tanto r ≤R t.
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7. Teorema. Para cada par r, s ∈ R se verifica una y sólo una de las
relaciones: r = s, r <R s, s <R r. Es decir, la relación ≤R es de orden total
en R.

Demostración. Sea r 6= s. Entonces, o bien existe q ∈ r tal que q /∈ s o bien
existe q ∈ s tal que q /∈ r. Supongamos que ocurre lo primero. Como q ∈ r,
todos los racionales menores que q están contenidos en r. Como q /∈ s, todos
los racionales en s son menores que q lo cual implica que s ( r. Es decir,
s <R r. De manera análoga se demuestra que si existe q ∈ s tal que q /∈ r
entonces r <R s.

Si p, q ∈ Q es claro que p < q es equivalente a p∗ <R q∗ lo cual implica
que el orden en Q es el mismo que en su copia QR.

8. Conclusión. El conjunto R de los números reales (o cortaduras de De-
dekind) es un conjunto totalmente ordenado por la relación r ≤R s⇔ r ⊂ s
y la restricción de éste orden a la copia QR de Q en R es el mismo que el
orden natural en Q.

9. Teorema (Axioma del supremo). Todo subconjunto no vaćıo de
números reales y acotado superiormente, tiene supremo.

Demostración. Sea A un subconjunto no vaćıo de R y s una cota superior
de A. Definimos t =

⋃
r∈A r. Veamos que t es una cortadura de Dedekind.

(D1) Como A 6= ∅, existe r0 ∈ A. Al ser r0 6= ∅ y r0 ⊂ t, se verifica
t 6= ∅. Por otra parte, como s 6= Q y s es cota superior de A, tenemos r ⊂ s
para todo r ∈ A y por tanto t =

⋃
r∈A r ⊂ s con lo cual t 6= Q.

(D2) Sea p ∈ t. Entonces, p ∈ r1 para alguna r1 ∈ A. Si q < p, entonces
q ∈ r1, con lo cual q ∈ t.

(D3) Sea p ∈ t y elijamos r ∈ r1 tal que r > p. Como r1 ⊂ t, se verifica
r ∈ t.

Veamos que t es extremo superior de A. En efecto, es claro que r <R t
para toda r ∈ A, por tanto, t es cota superior de A. Supongamos que una
cortadura u satisface u <R t. Entonces, existe q ∈ t con q /∈ u. Como q ∈ t,
ha de cumplirse q ∈ r para alguna r ∈ A. Entonces, u <R r con lo cual, u
no es cota de A. Concluimos que t = supA.

218. Suma de cortaduras de Dedekind

Vamos a definir una operación suma en el conjunto de las cortaduras de
Dedekind que le dotan de estructura de grupo abeliano y que contiene como
subgrupo al grupo aditivo de los racionales.
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1. Definición. Sean r, s ∈ R. Se define la suma +R de r y s como

r +R s = {p+ q : p ∈ r, q ∈ s}.

2. Teorema. La operación +R es cerrada en R, es decir r +R s es una
cortadura de Dedekind.

Demostración. (D1) Por ser r, s cortaduras existe p ∈ r y existe q ∈ s con
lo cual p+ q ∈ r +R s es decir, r +R s 6= ∅. Por ser r, s cortaduras existen a, b
racionales tales que a > p para todo p ∈ r y b > q para todo q ∈ s. Entonces,
a + b > p + q para todo p ∈ r y para todo q ∈ s luego a + b /∈ r +R s. Por
tanto, r +R s 6= Q.

(D2) Sea p ∈ r +R s. Entonces, p = r + s con r ∈ r y s ∈ s. Si q < p
entonces q− s < r y por tanto q− s ∈ r. Tenemos q = (q− s) + s con lo cual
q ∈ r +R s.

(D3) Sea p+ q es un elemento de r +R s con p ∈ r y q ∈ s. Existen u ∈ r
y v ∈ s tales que p < u y q < v. Entonces, p+ v < u+ v ∈ r +R s.

3. Teorema. La operación +R en R es asociativa.

Demostración. Sean r, s, t ∈ R. Si a ∈ (r +R s) +R t entonces a = p+ q con
p ∈ r +R s y q ∈ t. Pero p = p1 + p2 con p1 ∈ r y p2 ∈ s. Por la propiedad
asociativa de la suma en Q,

a = (p1 + p2) + q = p1 + (p2 + q) ∈ r +R (s +R t)

es decir, (r +R s) +R t ⊂ r +R (s +R t). De manera análoga se demuestra
que r +R (s +R t) ⊂ (r +R s) +R t lo cual prueba la propiedad asociativa de
+R.

4. Teorema. La operación +R en R es conmutativa.

Demostración. Para todo r, s ∈ R y al ser la suma en Q es conmutativa,
r +R s = {p+ q : p ∈ r, q ∈ s} = {q + p : q ∈ s, p ∈ r} = s +R r.

5. Teorema. La cortadura 0∗ = {x ∈ Q : x < 0} satisface r +R 0∗ = r para
todo r ∈ R.

Demostración. Si a ∈ r +R 0∗, entonces a = p + x con p ∈ r y x < 0 es
decir, a < p y por tanto a ∈ r. Si a ∈ r existe q ∈ r tal que a < q. Entonces,
a = q + (a − q) y al ser a − q < 0 se verifica que a ∈ r +R 0∗. Concluimos
que r +R 0∗ = r.



Fasćıculo 9. Monograf́ıas 201-225 301

6. Definición. Si r ∈ R, se define −r := {q ∈ Q : ∃p > q con − p ∈ Q \ r}.
De forma equivalente, −r = {q ∈ Q : ∃x ∈ Q>0 con − q − x /∈ r}. Es

decir, algún número racional más pequeño que −q no está en r.

7. Teorema. Si r ∈ R, entonces −r es una cortadura de Dedekind.

Demostración. (D1) Sea q ∈ r y s ∈ Q tal que s > −q. Entonces, −s < q con
lo cual −s ∈ r y por tanto −q /∈ −r. Es decir, −r 6= Q. Sea ahora u ∈ Q \ r.
Dado que −u > −u − 1 y −(−u) = u ∈ Q \ r, se verifica −u − 1 ∈ −r. Es
decir, −r 6= ∅.

(D2) Si q ∈ −r, entonces existe p racional con p > q y −p /∈ r. Si q′ es
racional con q′ < q, entonces p > q′ con −p /∈ r, luego q′ ∈ −r.

(D3) Sea q ∈ −r y x ∈ Q>0 tal que −q − x /∈ r. Sea t = q + (x/2).
Entonces, t > q y −t− (x/2) = −q − x /∈ r con lo cual, t ∈ −r.

8. Teorema. Para todo r ∈ R se verifica r +R (−r) = 0∗.

Demostración. Sean q1 ∈ r y q2 ∈ −r. Existe x ∈ Q>0 tal que −q2 − x /∈ r.
Entonces, −q2 > −q2−x lo cual implica que −q2 /∈ r, con lo cual −q2 > q1 o
bien q1+q2 < 0. Es decir, q1+q1 ∈ 0∗. Hemos demostrado que r+R(−r) ⊂ 0∗.
Sea ahora a ∈ 0∗. Entonces, b = −a/2 > 0. Por la propiedad arquimediana
de Q, existe un entero n tal que nb ∈ r y (n + 1)b /∈ r. Si c = −(n + 2)b
entonces, c ∈ −r pues −c− b = (n+ 1)b /∈ r. Podemos por tanto escribir,

nb︸︷︷︸
∈r

+ c︸︷︷︸
∈−r

= nb− (n+ 2)b = −2b = a

en consecuencia, 0∗ ⊂ r +R (−r).

De los teoremas anteriores deducimos el siguiente corolario:

9. Corolario. (R,+R) es un grupo abeliano.

10. Teorema. La aplicación ϕ : Q→ R dada por

ϕ(q) = q∗ = {x ∈ Q : x < q}

es homomorfismo entre los grupos (Q,+) y (R,+R) .

Demostración. Para todo q1, q2 ∈ Q tenemos que demostrar que ϕ(q1+q2) =
ϕ(q1) + ϕ(q2). Si x ∈ ϕ(q1 + q2), entonces x < q1 + q2. Elijamos t tal que
2t = q1 + q2 − x, con lo cual t > 0. Sean q′1 = q1 − t y q′2 = q2 − t. Se
verifica q′1 ∈ ϕ(q1) y q′2 ∈ ϕ(q2) y además x = q′1 + q′2 lo cual implica que
x ∈ ϕ(q1) + ϕ(q2).

Sea ahora x ∈ ϕ(q1) + ϕ(q2). Entonces x = u + v con u < q1 y v < q2,
luego x < q1 + q2 lo cual implica que x ∈ ϕ(q1 + q2)



302 219 Ecuación cúbica

Según el teorema 5, la aplicación ϕ es biyectiva. Entonces, ϕ : Q → QR
es isomorfismo con lo cual, la estructura del grupo aditivo Q se traslada da
a su copia QR. Obtenemos el siguiente corolario:

11. Corolario. El grupo aditivo de los racionales es subgrupo del grupo
aditivo de los reales.

219. Ecuación cúbica

Estudiamos el método de resolución de la ecuación de tercer grado o
cúbica.

1. Definición. Se llama ecuación cúbica o de tercer grado a toda ecuación
de la forma

x3 + ax2 + bx+ c = 0, (a, b, c ∈ C).

2. Teorema. La sustitución x = y − a/3 transforma la ecuación de tercer
grado x3 + ax2 + bx+ c = 0, (a, b, c ∈ C) en una ecuación equivalente de la
forma

y3 + py + q = 0, p, q ∈ C.

Demostración. Tenemos(
y − a

3

)3
+ a

(
y − a

3

)2
+ b

(
y − a

3

)
+ c = 0

⇔ y3 − ay2 +
a2

3
y − a3

27
+ ay2 − 2a2

3
y +

a3

9
+ by − ab

3
y + c = 0.

Los términos de segundo grado se cancelan, en consecuencia la ecuación
anterior es de la forma y3 + py + q = 0.

3. Nota. El teorema anterior reduce el calculo de las soluciones de la ecua-
ción cúbica al cálculo de las soluciones de la ecuación x3 + px + q = 0,
p, q ∈ C.

4. Teorema. Sea la ecuación

(E) : x3 + px+ q = 0 con p, q ∈ C.

Entonces, 1) Las soluciones de esta ecuación son

x =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27︸ ︷︷ ︸
α

+
3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27︸ ︷︷ ︸
β
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siempre y cuando αβ = −p/3.
2) Sean 1, ε, ε2 las ráıces cúbicas de la unidad, es decir

1, ε =
−1 +

√
3i

2
, ε2 =

−1−
√

3i

2
.

Supongamos que α1 y β1 son valores de α y β respectivamente tales que
α1β1 = −p/3. Entonces, las soluciones de la ecuación dada son

x1 = α1 + β1

x2 = α1ε+ β1ε
2

x3 = α1ε
2 + β1ε.

Demostración. 1) Por el teorema fundamental del álgebra, la ecuación (E)
tiene tres soluciones complejas (repetidas o no). Sea x0 una de estas solu-
ciones y consideremos el polinomio f(u) = u2 − x0u − p/3. Éste polinomio
tiene dos ráıces complejas α y β (repetidas o no) y usando las relaciones de
Cardano-Vieta:{

α+ β = x0

αβ = −p/3 ⇒ (α+ β)3 + p(α+ β) + q = 0

⇒ α3 + β3 + (3αβ + p︸ ︷︷ ︸
= 0

)(α+ β) + q = 0⇒
{
α3 + β3 = −q
α3β3 = −p3/27.

Los números α3 y β3 son por tanto soluciones de la ecuación z2+qz−p3/27 =
0, en consecuencia

α3 = −q
2

+

√
q2

4
+
p3

27
, β3 = −q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
con αβ = −p/3,

lo cual demuestra el aserto 1).
2) Tenemos tres valores para α y otros tres para β. Ahora bien, ha de
cumplirse necesariamente αβ = −p/3. Sean α1 y β1 dos valores para los
cuales α1β1 = −p/3 y sean 1, ε, ε2 las tres ráıces de la unidad. Los tres
valores de α son α1, α1ε y α1ε

2 y los tres de β son β1, β1ε y β1ε
2. Al ser

(α1ε)(β1ε
2) = α1β1 = −p/3, (α1ε

2)(β1ε) = α1β1 = −p/3,

las tres soluciones de (E) son

x1 = α1 + β1

x2 = α1ε+ β1ε
2

x3 = α1ε
2 + β1ε.
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5. Ejemplo. Resolvamos la ecuación x3 + 3x2 − 3x − 14 = 0 usando el
teorema anterior. Efectuando la sustitución x = y − 1 :

(y − 1)3 + 3(y − 1)2 − 3(y − 1)− 14 = 0

⇔ y3 − 6y − 9 = 0. (∗)
Tenemos p = −6, q = −9, por tanto

α =
3

√
9

2
+

√
81

4
− 216

27
=

3

√
9

2
+

7

2
=

3
√

8, β =
3

√
9

2
− 7

2
=

3
√

1

Para α1 = 2 y β1 = 1 obtenemos α1β1 = 2 = −p/3, luego las soluciones de
(∗) son

y1 = α1 + β1 = 3,

y2 = α1ε+ β1ε
2 = 2 · −1 +

√
3i

2
+
−1−

√
3i

2
= −3

2
+

√
3

2
i,

y3 = α1ε
2 + β1ε = 2 · −1−

√
3i

2
+
−1 +

√
3i

2
= −3

2
−
√

3

2
i.

En consecuencia, las soluciones de la ecuación dada son

x1 = y1 − 1 = 2,

x2 = y2 − 1 = −5

2
+

√
3

2
i,

x3 = y3 − 1 = −5

2
−
√

3

2
i.

6. Ejemplo. Resolvamos la ecuación x3− 12x+ 16 = 0. Tenemos p = −12,
q = 16, por tanto

α =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
= . . . = 3

√
−8,

β =
3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
= . . . = 3

√
−8,

Para α1 = −2 y β1 = −2 obtenemos α1β1 = 4 = −p/3, luego las soluciones
de la ecuación dada son

x1 = α1 + β1 = −4,

x2 = α1ε+ β1ε
2 = −2 · −1 +

√
3i

2
− 2 · −1−

√
3i

2
= 2,

x3 = α1ε
2 + β1ε = −2 · −1−

√
3i

2
− 2 · −1 +

√
3i

2
= 2.
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7. Teorema. Sea la ecuación de tercer grado x3 +px+q = 0 con p, q reales.
Al número

D = −4p3 − 27q2 = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
se le llama discriminante de la ecuación.. Entonces,
(i) Si D < 0, la ecuación tiene una solución real y dos imaginarias conju-
gadas.
(ii) Si D = 0, todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales
entre śı.
(iii) Si D > 0, la ecuación tiene tres soluciones reales distintas.

Demostración. (i) Si D < 0 entonces, q2/4 + p3/27 > 0 y por tanto −q/2±√
q2/4 + p3/27 ∈ R. Tenemos

α =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
, β =

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27

con lo cual α tiene un valor real y dos imaginarios conjugados (idem para
β). Sea α1 el valor de α. Una solución de la ecuación es x1 = α1 + β1 y al
ser α1β1 = −p/3, β1 es necesariamente el valor real de β. Obsérvese que si
p = 0, entonces q 6= 0, la ecuación es x3 + q = 0 y ya estaŕıa demostrado.
Las otras dos ráıces son

x2 = α1ε+ β1ε
2 = −α1 + β1

2
+ i
√

3
α1 − β1

2

x2 = α1ε
2 + β1ε = −α1 + β1

2
− i
√

3
α1 − β1

2

y al ser α1 6= β1, entonces x2, x3 son imaginarias conjugadas.

(ii) Si D = 0, entonces α = 3
√
−q/2 y β = 3

√
−q/2. Si q = 0, entonces

p = 0 y la ecuación es x3 = 0 que tiene a x = 0 como solución triple.
Si q 6= 0, sean α1 y β1 los valores reales de α y β. Como αβ = −p/3
(real), necesariamente α1β1 = −p/3. Pero además, α1 = β1. Entonces, las
soluciones de la ecuación son

x1 = 2α1, x2 = α1ε+ α1ε
2 = α1ε

2 + α1ε = x3

es decir, en cualquier caso la ecuación tiene tres soluciones reales, una de
ellas al menos doble.

(iii) Si D > 0 entonces entonces, q2/4 + p3/27 < 0 y por tanto todos
los valores de α y β son imaginarios. Al ser la ecuación de tercer grado y
con coeficientes reales, ha de tener al menos un solución real x1 = α1 + β1.
Como α1β1 = −p/3 (real), entonces α1 y β1 son soluciones de una ecuación
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de segundo grado con coeficientes reales, es decir α1 y β1 son conjugados
entre śı. Pero también lo son α1ε y β1ε

2 pues α1ε = α1 ε = β1ε
2. De la misma

forma, también son conjugados α1ε
2 y β1ε. Por tanto las tres soluciones de

la ecuación x1 = α1 + β1, x2 = α1ε + β1ε
2 y x2 = α1ε

2 + β1ε son reales.
Veamos que son distintas. Denotemos ahora por a, b, c a las tres soluciones
reales de la ecuación, entonces son suma de α y β con

α = α1 ó α1ε ó α1ε
2, β = β1 ó β1ε ó β1ε

2.

Supongamos que ocurriera a = b y sea c = α′1 +β′1. Entonces, a = α′1ε+β′1ε
2

y b = α′1ε
2 + β′1ε. Esto implicaŕıa α′1(ε− ε2) = β′1(ε− ε2), es decir, α′1 = β′1.

Pero esto es absurdo pues α′1 y β′1 son imaginarios conjugados.

8. Ejemplo. Consideremos la ecuación x3 + 3x2− 3x− 14 = 0. Efectuando
la sustitución x = y−1 obtenemos y3−6y−9 = 0, es decir p = −6, q = −9.
El discriminante es

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
81

4
− 216

27

)
< 0.

La ecuación tiene una solución real y dos imaginarias conjugadas.

9. Ejemplo. Consideremos la ecuación x3−12x+16 = 0. Tenemos p = −12,
q = 16, por tanto

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
256

4
− 216

27

)
= 0.

Todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales entre śı

10. Ejemplo. Consideremos la ecuación x3 − 10x + 30 = 0. Tenemos p =
−10, q = 30, por tanto

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
900

4
− 1000

27

)
> 0.

La ecuación tiene tres soluciones reales distintas.

220. Ecuación cuártica

Proporcionamos un método para la resolución de la ecuación de cuarto
grado o cuártica (Método de Ferrari).

1. Nota. Es claro que toda ecuación cuártica o de cuarto grado con coefi-
cientes complejos se puede expresar en la forma

(E) : x4 + 2ax3 + bx2 + 2cx+ d = 0, (a, b, c, d ∈ C).



Fasćıculo 9. Monograf́ıas 201-225 307

2. Teorema. La ecuación de cuarto grado (E) : x4+2ax3+bx2+2cx+d = 0
con coeficientes complejos a, b, c, d se reduce a la resolución de una ecuación
cúbica auxiliar y a la de dos cuadráticas (Método de Ferrari).

Demostración. Escribamos la igualdad

x4 + 2ax3 + bx2 + 2cx+ d = (x2 + ax+A)2 − (Bx+ C)2.

Desarrollando el segundo miembro obtenemos

x4 + 2ax3 + bx2 + 2cx+ d =

x4 + 2ax3 + (a2 + 2A−B2)x2 + 2(aA−BC)x+A2 − C2.

Identificando coeficientes,
b = a2 + 2A−B2

c = aA−BC
d = A2 − C2.

⇔


B2 = a2 + 2A− b (1)
BC = aA− c (2)
C2 = A2 − d. (3)

Entonces, (1) × (3) proporciona B2C2 = (a2 + 2A − b)(A2 − d) y (2)2 pro-
porciona B2C2 = (aA− c)2. Eliminando B2C2 queda

(aA− c)2 = (a2 + 2A− b)(A2 − d).

Obtenemos aśı una ecuación de tercer grado en A. Elegida una solución y
hallando B y C, podemos expresar la ecuación de cuarto grado en la forma:

(x2 + ax+A)2 − (Bx+ C)2 = 0

o bien de la forma [x2 + (a + B)x + C] · [x2 + (a − B)x − C] = 0, lo cual
equivale a resolver dos ecuaciones cuadráticas.

3. Ejemplo. Resolvamos la ecuación de cuarto grado x4+2x3−x2−2x−3 =
0. En este caso, a = 1 por tanto tenemos que hallar A,B,C tales que

x4 + 2x3 − x2 − 2x− 3 = (x2 + x+A)2 − (Bx+ C)2.

Desarrollando el segundo miembro obtenemos

x4 + x2 +A2 + 2x3 + 2Ax2 + 2Ax−B2x2 − C2 − 2BCx

= x4 + 2x3 + (1 + 2A−B2)x2 + 2(A−BC)x+A2 − C2.

Identificando coeficientes,
−1 = 1 + 2A−B2

−1 = A−BC
−3 = A2 − C2.

⇔


B2 = 2 + 2A (1)
BC = 1 +A (2)
C2 = 3 +A2. (3)
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Entonces, (1)×(3) proporciona B2C2 = (2+2A)(3+A2) y (2)2 proporciona
B2C2 = (1 +A)2. Eliminando B2C2 queda

(1 +A)2 = (2 + 2A)(3 +A2).

Una solución de esta ecuación de tercer grado es A = −1, y para este valor
de A obtenemos B2 = 0, es decir B = 0 y C2 = 4 es decir C = ±2, y
elegimos por ejemplo C = 2. Podemos por tanto escribir la ecuación dada
en la forma:

x4 + 2x3 − x2 − 2x− 3 = (x2 + x− 1)2 − 22

= (x2 + x+ 1)(x2 + x− 3) = 0

⇔ x2 + x+ 1 = 0 ∨ x2 + x− 3 = 0.

Resolviendo estas dos ecuaciones cuadráticas obtenemos las soluciones de la
ecuación de cuarto grado dada:

−1±
√

3i

2
,
−1±

√
13

2
.

221. Orden lexicográfico

1. Teorema. Sean (A,≤A) y (B,≤B) dos conjuntos ordenados. Definimos
en A×B la relación

(a, b) ≤ (a′, b′) ⇔ a <A a
′ ∨ (a = a′ ∧ b ≤B b′).

Entonces,
1) ≤ es relación de orden en A×B (se le llama orden lexicográfico).
2) Si ≤A y ≤B son de orden total. también ≤ es de orden total.

Demostración. 1) (a) Reflexiva. Para todo (a, b) ∈ A × B se verifica a = a
y b ≤B b, lo cual implica (a, b) ≤ (a, b).

(b) Antisimétrica. Sean (a, b) y (a′, b′), elementos de A×B con (a, b) ≤
(a′, b′) y (a′, b′) ≤ (a, b). Si a = a′, entonces b ≤B b′ y b′ ≤B b. Es decir,
a = a′ y b = b′, luego (a, b) = (a′, b′). No puede ocurrir a 6= a′ pues si
aśı fuera, a <A a

′ y a′ <A a (absurdo).

(c) Transitiva. Sean (a1, b1), (a2, b2) y (a3, b3) elementos de A×B tales
que (a1, b1) ≤ (a2, b2) y (a2, b2) ≤ (a3, b3). Tenemos,

a1 = a2 ⇒ b1 ≤B b2 ⇒
{
a2 = a3 ⇒ b2 ≤B b3
a2 6= a3 ⇒ a2 <A a3
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⇒
{
a1 = a3 ∧ b1 ≤B b3
a1 6= a3 ∧ a1 <A a3

⇒
{

(a1, b1) ≤ (a3, b3)
(a1, b1) ≤ (a3, b3).

Es decir, si a1 = a2, en cualquier caso ocurre (a1, b1) ≤ (a3, b3). Analicemos
ahora el caso a1 6= a2.

a1 6= a2 ⇒ a1 <A a2 ⇒
{
a2 = a3 ⇒ a1 <A a3

a2 6= a3 ⇒ a2 <A a3

⇒
{
a1 <A a3

a1 <A a3
⇒
{

(a1, b1) ≤ (a3, b3)
(a1, b1) ≤ (a3, b3).

Es decir, si a1 6= a2, en cualquier caso ocurre (a1, b1) ≤ (a3, b3). Concluimos
pues que ≤ es relación de orden en A×B.

2) Sean (a1, b1), (a2, b2) elementos de A×B. Puede ocurrir a1 = a2 o a1 6= a2.
Si a1 = a2, o bien b1 ≤B b2 o bien b2 ≤B b1, lo cual implica que o bien
(a1, b1) ≤ (a2, b2), o bien (a2, b2) ≤ (a1, b1). Si a1 6= a2, o bien a1 <A a2 o
bien a2 <A a1, lo cual implica que o bien (a1, b1) ≤ (a2, b2), o bien (a2, b2) ≤
(a1, b1). Hemos demostrado que ≤ es relación de orden total en A×B.

2. Generalización. Habiendo definido el orden lexicográfico para el pro-
ducto cartesiano de dos conjuntos, podemos extender la definición para
el producto de n > 2 conjuntos por recursión mediante la identificación∏n
k=1Ak :=

(∏n−1
k=1 Ak

)
×An.

3. Ejemplo. Sea A = {a, b, c, d, . . . , w, x, y, z} el conjunto de las letras del
abecedario español y consideremos el orden del diccionario a < b, c < d <
. . . < w < x < y < z. Denotemos por P =

∏5
k=1Ak con Ai = A para

todo k y denotemos abreviadamente a (a1, a2, a3, a4, a5) por a1a2a3a4a5.
Tendŕıamos (por ejemplo) en P y según el orden lexicográfico,

ábaco < abad́ı < gabán < gacha < ocaso < vacas < vaćıo < vacuo < yaces.

222. Topoloǵıa del orden

1. Definición. Sea X un conjunto y ≤ una relación de orden total en X.
Si a, b ∈ X con a < b se definen los subconjuntos de X:

(a, b) = {x ∈ X : a < x < b},
(a, b] = {x ∈ X : a < x ≤ b},
[a, b) = {x ∈ X : a ≤ x < b},
[a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b},

denominados respectivamente intervalo de extremos a y b, abierto, semi-
abierto por la izquierda, semi-abierto por la derecha y cerrado.
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2. Teorema. Sea X un conjunto totalmente ordenado con al menos dos
elementos y B la colección de subconjuntos de X de los siguientes tipos:
(1) Todos los intervalos abiertos (a, b).
(2) Todos los intervalos de la forma [a0, b) con a0 elemento mı́nimo de X (si
tal elemento existe).
(3) Todos los intervalos de la forma (a, b0] con b0 elemento máximo de X (si
tal elemento existe).

Entonces, B es base para una topoloǵıa en X.

Demostración. Tenemos los siguientes casos,
(a) Si X no tiene elemento mı́nimo ni elemento máximo,

B = {(a, b) : a, b ∈ X, a < b}.

(b) Si X tiene elemento mı́nimo a0 pero no máximo,

B = {(a, b) : a, b ∈ X, a < b} ∪ {[a0, b) : b ∈ X}.

(c) Si X tiene elemento máximo b0 pero no mı́nimo,

B = {(a, b) : a, b ∈ X, a < b} ∪ {(a, b0] : a ∈ X}.

(d) Si X tiene elemento mı́nimo a0 y máximo b0,

B = {(a, b) : a, b ∈ X, a < b} ∪ {[a0, b) : b ∈ X} ∪ {(a, b0] : a ∈ X}.

En cada caso, es claro que B recubre a X y la intersección no vaćıa de
elementos de B es de nuevo un elemento de B, por tanto B es una base
para una topoloǵıa en X.

3. Definición. A la topoloǵıa que define B se la llama topoloǵıa del orden
en X.

4. Ejemplos
1) Si X = R con el orden usual, estamos en el caso (a) y la topoloǵıa del
orden es la topoloǵıa usual de R
2) Si X = R = R ∪ {−∞,+∞} con el orden usual, estamos en el caso (d) y
la topoloǵıa del orden es la topoloǵıa usual de la recta ampliada R.
3) Si X = Z>0 con el orden usual, estamos en el caso (b) y la topoloǵıa
del orden To es la topoloǵıa discreta. Para demostrarlo basta ver que los
subconjuntos unitarios de X son abiertos. Si n > 1 entonces {n} = (n −
1, n+ 1) ∈ T0 y por otra parte, {1} = [1, 2) ∈ To.
4) Si X = Z<0 con el orden usual, estamos en el caso (c) y de manera
análoga a la del ejemplo anterior se demuestra que la topoloǵıa del orden To
es la topoloǵıa discreta.
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5) Sea X = {1, 2} × Z>0. Para evitar el posible problema notacional entre
par ordenado e intervalo abierto, a los elementos de X los denotamos por
a × b por tanto, X = {m × n : m ∈ {1, 2}, n ∈ Z>0}. Consideremos en X
el orden lexicográfico es decir, a × b ≤ c × d ⇔ a < b o (a = c y b ≤ d),
que según sabemos es un orden total. Denotando a1 = 1 × n y bn = 2 × n,
podemos escribir el orden lexicocráfico en X de la forma

a1 < a2 < a3 < . . . < b1 < b2 < b3 < . . .

por tanto, existe elemento mı́nimo a1 y no existe elemento máximo. Ahora,
la topoloǵıa del orden en X no es la topoloǵıa discreta. En efecto, {b1} no es
abierto pues cualquier abierto que contenga a b1 ha de contener un elemento
de la base que contiene a b1 y por tanto ha de contener elementos de la
sucesión an.

223. Regla y compás

Sea P0 un subconjunto de puntos del plano eucĺıdeo R2 y admitamos las
siguientes construcciones:

(a) Regla: trazar la recta que pasa por dos puntos distintos de P0.

(b) Compás: trazar la circunferencia de centro un punto de P0 y radio
la distancia entre dos puntos de P0.

1. Definición. Se dice que un punto P del plano es construible en un sólo
paso por regla y compás a partir de P0 si y sólo si, P es la intersección de
una recta con una recta, una recta con un ćırculo o un ćırculo con ćırculo,
siendo éstas rectas y ćırculos construidos con regla y compás a partir de P0.

2. Ejemplo. Sea P0 = {P1, P2}. Los puntos construibles por regla y compás
en un un sólo paso a partir de P0 son Q1, Q2, R1, R2.

Q1

Q2

R1 R2P1 P2

3. Ejemplo. Sea P0 = {P1, P2, P3}. El punto Q es construible un un sólo
paso por regla y compás a partir de P0.
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P1 P2

P3

Q

4. Definición. Sea P0 un subconjunto de puntos del plano eucĺıdeo R2 y
sea Q1, Q2, . . . , Qn = Q una sucesión finita de puntos del plano. Se dice
que Q es construible por regla y compás a partir de P0 si y sólo si para todo
j = 1, . . . , n se verifica que Qj es construible en un sólo paso por regla y
compás a partir de P0 ∪ {Q1, . . . , Qj−1}.

5. Ejemplo. Consideremos P0 = {P1, P2} como en el ejemplo 2. El pun-
to medio del segmento P0P1 es construible por regla y compás a partir de
{P1, P2}, para ello basta usar el método clásico de construcción:

1. Trazamos la recta P1P2 (regla).

2. Trazamos la circunferencia de centro P2 y radio P1P2 (compás).

3. Trazamos la circunferencia de centro P1 y radio P1P2 (compás).

4. Sean Q1, Q2 las intersecciones de las anteriores circunferencias.

5. Trazamos la recta Q1Q2 (regla).

6. Si Q3 el punto de intersección de las rectas P1P2 y Q1Q2, entonces Q3

es el punto medio del segmento P1P2.

A continuación vamos a usar la teoŕıa de extensiones de cuerpos para
dar una condición necesaria para que un punto Q sea construible (por regla
y compás) a partir de un conjunto P0 de puntos del plano eucĺıdeo R2.
Para ello, llamemos K0 al subcuerpo de R generado por las abscisas y las
ordenadas de todos los puntos de P0. Dada una sucesión de puntos Q1,
Q2, . . . , Qn = Q con Qj = (xj , yj) tal que Q es construible a partir de P0,
definimos inductivamente el cuerpoKj = Kj−1(xj , yj) en dondeKj−1(xj , yj)
representa (como en la notación habitual), el menor subcuerpo de R que
contiene a Kj−1 ∪ {xj , yj}. Tenemos aśı construida una torre de subcuerpos

K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn ⊂ R.

6. Lema. Con las notaciones anteriores, xj e yj son ceros en Kj de polino-
mios cuadráticos o de primer grado sobre Kj−1.

Demostración. Tenemos que considerar tres casos: recta intersección con
circunferencia, circunferencia intersección con circunferencia y recta inter-
sección con recta.
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(a) Recta intersección con circunferencia. Sean A(p, q), B(r, s), C(t, u)
puntos cuyas coordenadas pertenecen a Kj−1. La ecuación de la recta que
pasa los puntos A y B es

x− p
r − p

=
y − q
s− q

. (1)

La ecuación de una circunferencia de centro C y radio w es

(x− t)2 + (y − u)2 = w2. (2)

Como w2 es la distancia al cuadrado entre dos puntos cuyas coordenadas
pertenecen a Kj−1 se verifica w2 ∈ Kj−1 como consecuencia del teorema de
Pitágoras. Eliminando y entre las ecuaciones (1) y (2) obtenemos

(x− t)2 +

(
s− q
r − p

(x− p) + q − u
)2

= w2.

De esta forma, las abscisas de los puntos de intersección de (1) y (2) son
ceros en Kj de un polinomio cuadrático con coeficientes en Kj−1. Análogo
razonamiento para las ordenadas.

(b) Circunferencia intersección con circunferencia. Sean C(t, u), C ′(t′, u′),
puntos cuyas coordenadas pertenecen a Kj−1. La ecuación de una circunfe-
rencia de centro C y radio w es

(x− t)2 + (y − u)2 = w2, (3)

y la ecuación de una circunferencia de centro C ′ y radio w′ es

(x− t′)2 + (y − u′)2 = w′
2
. (4)

Como en el caso (b), w2 y es w′2 pertenecen a Kj−1. Restando las igualdades
(3) y (4) obtenemos una relación lineal entre x e y. Despejando en esta
relación x en función de y (o y en función de x) y sustituyendo en (3) o (4)
deducimos que las abscisas y ordenadas de los puntos de intersección de (3)
y (4) son ceros en Kj de un polinomio cuadrático con coeficientes en Kj−1.

(c) Recta intersección con recta. Sean A(p, q), B(r, s), A′(p′, q′), B′(r′, s′),
puntos cuyas coordenadas pertenecen a Kj−1. La ecuación de la recta que
pasa los puntos A′ y B′ es

x− p
r − p

=
y − q
s− q

, (5)

y la ecuación de la recta que pasa los puntos A′ y B′ es

x− p′

r′ − p′
=
y − q′

s′ − q′
. (6)
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Despejando x en función de y (o y en función de x) en (5) y sustituyendo en
(6) deducimos que las abscisas y ordenadas de los puntos de intersección de
(5) y (6) son ceros en Kj de un polinomio de primer grado con coeficientes
en Kj−1.

7. Teorema. Si el punto Q(x, y) es construible por regla y compas a partir
del subconjunto P0 de R2 y K0 es el subuerpo de R generado por las abscisas
y ordenadas de los puntos de P0, entonces los grados [K0(x) : K0] y [K0(y) :
K0] son potencias de 2.

Demostración. Usamos las mismas notaciones acumuladas. Por el lema an-
terior, [Kj−1(xj) : Kj−1] es igual a 1 o a 2, siendo 2 si el polinomio cuadrático
sobre Kj−1 que anula a xj es irreducible y 1 en otro caso. Análogamente
[Kj−1(yj) : Kj−1] es igual a 1 o a 2. Por el teorema de la torre,

[Kj : Kj−1] = [Kj−1(xj , yj) : Kj−1]

= [Kj−1(xj , yj) : Kj−1(xj)][Kj−1(xj) : Kj−1]

= [Kj : Kj−1(xj)][Kj−1(xj) : Kj−1] = 1 o 2 o 4

es decir, en cualquier caso [Kj : Kj−1] es una potencia de 2 con lo cual,
[Kn : K0] es una potencia de 2. Ahora bien,

[Kn : K0(x)][K0(x) : K0] = [Kn : K0],

con lo cual [K0(x) : K0] es una potencia de 2. De manera análoga, [K0(y) :
K0] es una potencia de 2.

224. Duplicación del cubo

El problema de la duplicación del cubo consiste en dado un cubo, hallar
la arista de otro cubo cuyo volumen sea el doble del cubo dado. Las técnicas
del álgebra son capaces de resolver este problema de forma trivial. Demos-
tramos sin embargo que el problema no tiene solución por regla y compás.

Teorema. El problema de la duplicación del cubo no tiene solución usando
construcciones por regla y compás.

Demostración. Supongamos dado un cubo, y sin pérdida de generalidad
podemos suponer que su arista es el intervalo unidad del eje x, es decir
P0 = {(0, 0), (1, 1)}, con lo cual K0 = Q. Las otras distancias entre los
vértices del cubo dado son

√
2 y
√

3, por tanto los vértices del cubo dado son
construibles por regla y compás a partir de P0. Si fuera posible la duplicación
del cubo por regla y compás, podŕıamos construir un punto (α, 0) tal que
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α3 = 2. El polinomio p(x) = x3 − 2 es mónico, irreducible en Q[x] y α es
ráız de p(x) en consecuencia p(x) es el polinomio mı́nimo de α sobre Q con
lo cual [Q(α) : Q] = 3 no es potencia de 2 en contradicción con el teorema 7
de la monograf́ıa 223. Concluimos que la duplicación del cubo no es posible
por regla y compás.

225. Cuadratura del ćırculo

Demostramos la imposibilidad de la cuadratura del ćırculo.

1. Definición. Se denomina cuadratura del ćırculo al problema que consiste
en hallar con sólo regla y compás un cuadrado que posea un área que sea
igual a la de un ćırculo dado.

2. Teorema. El problema de la cuadratura del ćırculo no tiene solución.

Demostración. Recordemos que un número x ∈ R se dice que es construible
si se puede construir un segmento de longitud |x| a partir de uno de longitud
1 por medio de regla y compás, y que el conjunto de los números construibles
es un subcuerpo de R. Recordemos también que el número π es trascendente.

Si fuera posible la cuadratura del ćırculo podŕıamos construir el punto
(0,
√
π) a partir del conjunto P0 = {(0, 0), (0, 1)}, con lo cual seŕıa cons-

truible el punto (0, π). Por el teorema 7 de la monograf́ıa 223 tendŕıamos
[Q(π) : Q] es una potencia de 2 lo cual implicaŕıa que π es algebraico (ab-
surdo).
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226. EDO por cambio de variable independiente

Enunciado
Para 0 < x < 1 consideremos la ecuación diferencial

x(1− x2)2y′′ − (1− x2)2y′ + 5x3y = 0.

Resolverla usando el cambio de variable independiente t = −1

2
ln(1− x2).

Solución
Para 0 < x < 1 se verifica 0 < 1−x2 < 1 con lo cual, existe la aplicación

t : (0, 1)→ (0,+∞), t = −1

2
ln(1− x2)

y es fácil verificar que es biyectiva. Tenemos:

dt

dx
= −1

2
· −2x

1− x2
=

x

1− x2
.

y′ =
dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
dy

dt
· x

1− x2
. (1)

Por otra parte,

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
dy

dt
· x

1− x2

)

=
d

dx

(
dy

dt

)
· x

1− x2
+
dy

dt
· d
dx

(
x

1− x2

)
=︸︷︷︸

por (1)

d2y

dt2
· x

1− x2
· x

1− x2
+
dy

dt
· 1 + x2

(1− x2)2

317
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=
d2y

dt2
· x2

(1− x2)2
+
dy

dt
· 1 + x2

(1− x2)2
.

Sustituyendo en la ecuación diferencial,

x(1− x2)2

(
d2y

dt2
· x2

(1− x2)2
+
dy

dt
· 1 + x2

(1− x2)2

)

−(1− x2)2 · dy
dt
· x

1− x2
+ 5x3y = 0.

Simplificando queda

x3d
2y

dt2
+ 2x3dy

dt
+ 5x3y = 0

y por hipótesis x 6= 0 al ser 0 < x < 1. El cambio de variable independiente
dado transforma la ecuación diferencial dada en

d2y

dt2
+ 2

dy

dt
+ 5y = 0,

que es una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes.
La ecuación caracteŕıstica es λ2 + 2λ+ 5 = 0 cuyas ráıces son −1± 2i. Una
base del espacio de las soluciones es B = {e−t cos 2t, e−t sin 2t} y por tanto
la solución general es

y = C1e
−t cos 2t+ C2e

−t sin 2t, C1, C2 ∈ R.

Deshaciendo el cambio de variable independiente:

e−t = e
1
2

log(1−x2) = eln(1−x2)1/2
=
√

1− x2.

La solución general de la ecuación dada es por tanto

y =
√

1− x2
[
C1 cos

(
log(1− x2

)
− C2 sin

(
log(1− x2

)]
.

227. Topoloǵıas de Zariski y usual en kn

Demostramos que para k = R o k = C, la topoloǵıa de Zariski en kn es
estrictamente menos fina que la usual.

1. Teorema. Si F ∈ k[X1, . . . , Xn] entonces V (F ) es cerrado en kn con la
topoloǵıa usual

Demostración. La función F : kn,→ k, es polinómica y por tanto continua
con las topoloǵıas usuales. Como {0} ⊂ k es cerrado con la topoloǵıa usual,
V (F ) = F−1({0}) es cerrado en kn con la topoloǵıa usual.
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2. Teorema. Si F ∈ k[X1, . . . , Xn] y V (F ) contiene a un abierto no vaćıo
de kn con la toploǵıa usual, entonces F = 0.

Demostración. Usamos inducción sobre el número de indeterminadas del
polinomio. El resultado es válido para un polinomio con una indeterminada.
En efecto, si F 6= 0 entonces V (F ) es finito y por tanto no puede contener
a un abierto de k con la topoloǵıa usual. Supongamos que es cierta la pro-
posición para polinomios con n− 1 indeterminadas y n ≥ 2 y escribamos un
polinomio F con n indeterminadas en la forma

F (X1, . . . , Xn) =
d∑
j=0

Gj(X1, . . . , Xn−1)Xj
n. (1)

Podemos asumir que d > 0 pues en caso contrario no apareceŕıa Xn y la
proposición se deduce de la hipótesis de inducción. Supongamos que F = 0
sobre un abierto U 6= ∅ con respecto de la topoloǵıa usual, sea (a1, . . . , an) ∈
U y elijamos h > 0 tal que

∏n
i=1B(ai, h) ⊂ U en donde B(ai, h) representa

la bola de centro ai y radio h > 0. Si (x1, . . . , xn) ∈ U , tenemos

F (x1, . . . , xn) =
d∑
j=0

Gj(x1, . . . , xn−1)xjn.

Entonces, para cada (x1, . . . , xn−1) ∈
∏n−1
i=1 B(ai, h) el polinomio

f(Xn) = F (x1, . . . , xn−1, Xn) =
d∑
j=0

Gj(x1, . . . , xn−1)Xj
n

se anula si Xn = xn ∈ B(an, h) y al ser la proposición cierta para una inde-
terminada, f = 0. Entonces, Gj(x1, . . . , xn−1) = 0 para todo j = 0, 1, . . . , d
y para todo (x1, . . . , xn−1) ∈

∏n−1
i=1 B(ai, h). Por la hipótesis de inducción,

ha de ser Gj = 0 para todo j = 0, 1, . . . , d lo cual implica por (1) que
F = 0.

3. Teorema. Si F ∈ k[X1, . . . , Xn] es no nulo, entonces kn−V (F ) es abierto
y denso en kn con la topoloǵıa usual.

Demostración. Por el teorema 1, kn − V (F ) es abierto con la topoloǵıa
usual. Sea U 6= ∅ abierto con la topoloǵıa usual. Por el teorema 2, U no
está contenido en V (F ) y por tanto U − V (F ) = U ∩ (kn − V (F )) 6= ∅ con
lo cual kn − V (F ) es denso en kn con la topoloǵıa usual.

4. Teorema. Todo abierto no vaćıo de kn con la topoloǵıa de Zariski es
abierto y denso en kn con la topoloǵıa usual.
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Demostración. Todo abierto no vaćıo con la topoloǵıa de Zariski es de la
forma kn − V con V 6= kn algebraico. El conjunto V es de la forma V =
V (F1, . . . , Fr) = ∩jV (Fj). Entonces,

kn − V = kn ∩ (∩jV (Fj))
c = kn ∩ (∪jV (Fj)

c)

= ∪j (kn ∩ (V (Fj)
c)) = ∪j (kn − V (Fj)) .

Como ∩jV (Fj) 6= kn, algún Fj (sea éste Fk) ha de ser no nulo con lo cual,

por el teorema 3, su clausura con la topoloǵıa usual es kn − V (Fk) = kn y
cada kn − V (Fj) es abierto con la topoloǵıa usual (vaćıo si Fj = 0) con lo
cual kn−V es abierto con la toploǵıa usual (unión de abiertos). También es
denso pues,

kn − V = ∪j (kn − V (Fj)) = ∪jkn − V (Fj)

= kn − V (Fk)︸ ︷︷ ︸
kn

∪
(
∪j 6=kkn − V (Fj)

)
= kn.

5. Corolario. La topoloǵıa de Zariski en kn es estrictamente menos fina
que la usual.

Demostración. Por el teorema 4, es más fina y todo abierto Zariski es denso
en kn con la toplogia usual por tanto, todo abierto no denso en kn con la
topoloǵıa usual (por ejemplo toda bola abierta) no es abierto Zariski.

228. Polinomio que se anula en kn

Demostramos que si un polinomio F se anula en todos los puntos de kn

con k cuerpo infinito, entonces F = 0.

Teorema. Sea k un cuerpo conmutativo infinito y F ∈ k[X1, . . . , Xn]. Si F
se anula en todos los puntos de kn entonces, F es el polinomio nulo.

Demostración. Por inducción sobre n. Si 0 6= F ∈ k[X] entonces F tiene un
número finito de ráıces con lo cual F no puede anularse en todos los puntos
de k. Es decir, el resultado es cierto para n = 1,

Sea cierto el resultado para n − 1 (n ≥ 2) y veamos que es cierto para
n. Consideremos F ∈ k[X1, . . . , Xn] con F 6= 0 y F no constante. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que

F (X1, . . . , Xn) = G(X1, . . . , Xn−1)Xr
n + . . .

con G 6= 0 y r ≥ 1. Por hipótesis de inducción existe (x1, . . . , xn−1) ∈ kn−1

tal queG(x1, . . . , xn−1) 6= 0. El polinomio de primer grado F (x1, . . . , xn−1, Xn)
tiene a lo sumo r ráıces, por tanto F no se anula en todo kn.
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Nota. El teorema anterior no es cierto si k es finito. En efecto, sea k = Z2 =
{0̄, 1̄} y consideremos F (x) = X2−X ∈ Z2[X]. Tenemos F (0̄) = F (1̄) = 0 y
F 6= 0. Más general, sea p primo y consideremos F (X) = Xp −X ∈ Zp[X].
Según el pequeño teorema de Fermat, para todo entero a se verifica que
ap−a es múltiplo de p. Entonces, para todo ā ∈ Zp, F (ā) = a p− ā = 0̄. Sin
embargo, F 6= 0.

229. Conjuntos equivalentes

1. Definición. Sean A y B dos conjuntos. Se dice que A es equivalente a
B y se escribe A ∼ B si existe una aplicación biyectiva f : A→ B.

2. Definición. Un conjunto A se dice que es finito si es equivalente a
{1, 2, . . . , n} para algún n natural, en otro caso se dice que es infinito.

3. Teorema. En cualquier clase C de conjuntos, la relación A ∼ B es de
equivalencia.

Demostración. Para todo A ∈ C la aplicación identidad IA : A → A es
biyectiva, y por tanto A ∼ A. Si A ∼ B existe f : A → B biyectiva. Pero
f−1 : B → A es biyectiva con lo cual B ∼ A. Si A ∼ B y B ∼ C existen
aplicaciones biyectivas f : A → B y g : B → C. Pero g ◦ f : A → C es
biyectiva con lo cual A ∼ C.

4. Nota. Claramente dos conjuntos finitos son equivalentes si y sólo si con-
tienen el mismo número de elementos.

5. Ejemplo. Los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {a, b, c} son equivalentes.

6. Ejemplo. Si N = {1, 2, 3, . . .} y P = {2, 4, 6, . . .} la aplicación f : N→ P
dada por f(n) = 2n es biyectiva y por tanto N ∼ P .

7. Ejemplo. Demostremos que (−1, 1) es equivalente al conjunto de los
números reales R. Para ello consideremos la aplicación

f : (−1, 1)→ R, f(x) =
x

1− |x|
.

La función está bien definida pues si x ∈ (−1, 1), entonces |x| < 1 y el
denominador 1− |x| no se anula. Veamos que es inyectiva.

f(x1) = f(x2)⇒ x1

1− |x1|
=

x2

1− |x2|
. (1)

Tomando módulos queda

|x1|
1− |x1|

=
|x2|

1− |x2|
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o bien, |x1| − |x1||x2| = |x2| − |x1||x2| lo cual implica |x1| = |x2|, y conse-
cuentemente 1−|x1| = 1−|x2|. Sustituyendo en (1), queda x1 = x2.Veamos
que f es sobreyectiva. Podemos expresar f(x) en la forma:

f(x) =


x

1− x
si x ∈ [0, 1)

x

1 + x
si x ∈ (−1, 0).

Si y ≥ 0, entonces igualando y = x
1−x obtenemos x = y

1+y ∈ [0, 1). Si y < 0,

entonces igualando y = x
1+x obtenemos x = y

1−y ∈ (−1, 0). Es decir, para
todo y ∈ R existe x ∈ (−1, 1) tal que y = f(x) y por tanto, f es sobreyectiva.

230. Conjuntos numerables y contables

1. Definición. Sea N = {1, 2, 3, . . .} el conjunto de los números naturales.
Un conjunto X se dice que es numerable o que tiene cardinalidad ℵ0, si X
es equivalente a N. Un conjunto X se dice que es contable si es finito o
numerable.

2. Ejemplo. Toda sucesión infinita a1, a2, a3, . . . formada por distintos térmi-
nos dos a dos es numerable pues la aplicación f : N→ {a1, a2, a3, . . .} dada
por f(n) = an es biyectiva.

3. Ejemplo. El conjunto N × N es numerable. En efecto, sea n ≥ 1 un
número natural. Por el teorema fundamental de la aritmética existen únicos
números naturales k ≥ 1, m ≥ 1 tales que n = 2k−1(2m− 1). Definamos la
aplicación f : N→ N×N tal que f(n) = (m, k). Entonces, f es sobreyectiva
pues f(2k−1(2m−1)) = (k,m) y f es inyectiva porque si (m1, k1) = (m2, k2)
entonces 2k1−1(2m1 − 1) = 2k2−1(2m2 − 1).

4. Teorema. Cada conjunto infinito contiene un conjunto numerable.

Demostración. Sea X un conjunto infinito y sea f : P(X)→ X una función
de elección, es decir para cada ∅ 6= A ⊂ X se verifica f(A) ∈ A. Construimos
la sucesión:

a1 = f(X), a2 = f (X − {a1}) , a3 = f (X − {a1, a2}) ,
. . . , an = f (X − {a1, a2, . . . , an−1}) , . . .

Como X es infinito, X−{a1, . . . , an−1} es no vaćıo para todo n y claramente
an 6= ai para todo i < n, es decir, los an son distintos por tanto, {a1, a2, . . .}
es un subconjunto numerable de X.

5. Teorema. Cualquier subconjunto de un conjunto contable es contable.
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Demostración. Si X es contable entonces X es numerable o contable. Sea
X = {a1, a2, . . .} numerable y A ⊂ X. Si A = ∅ entonces A es finito. Si A 6=
∅, sea n1 el menor entero positivo tal que an1 ∈ A. Sea n2 el menor entero
positivo tal que n2 > n1 y an2 ∈ A, etc. Entonces, A = {an1 , an2 , . . .}. Si el
conjunto {n1, n2, . . .} es acotado, A es finito y si no lo es, A es numerable.

Si X es finito cualquiera de sus subconjuntos es finito y por tanto con-
table.

6. Teorema. Un conjunto es infinito si y sólo si es equivalente a un sub-
conjunto propio.

Demostración. Si X es finito con n elementos, cualquier subconjunto propio
Y tiene m elementos con m < n con lo cual no existe biyección entre X e Y.

Si X es infinito, por el teorema 4 contiene a un conjunto numerable
Y = {y1, y2, y3, . . .}. La aplicación f : Y → Y − {y1} dada por f(yi) = yi+1

es biyectiva. La extensión f̄ : X → X−{y1} de f dada por f̄(x) = x si x /∈ Y
y f̄(x) = f(x) si x ∈ Y también es biyectiva, con lo cual X es equivalente a
su subconjunto propio X − {y1}.

7. Teorema. Sea {A1, A2, . . .} una familia numerable y disjunta de conjun-
tos numerables. Entonces, ∪∞i=1Ai es numerable.

Demostración. Al ser A1, A2, . . . numerables podemos escribir

A1 = {a11, a12, a13, . . .}, A2 = {a21, a22, a23, . . .},
. . . , An = {an1, an2, an3, . . .}, . . .

Entonces, ∪∞i=1Ai = {aij : (i, j) ∈ N × N}. La función f(aij) = (i, j) es
trivialmente biyectiva y por el ejemplo 3, N ×N es numerable con lo cual
∪∞i=1Ai es numerable.

Si {Bi : i ∈ I} es una familia contable de conjuntos contables la unión,
∪i∈IBi puede fácilmente considerarse como incluida en una familia {An :
n ∈ N} del tipo del teorema anterior, con lo cual obtenemos el siguiente
corolario:

8. Corolario. Si {Bi : i ∈ I} es una familia contable de conjuntos contables,
la unión, ∪i∈IBi es contable.

9. Teorema. El conjunto Q de los números racionales es numerable.

Demostración. Sea Q+ el conjunto de los números reales positivos y Q− el
de los racionales negativos. Consideremos la aplicación f : Q+ → N × N
dada por f(p/q) = (p, q). Esta aplicación es inyectiva, por tanto Q+ es
equivalente a un subconjunto de N×N (que por el ejemplo 3 es numerable)
y por el teorema 5, Q+ es numerable. De la misma manera, Q− es numerable
con lo cual Q = Q− ∪ {0} ∪Q+ es numerable por el corolario 8.
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231. Potencia del continuo

1. Teorema. El intervalo [0, 1] no es numerable.

Demostración. Por reducción al absurdo. Si [0, 1] es numerable, podemos es-
cribir [0, 1] = {x1, x2, x3, . . .}. Consideremos los tres subintervalos de [0, 1] :
[0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1]. Cada uno de los intervalos tiene longitud 1/3 y
el elemento x1 no puede estar en los tres intervalos. Sea I1 = [a1, b1] uno
de los tres intervalos tales que x1 /∈ I1. Consideramos los tres subinter-
valos de I1 : [a1, a1 + 1/9], [a1 + 1/9, a1 + 2/9], [a1 + 2/9, b1] (nótese que
a1 + 2/9 < a1 + 1/3 = b1). Cada uno de los intervalos anteriores tiene
longitud 1/9. Sea I2 uno de los tres intervalos anteriores tal que x2 /∈ I2.

Continuando de esta manera, tenemos construida una sucesión de inter-
valos cerrados I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . . tales que xn /∈ In para todo n ∈ N y
la longitud de cada In es l(In) = 1/3n. Por el principio de los intervalos
encajados, existe un número real y ∈ [0, 1] tal que y pertenece a todos los
intervalos In (es además único pues l(In)→ 0). Pero y ∈ [0, 1] = {x1, x2, . . .}
implica que y = xm para algún m ∈ N y por construcción y = xm /∈ Im lo
cual es una contradicción.

2. Definición. Se dice que un conjunto X tiene la potencia del continuo o
que tiene cardinalidad c si es equivalente al intervalo [0, 1].

3. Lema. Los intervalos (0, 1), [0, 1) y (0, 1] tienen cardinalidad c.

Demostración. Si A = [0, 1]− {0, 1, 1/2, 1/3, . . .}, entonces

[0, 1] = {0, 1, 1/2, 1/3, . . .} ∪A, (0, 1) = {1/2, 1/3, 1/4, . . .} ∪A

y la aplicación f : [0, 1]→ (0, 1) dada por

f(x) =


1/2 si x = 0

1/(n+ 2) si x = 1/n, (n ∈ N)
x si x ∈ A

es biyectiva, es decir [0, 1] ∼ (0, 1). La aplicación g : [0, 1]→ [0, 1) dada por

g(x) =

{
1/(n+ 1) si x = 1/n (n ∈ N)

x si x 6= 1/n (n ∈ N)

es biyectiva, es decir [0, 1] ∼ [0, 1). La aplicación h : [0, 1)→ (0, 1] dada por
h(x) = 1 − x es biyectiva, en consecuencia (0, 1) ∼ [0, 1) ∼ (0, 1] ∼ [0, 1].
Concluimos que los intervalos (0, 1), [0, 1) y (0, 1] tienen cardinalidad c.

4. Teorema. Sean a, b números reales con a < b. Entonces, los intervalos
[a, b], (a, b), [a, b) y (a, b] tienen cardinalidad c.
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Demostración. Cada una de las siguientes funciones dadas por f(x) = a +
(b− a)x :

[0, 1]
f−→ [a, b] , [0, 1)

f−→ [a, b) , (0, 1)
f−→ (a, b) , (0, 1]

f−→ (a, b]

es biyectiva. Usando el lema anterior y el que la relación A ∼ B es de
equivalencia concluimos que los intervalos [a, b], (a, b), [a, b) y (a, b] tienen
cardinalidad c.

5. Teorema. R tiene cardinalidad c.

Demostración. Por el ejemplo 7, (−1, 1) ∼ R y por el teorema 4, (−1, 1)
tiene cardinalidad c, por tanto R tiene cardinalidad c.

232. Teorema de Cantor

Teorema (Cantor). Si A es un conjunto, entonces el conjunto P(A) de las
partes de A tiene cardinalidad mayor que A.

Demostración. La aplicación f : A→ P(A) dada por f(a) = {a} es inyecti-
va y por tanto, |A| � |P(A)|. Demostremos que A no es equivalente a P(A).
En efecto, supongamos que exista una aplicación biyectiva g : A → P(A)
y consideremos el subconjunto B de A dado por B = {x ∈ A : x /∈ g(x)}.
Al ser g sobreyectiva, existe b ∈ A tal que g(b) = B. Si b ∈ B entonces,
b /∈ g(b) = B lo cual es absurdo. Si b /∈ B entonces, b ∈ g(b) = B que
también es una contradicción. Concluimos que A no es equivalente a P(A)
y por tanto |A| ≺ |P(A)| .

233. Teorema de Cantor-Bernstein

Teorema (Cantor-Bernstein). Sean A y B dos conjuntos tales que exis-
ten aplicaciones inyectivas f : A → B y g : B → A. Entonces, existe una
biyección entre A y B.

Demostración. Sea b1 ∈ B. Vamos a construir una sucesión de elementos
b1, a1, b2, a2, b3, a3, . . . de elementos con bi ∈ B y ai ∈ A de la siguiente
manera. Puede existir o no a1 ∈ A tal que f(a1) = b1, pero al ser f inyectiva
si tal a1 existe, es único y ya tendŕıamos a1. De nuevo, puede existir o
no b2 ∈ B tal que g(b2) = a1 pero si tal elemento existe es único y ya
tendŕıamos b2. De forma similar, elegimos a2 como el único elemento que
cumple f(a2) = b2 si tal a2 existe. Se pueden presentar los siguientes casos:

(1) Llegamos a un an y paramos porque no existe b ∈ B tal que g(b) = an.
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(2) Llegamos a un bn y paramos porque no existe a ∈ A tal que f(a) = bn.

(3) El proceso continúa indefinidamente.

Entonces, para todo b ∈ B y eligiéndolo como b1 estamos en uno y sólo
uno de los tres casos anteriores. Podemos por tanto particionar B en tres
subconjuntos

BA = {b ∈ B : el proceso termina en un an},
BB = {b ∈ B : el proceso termina en un bn},
B∞ = {b ∈ B : el proceso nunca termina}.

El mismo proceso se puede aplicar para todo a ∈ A (y tomándolo como a1)
se puede particionar A en los siguientes subconjuntos:

AA = {a ∈ A : el proceso termina en un an},
AB = {a ∈ A : el proceso termina en un bn},
A∞ = {a ∈ A : el proceso nunca termina}.

Para demostrar que existe una biyección entre A y B, bastara demostrar
que existe una biyección entre AA y BA, una entre AB y BB y otra entre
A∞ y B∞. Veamos que la restricción de f a AA es una biyección entre AA
y BA. Para ello y dado que f es inyectiva, bastará demostrar dos cosas:

(a) a ∈ AA ⇒ f(a) ∈ BA.
(b) ∀b ∈ BA ∃a ∈ AA : f(a) = b.

Si a ∈ AA el proceso aplicado a a termina en A. Consideremos el proceso
aplicado a f(a). El primer paso del proceso nos devuelve a con lo cual el
proceso continúa hasta finalizar en A, es decir f(a) ∈ BA y por tanto se
verifica (a).

Por otra parte, si b ∈ BA el proceso aplicado a b termina en A y por
tanto ha de tener una primera etapa pues en caso contrario terminaŕıa en
b ∈ B. Es decir, existe a ∈ A tal que b = f(a). Pero el proceso aplicado a
este a es el mismo que la prolongación del proceso aplicado a b y por tanto
termina en A con lo cual a ∈ AA. En consecuencia, f : AA → BA es una
biyección.

Razonando de manera análoga demostramos que g : BB → AB es una
biyección, y por tanto g−1 : AB → BB es biyección.

Por último, demostremos que f : A∞ → B∞ es una biyección. Es una
inyección pues f : A→ B lo es por hipótesis. Si b ∈ B∞ entonces, b = f(a)
para algún a ∈ A y éste a pertenece a A∞ pues el proceso que empieza en
a es el mismo que el que empieza en b después del primer paso y el proceso
nunca termina pues b ∈ B∞.
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Resumiendo, F : A→ B dada por

F (x) =


f(x) si x ∈ AA
f(x) si x ∈ A∞
g−1(x) si x ∈ AB.

es una biyección pues AA, AB y A∞ forma una partición de A, BA, BB y B∞
forman una partición de B y las aplicaciones f : AA → BA, f : A∞ → B∞,
g−1 : AB → BB son biyecciones. Queda pues demostrado el teorema de
Cantor-Bernstein.
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