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Este tema lo abro como consecuencia de la inquietud de Leviatan por la
teoria de las funciones de matrices.

Vease: http://rinconmatematico.com/foros
/index.php?topic=18863.msg78117;topicseen#msg78117

La primera justificacion de la teoria es obvia, dado que por ejemplo
foo g v 2l foo g v 2n
(—1)"x (—1)"x

Seny = Z W Yy COSX = Z

A
n—0 n—0 \<n):

una matriz 4 € [£"*" con [£ = R o [£ = [ de la siguiente manera:

parece natural definir para

foo v 42041 foo g v A 2n
(—1)"A —1)"A
send = E _— . cosA = 2 B
(2n+1)!

"/-’ v‘
n—1Ll n—A l‘-—'” ‘I'
en el supuesto de que las serie sean convergentes. Se puede demostrar
que las series son convergentes para toda 4 < [£"*" y ademas
sen-A + cos- — J (matriz identidad). Esto supone una excelente
generalizacion en esos casos particulares de variable unidimensional a
matricial.

Esta teoria se ha desarrollado de tal manera que incluso se puede
prescindir de los desarrollos en serie de estas funciones, si bien la idea
inicial no se debe perder de vista. El teorema fundamental es el siguiente
gue ya enunciamos en el hilo resefiado:

Teorema Sea A  [K"*" con [ =T o [£ = [R de polinomio minimo

plA) = (h—A1)™ ...(A—As)™. Entonces existen matrices A con
i=1.2....5.k=0,1,.... m; — 1 tales que para toda funcion f: Q C K — K
tal que existe f(A) (i.e. 3_/“-‘3'[)”:] coni=1.2....5, k=0,1,.... m; —1) se

s mp—1
e FOA k) : :
verifica f{A) = Z Z [ A A A las matrices Ay se las llama matrices
IR =]
componentes de A.

—1 —
Ejemplo. Dada A = [l 3 }, calcular \/4y 4L

Resolucién El polinomio minimo de la matriz A es u(A) = (L —4)>. Es decir
A1 = 4 es el unico valor propio de 4, las matrices componentes de A son
Ajn, Ay y para toda funcién [ para la cual exista f(A) (es decir, existen
f(4)y ['(4)) se verifica:

f(A) = f(H)A 1w+ f(4)An (#)
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Para hallar las matrices componentes elegimos las funciones polindmicas
(siempre estan definidas) f(A) =1y f{A) = A y aplicamos la formula () lo
I = .A 10

, que resuelto
a"‘ — 4:"‘”) +.4|| q

cual nos conduce al sistema matricial:

1 —1
proporciona Ajn=1y A} = [1 —l}

‘ , — I ]
Aplicando (*) a la funcion f{A}) =y/A y usando j’l}.) = = obtenemos:

EAY)
(A) =& = 241, l4 B _1 9 —1
JlA) =VA =2 ln+4:|l—~-—4 17
. Iy \ . . MY I oF Ay ]
Aplicando (] a la funcién f(A) = 7 y usando f'(A) = —32 obtenemos:
fA)=~=Aa"=2ap——an=..=—| 3 ]
"_A_‘ —4, 101 16‘“_“‘—]6 11 5

Analogo procedimiento para calcular cualquier f{A).

Saludos.

Titulo: Re: Raiz cuadrada, inversa,..., por matrices componentes.
Publicado por: leviatan en 11/02/2009, 09:15:12 pm

Sin embargo, seria fenomenal conocer la DEMOSTRACION DEL TEOREMA
(de la existencia de matrices componentes). Mis dudas son:

1) ¢Cémo se resuelve el problema de la ANALITICIDAD?

2) No estoy muy seguro, pero me parece haber visto un ejemplo en que la
raiz cuadrada de una cierta matriz ({simétrica?) no existe. (Si tengo razén
te lo comunicaré en mi préxima sesién) para que resuelvas la cuestiéon (si
te parece hacerlo).

Gracias por tus respuestas,

(Leviatan)

Titulo: Re: Raiz cuadrada, inversa,..., por matrices componentes.
Publicado por: Fernando Revilla en 12/02/2009, 06:00:40 pm

Cita de: leviatan en 11/02/2009, 09:15:12 pm

Sin embargo, seria fenomenal conocer la DEMOSTRACION DEL TEOREMA (de la existencia de
matrices componentes).

El libro estrella es The Theory of Matrices de F.R. Gantmacher, aunque tal
vez esto te pueda servir:
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http://mal.eii.us.es/miembros/cobos/articulo/VITORIA/MAT_COMP.pdf

Cita
|1) ¢Cémo se resuelve el problema de la ANALITICIDAD? |

No sé a qué te refieres.

Cita

2) No estoy muy seguro, pero me parece haber visto un ejemplo en que la raiz cuadrada de una
cierta matriz (¢simétrica?) no existe. (Si tengo razén te lo comunicaré en mi préxima sesion)
para que resuelvas la cuestion (si te parece hacerlo).

Para valores propios negativos no existiria \: en [E, pero existe en
eligiendo una rama adecuada para f. Si encuentras la matriz, la
analizamos.

Saludos.

Titulo: Re: Raiz cuadrada, inversa,..., por matrices componentes.
Publicado por: leviatan en 12/02/2009, 09:01:51 pm

Hola Phidias...

1) Comenzaré con mi segunda duda...(que mas bien resultd ser una
pequena confusién) Pero, no obstante te la hago conocer (dejando a tu
eleccion leerla o no, porque ahora me interesa mas el asunto de la
analiticidad... punto (2)).

Esta relacionado con la definicion de cierta matriz llamada MATRIZ
HERMITIANA Q...

Como se sabe,(Jes simétrica con elementos reales y que sus valores
propios siempre deben ser positivos.

Ahora, para hallar la raiz cuadrada R debo calcular primero las raices
cuadradas de los valores propios de (). Supongamos que uno de los valores
propios de (Jes ot = 9. Entonces, sus raices cuadradas seran: +3vy -3, ...

Entonces, me pregunté éPor qué debo elegir +3 (arbitrariamente, es decir
sin justificaciéon) como el valor propio de R? Es decir, supongamos que Ay,
es la matriz componente asociada al valor propio (+3)... Entonces
tendriamos: R = ... + (+3)A., + ... Pero, y si hubiera elegido (-3) tendria:
R=..+ l: —.‘v:lA_‘ll,'.fl + ...,

De este modo... Ay = —A_\u_.,.-i'. En consecuencia, el hecho de que ambas
matrices componentes varien en signo seria una CONTRADICCION a la
existencia de las mismas, porque una MATRIZ COMPONENTE, si existe,
DEBERIA SER UNICA. Sin embargo, como comprendi més tarde esto resultd
ser una confusion!!!

2) Se sabe que en el campo de los numeros complejos una funcién fi{z)es
analitica si se cumplen las condiciones dadas por las ecuaciones de Cauchy-
Riemman. Otro modo de conocer que una funcion es analitica es que sus
desarrollos de Taylor o de Laurent sean convergentes.

http://rinconmatematico.com/foros/index.php?action=printpag...
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Consideremos el siguiente ejemplo:

Sea: fio) = una funcion escalar con desarrollos:

flo) = Z o', para /o/<1

n=_u

‘ @ 1
fio) = Z T v Para Jo/>1

n=0
Luego, deberia existir f{A)por matrices componentes...

Ahora, supongamos que descubrimos que un valor propio de A es ¢ — 1.
Sin embargo, comprobaremos, icon horror!, que f{1} — ==. Por lo que no
se puede expresar [(A) por matrices componentes. iii Una fea contradicion
11

Es decir, f(a) = no es analitica... iEste es el problema de la

analiticidad! (que por cierto, en el enunciado del teorema de matrices
componentes no esta explicito)...

Agradeceré tu respuesta aclarando este asunto...

(Leviatan)

Titulo: Re: Raiz cuadrada, inversa,..., por matrices componentes.
Publicado por: Fernando Revilla en 13/02/2009, 10:24:49 am

Cita de: leviatan en 12/02/2009, 09:01:51 pm

Entonces, me pregunté ¢Por qué debo elegir +3 (arbitrariamente, es decir sin justificacion) como
el valor propio de R? Es decir, supongamos que A, es la matriz componente asociada al valor

propio (+3)... Entonces tendriamos: R = ... -+ | 4-'3 1A v+ .... Pero, y si hubiera elegido (-3)
tendria:R = ... + | —3 :lA_lJl.'.v'l 4, -

La respuesta a la aparente contradiccion es sencilla. Cuando escribimos
fix) :\..-'? por convenio estamos definiendo la funcién derivable en (0, 422}
f(x) = |\/x| y cuando escribimos g(x) = —/x estamos definiendo la funcién
derivable en {0, +22) g(x) = —|y/x|. El problema te tiene que decir con qué
funciéon trabajamos, si con f o con &.

Por tanto no hay ninguna sorpresa, las matrices componentes son Unicas
para cada funcion, entonces en el ejemplo que mencionas en el primer caso

hallas f{Q) =+/Q y en el segundo g(Q) = —/Q.

Saludos.
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Titulo: Re: Raiz cuadrada, inversa,..., por matrices componentes.
Publicado por: Fernando Revilla en 13/02/2009, 10:50:38 am

Cita de: leviatan en 12/02/2009, 09:01:51 pm
Luego, deberia existir [|4 :lpor matrices componentes.... Ahora, supongamos que descubrimos

que un valor propio de A es ¢y — |]. Sin embargo, comprobaremos, icon horror!, que
f{1) — oo. Por lo que no se puede expresar f{A | por matrices componentes. iii Una fea
contradicién !!!

Jeje, no existe tal contradiccion (ni fea ni bonita). Una condicion necesaria

Joo
para que la serie Z A" sea convergente es que el radio espectral de A (es
n—0
decir el maximo de los mddulos de los valores propios de 4) sea menor que
1. Es decir, no puedes encontrar tal matriz con valor propio 1. Analogas
consideraciones para la otra serie.
Saludos.

Titulo: Re: Raiz cuadrada, inversa,..., por matrices componentes.
Publicado por: leviatan en 13/02/2009, 07:36:06 pm

Gracias por todo...!!!

Ahora comprendo muy bien en que consiste el desarrollo de funciones
matriciales por el método de matrices componentes...

Y, habiendo hecho algunos analisis propios veo que las mismas tienen
propiedades interesantes (en semejanza a la busqueda de "residuos" en el
analisis complejo).

Por lo tanto, no voy a polemizar mas el asunto...

Por lo que comprendo que el supuesto problema de la analiticidad se
resuelve facilmente...

Hasta luego,

(Leviatan)
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