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Capitulo 1

Conjuntos

1.1. Concepto de conjunto

1. Escribir por extension A = {x : x es raiz de p(z) = 2% — 72 + 12}.
2. Escribir por comprensiéon B = {3,4,5,6,7}.
3. Analizar si son iguales los siguientes pares de conjuntos
(a) A={a,2,3}, B={3,3,2,a}.
(b) C = {verde, rojo}, D = {z:x es color del arco iris}.
4. Escribir por comprensién los conjuntos

A={-1,-3,-5-7.-9,...}, B=1{4,8,12,16,20,...}.

5. Definir por extensién el conjunto S = {x € R : 2® — 22 = 0}.
6. Sean a, b, ¢, d elementos de un conjunto X. Demostrar que {{a},{a,b}} =
{{c},{c,d}} siy solamente sia =cy b=d.

Solucion. 1. Hallemos las raices de la ecuacion dada

T+49-48  T+1

> > S ox=3

x
Es decir, A = {3,4}.

2. Los elementos de B son los nimeros naturales mayores o iguales que 3 y
menores o iguales que 7. Por tanto:

B = {z :  es nimero natural con 3 <z < 7}.

3. (a) Todo elemento que pertenece a A, pertenece a By todo elemento que
pertenece a B, pertenece a A, lo cual implica que A = B. Ndétese que es
irrelevante el que se repita la escritura de algiin elemento.

1



1.2 Inclusion de conjuntos. Conjunto vacio

(b) Todo elemento que pertenece a C, pertenece a D. Sin embargo, no to-
do elemento que pertenece a D pertenece a C' (por ejemplo, el color azul).
Concluimos que C # D.

4. El conjunto A esta formado por los niimeros impares negativos y el B por
los multiplos de 4 positivos, por tanto:

A = {z : x es entero impar negativo}, B = {x : x es multiplo positivo de 4}.

5. Los elementos de S son los ntimeros reales que cumplen 23 — 22 = 0 o
de forma equivalente x2(z — 1) = 0, cuyas soluciones son x = 0, x = 1. Por

tanto S = {0, 1}.
6. Tenemos que demostrar

H{a}{a.b}} = {{c} {e.d} S a=byb=d.

<) Sia=by c=d, trivialmente {{c}, {c,d}} = {{a}, {a,b}}
=) Por hipdétesis

{{a} . {a, 01} = {{e} e d}}. (1)

Analizamos dos casos:

Caso 1: a # b. En éste caso, {a} # {a, b}. Entonces, el conjunto de la derecha
en (1) ha de tener dos elementos, lo cual implica que ¢ # d. Sélo se puede
verificar la igualdad (1) si {a} = {c} y {a,b} = {c¢,d}, por tanto a = c y
b=d.

Caso 2: a = b. En éste caso, {a} = {a, b}. Entonces, el conjunto de la derecha
en (1) ha de tener un unico elemento, es decir ha de ser {¢} = {¢, d}. Esto
ultimo implica que ¢ = d.

1.2. Inclusiéon de conjuntos. Conjunto vacio

1. Se considera el conjunto A = {a, b, c}. Escribir todos los subconjuntos de
A.

2. Un subconjunto A de B se dice que es propio si existe al menos un ele-
mento de B que no pertenece a A. Escribir todos los subconjuntos propios
de M ={1,2}.

3. Demostrar que el conjunto vacio es tinico.

4. Sea X un conjunto. Al conjunto 0x = {z € X : x # x} se le llama subcon-
Junto vacio de X (y claramente no contiene elemento alguno). Demostrar
que para dos conjuntos cualesquiera X e Y se verifica 0x = Oy.
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Solucién. 1. El conjunto vacio y A son subconjuntos de A. Los subconjuntos
de A con un elemento son {a}, {b} y {c}, y con dos elementos son {a, b},
{a,c} y {b,c}. Por tanto, todos los subconjuntos de A son:

0, {a}, {0}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, A.

2. Los subconjuntos de M son (), {1}, {2} y M = {1,2}. De la definicién
dada, inmediatamente se deduce que los subconjuntos propios de M son 0,

{1} v {2}
3.Si 0y (' son conjuntos vacios, se verifica § C (' y (' C (), luego 0 = ('.

4. Recordemos que si Py () son dos proposiciones, P = () significa "no Py
Q”, en consecuencia, P : x € (x (que es falso) implica @Q : z € Qy, es decir
0x C Oy. De manera analoga, )y C 0x.

1.3. Relaciones de inclusién y pertenencia

Analizar cuales de las siguientes féormulas son ciertas para todo conjunto A
(M Deh 20 {d). B)DcH (40 A (50 cC A (6) A e A
(1) Ae {A}. (8) AC A. (9) AeP(A). (10) AC P(A).

Solucién. (1) Falsa. () no tiene elementos.

(2) Cierta. {0} es un conjunto, y () es elemento de {(}.

(3) Cierta. El vacio esté contenido en todo conjunto, en particular () C 0.
(4) Falsa. Basta considerar A = () y aplicar el apartado (1).

(5) Cierta. El vacio estd contenido en todo conjunto.

(6) Falsa. Basta considerar A = () y aplicar el apartado (4).

(7) Cierta. {A} es un conjunto, y A es elemento de {A}.

(8) Cierta. Si x € A, entonces = € A.

(9) Cierta. Al ser A es subconjunto de A, se verifica A € P(A).

(10) Falsa. Si A = {1} entonces P(A) = {0,{1}}. Se verifica 1 € A, pero
1 ¢ P(A). Por tanto A no estd contenido en P(A).

1.4. Unidn e interseccion de conjuntos

1. Dados los conjuntos A = {a,b,c, 7,4}, B = {b,1,5,c}, hallar AUB y
ANB.

2. Demostrar que M = {0,2} y B = {x : # € Rcon 22> — 1 = 0}, son
conjuntos disjuntos.

3. Todos los alumnos de una clase que practican natacién o atletismo o
ambos deportes, practican también tenis, natacion o ambos deportes. Los
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que practican natacién y atletismo practican también natacién y tenis. ; Es
cierto que los que practican atletismo también practican tenis?

Solucién. 1. De las definiciones de unién e interseccién de conjuntos, de-
ducimos inmediatamente que: AU B = {a,b,¢,7,4,1,5}, AN B = {b, c}.

2. Dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = (), es decir si no tienen
elementos comunes. Los elementos del conjunto B son las soluciones de la
ecuacién 22 — 1 = 0, es decir B = {—1,1}, luego M N B = (). Por tanto, M
y B son disjuntos.

3. Denotemos por N, A,T a los conjuntos de los alumnos de la clase que
practica natacién, atletismo y tenis respectivamente. La hipdtesis todos los
alumnos de la clase que practican natacién o atletismo o ambos deportes,
practican también tenis, natacién o ambos deportes equivale a:

NUACTUN (1).

La hipdtesis los que practican natacién y atletismo practican también nata-
cién y tenis equivale a:

NNACNNOT (2).
El aserto los que practican atletismo también practican tenis equivale a:
AcCT (3).

Veamos que se verifica (3), o equivalentemente que x ¢ T' = = ¢ A. Tene-
mos:

rgT=x¢TNN= (por (2))z¢&NnA.

Dado que z ¢ N N A, o bien ocurre x ¢ A o bien z ¢ N (o ambos).

Caso 1: = ¢ A. Ya estaria demostrado (3).

Caso 2: z ¢ N. En éste caso, x ¢ T'U N (por hipétesis z ¢ T') y por (1),
deducimos z ¢ N U A lo cual implica que x € A (pues z ¢ N). Concluimos
pues que los que practican atletismo también practican tenis.

1.5. Propiedades de la unién e interseccion

Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera dados:
1. Asociativa de la unién: (AUB)UC = AU (BUC(C).

2. Asociativa de la interseccién: (AN B)NC = AN (BNCQO).

3. Conmutativa de la unién: AU B = BU A.

4. Conmutativa de la interseccién: AN B = BN A.
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5. Idempotentes de la unién y de la interseccién: AUA=A, ANA=A.
6. Elemento infimo para la unién e interseccion: AU = A, AN{ = (.

7. Distributiva de la interseccién respecto de la unién: AN (BUC) = (AN
B)U(ANCQO).

8. Distributiva de la unién respecto de la interseccién: AU (BNC) = (AU
B)n(AUCQC).

9. Leyes de simplificacién: (a) (AUB)NA=A. (b)) (ANB)UA = A.

Solucién. 1. Quedard demostrada la igualdad si demostramos los conteni-
dos:

(AUB)UC C AU(BUC). (1)
AU(BUC) C (AUB)UC. (2)

Sea x € (AUB)UC. Esto significa z € AUB o z € C. Si ocurre lo primero,
sericv € Aox e B.Size A, serax € AU(BUC);six € Bseraxz € BUC
y por tanto x € AU (B U C). Por ltimo, si z € C, serd x € BUC y por
tanto z € AU (B UC). Hemos demostrado (1).

Sea xz € AU(BUC). Esto significa z € A o x € BUC. Si ocurre lo primero,
serd x € AUB y por tanto z € (AUB)UC.Six € BUC, setAz € B o
xe€C.Six € B,sertdx € AUB y por tanto x € (AUB)UC;sixz € C
serd € (AU B) U C. Hemos demostrado (2).

2. Sea x € (ANB)NC. Esto significaxz € ANByx € Cy por tanto, x € Ay
x € Byx € Clocualimplicaquez € Ay x € BNC, es decir x € AN(BNC).

Sea x € AN(BNC). Esto significax € Ay z € BNC y por tanto, z € A y
x € Byx € Clocual implicaquez € ANByx € C,esdecirx € (ANB)NC.
Del doble contenido demostrado, concluimos que

(ANB)NC =AN(BNCQ).

3. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x € AU B. Esto significa que z € A
o r € By, en cualquiera de los dos casos, z € B U A. Hemos demostrado
AUB C BUA.

Sea x € BU A. Esto significa que x € B o z € Ay, en cualquiera de los dos
casos, r € AU B. Hemos demostrado BUA C AU B. Podemos pues concluir
que AUB = BU A.

4. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x € AN B. Esto significa que x € A
y & € B lo cual implica que que x € By x € A, es decir x € BN A. Hemos
demostrado AN B C BN A.
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Sea x € BN A. Esto significa que x € By x € A lo cual implica que que
r €Ay x € B, es decir x € AN B. Hemos demostrado BN A C AN B.
Podemos pues concluir que AN B = BN A.

5. Sea A conjunto arbitrario. Sixz € AUA, seré x € Ao x € A, y en ambos
casos x € A. Si z € A, en virtud de la definicién de unién, x € AU A.
Podemos pues concluir que AU A = A.

Six e ANA,serdax € Ay x € A, y por tanto, t € A. Siz € A, en
virtud de la definicién de interseccion, x € A N A. Podemos pues concluir
que ANA=A.

6. Six € AU entonces z € A o x € (). Dado que el conjunto vacio no tiene
elementos, necesariamente x € A. Si x € A, por la definicién de unién, se
cumple z € AU (. Es decir, AU} = A.

Un elemento z pertenece a AN(, siy sélosiz € Ay x € (. Ningtin elemento
2 cumple las dos condiciones anteriores, por tanto AN @ = (.

7. Veamos que AN (BUC) C (ANB)U(ANC). En efecto, z € AN(BUC)
implicaz € Ayx € BUC,esdecirobienz € Ayx € Bobienz € Ay
x € C. En el primer caso z € AN B y en el segundo x € AN C. En ambos
casos, ¢ € (ANB)U(ANC).

Veamos que (ANB)U(ANC) C AN(BUC). En efecto, x € (ANB)U(ANC)
implicax € ANBox € ANC. En el primer caso, x € Ay x € B, por tanto
x € Ay x € BUC lo cual implica x € AN(BUC). En el segundo caso, © € A
yx € C,portantoxz € Ay x € BUC lo cual implica también x € AN(BUC).

8. Veamos que AU (BNC) C (AUB)N(AUC). En efecto, z € AU(BNC)
implica x € Ao x € BNC. En el primer caso, t € AUByx € AUC lo
cual implica z € (AU B)N (AU C). En el segundo caso, z € By z € C. Es
decir,z € AUB y x € AUC, lo cual implica z € (AUB)N (AU C(C).
Veamos que (AUB)N(AUC) C AU(BNC). En efecto, x € (AUB)N(AUC)
implica z € AUByx € AUC. Siz € A, entonces x € AU (BNC). Si
x ¢ A, al pertenecer a AU By a AUC, necesariamente x € By x € C. Es
decir, x € BN C y por tanto, x € AU (BNC).

9. (a) Siz € (AUB)N A, entonces x € AUB y = € A lo cual implica
trivialmente que x € A. Si x € A, entonces x € AUB y x € A lo cual
implica x € (AU B) N A.

(b) Sixz € (ANB)UA, entonces x € ANB ox € A, y en ambos casos,
x € A.Siz € A, entonces z € (AN B)U A.
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1.6. Cardinal de la union de tres conjuntos

Sea M un conjunto finito (es decir, con un numero finito de elementos). Se
denota por card M, por #(M) o bien por |A| al cardinal de M. Sean ahora
A, B, C tres conjuntos finitos. Demostrar las férmulas:

(a) |[AUB| = |A|+|B| - |ANB|.

(b) [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|-|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.
(¢) Aplicacion. Calcular cuantos niimeros naturales menores o iguales que
1000 existen que no sean multiplos no de 3, ni de 5, ni de 7.

Solucién. (a) Si escribimos |A| + | B| estamos contando dos veces cada ele-
mento de AN B, en consecuencia |[AU B| = |A| + |B| —|AN Bj.

(b) Usando las propiedad asociativa de la unién, el apartado (a) y la propie-
dad distributiva de la interseccién respecto de la unién:

IAUBUC| = |(AUB)UC| = |AUB| +|C| - |AUB) N C|
= |A|+|B| - |[ANB|+|C| - |[(AnC)U(BNC). (1)

Usando el apartado (a) y las propiedades asociativa e idempotente de la
interseccién:

[(ANC)U(BNCO)|=[ANC|+|BNC|-|(ANC)Nn(BNC)|
=|[ANC|+|BNC|-]ANnBNC]. (2)

Usando (1) y (2) queda:
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

(c) Llamemos A3, As y A7 los conjuntos de los miultiplos de 3, 5 y 7 respec-
tivamente y que son menores o iguales que 1000. Entonces, AsNAs, A3N As,
As N A7,y A3N As N A7 son respectivamente los conjuntos cuyos elementos
son los multiplos de 15, 21, 35 y 105 respectivamente y que son menores o
iguales que 1000. Tenemos:

1000 = 3-333 + 1 |As| = 333

1000 =5-200 = { |As| =200

1000 = 7- 142 + 6 |A7| = 142,
1000 = 15 - 66 + 10 |43 N As| = 66
1000 = 21 - 47+ 13 = { |As N A7| = 47
1000 = 35 - 28 + 20 |45 N A7| = 28,

1000 = 105 - 9 + 55 = [A3 N A5 N A7| = 9.
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Aplicando la férmula del cardinal de la unién de tres conjuntos
|As U A5 U A7| = 333 + 200 + 142 — 66 — 47 — 28 + 9 = 543.

El conjunto As U As U A7 estd formado por los multiplos de 3, o de 5, o de
7 y que son menores o iguales que 1000. Nos piden por tanto el cardinal de
(A3 U A5 U A7)°. Entonces,

(A3 U A5 U A7)°| = 1000 — 543 = 457

es el cardinal de los nimeros naturales menores o iguales que 1000 existen
que no son multiplos ni de 3, ni de 5, ni de 7.

1.7. Partes de un conjunto, complementario y di-
ferencia

1. Dado U = {a, b, c,d}, determinar P(U).

2. Determinar los conjuntos P(0), P (P(0)), P (P (P(())).

3. En P(Q), determinar Z¢ y Z — N.

4. Sea A = {ay,...,a,} un conjunto con n elementos. Hallar el nimero de
elementos de P(A).

5. Dados dos conjuntos A y B su diferencia simétrica se define como el
conjunto AAB = (A — B) U (B — A). Demostrar que se verifica la igualdad

AAB =(AUB)—- (ANB).

6. Para dos conjuntos A y B demostrar que A = (ANB)U(A— B) y que
es una representacion de A como unién de conjuntos disjuntos.

7. Siendo A, B, C' subconjuntos de un conjunto universal U, demostrar que
A-(B-C)=(A-B)U(ANCQO)

8. Demostrar que existe un inico A € P(C) tal que para todo X € P(C),
se verifica AAX = XAA = X.

Solucién. 1. Escribamos los subconjuntos de U atendiendo a su ntimero de
elementos:

Con 0 elementos: (). Con 1 elemento: {a}, {b},{c},{d}. Con 2 elementos:
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c},{b,d}, {c,d}. Con 3 elementos: {a,b,c}, {a,b,d},
{a,c,d}, {b,c,d}. Con 4 elementos: U. Por tanto

PU) ={0,{a},{b} {c}, {d}. {a, b} {a, c},{a,d},{b,c},
{b,d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}, U }.
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2. Claramente P () = {0} y P (P(0)) = {0, {0}}. Para hallar con més clari-
dad P (P (P(0))), podemos considerar un conjunto U = {a,b} y determinar
PU) :

PU) ={0,{a},{b},{a,b}}.

Ahora, basta sustituir a por ) y b por {0} :
P(P(P(©))) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.

3. Z° estd formado por los elementos de Q que no estan en Z, es decir por
los niimeros racionales que no son enteros. Por tanto:

Z¢ = {x € Q: = no es fraccién entera}.

Z — N esta formado por los elementos de Z que no estan en N, es decir por
los niimeros enteros negativos

Z-N={-1,-2-3,...}.

4. Contemos los subconjuntos de A, atendiendo al nimero de elementos.
Hay 1 = () subconjuntos con 0 elementos (el conjunto vacio). Hay n = (7)
subconjuntos con 1 elemento, (Z) con dos elementos, ... , (Z) con k elementos,
R (Z) con n elementos (el conjunto A). Sumando y aplicando la férmula

del binomio de Newton obtenemos el cardinal de P(A) :

o () () () )
- <g>1n'10+ <?>1n_1'11+ <g)1"‘2-12+...+ <Z)10-1n

— (1 4+ 1)n — 9N — 2card A.

5. Demostremos el doble contenido. Tenemos:

reA—-B
r€e AAB=zxe€(A-B)U(B—-A) = o =
reB—-A

reAyx ¢ B reAUByx ¢ ANB
o = 0 =z€(AUB)—-(ANB).
reEByxgA reAUByx ¢ ANB

Es decir, AAB C (AU B) — (AN B). Por otra parte:
recAUB

r€(AUB)—-(ANB) = y =
r¢ANB
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Casol.z e A=ac¢B=2xcA—-B
y =ze€(A-B)U(B-A).
Caso2.x e B=zx¢ A=2xe€B-A

Es decir, (AU B) — (AN B) C AAB.

6. Para demostrar la igualdad dada, podemos demostrar el doble contenido.
Sin embargo, optaremos por considerar A y B contenidos en otro conjunto U
que hace el papel de universal (por ejemplo, U = AU B). Entonces, usando
conocidas propiedades:

(ANB)U(A—-B) = (ANB)U (AN BY)
—AN(BUB®) = ANU = A.

Por otra parte:

(ANB)N(A—B)=(AnB)N (AN B°)
=(ANA)NBNB)Y=ANnh=0.

Es decir, la unién es disjunta.

7. Usando las propiedades del complementario y la propiedad distributiva
de la interseccién respecto de la unién:

A-(B-C)=AN(B—-C)°=AN(BNC) =An(B°U(C%°)
= AN(B°UC)=(ANB°)U(ANC) = (A—B)U(ANC).

8. La diferencia simétrica A es operacién conmutativa. En efecto:
AAX =AUX —ANX=XUA-XNA=XAA.

por tanto, el problema equivale a demostrar que existe un unico A € P(C)
tal que para todo X € P(C), se verifica AAX = X.

Unicidad. Si tal A existe, se ha de cumplir AAX = X para todo X € P(C),
en particular para X = C. Pero

AANC=C = AUC-ANC=C&=C-A=C,

y la tltima igualdad solamente se verifica si A = ().
Existencia. Si A = (), se verifica

AAX = AX =0UX —-0NnX=X-0=X.

Queda pues demostrada la propiedad requerida.
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1.8. Propiedades del complementario

En P(U) demostrar:

1.0¢ = U, U° = 9.

2. (A°)° = A.

3. (a) (AUB) = A°N B¢, (b) (AN B)¢ = A°U B¢ (Leyes de Morgan). 4.
ACB= B°C A

5. (a) AUAS=U. (b) AnA°=].

Solucién. 1. Tenemos (¢ = {x € U : x & ()}. Pero todo elemento = € U no
pertenece a (), en consecuencia ()¢ = U. Tenemos U® = {x € U : « ¢ U}.
Pero ningin elemento = puede a la vez pertenecer y no pertenecer a U, en
consecuencia U°¢ = ().

2. Por una parte, x € (A =2 € A°={yecU:y¢ A} = x € A, es
decir, (A°)¢ C A.Porotra,x € A=z ¢ A = x € (A%, es decir A C (A°)°.

3. (a) Demostramos directamente la igualdad escribiendo equivalencias:
r€(AUB) s rx g AUBs g Ayax¢gBesrxec Ayx € B < x e ANBC.
(b) Analogamente:

re€(ANB) s x ¢ ANBs g Aoxd Bsre Aox € B S x e AUBS.

4. Si x € B¢, entonces x ¢ B. Como por hipétesis A C B, se verifica x & A,
es decir z € A°.

5. (a) Los conjuntos A y A° estdn contenidos en U por las definiciones de
conjunto universal y de complementario. Por tanto, si x € AU A¢, o bien
x € A o bien x € A° y en ambos casos x € U. Es decir, AU A° C U. Si
x €U, obien z € A, o bien z ¢ A. De forma equivalente, o bien x € A o
bien z € A¢ lo cual implica que x € AU A° . Es decir, U C AU A°.

(b) Tenemos las equivalencias

reEANA°reAyrecArxecAyaxdA
No existe elemento alguno = tal que x € Ay = &€ A, lo cual implica que
AN Ac=10.
1.9. Simplificaciones en las partes de un conjunto

1. Siendo A, B, C subconjuntos de un conjunto universal U, determinar el
complementario del conjunto (AU B°UC)N (AU BUC®).
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2. Demostrar que (AN B)U (AN B)U (AN B°)U (AN B°) es el conjunto
universal.
3. Simplificar la expresién (AN B)NCJU[(ANB)NCU(A°N B).

Solucién. 1. Llamemos D al conjunto dado. Usando reiteradamente las
leyes de Morgan y la propiedad (M€)¢ = M :

D= (AUB°UCY)U(AUBUCY" = (A°NBNC)U(A°NB°NC).

Reagrupando y usando la propiedad distributiva de la interseccion respecto
de la unién:

D¢ =[(A°NC)NBJU[(A°NC) N B
=(A°NC)N(BUB®) = (A°NC)NU = A°NC.
2. Llamemos C' al conjunto dado. Por la propiedad asociativa de la unién:
C=[(ANB)U(A°NB)U[(AN B°)U(A°N BY)].
Aplicando la propiedad distributiva de la interseccién respecto de la unién:
C=[(AUA)NBJU[(AUA°)N B.

Por 1ltimo, llamando U al conjunto universal, y aplicando conocidas pro-
piedades del complementario:

C=(UnB)UUNB®=BUB=U.

3. Llamemos D al conjunto dado y U al universal. Aplicando la propiedad
distributiva de la interseccion respecto de la unién:

[(ANB)NClU[(ANB)NCY

= (ANB)N(CUCY) =(ANB)NU = AN B.

Es decir, D = (ANB)U(A°N B). Usando de nuevo la propiedad distributiva
de la interseccion respecto de la unién:

D=(AUA)NB=UNB=8.

1.10. Producto cartesiano

1. Dados A = {a,b} y B = {1,2} determinar A x By B x A.

2. Dados A ={1,2},B = {a},C = {1, 3} determinar A x B x C. 3. Demos-
trar que A C A, B Cc B= A" xB' C Ax B.

4. Demostrar que A x (BUC) = (Ax B)U (A x ().

5. Demostrar que A x (BNC)=(Ax B)Nn(AxC).
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Solucién. 1. De acuerdo con la definicién de producto cartesiano:
A x B={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)},Bx A={(1,a),(2,a),(1,b),(2,b)}.
2. De acuerdo con la definiciéon de producto cartesiano de varios conjuntos
Ax BxC=H{(1,a,1),(1,a,3),(2,a,1),(2,a,3)}.

3. Sea (a,b) € A’ x B’. Por definicién de producto cartesiano, a € A’ y
b € B’. Como por hipétesis A ¢ Ay B’ C B, también a € Ay b € B lo
cual implica que (a,b) € A x B.

4. Tenemos las equivalencias:

(a,) e Ax(BUC)©acAybe BUC<acAy(beBobe()
S(aceAybeB)o(acAybeC) e (a,b)ec AxBo (a,b)c AxC
< (a,b) € (Ax B)U(Ax (),

lo cual demuestra la igualdad dada.

5. Tenemos las equivalencias:

(a,) e Ax(BNC)eoacAybeBNC<acAy(beBybel)
S (acAybeB)y(acAybel) s (a,b) e AxBy(a,b)c AxC
< (a,b) e (Ax B)N(Ax(C),

lo cual demuestra la igualdad dada.

1.11. Uniodn e interseccion generalizadas

1. Se considera el conjunto de indices J = {j : j es letra vocal}. Escribir los
conjuntos que componen la familia indexada {A;}. Escribir de otra manera
UjA; y ﬂjAj.

2. Sea I = [0,1] y, para cada i € I, sea A; = [0,14]. Determinar A; /3 U Ay/3
y A3 N Agys.

3. Sea B, = (0,1/n), donde n € N* = {1,2,3,...}. Hallar:

(’L) B4 U By. (Z’L) Bs N Bg. (7,%) B, U By.
(i) By 1 By (0) Use scre B (v1) (e B

4. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {A;} y para cualquier
conjunto B se verifica B U (N;A;) = N;(B U A;) (propiedad distributiva de
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la unién respecto de la interseccién).

5. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {4;} y para cualquier
conjunto B se verifica BN (U;A;) = U;(B N A;) (propiedad distributiva de
la interseccién respecto de la unién).

6. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {A;} de un universal
U, se verifica la ley de Morgan: (U;4;)¢ = N; AS.

7. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {4;} de un universal
U se verifica la ley de Morgan: (N;A4;)¢ = U; AS.

Solucién. 1. Los conjuntos que forman la familia indexada son A,, A., A;,
A, v Ay. Podemos escribir

Ujdj = A, UA UA UAUA, N A=A, NANANANA,.
2. Tenemos A, /3 = [0,1/3] y Ag/3 = [0,2/3], por tanto
AysUAys =10,2/3] = Ayy3, AN Ay =10,1/3] = Ays.

3. (i) Como 4 < 9, se verifica 1/9 < 1/4 y por tanto (0,1/9) C (0,1/4).
Esto implica por la definicién de los B, que By C By, en consecuencia
B4 U Bg = By.

(17) Como 5 < 8, se verifica 1/8 < 1/5 y por tanto (0,1/8) C (0,1/5).
Esto implica por la definicién de los B, que Bg C Bs, en consecuencia
Bs N Bg = Bg.

(13) Llamemos m = min{s,t}. Entonces, 1/s < 1/m y 1/t < 1/m, lo cual
implica que Bs; C B, vy Bt C B,,,. Ademaés, o bien s = m o bien t = m, es
decir Bs = B,, o By = B,,,. En consecuencia, B; U By = B,,.

(iv) Llamemos M = méx{s,t}. Entonces, 1/M < 1/sy 1/M < 1/t lo cual
implica que Bys C Bs y By C By. Ademads, o bien s = M o bien t = M, es
decir Bs = Bys o B; = Bj;. En consecuencia, B; N By = Byy.

(v) Llamemos a = min{i : i € A}. Entonces, 1/i < 1/a 'y 1/i < 1/a para
todo i € A lo cual implica que B; C B, para todo i € A. Ademés, A, es uno
de los A;. En consecuencia, | J;c g+ Bi = Aq-

(vi) Six € (;en+ Bi, entonces x € B; para todo i € N*, es decir 0 <z < 1/i
para todo i € N*. Ahora bien, lim; ,o 1/i = 0 con lo cual existe ig € N*
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tal que 0 < 1/ip < x. Esto quiere decir que = ¢ B;, y por tanto no puede
estar en la interseccién de todos los B;. De ésta contradicciéon deducimos

que ey Bi = 0.
4. Veamos el contenido de izquierda a derecha:

x € BU(NA) = (xe€B)o (reni;) = (xe€B)o (ze A Vi

=z e€nN;(BUA;).

re BUA; Vi si r € B
re€BUA;, Vi si xe€A; Vi

Veamos el otro contenido:

JIEBU(QZ‘AZ‘) si r€B

:CEﬂi(BUAi)$$EBﬁAiVZ:>{ ze A Vi si ¢ B

{xeBU(ﬁz‘Az’) st xeB:xeBU(ﬂiAi)'

T € N;A; si $¢B

5. Por una parte:
x € BN(U;4;) = (x € B)y (z € Ui 4;)
=(xeB)y (Jip:x€Ajy) =€ BNA,=xecU(BNA)
es decir, BN (U;4;) C U;(B N A;). Veamos ahora la otra inclusion:
x €U (BNA;) = Jip:x € BN A,

=Jijy:x€Byxe€A,=>r€ByxzecUA =xec BN (U4,
es decir, U;(BN A;) C BN (U;A;). Hemos demostrado la igualdad dada.
6. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

re(UA) erdUA ord A Viere A VierenA]
Es decir, (U;4;)¢ = N;AS.
7. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

re(Mi)crgnNAiediadg A< Jiixe A & x € UA7,

es decir, (N;A4;)¢ = U; AS.
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1.12. Funcion caracteristica

Sea X un conjunto y M C X. La funcién caracteristica de M se define como
la funcién 157 : X — {0,1}

1o () 1 sixeM
€Tr) =
M 0 sixz ¢ M.

Demostrar que para todo A, B subconjuntos de X se verifica:
()ly=1p< A=1B

(17) 1ge =1 —14.

(191) Lanp =14 - 1p.

(iv) laup=1a+1—14-1p.

(V) laap=1a+1p—2-14-1p.

Solucién. (i) =) Si z € A, entonces 14(x) = 1. Por hipétesis, 14 = 1p,
luego 1p(z) = 1 lo cual implica que x € B. Hemos demostrado que A C B.
Razonamiento analogo para B C A.

<) Por hipétesis A = B. Si x € A = B, entonces 14(z) = 1p(z) = 1. Si
x ¢ A= B, entonces 14(x) = 1g(z) = 0. Como 14(z) = 1p(z) para todo
x € X, concluimos que 14 = 1p.

(74) Tenemos:

re€A=0 g A= 1y(x) =1y 1ae(z) =0= Lac(x) =1—14(2)
g A=>0€ A= 14(x) =0y 1ge(z) =1= 1ac(x) =1 — 14(x).

Como 14c(z) =1 — 14(x) para todo z € X, concluimos que 14c =1 — 14.
(7i1) Se verifica:
r€ANB=xcAyreB=1ap(x)=1y1la(z)=1y 1p(zx) =1.
Es decir, si z € AN B entonces, 14np(z) = 14(z)1p(z). Por otra parte,
r¢ ANB=x¢ Aox ¢ B=14np(x) =0y (La(z) =00 1p(x) =0).

Por tanto, si x ¢ AN B, también 14np(z) = 14(x)1p(x). Concluimos que
lanp =14 -1p.

(iv) Six € AU B, entonces 14up(x) = 1. Segin los distintos casos tenemos:

z€ANB = 14(2) +1p5(x) —1a(z) 1p(x) =1+1-1-1=1
r€Ayxr ¢ B=14(z)+1p(x) —1a(z)-1(z)=14+0-1-0=1
r¢ Ayr e B=1a(z)+ 1p(x) —1a(x) -

() -1p(z)=04+1-0-1=1.
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Sixz ¢ AU B, entonces 14up(z) =0. Dadoquex ¢ Ay x ¢ B :
1a(z) +1p(x) —1a(z) - 1p(x) =04+0—-0-0=0.

Por tanto, Vx € X se verifica 14up(z) = 1a(x) + 1p(z) — 1a(x) - 15(z) lo
cual implica que 14y =14+15—14-1p.

(v) Para todo z € X se verifica 1p(z) = 0 pues = ¢ ). Es decir, 15 = 0
(funcién nula). Por los apartados (iii) y (iv), Laup =14+ 1p — 1anp y si
ANB=0 queda 1y =14+ 15.

La diferencia simétrica AAB es igual a (A — B)U (B — A) siendo ésta unién
disjunta, por tanto

laap=1a-p+1a p=1anpe +1pnac =14 -1pe +1p- 14
=14-(1-1)+1p-(1—-14)=14+15—-2-14-1p.
1.13. Asociatividad de la diferencia simétrica

Sean A, B, C subconjuntos de un conjunto universal X. Usando propiedades
de la funcién caracteristica, demostrar la propiedad asociativa de la diferen-
cia simétrica, es decir (AAB)AC = AA(BAC).

Solucién. Para cualquier par de subconjuntos M y N de X, sabemos que
M = N siy sélo si 1y = 1. Bastara pues demostrar que

laaBac = laaac)- (1)
Sabemos también que
Iyan =1y +1xy—2-1p - 1p.
Desarrollemos separadamente 1 4apjac ¥ 1aaBac) :

liaaBac = Yaap) +1c —2-1aap) - 1c
:1A+1B_2']-A'1B+1C_2<1A+1B_2'1A‘1B)‘1C’
=144+1p+1c—2-14-1p—2-14-1c—2-1-1c+4-14-15-1¢.

laaac) =1a+1ac) —2-1a-Ligac)
=14+1p+1c—2-1p-1¢—-2-14(1p+1c—2-15-1¢)
=14+1p4+1c—2-14-1—2-14-1¢c—2-1g-1c+4-1,4-15 1.

Se verifica (1), por tanto (AAB)AC = AA(BAC).
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1.14. Partes de uniones e intersecciones

Sea {A; : i € I} una familia de subconjuntos de un conjunto E. Demostrar
que:

(@) P (Mier A1) = Nies PA).

(b) Uies P(Ai) C P (Uiel Ai)'

(c¢) Poner un contraejemplo que demuestre que en general no se verifica la
igualdad en el apartado (b).

Solucién. (a) Tenemos las equivalencias:

Aep(mielAi) @Acmiein@ACAi Viel
SAcPA) Viel s Ac(;P(A),

es decir, P (ﬂiel Ai) = Nier P(4i).

(b) Tenemos las implicaciones:

A€ Ui, P(Ai) = Jige I : A€ P(Ay)
= A C A4, iACUiEIAi:AGP(UZ‘e]Ai),

lo cual demuestra la inclusion pedida.

(c) Elijamos E = {a,b}, A1 = {a}, A2 = {b}. Entonces:
P(A1) ={0,{a}}, P(A2) ={0,{b}}
P(Al U AQ) = P({a7 b}) = {(Z)v {a}, {b}7 {av b}}
y P(Al) U P(AQ) 7é ’P(Al U AQ)

1.15. Cardinales de las o-algebras contables

Sea A una o-dlgebra contable en X, es decir card (A) < Xy. Entonces, A es
finita. Ademds, existe un n natural tal que card (A) = 2.

Solucidén. Definimos en X la siguiente relacién:
r~ys(AeANyeAd)=ae A

Es decir x ~ y si y s6lo si todo conjunto medible que contiene a y también
contiene a x. Veamos que esta relacion es de equivalencia en X.

(a) Reflexiva. Si un conjunto medible contiene a z, trivialmente contiene a
x, es decir x ~ .

(b) Simétrica. Sea x ~ y. Si ocurriera y ¢ x, existiria un B € A tal que
x € B,y € B¢ Ahora bien, B¢ € A, y € B®y x ¢ B¢ lo cual contradice la
hipétesis x ~ y.
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(c) Transitiva. Supongamos z ~ y e y ~ z Si A es medible y contiene a z,
entonces también contiene a y por ser y ~ z. Por contener a y, y ser x ~ y
también contiene a x. Es decir, x ~ z.

Veamos ahora que la clase [z] a la que pertenece un elemento x de X es:
@] =([{A:AcAnzcA}l (1)

En efecto, si u € [z], entonces u ~ z con lo cual todo A medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto u € [\{{A: A€ A A z € A}
Reciprocamente, siu € ({A: A€ A N x € A}, todo conjunto medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto, u ~ x o equivalentemente,
u € [z]. Esto demuestra (1). Por otra parte, es claro que para todo A € A

se verifica:
A= |J . (@
{zeA}

Por hipétesis, A es o-dlgebra contable lo cual implica por (1) que las clases
de equivalencia de ~ pertenecen a A. Veamos ahora que el nimero de clases
de equivalencia [z;] es finito.

En efecto, si fuera infinito tendria que ser necesariamente numerable y por
formar estas clases una particién, X = |J,cy[zx] (unién disjunta). Cada par
de subconjuntos distintos N1, No de N darian lugar a los conjuntos distintos
de A: Ay = Ujen, [#i] y A2 = U,en, 7)) Esto implicarfa que el cardinal de
A serfa al menos 2% lo cual es absurdo por ser A numerable.

Sea pues C' = {[a1],...,[an]|} el conjunto formado por todas las clases de
equivalencia. Por (2), todo elemento de A es unién de clases de equivalencia
y cada par de subconjuntos distintos C,Cy de C' dan lugar a los conjuntos
distintos de A : By = U;en, [ai] v B2 = U,ep,las]- Es decir, el nimero de
elementos de A es

card (A) = card (P(C)) = gcard (€) _ on,
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Relaciones

2.1. Concepto de relacion binaria

1. Analizar si son reflexivas las relaciones en A = {a, b, c} :

R = {(CL, a)’ (ba b)a (Cv C)? (bv a’)}7 S = {(CL, b)a (b7 b)v (Ca a)}

2. Analizar si son simétricas las relaciones:
a) En el conjunto de las rectas del plano, rRs < r es perpendicular a s.
b) En Z, xRy < x < y.

3. Analizar si son transitivas las relaciones:
a) EnZ, xRy < = < y.
b) En A={1,2,3}, R={(1,2),(2,3),(1,1)}.

4. Analizar si son antisimétricas las relaciones:
a) En Z, xRy < x < y.
b) En R, zRy < |z| = |y|.

5. En el conjunto P(U) (partes de U), se define la relacion ARB < A C B.
Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica,

transitiva, antisimétrica.

6. En el conjunto R se define la relacién 2Ry < |z| = |y|. Estudiar cuales
de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica, transitiva, anti-

simétrica.

7. Sea R = {(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(1,2),(2,3)} una relacién definida en
A ={1,2,3,4}. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: refle-

xiva, simétrica, transitiva, antisimétrica.

21



2.2 Relaciones de equivalencia (1)

Solucién. 1. La relacion R es reflexiva pues para todo x € A se verifica
xRz. Sin embargo, la relacién S no es reflexiva pues por ejemplo a Ra.

2. a) Es simétrica, pues si r es perpendicular a s entonces s es perpendicular
a r. Es decir, rRs. implica sRr.
b) No es simétrica, pues por ejemplo 0R1, pero 1 AR0.

3. a) Es transitiva pues si Ry e yRz, entonces z < y e y < z y por tanto
z < z. Es decir zRz.

b) No es transitiva pues por ejemplo 1R2, 2R3, y 1 R3.

4. a) Es antisimétrica pues si zRy e yRx, entonces z < y e y < z y por
tanto x = y.

b) No es antisimétrica, pues por ejemplo (—1)R1, 1R(—1) y sin embargo,
—1#1.

5. Reflexiva. Se cumple, pues para todo A € P(U) se verifica A C A.
Simétrica. No se verifica, si A C B con A # B, entonces B ¢ A.
Transitiva. Se cumple, si A C By B C C, entonces A C C.
Antisimétrica. Se cumple, si A C By B C A entonces A = B.

6. Reflexiva. Se cumple, pues para todo z € R se verifica |z| = |z|.
Simétrica. Se cumple, pues si |z| = |y| entonces |y| = |z|.

Transitiva. Se cumple, pues si |z| = |y| y |y| = |z| entonces |z| = |z|.
Antisimétrica. No se verifica, por ejemplo | — 1| = |1], |[1| = | — 1| y sin
embargo —1 # 1.

7. Reflexiva. No se verifica, pues 4 RA4.

Simétrica. No se verifica, pues 2R3 pero 3 R2.
Transitiva. No se verifica, pues 1R2 y 2R3 pero 1 R3.
Antisimétrica. No se verifica, pues 1R2, 2R1 pero 1 # 2.

2.2. Relaciones de equivalencia (1)

A. En R se define la relacién aRb < a? — b* = a — b.
(a) Demostrar que R es relacién de equivalencia.
(b) Determinar la clase a la que pertenece 5.
(¢) Determinar el conjunto cociente R/R.

B. En el conjunto E = R x R se define la relacion: (z,y)R(z,t) < 22 +y? =
2% + t2. Demostrar que R es relacién de equivalencia y determinar el con-
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junto cociente E//R.

C. En el conjunto R de los ntimeros reales se considera la relacién de equi-
valencia Ry < |z| = |y|. Determinar el conjunto cociente A/R.

Solucién. A. (a) Refleriva. Para todo a € R se verifica a? — a? = a — a, en

consecuencia aRa.
Simétrica. Para todo a,b € R :

aRb=a* - =a—-b=b>-a’>=b—a= bRa.

Transitiva. Para todo a,b,c € R :

aRb a2—b2:a_b 9 9
{bRC:{bZ—CQ:b_C = (sumando) a“ — ¢ = a — ¢ = aRe.

La relacién R es por tanto de equivalencia.

(b) La clase a la que pertenece 5 es:
OBl ={rcR:2R5} ={r € R: 2% - 5> =2 —5}.
Resolvemos la ecuacién:
22 -5 =r—-5& (x+5)(z—5) = (z—5)
& (x+5)(z—5)—(r—5)=0
& (-5 (r+4)=0x=50x=—4

La clase pedida es por tanto C[5] = {5, —4}.

(c) Sea a € R. La clase a la que pertenece a es:
C[a]:{mER:.’L‘R(I}:{$ER:x2_a2:m_a}'

Resolvemos la ecuacién:

P —a*=z-as (r+a)(z—a)=(z—a)

S (rz+a)(r—a)—(r—a)=0
S x—a)(z+a-1)=0r=a0zx=1—a.
Es decir, Cla] = {a,1 — a}, y el conjunto cociente es:

R/R={{a,1—a}:a €R}.



2.3 Relaciones de equivalencia (2)

Nétese que cada clase tiene dos elementos, salvo en el caso a = 1 — a (es
decir, a = 1/2) que sélo tiene un elemento: C[1/2] = {1/2}.

B. Refleziva. Para todo (z,y) € E se verifica 22 + y? = 22 4 y?, en conse-
cuencia (z,y)R(z,y).
Simétrica. Para todo (z,v), (2,t) € E :

(z,y9)R(z,t) => 2+ 9> =22+ 12 = 22+ 2 =22 + y* = (2,t)R(z,y).
Transitiva. Para todo (z,y), (2,1), (u,v) € E :

(@, y)R(z,t) _ [22+y? =22+
(z,t)R(u,v) 22+ 12 = u? + 02
= 22 +y? = u? + 02 = (z,y)R(u,v).

La relaciéon R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (xg,yp) € E fijo. La clase a la que pertenece (xg,yo) es:

Cl(zo,y0)] = {(z,y) € E: (z.y)R(z0,90)} = {(z.y) € B : *+y* = af+y5}-

Dado que x3 + y2 > 0, la clase C[(xo,yo)] representa una circunferencia de
centro el origen y radio r = \/93(2) + yg . En consecuencia,

E/R={C,:r >0} (C, circunf. de centro (0,0) y radio ).
Nétese que para r = 0, la circunferencia consta de un tnico punto: el (0,0).
C. Sea a € R. La clase de equivalencia determinada por a es:

[a] ={zx € R:zRa} ={z e R: |z| = |a|} = {—a,a}

por tanto, el conjunto cociente es: A/R = {{—a,a} :a € R}.

2.3. Relaciones de equivalencia (2)

A. Sea X el conjunto de todas funciones de R en R. Dadas z(t),y(t) € X
se define la relacién:

z(t)Ry(t) < lim x(t) —y(t)

=0.
t—0 12

Demostrar que R es una relacién de equivalencia.

B. En el conjunto £ = R x R se define la relacién (z,y)R(z,t) < = = z.
Demostrar que R es relacién de equivalencia e identificar geométricamente
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el conjunto cociente E/R.

C. Sea X el conjunto de las aplicaciones de R en R. Dadas =,y € X se define
la relacién xRy < Jc > 0 : z(t) = y(t) para [t| < |c|. Demostrar que R es
una relacién de equivalencia.

Solucién. A. Reflexiva. Para todo z(t) € X se verifica:
i 20 =7 00 0 o=,
t—0 12 t—0 ¢ t—0

es decir, z(t)Rx(t).

Simétrica. Para todo x(t),y(t) € X se verifica:

R
=i O — o= 0= Rt

t—0 12

Transitiva. Para todo x(t),y(t), z2(t) € X se verifica:

Ca(t) —ylt)
{x(t)Ry(t) N %I—%T =0
y(t)Rz(t) i Y t) — z(t) 0
t—0 t2 )
lo cual implica:
lim M = lim x(t) — y(t) + y(t) — Z(t)
t—0 t2 t—0 +2

i PO () 90— (1)

lim = lim 50 = 040 = 0= (1) Re(0).

La relaciéon R es por tanto de equivalencia.

B. Refleziva. Para todo (z,y) € E se verifica * = z, en consecuencia
(z, y) R(z, y)-
Simétrica. Para todo (z,vy), (2,t) € E :

(x,y)R(z,t) =z =2=2z=12= (2,t)R(z,y).

Transitiva. Para todo (z,v), (2,t), (u,v) € E :
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La relacion R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (xg,yp) € E fijo. La clase a la que pertenece (xq,yo) es:

C[(Hfo,yo)] = {($7y> SR (JJ,y)R(Z’o,yo)} = {(:c,y) €eb:z= xO}'

La clase C[(zo, yo)] representa la recta vertical r : © = x, por tanto podemos
identificar A/R como el conjunto cuyos elementos son las rectas verticales
del plano.

C. Reflexiva. Para toda x € X se verifica trivialmente x(t) = x(t) para todo
x € R, en particular para |t| < ¢ siendo ¢ > 0 cualquiera. Es decir, z Rx.
Simétrica. Para todo x,y € X se verifica:

xRy = 3¢ > 0: z(t) = y(t) para [t| < ||
= y(t) = x(t) para |t| < |¢| = yRx.

Transitiva. Para todo x,y, z € X se verifica:

xRy N deyp > 0: x(t) = y(t) para |t| < |ci]
yRz Jdeg > 0: y(t) = 2(¢t) para [t] < |cal.

Esto implica que z(t) = z(t) si [t| < |c| siendo ¢ = min{|c1], |c2|}, es decir
zRz. La relacién R es por tanto de equivalencia.
2.4. Relaciones de orden

1. Demostrar que en el conjunto R de los nimeros reales, la relacion xRy si
y s6lo si z < vy, es de orden.

2. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U, la
relacién X RY si y s6lo si X C Y, es de orden.

3. En el conjunto R de los nimeros reales se define la relacion xRy <
23 < y3. Demostrar que R es relacién de orden.

4. En el conjunto Z de los nimeros enteros se define la relacion zRy <
22 < y?. Analizar si R es relacién de orden.

5. En el conjunto N* = {1,2,3,...} se define la relacién xRy < x divide a y.
Demostrar que R es relacién de orden.

6. En Z, se define la relacién xRy < = = 5y. Analizar si es relacién de orden.
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7. En el conjunto Z de los niimeros enteros se define la relaciéon zRy, si y
s6lo si, existe un ntimero entero no negativo n tal que y — z = 2n. Analizar
si R es relacién de orden.

8. Sea A un conjunto y R el conjunto de todas las relaciones binarias en A.
Se define en R la relacién R < S < (zRy = =Sy (Vz,y € A)). Demostrar
que < es relacién de orden en R.

Solucién. 1. En efecto, para todo = € R se verifica x < z (reflexiva). Si
x <yey <z, entonces z = y (antisimétrica). Si x < y e y < z, entonces
x < z (transitiva).

2. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U, la
relacion X RY siy s6lo si X C Y, es de orden.

3. (i) Reflexiva. Para todo z € R se verifica 23 < 23, es decir zRx. (i)
Antisimétrica. Para todo xz,y € R :

3< 3
{$Ry:>{a: =Y éw3:y3év3x3:\3/y3éx:y.

yRz y? < a

(747) Transitiva. Para todo z,y,z € R :

TRy 3 <y 3 3
< A
{sz:}{y3§z3:>x <z’ = xRz

4. (i) Reflexiva. Para todo x € Z se verifica 22 < 22, es decir xRz.

(ii) Antisimétrica. No se verifica. En efecto, se cumple (—1)2 < 12 y 12 <
(—1)2, es decir (—=1)R1 y 1R(—1). Sin embargo, —1 # 1. Concluimos que R
no es relacion de orden.

5. El que z divida a y equivale a decir que existe k € N* tal que y = kx.
(7) Reflexiva. Para todo = € R se verifica z = 1z, es decir zRx.
(73) Antisimétrica. Para todo =,y € N* :

{ny {EkGN* cy=kx

ny HTEN*;xzryé'@y:kriﬂy#kr:L

Ahora bien, como k,r son naturales, ha de ser necesariamente k =r =1y
por tanto x = y.
(7i7) Transitiva. Para todo z,y,z € N* :

{:cRy {EikeN* ry =kx

yRz IreN:z=ry = 2= (rk)z.
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Dado que rk € N*, se verifica xRz. Concluimos que R es relacién de orden.

6. Elijamos (por ejemplo) z = 1. Entonces, 1 # 5 -1, es decir 1 /1. No se
cumple la propiedad reflexiva, por tanto R no es relaciéon de orden.

7. (i) Reflexiva. Para todo = € R se verifica © —x = 2 - 0, es decir zRz.
(#4) Antisimétrica. Para todo z,y € R :

{ny { dn entero no negativo : y — x = 2n = 0=2(n+m).

yRz Jm entero no negativo : x —y = 2m

La igualdad 2(n + m) = 0 implica n + m = 0. Ahora bien, como n, m son
enteros no negativos, ha de ser necesariamente n = m = 0 y por tanto x = y.
(7i7) Transitiva. Para todo x,y,z € R:
Ry In entero no negati'vo ry—x =2n S r—z=2n+m).
yRz Jm entero no negativo : z —y = 2m

Dado que n 4+ m es entero no negativo, se verifica zRz. Concluimos que R
es relacion de orden.

8. Reflexiva. Para todo R € R, trivialmente se verifica xRy = xRy para
todo x,y € A. Es decir, R < R.

Antisimétrica. Sean R,S € R tales que R < Sy S < R. Entonces, para
todo x,y € A se verifican las implicaciones xRy = xSy y Sy = xRy. Por
tanto, para todo x,y € A se verifica zRy < xSy, lo cual implica R = S.
Transitiva. Sean R, S,T € R. Entonces, para todo z,y € A se verifica:

{R<S {ny:>:cSy = (zRy = 2Ty) = R<T.

ST xSy = Ty

Concluimos que < es relacién de orden en R.

2.5. Maximo, minimo, cotas

1. En N ={0,1,2,...} con el orden usual <, hallar, caso de existir los ele-
mentos minimo y maximo.

2. EnZ~ ={...,—3,—2,—1} con el orden usual <, hallar, caso de existir
los elementos minimo y méaximo.

3. En Z con el orden usual <, hallar, caso de existir los elementos minimo
y maximo.

4. En A = {3,7,8,12} con el orden usual <, hallar, caso de existir los ele-
mentos minimo y maximo.
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5. En R con el orden usual, determinar las cotas superiores e inferiores de
B = (0,1]. ; Estd B acotado?
6. Sea el conjunto A = {3,4,5,6,7,8,9,10} con la relacién de orden z < y
& x divide a y. Se pide:

(a) Analizar la existencia de maximo y minimo en A.

(b) Determinar las cotas superiores e inferiores de B = {6,9}.
7. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relacién de orden inclusién.
Se pide:

(a) Analizar la existencia de maximo y minimo en P(U).

(b) Determinar las cotas superiores e inferiores del subconjunto de

PWU) : B ={{a},{a,b}}

Solucién. 1. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y maxi-
mo, 0 es elemento minimo y no existe elemento maximo.

2. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y maximo, —1 es
elemento méximo y no existe elemento minimo.

3. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méaximo, no existe
ninguno de ellos.

4. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méaximo, 3 es ele-
mento minimo y 12 es elemento maximo.

5. De acuerdo con las definiciones de cota superior e inferior, las cotas su-
periores son todos los nimeros reales > 1 y las inferiores, todos los nimeros
reales < 0. Dado que existen cotas superiores e inferiores, B esta acotado
superior e inferiormente, por tanto estd acotado.

6. (a) No existe elemento en A que divida a todos los de A, por tanto no
existe minimo. Tampoco existe elemento en A que sea dividido por todos
los de A, por tanto no existe maximo.

(b) El tnico elemento a de A que cumple a <6y a <9 es a = 3, en conse-
cuencia 3 es la unica cota inferior de B. Por otra parte, no existen elementos
a en A que cumplan 6 < a y 8 < a, en consecuencia B no tiene cotas supe-
riores.

7. (a) Para todo X elemento de P(U), se verifica ) C X, y X C U, por
tanto () es elemento minimo y U es elemento maximo.

(b) Los elementos de P(U) que estan contenidos en todos los de B, son ) y
{a} (cotas inferiores de B). Los elementos de P(U) que contienen a todos
los de B, son {a,b} y U (cotas superiores de B).
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2.6. Supremo, infimo, maximales y minimales

1. En R con el orden usual, determinar inf (0,1] y sup (0, 1].
2. En R con el orden usual, determinar inf (—o0,2) y sup (—o0, 2).
3. En R con el orden < usual, calcular:

1) sup{1l/z: 2z €[1,2]}. 2) inf{l/x:z € (1,2)}.
3) sup{l/x: z > 0}. 4) inf{1/x:z € [0,2]}.

4. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relacién de orden inclusién.
Se pide:

(a) Hallar los elementos maximales de P(U) — {U}.

(b) Hallar los elementos minimales de P(U) — {0}.
5. Demostrar que si un conjunto tiene supremo (infimo), entonces es unico.
6. Sea S C R un subconjunto acotado de R. Demostrar que a = sup S si y
slosia>x,Vr € Syademds Ve >0, dxg € S, tal que g > a — .
7. Sea el conjunto S = {3,4,5,6,7,8,9,10} con la relacién de orden z < y
< x divide a y. Se pide:

(a) Hallar los elementos maximales y minimales.

(b) Hallar los subconjuntos de S totalmente ordenados.

Solucién. 1. El conjunto de las cotas inferiores de (0,1] es (—00,0], y el
méximo de este ultimo conjunto es 0, por tanto inf(0, 1] = 0. El conjunto de
las cotas superiores de (0, 1] es [1, +00), y el minimo de este dltimo conjunto
es 1, por tanto sup(0, 1] = 1.

2. No existen cotas inferiores de (—o0,2), por tanto no existe inf(—oo, 2).
El conjunto de las cotas superiores de (—00,2) es [2,4+00), y el minimo de
este ultimo conjunto es 2, por tanto sup(—oo,2) = 2.

3. 1) Cuando z recorre el intervalo [1,2], 1/x recorre el [1/2, 1], por tanto el
extremo superior es 1 (minima de las cotas superiores).

2) Cuando z recorre el intervalo (1,2), 1/ recorre el (1/2,1), por tanto el
extremo inferior es 1/2 (maxima de las cotas inferiores).

3) Cuando z recorre el intervalo (0, +00), 1/ recorre el (0,+00), por tanto
no existe extremo superior.

4) Como consecuencia de lo dicho en 3), el extremo inferior es 0 (maxima
de las cotas inferiores).

4. (a) Tenemos P(U) — {U} = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}}. De

acuerdo con la definicién, los elementos maximales de P(U) — {U} son:

{a,b}, {a,c}, {b,c}.
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(b) Tenemos P(U)—{0} = {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},U} . De acuerdo

con la definicién, los elementos minimales elementos de P(U) — {U} son:

{a}, {0}, {c}-

5. Sea A un conjunto con una relacién de orden <, y sea B C A. Si existen
dos supremos de B, e y €/, entonces tanto e como €’ son cotas superiores de
B. Por ser e la menor de ellas, e < €’ y por ser € la menor de ellas, e/ < e.
Por la propiedad antisimétrica, e = €’. Andloga demostracién para el infimo.

6. Si a =sup S, a es cota superior de S y por tanto, a > x para todo x € S.
Por otra parte, si no ocurriera que Ve > 0, 3zg € S tal que zg > a — ¢,
entonces, existiria un ¢y > 0 tal que x < a — ¢y para todo = € S. Esto
implicaria que a — €y < a seria cota superior de S lo cual contradice que a
es la menor de las cotas superiores de S.

Reciprocamente, supongamos que a > z, Vo € Sy ademas Ve > 0, dxg € S,
tal que xg > a — €. La primera condicién implica que a es cota superior de
S. Es ademés la menor de todas ellas. En efecto, si b < a fuera cota superior
de S, eligiendo € = a — b > 0 existiria 29 € S tal que g > a — (a — b) = b,
lo cual contradice que b es cota superior de A.

7. (a) Un elemento M € S es maximal si y s6lo si, no existe elemento z € S
con z # M tal que M < z. Es decir, son los elementos M de S que no tienen
multiplos en S distintos de M. Claramente son los elementos 6,7,8,9 y 10.
Un elemento m € S es minimal si y sélo si, no existe elemento x € S con
x # m tal que x < m. Es decir, son los elementos m de S que no tienen
divisores en S distintos de m. Claramente son los elementos 3,4,5 y 7.

(b) De acuerdo con la definicién de orden total, los subconjuntos de S total-
mente ordenados son:

{a}:a €S, {3,6}, {3,9}, {4,8}, {5,10}.

Es claro que no hay subconjuntos de S con tres elementos totalmente orde-
nados, lo cual implica que ya hemos escrito todos.

2.7. Orden total, buen orden

1. En N* = {1,2,3,...} se considera la relacién de orden z < y < x divide
a . Analizar si es de orden total. ; Eis buen orden?

2. En Z, se define la relacion: xRy < x = y" para algtin n entero positivo.
Demostrar que es relacién de orden. ;Es buen orden?
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3. Demostrar que todo buen orden es un orden total.
4. Sea (R, <) el conjunto ordenado de los nimeros reales con el orden usual
<.En C =R x R se define la relacién:

si x1 # x9 entonces x1 < X9

(@1, y1) R(22, 42) & {si x1 = xo entonces y1 < yo.

(a) Demostrar que R es una relacién de orden sobre C.

(b) Demostrar que R es una relacién de orden total sobre C.
5. ; Existe un conjunto parcialmente ordenado que posea un tnico elemento
maximal y que sin embargo este no sea maximo?

Solucién. 1. Se verifica 2 £ 3y 3 £ 2, es decir < no es orden total, en
consecuencia tampoco es buen orden.

2. Reflexiva. Para todo = € Z se verifica = x!, es decir zRx.
Antisimétrica. Para todo par de elementos x,y € Z :

o s
xRy L=y (n entero pos&?vo) L g gm
yRx y = 2™ (m entero positivo)

Si x # 0, entonces ha de ser necesariamente mn = 1 lo cual implica m =
n = 1y por tanto x = y. Si x = 0, entonces y = 0™ = 0. Es decir, en
cualquier caso © = y.

Transitiva. Para toda terna de elementos x,vy,z € Z :

—an s
xRy L=y (n entero pOSl'tl.VO) L
yRz y = 2™ (m entero positivo)

Dado que mn es entero positivo, se cumple x Rz. Hemos demostrado que R
es relacién de orden en Z.

No es relacién de orden total, basta elegir los elementos de Z, 2 y 3. Cla-
ramente 2 # 3* para todo k entero positivo y 3 # 2¥ para todo k entero
positivo. Entonces, 2 R3 y 3 R2. Como consecuencia, no es buen orden.

3. Si < es buen orden en A, todo subconjunto de A distinto del vacio tiene
elemento minimo. Sean z,y dos elementos de A, entonces {x,y} tiene ele-
mento minimo. Si el minimo es z, se verifica * < y, y si es y, se verifica
y < x. Es decir, < es orden total.

4. (a) Reflexiva. Para todo (z,y) € C se verifica z = z e y < y, lo cual
implica (x,y)R(z,y).
Antisimétrica. Sean (z1,y1) y (22,y2), elementos de C' con (z1,y1)R(x2,y2)
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y (z2,y2)R(x1,y1). Si &1 = 9, entonces y; < y2 e y2 < y1. Es decir, 21 = x9

e y1 = Y2, luego (z1,y1) = (x2,y2). No puede ocurrir x1 # x2, pues en caso
contrario x1; < z2 y 2 < 1 (absurdo).

Transitiva. Sean (z1,y1), (x2,y2) v (x3, y3) elementos de C tales que (x1,y1)R(z2,y2)
y (z2,y2)R(x3,ys3). Tenemos,

T2 =13 = Y2 < Y3

xr1 = T9 = < =
1 2 Y1=192 {$27é$3:>$2<l‘3

{xl = x3Ay1 < y3 { (21, y1) R(23,y3)

=

1 #F 13 N1 < T3 (21, y1) R(3,y3).-

Es decir, si 1 = x2, en cualquier caso ocurre (z1,y1)R(x3,y3). Analicemos
ahora el caso x1 # xo.

T2 =3 = T1 < T3

X To = X1 < Ty =
17& 2 ! 2 {$2#$3:>562<IL'3

{961 <3 { (z1,y1)R(x3,y3)

=

T < 3 (z1,y1)R(w3,3).

Es decir, si 1 # 2, en cualquier caso ocurre (x1,y1)R(x3,y3). Concluimos
pues que R es relacién de orden en C.

(b) Sean (z1,y1), (z2,y2) elementos de C. Puede ocurrir x1 = x9 0 21 # 2.
Si x1 = x9, o bien y1 < o o bien y» < w1, lo cual implica que o bien
(71, y1)R(72,2), o bien (z2,y2)R(w1,y1).

Si x1 # x9, 0 bien 1 < z9 0 bien x93 < x1, lo cual implica que o bien
(x1,y1)R(z2,y2), 0 bien (2, y2)R(x1,y1). Hemos demostrado que R es rela-
cién de orden total en C.

5. Si, existe. Consideremos en A = (0, 1] U [2,3) el orden

r<payer<y si l‘,yE(O,l]
r<payer<y sl x7y€[273)7

en donde < representa el orden usual. Entonces, 1 es el Unico elemento
maximal de A, pero no es maximo.

2.8. Diagramas de Hasse

1. Consideremos el conjunto A = {1, 2, 3,4} con la relacién de orden < usual.
Dibujar el correspondiente diagrama de Hasse.

2. En A = {a,b,c,d,e, f} se considera la relacién de orden definida por el
diagrama de Hasse:
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(a) Analizar la existencia de maximo y minimo.

(b) Determinar los elementos maximales y minimales.

(c) Determinar los subconjuntos de A con tres elementos totalmente
ordenados.
3. En el conjunto A = {a, b, ¢,d} se considera la relacién:

<={(a,a),(a,b), (b,b), (b,d), (a,c), (¢,c), (¢, d), (a,d), (d,d)} .

a) Demostrar que < es relacién de orden en A.

b) Dibujar el diagrama de Hasse de la relacién.

¢) Analizar si < es un orden total.

d) Determinar, si existen, los elementos maximo y minimo.

(
(
(
(

Solucién. 1. Claramente es:

_— N — W —

2. (a) No existe elemento de A mayor o igual que todos los deméds, ni existe
elemento de A menor o igual que todos los demas, por tanto no existe ni
maximo ni minimo.

(b) Los elementos maximales de A son d, e y f, pues son aquellos para los
cuales no hay ninguno mayor. Los elementos minimales de A son a b, pues
son aquellos para los cuales no hay ninguno menor.

(¢) De acuerdo con la definicién de orden total, los subconjuntos de A con
tres elemento y totalmente ordenados son:

{a,c, f},{a,c,e}, {a,c,d},{b,c, f},{b,c,e},{b,c,d}.

3. (a) El lector comprobaré de forma sencilla que se verifican las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.
(b) El diagrama de Hasse de < es:
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(c¢) No es relacién de orden total, pues ¢ £ by b £ c.
(d) Para todo = € A, se verifica a < z y x < d, por tanto a es elemento
minimo y d, maximo.

2.9. Relacién de equivalencia en R]z]

Sea R[z] el conjunto de los polinomios p(x) en la indeterminada = y con
coeficientes reales. En R[z] se define la relacién:

p1(x)Rpa(w) & 3q(x) € Rla] : pa(x) — pi(e) = q(z)(2® +1).
(a) Demostrar que R es relacién de equivalencia.
(b) Demostrar que cada clase admite un representante de grado < 2.
(¢) Encontrar dicho representante para la clase definida por el polinomio
p(z) =23 + 2% + 3z + 4.
(d) Determinar el conjunto cociente R[z]/R.
Solucién. (a) Refleziva. Para todo p(x) € R[x] se verifica p(x) —p(z) =0 =
0(x? + 1), por tanto p(z)Rp(z).
Simétrica. Para todo pi(x), p2(x) € Rx] se verifica:

p1(2)Rp2(2) < 3q(2) € R(z] : pa(z) — pi(@) = q(@)(2? + 1)
= p1(x) — p2(2) = (—q(2))(2* + 1) = pa(2) Bps (2).

Transitiva. Para todo pi(x), pa(z), p3(z) € Rlz] :

{m(fﬂ)sz(l‘) N {3(1(53) [93] 2(2) = p1(z) = q(z)(2® + 1)
pa(x)Rps(x) | Fh(z) € R[a] : ps(x) — pa(x) = h(z)(2* + 1)
= (sumado) p3(x) — p1(x) = (q¢(z) + h(x))(z? + 1).

Como ¢(x) + h(x) € R[z], se verifica p1(x)Rps(x).

(b) Sea p(x) € R[z], efectuando la divisién euclidea de p(z) entre 22 + 1
obtenemos un cociente g(x) y un resto r(z) de grado < 2. Es decir:

p(x) = q(z)(x®* 4+ 1) +r(z), grad r(z) < 2.

Ahora bien, p(z) — r(z) = q(z)(z? + 1), lo cual implica p(x)Rr(z). Esto
demuestra que cada clase admite un representante de grado < 2.
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(¢) Efectuando la divisién euclidea de p(x) = 2% + 2% + 3z + 4 entre 22 + 1,
obtenemos inmediatamente el resto r(x) = 2z + 3. Por tanto:

Clz® + 2% 4 3z + 4] = C[2x + 3].

(d) Toda clase de equivalencia tiene un representante de grado < 2. Ademas,
si dos polinomios r1(z) y r2(x) de grados < 2 estan relacionados, estos han
de coincidir. En efecto, 71 (z)Rra(z) quiere decir que

ro(x) — r1(z) = q(x) para algin q(x) € Rz]. (%)

Dado que ra(x) — ri(x) es de grado < 2, ha de ser ¢(z) = 0 para que se
verifique la igualdad (%), y como consecuencia r1(z) = ra(z). Concluimos que
el conjunto cociente es: Rjz|/R = {Claxz + b] : a,b € R}, y el representante
de cada clase con grado < 2 es unico.

2.10. Tres relaciones en N

En el conjunto N de los niimeros naturales (0 ¢ N) se definen las siguientes
relaciones:

a) La relacién R tal que aRb < a es divisible por b

b) La relacién S tal que aSb < a + b es multiplo de 2

¢) La relacién T' tal que aT'b < ab es multiplo de 2

Se pide:

1. Estudiar si las relaciones R,.S,T tienen las propiedades reflexiva, transi-
tiva, simétrica, o antisimétrica.

2. Senalar cual o cuales de las relaciones R, S y T son de equivalencia o de
orden.

3. Para las posibles relaciones de equivalencia senalar las clases de equiva-
lencia; para las posibles de orden, indiquese si se trata de una relacién de
orden parcial o total.

(Examen Algebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. a) Analicemos las propiedades de la relacién R :

(i) Reflexiva. Para todo a € N se verifica a = la lo cual implica que a es
divisible por a, es decir R es reflexiva.

(i) Simétrica. Elijamos a = 2,b = 1, entonces se verifica aRb, pero no que
bRa, por tanto R no es simétrica.

(#i) Transitiva. Sean a,b,c € N tales que aRb y bRc. Entonces existen
p,q € N tales que a = pb y b = gc lo cual implica que a = pqc con pqg € N o
lo que es lo mismo, aRc y en consecuencia R es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Si a,b € N cumplen aRb y bRa, entonces existen p,q € N
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tales que a = pb y b = qa lo cual implica que a = pga. Necesariamente es
pq = 1 y al ser p,q naturales, p = ¢ = 1, de lo cual se deduce a = b. La
relacion R es antisimétrica.

b) Propiedades de la relacién S :

(i) Reflexiva. Para todo a € N se verifica a + a = 2a lo cual implica que a
es multiplo de 2, es decir S es reflexiva.

(7) Simétrica. Si aSb entonces a + b es multiplo de 2. Como b+ a = a + b,
también b + a es multiplo de 2, es decir bSa. La relacién S es simétrica.
(éi1) Transitiva. Sean a,b,c € N tales que aSb y bSc. Entonces existen
p, q € Ntales que a+b = 2p y b+c = 2q lo cual implica que a+c = 2(p+q—"b),
y por tanto aSc. La relacién S es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Para a = 1,b = 3 tenemos aSh,bSa y sin embargo a # b.
La relacién S no es antisimétrica.

¢) Propiedades de la relacién T :

(i) Reflexiva. Para a = 1 tenemos aa = 1, que no es miltiplo de 2. La
relacién T no es es reflexiva.

(7) Simétrica. Si aSb entonces ab es multiplo de 2. Como ba = ab, también
ba es multiplo de 2, es decir bT'a. La relacion T es simétrica.

(@ii) Transitiva. Para a = 3,b = 2,¢ = 5 se verifica aTb y bT'c, sin embargo
no se verifica aT'c. La relaciéon T no es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Para a = 1,b = 2 tenemos a1'b,bTa y sin embargo a # b.
La relacion T no es antisimétrica.

Concluimos que R es exactamente reflexiva, antisimétrica y transitiva; S
exactamente reflexiva, simétrica y transitiva y T exactamente simétrica.

2. Del apartado anterior, concluimos que R es relaciéon de orden, S es de
equivalencia, y 7" no es ni de orden ni de equivalencia.

3. Para a = 2,b = 3 no se verifica ni aRb ni bRa, es decir R es relacion de
orden parcial. Las clases de equivalencia de los elementos 1 y 2 asociadas a
la relacién S son:

1] ={1,3,5,7,...}, [2]=1{2,4,6,8,...}.

Dado que [1] U [2] = N, las tunicas clases de equivalencia son [1] y [2]. El
conjunto cociente es por tanto N/S = {[1][2]}.

2.11. Finura de las relaciones de orden

Sea E un conjunto y € el conjunto de todas las relaciones de orden definidas
en E. Diremos que la relacién de orden w es mas fina que la relacion w si 'y
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sélosi (Ve,y € E)(zwy =2 wy)

a) Sea E = N, compdrese la finura de las dos relaciones siguientes: = w; y
Srlyyrwy ey,

b) Demuéstrese que la relacién ser mds fina que definida en €2, es una relacién
de orden.

¢) Compruébese la existencia de un méximo en 2 para ésta relaciéon de
orden.

d) Sea E un conjunto de dos elementos. Constriyase el conjunto de todas
las relaciones de orden en E y ordénese por finura.

(Examen Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).
Solucién.

a) Se verificazuyy =z |y=IpeN:y=pr= 2 <y =z ws y, locual
implica que wy es mas fina que w;.
b) Denotemos por <* la relacién en Q ser mds fina que, es decir

wy <*wy < [(Ve,y € E)(z we y = 2wy y)].

(i) Reflexiva. Para cada par de elementos z,y € E y para cada w € € se
verifica trivialmente x w y = = w y, es decir w <* w.
(ii) Antisimétrica. Se verifica:

wy, <* woy (Va,y € E)(x we y = x w1 y)
wy <* wy (Vz,y € E)(z w1y =z w2 y)
= Vz,y € E)(x w1 y < xwy y)
= W1 = w3.
(#i) Transitiva. Se verifica:
wy < we (Va,y € E)(r we y = x w1 y)
wy <* ws (Vz,y € E)(z w3y = w2 y)
= Vz,y € E)(zx w3y = x w1 y)
= W1 S* ws.
Concluimos que <* es relacién de orden en (2.
¢) Sea wy € Q la relacién de orden identidad, es decir = wg y < x = y. Si

w € §2, al ser w relacién de orden verifica la propiedad reflexiva, por tanto
r w x para todo x € F. Entonces:

rwyy=>r=y=>cwy=w <" w.

En consecuencia, wg es elemento maximo en €2 para <*.
d) Sea E = {a,b} con a # b. Es claro que sélo existen tres relaciones de
orden en E :
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wy - awya, bwybd
wy: awia,bw b,aw b
wo: awza, bwyb, bws a.

Por tanto Q = {wp, wi,ws} y ordenado por finura serfa wy <* wg y wy <*
wo.
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Funciones

3.1. Concepto de funcién

1. Se consideran los conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {x,y, z,u,v,w}. Sea la
aplicacién f : A — B la aplicacién dada por f(1) =z, f(2) = 2z, f(3) = u,
f(4) ==.

(1) Hallar los originales de cada elemento de B.

(74) Hallar la imagen de f.

(7i7) Hallar el grafo de f.

2. Se considera la funcién f : R — R que asigna a cada ntimero real su

cuadrado, es decir f(z) = z2.

(¢) Hallar f(0), f(1) y f(=1).

(73) Determinar los originales de 9.
(747) Hallar Im f.
(iv) Determinar el grafo de f.

3. Se considera la funcién f: R — R:

2¢ st x>0

f(x):{—l si <0

i) Hallar f(0), £(2), f(=1)y f(=2).

i1) Determinar los originales de —1 y los de 7.
ii1) Hallar Im f.

iv) Determinar el grafo de f.

Py

Solucién. 1. (i) = tiene dos originales, el 1 y el 4; z tiene un original, el 2;
u tiene un original, el 3. Los elementos v y w no tienen originales.

(1) Im f ={z, z,u}.

41
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(ZZZ) P(f) = {(17 :C), (27 2)7 (37u)7 (47‘T)}‘

2. (i) Tenemos f(0) =02=0, f(1) =1 =1y f(-1)=(-1)2=1.

(41) Los originales de 9 son los niimeros reales = que cumplen f(x) = 22 es
decir, los que cumplen 2 = 9, y estos son 3 y —3.

(4ii) Para todo = € R se verifica f(x) = 22 > 0. Por otra parte, si y > 0,
el nimero real |/y satisface f (\/37) = (\/37)2 =y, lo cual implica que todo
ntmero real > 0 pertenece a Im f. Es decir, Im f = [0, +00).

(iv) El grafo de f es I'(f) = {(z,2%) : 2 € R}.

3. (i) De acuerdo con la definicién de f, f(0) =2-0=0, f(2) =2 -2 =4,
F-1) =~y f(=2) = -1

(7) Todo ntimero real negativo x cumple f(x) = —1 y por tanto es original
de —1.Six >0, f(z) = 2x es positivo y no puede ser original de —1. En con-
secuencia los originales de —1 son los nimeros del intervalo (—oo, 0). Los tni-
cos posibles originales z de 7 han de ser no negativos es decir f(z) =2z =7
con lo cual x = 7/2.

(741) Cuando x recorre los nimeros reales no negativos, 2z recorre también
los reales no negativos. Ademads, —1 es la imagen de cualquier real no nega-
tivo, por tanto Im f = [0, +00) U{—1}. (iv) De acuerdo con la definicién de
f, su grafo es

I'(f)={(z,2z) : 2 > 0} U{(x,—-1) : 2 < 0}.

3.2. Composicién de funciones

1. Las funciones f : R — R, g : R — R estan definidas por:

3r—7 si x>2

Calcular:

(1) f(=2). (@) g(=1). (@d2) f(3). (iv) (go f)(1). (v) (fog)(2). (vi) (fo f)(4).

2. Las funciones f : R — R, g : R — R estan definidas por f(z) =22 -1y
g(z) = 2x + 5. Determinar

gof, fog, fof, gog.

3. Demostrar la propiedad asociativa de la composicion de aplicaciones, es
decirsif: A— B,g: B— Cyh:C — D, entonces (hog)of =ho(gof).

Solucion. 1. Usando la definicién de composicion:
() F(—2) = (—2)2 —2| —2| = d—4 0.
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(i) g(—1) = 2(~1) + 3 = L.

(i) f(3) =3-3—7=2.

(i) (go /1) =g(f(1))=g(1*=2-|=1]) =g(-1) =2(-1)+3=1
(0) (fog)2)=f(9(2)=f(2-2+3)=f(7)=3-T-T=14

(vi) (fof)4)=f(f(4)=f(3-4—7)=f(5)=3-5-T=8

2. Usando la definicién de composicion:

(gof)(x)=g(f(x)) =g (z* —1) =2(2® — 1) + 5 = 22% + 3.
(fog)x)=f(g(z)=f(2x+5) = (22 +5)% — 1 = 42 + 20z + 24.
(fof)x)=f(f(x)=f(a®—1)= (2 —1)*—1=2a'—2z%
(gog)(z) =g(g9(zx)) = g(2x +5) =2(2x +5) + 5 = 4z + 15.

3. Para todo a € A se verifica
((hog)of)(a)=(hog)(f(a))=h(g(f(a))).

(ho(go f))(a)="n((go f)a))=h((g(f(a))).
Es decir, (hog)o f=ho(go f).

3.3. Abplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyec-
tivas

1. Sea A un conjunto no vacio y la aplicacién f : A — P(A) dada por
f(a) = {a}. Estudiar si es inyectiva y/o sobreyectiva.

2. Sea A un conjunto no vacio y la aplicacién f : P(A) — P(A) dada por
f(X) = X¢. Estudiar si biyectiva.

3. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(z) = 22+5 es biyectiva.

4. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son sobreyec-
tivas.

5. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son sobreyec-
tivas.

(a) f: R—=>R, f(z)=



3.3 Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

(b) g : [0, +00) — [1,+00), g(z) = 2% + 1.

6. Sean f: A — By g: B — C dos aplicaciones. Demostrar que:
(1) Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

(1) Si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

(731) Si f y g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

Solucién. 1. Se verifica f(a) = f(b) = {a} = {b} = a = b, luego f es
inyectiva. No es sobreyectiva pues no existe = € A tal que f(z) =0 € P(A).

2. Se verifica
[X)=f¥)=X=Y'= (X)=(Y)=X=Y,

luego f es inyectiva. Por otra parte, para todo Y € P(A) se verifica f (Y°) =
(Y€)=, por tanto f es sobreyectiva. Concluimos que f es biyectiva.

3. Para todo 1,22 € R :
f(z1) = f(x2) = 221 + 5 =222+ 5 = 221 = 229 = 71 = T2,

es decir f es inyectiva.
Sea y € R genérico. Entonces, Iz e R: f(x) =y Jx e R:2x+5=y. La
dltima ecuacion tiene la solucién x = y% € R. La aplicacién es sobreyec-

tiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

4. (a) Para todo x1,22 € R :

fla) = f(zg) = af = 25 = \3/901 = \3/55% = T1 = T2,
es decir f es inyectiva. Sea y € R genérico. Entonces,
JreR: flz)=yoIzrecR:2®=y.

La tltima ecuacién tiene la solucién x = /y € R. La aplicacién es sobreyec-
tiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

(b) Se verifica g(1) = g(—1) = 1, es decir g no es inyectiva. Por otra parte,

no existe z € R tal que g(r) = 22 = —1, por tanto tampoco es sobreyectiva.

(¢) Se verifica h(1) = h(—1) = 1, es decir h no es inyectiva. Sea y € [0, 4+00)
genérico. Entonces, 3z € R : h(z) = y < 3o € R : 22 = 3. Dado que y > 0,
la tltima ecuacién tiene solucién, en concreto las soluciones x = 4,/y € R.
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La aplicacién es sobreyectiva.

(d) Para todo 1,22 € Z : i(x1) = i(x2) = x1 = w2, es decir, i es inyectiva.
Elijamos por ejemplo y = 1/2 € Q. Entonces,

JreZ:ilx) =12 FxeZ:x=1/2.
Pero 1/2 ¢ Z, es decir i no es sobreyectiva.
5. (a) Para todo z1, 22 € R :

f(z1) = f(xg) = €™t =e*2 = "1 [e™ =1

=T =1=x—29=0= 21 = 29,

es decir f es inyectiva. La funcién exponencial f(z) = e solamente toma
valores positivos, en consecuencia f no es sobreyectiva.

(b) Para todo x1,z9 € [0, +00) :

flz) = f(zo) = 22+ 1 =23+ 1 = 2? = 22.
Dado que z1 y x2 son > 0, ha de ser x1 = xo.. Es decir, f es inyectiva. Sea
y € [1,400) genérico. Entonces

Jz € [0,400): f(x) =y < Iz € [0, +00) : 2? +1=1y.

Comoy > 1,y—1 > 0y la tltima ecuacién tiene la solucién x = +/y — 1 €
[0, 4+00). La aplicacién es sobreyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

6. (i) Sea c € C. Como g es sobreyectiva, 3b € B tal que ¢ = g(b). Como f
es sobreyectiva, Ja € A tal que b = g(a). Entonces, (go f)(a) = g(f(a)) =
g(b) = ¢, por tanto g o f es sobreyectiva.

(73) Sean aj,as € A. Entonces,

(go f)lar) = (go f)laz) = g (f(a1)) = g(f(a2)).

Como g es inyectiva, se verifica f(a1) = f(az). Pero f es también inyectiva,
por tanto a; = as. Concluimos que g o f es inyectiva.
(7i7) Es consecuencia inmediata de los apartados anteriores.



3.4 Aplicacion identidad, aplicacién inversa

3.4. Aplicacion identidad, aplicacién inversa

1. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(x) = —3z + 2 es
biyectiva y determinar f~1.
2. Demostrar que la aplicaciéon f : R — R dada por f(z) = —a3 + 4 es

biyectiva y determinar f~1.

3. Sea f: A — B biyectiva. Demostrar que
(i) f~! es biyectiva.

(ZZ) IBOf:f:fOIA.

(iid) f~'o f=1a, fof™' =Ip.

Solucién. 1. Para todo 1,22 € R :
f(xl) = f(ZE‘Q) = 311 +2=-312+2= —3x; = -39 = x1 = X9,
es decir, f es inyectiva. Sea y € R genérico. Entonces,

JreR: f(x)=yeJreR: -3x+2=y.

La ultima ecuacién tiene la solucién = ——= € R. La aplicacién es so-
breyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.Por definicién de aplicacién

9 _
inversa, f~1(y) = x si y = f(x), por tanto f~1(y) = Ty’ que equivale a:

2—x

i) =5

2. Para todo x1,z2 € R :

flx1) = flze) = —a+d=—ad+d4=a} =23 = /ol = {23 = 21 = 29,
es decir, f es inyectiva. Sea y € R genérico. Entonces
JzeR: flz)=yoIzecR: -2 +4=y.

La 1ltima ecuacién tiene la solucién x = /4 —y € R. La aplicacion es
sobreyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.Por definicién de aplicacion

inversa, f~1(y) = x si y = f(x), por tanto f~1(y) = /4 — y, que equivale a:
f_l(a:) =4 -z

3. (i) Sean y1,y2 € B. Existen x1,z9 € A tales que f(x1) = y1, f(z2) = y2,
lo cual equivale a f~1(y1) = x1, f~!(y2) = x2. Entonces:

F ) = F ) = 21 = 20 = f(x1) = fza) = y1 = ¥
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es decir, f~! es inyectiva. Sea x € A y llamemos y = f(z). Por definicién de
inversa, x = f~!(y) y por tanto f~! es sobreyectiva. Concluimos que f~! es
biyectiva.

(74) Tenemos

ALt B
y ademds para todo x € A: (Ipo f)(z) = Ip (f(z)) = f(z). lo cual implica
Ip o f = f. Por otra parte

Alna LB
y ademds para todo x € A: (fols)(z)= f(a(x)) = f(z). lo cual implica
fola=f. 1
(747) Tenemos A LBl A SearecA y llamemos y = f(z). Entonces,
(f o f)@) =1 (f(z)) = f'(y) = z, lo cual implica f~1o f = I4.

—1

Por otra parte B I 4L, B Sea y € Byseax € A tal quey = f(z).
Entonces, (fof1)(y) = f (f'(y)) = f(z) =y, lo cual implica fof~ = I.

3.5. Imagenes directas e inversas

1. Consideremos X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c}, la aplicacién f : X — Y
dada por

f(l):a> f(2):aa f(3>:C> f(4):C,
y los conjuntos A = {1,3} y B = {a,b}. Determinar f(A) y f~1(B).

2. Sea f : R — R dada por f(z) = 2%, Determinar
(@) F7H({36}). (i) f7H({=25)). (iad) f ({w: 2 < 0}).
(o) 1Az 25 <2 <36}). (v) f({z:2z>0})

3. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A; y Ao de X se verifica:

(1) f(A1U A2) = f (A1) U f (A2).
(i) f (A1 N Ag) C f(A1) N f(A2).

Dar un contraejemplo que demuestre que en general

f(A1NAz) # f (A1) N f(Ag).

4. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos By y By de Y se verifica:

(i) 71 (B1UBy) = f~H(B1) U f1 (B).
(it) 7 (BiNBy) = f1(B1) N f(Ba).
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5. Sea f : X — Y una aplicacién. Demostrar que si {4;} es cualquier
coleccién de subconjuntos de X, se verifica:

@ £ (Ja) =Us .
(i0) (N A:) < () (4.

6. Sea f : X — Y una aplicacién. Demostrar que si {B;} es cualquier
coleccién de subconjuntos de Y, se verifica:

0 (Us) =Usr o).
(@) £~ (N B:) =17 (By).

7. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A; y Ay de X se verifica:

(i) f (A1 — A2) D f (A1) — f (A2).
(it) Ay C A2 = f (A1) C f (A2).

8. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B y By de Y se verifica:

(i) f7H(Bi—=Ba) = 1 (B1) — [ (Ba).
(ii) By C By = fil (By) C fil (B2).
9. Sea f : X — Y una aplicacion. Sean A C X y B C Y. Demostrar que:
(i) AC F7HF(A). i) B> f(/7\(B)).

10. Sea f: X — Y una aplicaciéon. Sabemos que para cualquier par de sub-
conjuntos A; y A de X se verifica f (41 N Az) C f(A1)Nf (Az2). Demostrar
que si f es inyectiva entonces, se verifica la igualdad.

Solucién. 1. De acuerdo con las definiciones de imagen directa e inversa,

fA) ={a,c}, f7H(B)={1,2}.

Nota. No debe confundirse la aplicacién f~! que existe solamente si f : X —
Y es biyectiva, con f~1(B) que existe siempre, sea f biyectiva o no.

2. Aplicando la definicién de imagen inversa:
(i) 71 ({36)) = {z € R: f(x) = a? = 36} = {~6,6}.
(i) f1({=25}) ={z €R: f(z) = 2> = =25} = ().
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( Tz 2 <0})) ={z €R: f(z) =2? <0} = {0}.

(iv) fF1{z:25<2<36}) = {z € R: f(z) = 2 € [25,36]} = [5,6] U
[—6,—5]

(

3. (i) Demostremos el contenido de izquierda a derecha. Siy € f (A3 U Ag),
entonces y = f(x) para algin x € Ay U Ag. Si x € Ay, entonces y € f (A1),
si x € Ag, entonces y € f (Az). En cualquier caso y € f (A1) U f (As2).

Veamos ahora el contenido de derecha a izquierda. Si y € f (A1) U f (A42),
entonces y € f (A1) oy € f(A2). Siy € f(A1), existe 1 € Ay tal que
y = f(x1), siy € f(A2), existe zo € Ay tal que y = f(z2). En el pri-
mer caso x1 € A1 U Ay y en el segundo, 9 € A; U As. En cualquier caso,
yef (A1 U AQ) .

(13) Siy € f(A1NAy), entonces existe x € A N Ay, tal que y = f(x).
Como z € Ay y © € Ay, se verifica y € f(A1) ey € f(A2). Es decir,
ye f(A)Nf(Az).

Veamos que en general no se verifica la igualdad, para ello elijamos X =
{a,b}, Y ={c}, A1 = {a}, Ay = {b} y la aplicacién f : X — Y dada por
f(a) = f(b) = c. Entonces,

fAINA) =f(0) =0, f(A1)N [ (A2) ={c}N{c} = {c},
es decir f (A1 N Az) # f (A1) N f(A2).

4. (i) Tenemos las equivalencias:

r€ fH(BiUBy) & f(r) € BLUBy & f(z) € By o f(x) € By
szefH(B)ozef 1 (B)eref 1 (B)Uf ! (By).

Es decir, f7' (BiUBy) = f~1 (B1) U f~' (Ba).
(7i) De manera andloga:

T E f_l (B1 ﬁBg) = f(l:) e BiNBy & f(a;) €By f(l’) € By
srcf ' (B) yrxecf 1 (B)excf 1 (B)Nf 1 (B).

Por tanto, f~1 (B1 N By) = f~1(B1) N f~1(By).

5. (i) Demostremos el contenido de izquierda a derecha. Si y € f (|JA4;),
entonces y = f(z) para algin = € |J A;. Por definicién de unién, existe un
indice ip tal que x € A;, lo cual implica que y € f(A4;,) y de nuevo por
definicién de unién, y € J f (A;) .
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Veamos ahora el contenido de derecha a izquierda. Siy € |J f (4;), entonces
existe un indice iy tal que y € f (A;,) lo cual implica que existe x € A, tal
que y = f(z). Pero x € |JA;, luego y € f(JA;).

(13) Siy € f([)Ai), entonces existe z € [ A4;, tal que y = f(z). Como
x € A; para todo i, se verifica y € f (A;) para todo i, es decir y € [ f (A;) .

6. (i) Tenemos las equivalencias:
zef! (U BZ-) & f(@) €| JBi e Jio: f(a) € By & Jig:x € £ (By)
& Jig: f(z) € Biy & Jig:x € 1 (Biy) @ xel|Jf 1 (B).
Es decir, /=1 (UB;) = U /™ (B).
(i) De manera ansloga:
zef! (ﬂBZ-) & fl@)e(\Bie fx)eB; Vieae [~ (By) Vi

& flx)eB Vioac f 1 (B) Viesec(f (B).
Es decir, f~ (N B;) =N f~"(Bi).

7. (i) Seay € f(A1)—f (A2). Esto implicaquey € f (A1) y quey ¢ f (As2).
Equivalentemente, existe x1 € A; tal que y = f(z1) y para todo = € Ag,
y # f(x), lo cual implica ademds que x1 ¢ As. Es decir, y = f(z1) con
x1 € A — Ay y por tanto y € f (A — Ag).

(17) Sea y € f(A1). Entonces, y = f(x) con x € A;. Como A; C Ag, x
también pertenece a Ay y por tanto, y € f (As).

8. (i) Tenemos las equivalencias:
x€ f Y By —By) e f(x) €B1—Ba& f(z) €B1y fz) ¢ Ba

sref'B)yz¢ fH(B)exe f {(B)—f (B
Es decir, f~' (B1 — Ba) = f~' (B1) — f ! (Ba).

(ii) Si z € f~1(By), entonces f(x) € By. Pero By C Bs, lo cual implica que
f(z) € By y por tanto x € f~1(By).
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9. (i) Sea = € A. Entonces, f(x) € f(A) y por definicién de imagen inversa,

v € [TH(f(A)).

(ii) Seay € f (f_l(B)) . Esto implica que y = f(x) para algin x € f~1(B).
Pero x € f~1(B) equivale a f(x) € B. Por tanto y = f(z) € B.

10. Siy € f (A1) N f(A2), entonces y € f (A1) ey € f(Az), es decir existe
x1 € Aj tal que y = f(x1) y existe zg € Ay tal que y = f(x2). Pero f es
inyectiva, lo cual implica que z1 = zo. Por tanto x1 € A1 N As, en conse-
cuencia y € f (A1 N Az).

Es decir, f (A1) N f(A2) € f(A1NAy), y por tanto f (A1) N f(A2) =
f (Al n Ag) .

3.6. Biyeccion entre (—1,1) y R

Demostrar que la siguiente funcién es biyectiva y determinar su inversa

Fr(-LD =R f@)=1 _"”|x’.

Solucién. La funcidén estd bien definida pues si x € (—1,1), entonces |z| < 1
y el denominador 1 — |z| no se anula. Veamos que es inyectiva.

I T2
f(xl) f('xQ) 1—‘1}1’ 1_‘.%,2’ ( )
Tomando médulos queda 1Lgc|;‘1| = 1'73%'2‘ o bien, |z1| — |z1]|z2| = |72| —
|z1||z2| lo cual implica |z1| = |x2|, y consecuentemente 1 — |z1| = 1 — |zg].

Sustituyendo en (1), queda =1 = x2.
Veamos que f es sobreyectiva. Podemos expresar f(x) en la forma:

x
0 si zel0,1)
fl@)=¢"2"% G re(-10)
i xe(— .
1+x ’
Siy > 0, entonces igualando y = %= obtenemos = = 1JyTy €[0,1). Siy <0,
entonces igualando y = i obtenemos z = ﬁ € (—1,0). Es decir, para

todo y € Rexiste z € (—1,1) tal que y = f(x) y por tanto, f es sobreyectiva.
Al ser f biyectiva tiene inversa, siendo su expresion:
v si y>0

- 1

) =¢"3Y
—— si y<0O,
1-y
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o bien
X .
si x>0
flay=q "
T si x <0,
—x
que la podemos expresar en la forma:
1 x
xTr) =
f @) 1+ |z

3.7. Aplicacién involutiva

Sea A un conjunto. Se dice que la aplicaciéon f : A — A es involutiva si,
y s6lo si f o f = I4. Determinar los valores de a y b reales para que la
aplicacién f: R — R, f(x) = ax + b sea involutiva.

Solucién. Tenemos las equivalencias
finvolutiva < fof=Ip < (fo f)(z)=Ir(z) VzeR
& (fof)lx)=1Ir(z) VzeR e fif(z)]=2 VzxeR
& flax+bl=2 VreR<Salax+b)+b=2 VreR
=1
@ -Dr+ba+l)=0 VzeR & ‘=
bla+1)=0.

Resolviendo obtenemos (a = —1) V (a =1Ab=0).

3.8. Factorizacion candnica de la funcién seno

Efectuar la factorizacién candnica de la aplicaciéon f: R — R, f(x) = sen z.

Solucién. La relacion de equivalencia ~ asociada a la aplicacién f es s ~ ¢
< f(s) = f(t), o bien s ~ t < sen s = sen t. Determinemos R/ ~ . Una
clase genérica es:

[z]={s€eR:s~ax}={seR: f(s) = f(x)} ={s € R:sen s =sen z}.

Observemos que existe un tnico valor v, en el intervalo [—m /2, 7/2] de forma
que sen x = sen v,. Es decir, la clase de equivalencia [z] viene determinada
por el nimero vy, lo cual permite identificar R/ ~ con [—7 /2, w/2]. Por otra

parte, Im f = [—1,1]. La factorizacién candnica de f es por tanto
R— n(x) = v,
n 1 g (vz) = sen vy

[~m/2,7/2] == [-1,1] i(y) =y
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Comprobemos que se verifica f =i o g on. En efecto, para todo x € R,

(iogon)(x)=(iog)(vy) =i(sen vy) = sen v, = sen x = f(x).



3.8 Factorizacién candnica de la funcién seno




Capitulo 4

Grupos

4.1. Concepto de grupo

1. Demostrar de manera esquematica que (Z,+), (Q,+), (R, +) y (C,+) son
grupos abelianos en donde + representa en cada caso la suma habitual.

2. Demostrar de manera esquematica que el conjunto de las matrices reales
de ordenes m x n (denotado por M, x,(R) o bien por R™*") es grupo abe-
liano, siendo + la suma habitual de matrices.

3. En el conjunto de los nimeros reales se define las operacién x*xy = z+y-+4.
Demostrar que (R, %) es grupo abeliano.

4. Demostrar que el conjunto R\ {0} de los nimeros reales no nulos con la
operacion - producto habitual es un grupo abeliano.

5. Sea G el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n invertibles.
Demostrar de manera esquemaética que (G, ) es grupo, siendo - la operacién
usual producto de matrices. jEs abeliano?

6. Sea R[z] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coeficientes
reales. Demostrar de manera esquemética que (R[z], +) es grupo abeliano,
en donde + representa la suma habitual de polinomios.

7. En el conjunto de los nimeros reales R se define la operaciéon * mediante
x*xy = /23 + y3. Demostrar que (R, *) es un grupo abeliano.

8. En G = Z x Z se define la ley de composicién interna * mediante
(z1,91) * (v2,92) = (21 + (=1)"" 22,41 + ¥2).

55
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Probar que ley * confiere a GG estructura de grupo no abeliano.

9. a) Demostrar que sobre R la ley interna definida por xxy = z+y —zy, es
conmutativa, asociativa y que admite elemento neutro. jEs (R, ) un grupo?
b) Calcular g xz ... % z.

—

n

b
10. Estudiar si (Q \ {0}, %) es grupo siendo a * b = %.

Solucién. 1. Efectivamente, la suma de enteros es un entero. La suma de
enteros es asociativa. Para todo entero x se verifica ¢ +0 =0+ = = z, por
tanto e = 0 € Z es elemento neutro. Para todo x entero, —x se satisface
x+ (—x) = (—z) + = = 0, es decir todo entero tiene simétrico 2’ = —x € Z.
Ademas, sabemos que la suma de enteros es conmutativa y por tanto (Z, +)
es grupo abeliano.

Razonando de manera anéloga, deducimos que (Q,+), (R,+) y (C,+) son
grupos abelianos.

2. La suma de dos matrices de érdenes m X n es otra matriz de orden m x n.
La suma de matrices es asociativa. Para toda matriz A de orden m x n se
verifica A4+ 0 =0+ A = A, siendo 0 la matriz nula de m x n, por tanto 0
es elemento neutro. Para toda matriz A de orden m x n, la matriz —A de
orden m x n verifica A + (—A) = (—A) + A =0, es decir todo elemento A
de My, xn(R) tiene simétrico, siendo este, —A.

Ademsds, sabemos que la suma de matrices es conmutativa y por tanto
(M xn(R), +) es grupo abeliano.

3. La operacién * es claramente interna. Para x,y, z nimeros reales cuales-
quiera se verifica

(xxy)xz=(r+y+4)xz=a4+y+4+z+d=a+y+2+8.

xx(yxz)=zx(y+z+4)=c+y+z+4+4d=c+y+2+8.

Es decir, la operacién es asociativa. Para x,y nimeros reales cualesquiera
se verifica
rxy=c+y+4d=y+r+4=yxz,

por tanto la operacién es conmutativa. En consecuencia, el nimero real e
es neutro para la operacién * si y sélo si e * x = x para todo x € R. Esto
equivale a e+x+4 = x, es decir e = —4 es elemento neutro para la operacién
*. Debido a la conmutatividad, un z € R tiene elemento simétrico 2’ € R si
y s6lo si x * ' = e o bien si x + 2’ + 4 = —4. Existe por tanto x’ para cada
x siendo éste 2’ = —8 — .
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4. El producto de ntimeros reales no nulos es no nulo. El producto de reales
tiene la propiedad asociativa. Se verifica 1-x = -1 = z para todo z € R\ {0}
y por tanto e = 1 es elemento neutro. Si x es real no nulo, entonces 1 / T es
real no nulo y se verifica - (1/x) = (1/x) - = 1, por tanto 2’ = 1/z es
elemento simétrico de . Ademaés el producto de reales es conmutativo.

5. Interna. Si A y B pertenecen a G entonces A y B son invertibles es decir,
det A # 0y det B # 0. Dado que det(AB) = (det A)(det B) # 0 concluimos
que AB es invertible y por tanto, pertenece a G.

Asociativa. Es una conocida propiedad del producto de matrices.

Elemento neutro. La matriz identidad I real de orden n es invertible (det I =
1+#0) y cumple Al = IA = A para toda A € G, por tanto existe elemento
neutro.

Elemento simétrico. Dada A € G se verifica det A=t = (det A)™! # 0, es
decir A~ e Gy A=A = A=A = I, por tanto todo A € G tiene elemento
simétrico.Es decir, (G, -) es grupo.

No es abeliano porque en general no se verifica la propiedad conmutativa del
producto de matrices, incluso para matrices invertibles. Basta tomar como

contraejemplo:
11 10

Ambas matrices son invertibles, sin embargo AB # BA como inmediata-
mente se comprueba.

6. Interna. La suma de dos elementos de R|[x| es claramente un elemento de
Rlz].

Asociativa. Es una conocida propiedad de la suma de polinomios.
Existencia de elemento neutro. El polinomio

e(z) =040z +02% 4+ ...+ 02" +...

satisface
p(z) +e(z) = e(z) + p(z) = p(z)

para todo p(x) € Rz].
Existencia de elemento simétrico. Dado

p(z) = ag + a1z + aza® + ...+ apa” + ... € R,
el polinomio —p(z) = —ag — a17 — ax? + ... — a,a™ — ... € R[z] satisface

p(z) + (—p(z)) = (—p(z)) + p(z) = e(z).
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Conmutativa. Es una conocida propiedad de la suma de polinomios.

7. (a) Interna. Para todo par de ntimeros reales z,y la suma z3 + 3% es un
nimero real. Ademads, la raiz cibica de un nidmero real es un nimero real
tnico. Por tanto, la operacién * es interna.

(b) Asociativa. Para todo x,y, z niimeros reales se verifica

(xxy)xz= (Va2 +y3)xz= i/(\s/:z3+y3)3+z3 = a3 +y3+ 23
Tx(yxz)=xx (Yy?>+23) = {’/:c3+(\3/y3+z3)3 = a3 +y3+ 23

Es decir, la operacién * es asociativa.
(¢) Elemento neutro. Para todo = € R se verifica

zx0=V3+ 03 =vVd=z, 0xzx=v03+23=Va3=nz.

Por tanto, 0 es el elemento neutro de la operacién .
(d) Elemento simétrico. Para todo x € R se verifica

xx(—x) = {’/163—1—(—:):)3:\%03—:63:%:0,
(—z)xz= (23 +23=V-23+23=V0=0.

Todo « € R tiene elemento simétrico, siendo éste —zx.
(e) Conmutativa. Para todo par de nimeros reales x,y :

zry= P+t =Y +ad =yxa

La operacién es conmutativa. Concluimos que (R, x) es un grupo abeliano.

8. Claramente * es una ley de composicién interna. Veamos que cumple la
propiedad asociativa. Por un parte

[(z1,91) * (w2, y2)] * (w3, 93) = (21 + (1) @2, y1 +y2) * (23, y3) =

(1 + (=1%o + (=1)" 223, y1 +y2 + y3).

Por otra

(z1,91) * [(T2, y2) * (23,93)] = (w1, 91) * (w2 + (=1)%23 , y2 + y3) =

(1 + (=1 (w2 4+ (=1)"x3) , Y1 +y2 + y3).

Dado que z1 + (—1)¥ (224 (—1)%2a23) = 21+ (—1)V 29+ (—1)¥ %223 conclui-
mos que la operacidn * es asociativa. Veamos que existe elemento neutro.
En efecto, (e1,e2) € G es elemento neutro si y sélo si para todo (z,y) € G
se verifica

(l‘,y) * (61762) = (61762) * (x,y) = (x,y),

0 equivalentemente

(x+ (=Y, y+er)=(e1+ (—1)%x, ea +y) = (z,9).



Capitulo 4. Grupos

Esta igualdad se verifica para (e1,es3) = (0,0), que es por tanto el elemento
neutro de la ley de composicion interna *. Veamos ahora que todo elemento
(x,y) € G tiene elemento simétrico. En efecto, (2/,y’) es simétrico de (z,y)
si y solo si

($7y) * (x/,y’) = (xlvy/) * (x,y) = (070)7

o equivalentemente
(2 + (1%, y+y) = @ + (=), ¥ +y) = (0,0). (1)

De y+y' = 0 deducimos ¢/ = —y y de z+(—1)¥2' =0 que 2’ = —(—1) Yz o
bien 2’ = (—1)!7Yz. Para estos valores de 2’ e 3 se verifican las igualdades
(1). Concluimos que todo elemento (z,y) € G tiene simétrico, siendo este

= @y) = (D), )

Hemos demostrado que (G, ) es grupo. No es abeliano pues por ejemplo

(z,y)

(1,0) % (0,1) = (1 + (=1)°-0, 04+ 1) = (1,1).
(0,1) % (1,0) = (0+ (=)t -1, 14+0) = (-1,1).

9. a) Tenemos y*x = y+x —yxr = x+y—xy = x*y, por tanto la operacién
es conmutativa. Por otra parte

(wxy)xz=(r+ty—ay)xz=(+y—ay)+z— (v +y—zy)2z

=r+y—2Y+2z—TZ—Yz+ Y.
*(yxz)=zx(y+z-yz)=r+y+z—yz—z(y+z—-y2)
=r+y+z—Yyz—xYy—TZ+ TYZ2.

Es decir, la operacion es asociativa. Veamos que existe elemento neutro e
para . Efectivamente, e es elemento neutro para * siy sélo si xxe = exx =z
para todo = € R, o equivalentemente x + e — xe = x para todo z € R. Cla-
ramente e = 0 cumple la igualdad anterior.Sea ahora x € R, entonces existe
simétrico z’ simétrico de x si y sélo si 2’ = 2’*x = 0 0 bien x+2'—x2’ =0
o bien z/(1 —x) = —x. Si © # 1 entonces existe ' = x/(x — 1). Siz =1
tenemos la relacién 2’ - 0 = —1 y por tanto no existe 2’. Concluimos que
(R, %) no es un grupo.

b) Tenemos:
2

rxr=c4z—2>=2r—2=1-(1-2x)%

rxrkr=2c—a)xx=22—2>+z— 2z —2°)x
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=3z -3 +23=1-(1—2)>

Lo anterior sugiere la férmula

zxrx...xx=1—(1—x)". (1)
—

n

Vamos a demostrarla por induccién. La férmula hemos visto que es cierta
para n = 2. Sea cierta para n. Entonces

ntl1 n
=1-(1-2)"+2xz—-[1-(1—-2)"z
=1-(1-2)"+ fp— f+z(1—2)"
—1-(1-2)"Q—-z)=1-(1—2z)"",
es decir la férmula (1) es cierta para n + 1.
10. Interna. El producto de dos niimeros racionales no nulos es un nimero

racional no nulo y 1/7 es un racional no nulo, en consecuencia se verifica la
propiedad interna.

Asociativa. Para a,b, ¢ elementos de Q \ {0}:

ab %bc abe
(a*b)*c—7*6—7—ﬁ,
be

be a= abe
b = — =T ="
ax(bxc)=ax - 7 19
Se cumple.

Elemento neutro. e € Q\ {0} es elemento neutro siy sélo si axe =exa=a
para todo a € Q \ {0} o equivalentemente si y sélo si

ae ea

=g = Va € Q\ {0},

relaciones que se verifican para e = 7.

Elemento simétrico. Sea a € Q \ {0}, entonces @’ € Q\ {0} es simétrico de
a siy sélosiaxa =a *a=7To equivalentemente si y sélo si
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relaciones que se verifican para a’ = 49/a. Hemos demostrado que (Q\{0}, )
es grupo.

Es ademds abeliano pues para a,b elementos de Q \ {0}:

ab  ba

a*b:7:7:b*a

4.2. Primeras propiedades de los grupos

1. Sea (G, *) un grupo. Demostrar que:

(1) El elemento neutro e es tnico.

(i7) Para cada x € G su simétrico z’ es unico.

(141) Para cada z € G se verifica (z)" = x (es decir, el simétrico del simétrico
de un elemento es el elemento).

(iv) Para cualquier par de elementos z,y de G se verifica (x xy) = ¢/ x 2/
(es decir, el simétrico del operado de dos elementos es el operado de los
simétricos cambiado de orden).

(v) Todos elemento a de G es regular, es decir:

axb=axc=b=c, bxa=cxa=b=c

2. Sea (G, *) un grupo. Escribir la propiedad (z *y)" = ¢’ x 2’ en notaciones
aditiva y multiplicativa.

3. Sea un grupo (G, -) tal que para todo = € G se verifica x? = e. Demostrar
que el grupo es abeliano.

4. Sobre un grupo multiplicativo abeliano, resolver la ecuaciéon xabzc = bzxa.
5. Sobre un grupo multiplicativo cualquiera, hallar una solucién de la ecua-
cién xax = bba~ .

Solucién. 1. (i) Supongamos que existieran dos elementos neutros e y ¢’.
Por ser e neutro se verifica e x ¢ = €’ y por ser €' neutro, e x ¢/ = e. En
consecuencia e = ¢’.

(#4) Supongamos que z tuviera dos simétricos z’ y =", entonces se verificaria
/ / ! "
zxx =2’ xx=e, xx2’'=2"xx=e¢.
Las igualdades anteriores implican z * 2’ = x * 2”. Entonces,

rxzr =xx2" =2k (xxad) =2 x (zx2") =

(@ sx2)x2' =@ xx)*x2" = exa' =exa’ =2’ =",
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Es decir, para cada x € G su simétrico z’ es tnico.

(i14) Tenemos (2') * (z')’ = e y por otra parte 2/« = e. Dado que el simétri-
co de z’ es tinico se concluye que (') = x.

(1v) Se verifica
(xy)x (Y *x2)=zx(y*xy)x2' =zxexa’ =z x2’ =e.
Como el simétrico de cada elemento es tinico se concluye que (zxy) = y'*2’.
(v) Si a*b=ax*c, operando a la izquierda por el simétrico a’ de a:
a *(axb)=a*(axc)= (' xa)xb=(a *a)*c

=exb=cecxc=b=rc.

Si bxa = c* a, operando a la derecha por el simétrico a’ de a obtenemos de
manera analoga b = c.

2. Si al grupo lo denotamos por (G, +) la propiedad se escribe

—(z+y) = (~y) + (—2),

o bien —(z +y) = —x — y. Si al grupo lo denotamos por (G, -) la propiedad

se escribe (zy)™' =y oL

3. Sean z,y elementos de G, por hipdtesis se verifica
(zy)?=e, zl=e, Y =e

Esto implica (zy)? = 2%y? o equivalentemente ryzy = zayy. Como los ele-
mentos de un grupo son regulares a la derecha y a la izquierda, se deduce
yx = zy. Es decir, el grupo es abeliano.

4. Dado que el grupo es abeliano, la ecuacién dada equivale a xcxrab = zab.
Dado que los elementos de un grupo son regulares, queda xzc = e, con lo
cual, z = ¢ L.

5. Multiplicando ambos miembros por a a la derecha, queda (za)(za) = bb.
Basta por tanto elegir x tal que xza = b. En consecuencia, una solucién de
la ecuacién dada es x = ba ™.
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4.3. Subgrupos

1. Demostrar el teorema de caracterizacion de subgrupos:

Sea (G, *) un grupo y H C G. Entonces, H es subgrupo de G si y sélo si se
verifican las condiciones

(i) H # 0.

(1) Para todo x € H y para todo y € H se verifica x xy' € H.

2. Demostrar que el conjunto H de los enteros pares es un subgrupo de
(Z,+).

3. En R? se define la operacién + de la siguiente manera:

(71, 72) + (Y1,92) = (21 + Y1, 72 + ¥2).

(1) Demostrar que (R?, +) es grupo.

(71) Demostrar que Hy = {(,0) : « € R} y Hy = {(0,8) : 8 € R} son
subgrupos de R?.

(ii7) Demostrar que H; U Hy no es subgrupo de R? (esto prueba que en
general la unién de subgrupos de un grupo, no es subgrupo del mismo).

4. Sea (G, %) un grupo. Demostrar que {e} y G son subgrupos de G.
Nota. A estos dos subgrupos se les llama subgrupos impropios, a los demas
subgrupos de G se les llama subgrupos propios.

5. Sea (G, ) un grupo y sean H; y Hs subgrupos de G. Demostrar que
Hy N Hy es subgrupo de G.

6. Sea el grupo (G,-) y sea {H; : j € J} una familia de subgrupos de G.
Demostrar que () jeg Hjes subgrupo de G.

7. Sea m entero, y sea (m) = {z € Z : x es multiplo de m}. Demostrar que
(m) es subgrupo de (Z, +).

8. Demostrar que los tinicos subgrupos de Z son los de la forma (m) con m
entero.

Solucién. 1. Si H es subgrupo de G el neutro e de G pertenece a H y
por tanto H # (). Si x e y son elementos de H, el simétrico 3’ de y perte-
nece a H por ser (H, x) grupo. Por la interna de * en H se verifica zxy’ € H.

Reciprocamente, supongamos que se verifica (i) y (i7). Veamos que H es
subgrupo de G. Como H # () sea z € H. Por (ii) se verifica e = zx 2’ € H,
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es decir el neutro pertenece a H. Si x € H, por (i1) se verifica 2’ = exx’ € H,
es decir para todo elemento de H su simétrico pertenece a H. Si x,y son
elementos de H, y' € H y por (ii) se verifica x xy = x x (y') € H, es decir *
es interna en H. Dado que la propiedad asociativa se cumple en G, también
se verifica en H.

Concluimos que H es subgrupo de G.

2. (i) El elemento neutro e = 0 pertenece a H pues es nimero par.
(i1) Sean z,y € H, entonces xxy' = x4 (—y) = x —y € H, pues la diferencia
de nimeros pares es un nimero par.

3. (i) 1. Interna. Claramente se cumple pues la suma de dos nimeros reales
es un numero real.
2. Asociativa. Usando la propiedad asociativa de la suma en R:

(w1, 22) + (y1,92)] + (21, 22) = (T1 + Y1, T2 + y2) + (21, 22)

= ((z1+y1) + 21, (T2 + y2) + 22) = (w1 + (Y1 + 21), 22 + (Y2 + 22))
= (w1, m2) + (y1 + 21,92 + 22) = (21, 22) + [(y1,92) + (21, 22)] -

3. Elemento neutro. El elemento e = (0,0) de R? claramente cumple e+ =
T + e =z para todo = = (71, 22) € R?

4. Elemento simétrico. Para todo z = (z1,72) € R? el elemento 2/ =
(=1, —x2) de R? satisface z + 2/ = 2’ + x = e. Hemos demostrado que
(R2,+) es grupo. Ademés, es abeliano debido a que la suma en R es con-
mutativa.

(77) Claramente e = (0,0) € Hy. Por otra parte, dos elementos de H; son de
la forma (aq,0) y (a2, 0), entonces:

(041,0) + (042,0)/ = (051,0) + (_Oég,O) = (041 — 042,()) € Hy.

Concluimos que H; es subgrupo de R?. De manera totalmente andloga se
demuestra que Hy también lo es.

(13i) El elemento (1,0) pertenece a Hy y el (0,1) a Ho. Es decir (1,0) y (0,1)
son elementos de Hy U Hs. Sin embargo,

(1,0) + (0, 1) = (1, 1) Q Hq, U H,.

No se verifica la propiedad interna en Hy U Hs, en consecuencia Hy U Hy no
es subgrupo de R2.
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4. Se verifica e € {e} C Gy exe = e € {e}, por tanto {e} es subgrupo
de G. Dado que por hipédtesis (G, *) es grupo y G C G, se deduce que G es
subgrupo de G.

5. (i) Dado que H; y Hs son subgrupos de G, el elemento neutro e de G
pertenece a Hy y a Ho, en consecuencia e € Hy N Ho.

(7i) Si z e y pertenen a Hy N Hy, entonces x € Hy, x € Hy, y € Hy, y € Hs.
Como Hi y Hs son subgrupos de G se verifica que x*1y’ pertenece a Hy y a Ho
(teorema de caracterizacién de subgrupos), en consecuencia zxy’ € Hy N Hj.
Concluimos que H; N Hy es subgrupo de G.

6. Usamos el teorema de caracterizacién de subgrupos.

(i) Dado que H; es subgrupo de G para todo j, el elemento neutro e perte-
nece a H; para todo j y por tanto e € ();c; Hj.

(i4) Sean x e y elementos de (;c; H;. Esto implica que zy~' € H; pa-
ra todo j por ser H; es subgrupo de G para todo j. En consecuencia,
ry~te mjeJ H;. Concluimos que ﬂjeJ Hj es subgrupo de G

7. Se verifica 0 = Om, por tanto 0 es multiplo de m, es decir 0 € (m). Sean
x,y € (m), entonces x = km e y = sm para ciertos enteros k y s. Ahora
bien, x —y = (k — s)m siendo k — s entero, lo cual implica que z —y € (m).
Por el teorema de caracterizacién de subgrupos, concluimos que (m) es sub-
grupo de (Z,+).

8. Sabemos que para todo m entero, (m) es subgrupo de Z. Veamos que estos
son los tnicos. En efecto, sea H C Z subgrupo de Z. Si H = {0}, entonces
H = (0). Si H # {0} existe algiin entero positivo en H, (pues si n € H,
—n € H). Llamemos m al menor de los enteros positivos que pertenecen a
H. Demostremos que H = (m).

(1) (m) C H. Si z € (m), entonces x = km con k entero, es decir o bien
m =0si k=0,0bien x =m+ ...+ m (k sumandos si k& > 0), o bien
x = (—m)+ ...+ (—m) (—k sumandos si £ < 0). Como m € H y H es
subgrupo, en cualquier caso x € H.

(1) H C (m). Si h € H, efectuando la divisién euclidea de h entre m :
h=gm+r, 0<r<m,

con ¢, r enteros. Entonces, r = h — gm pertenece a H, lo cual implica por la
eleccién de m (minimo positivo en H) que r = 0, o sea = gm € (m).
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4.4. Tabla de Cayley

1. Construir la tabla de Cayley del grupo G = {1,—1} con la operacién
producto usual de niimeros.

2. Sea G = {1,—1,i,—i} en donde ¢ representa la unidad imaginaria. Se
considera la operacién - producto habitual de nimeros complejos. Construir
la correspondiente tabla de Cayley, y demostrar que (G, -) es grupo abeliano.
3. Sea G = {fi1, f2, f3, f4} €l conjunto de las aplicaciones de R — {0} en
R — {0} definidas mediante:

filz) =2z, fo(x) = é , fa(x) = —x, falz) = —%.

Construir la correspondiente tabla de Cayley para la operacién o composi-
cién de aplicaciones. Demostrar que (G, o) es un grupo.
4. Sea G = {a,b,c} y la operacién - en G cuya tabla de Cayley es

Determinar su elemento neutro, si éste existe y el inverso de cada elemento
caso de existir.

Solucién. 1. La tabla de Cayley es:

2. La tabla de Cayley de la operacion es

. 1 -1 T =1t
1 1 -1 T =1t
-1(-1 1 — )
? v —i —1 1
-4 | —t 1 1 -1

lo cual prueba que la operacion es interna. Por otra parte, sabemos que el
producto de ntimeros complejos es operacién asociativa y conmutativa., y
el niimero 1 es elemento neutro de la operacién.Por tltimo y simplemente
observando la tabla de Cayley, verificamos que todo elemento de G tiene
inversoen G: 17 =1, (-1)t = —-1,i"t = —i, (i)~ =i,
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3. Usando la definicién de composicién de aplicaciones, facilmente construi-
mos la tabla de Cayley. Por ejemplo:

(o s @ =hlt@l =i (~3) == (-3) =3 = o fi= o

X T

etc. Obtendriamos la tabla:

olfi f2 fs fa
Nlh fo f3 fa
Lol fe i Ja f3
Is|fs fa i fo
Jolfa f5 fo [

La operacién es claramente interna y sabemos que la composicién de aplica-
ciones es asociativa. El elemento f; de G satisface f; o fi = fi o f; para todo
1=1,2,3,4, por tanto es elemento neutro. Ademas, todo f; tiene elemento
inverso, siendo f;l = f; para todo ¢ = 1,2,3,4. Concluimos que (G,0) es
un grupo (ademds conmutativo, como facilmente se observa).

4. Se verifica aa = aa = a, ab=ba =0b, ac= ca = c,en consecuencia, a
es elemento neutro para la operacién dada. Por otra parte

aa:aa:a:>a71:a.

be=ch=a=bl=cyc =0

4.5. Generadores de un grupo

1. Sea (G,-) un grupo y S un subconjunto no vacio de G.. Sea (S) el con-
junto de todos los elementos de GG que son producto de un nimero finito de
elementos de tal manera que cada factor es o bien un elemento de S o bien
el inverso de un elemento de S. Demostrar que:

(i) (S) es subgrupo de G (segun sabemos, se le llama subgrupo generado
por S).

(73) (S) contiene a Sy es el menor de todos los subgrupos de G que contie-
nen a S.

2. Sea (G,+) un grupo y S un subconjunto no vacio de G. Demostrar que
(S) = () H; en donde {H;} es la familia de todos los subgrupos de G que
contienen a S.

3. Sea el grupo (C,+) con la operacién + usual. Determinar (S), siendo

S ={1,i}.
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Solucién. 1. (i) El elemento neutro e de G pertenece a (S), ya que, por ser
S # (), existe a € S luego e = aa~! € (S). Si a,b € (S) entonces

a=aia...ay, b=0biby...by,.
en donde los a; y los b; o sus simétricos son elementos de S. Por otra parte
ab™' =ajas...and, .. by o7t

Por hipétesis, para cada i, o bien a; o bien ai_1 estd en S. Por hipétesis, para

cada j, o bien b; o bien bj_1 estd en S, es decir o bien bj_1 estd en S o bien
(bj_l)*1 = bj estd en S. Esto implica que ab™! € (S) y como consecuencia
(S) es sungrupo de G.

i1) Si a € S entonces a = a en donde a € S, es decir a € (S), por tanto
S C(9).

Sea H subgrupode G con S C H.Sia € (S), a es de la forma a = aqas ... ay
y para cualquier 4, o bien a; € S o bien a, 1 € 5. Como los elementos
de S estan en H y H es subgrupo, para cada i, o bien a; € H o bien
(ai_l)_1 = a; € H y por la interna en H, se verifica a € H. Hemos demos-
trado que (S) C H y por tanto (S) es el menor de todos los subgrupos de
G que contienen a S.

2. Dado que S C H; para todo i, se verifica que S C [ H;. Como la inter-
seccién de cualquier familia de subgrupos de G es subgrupo de G tenemos
que () H; es un subgrupo de G que contiene a S.

Si un subgrupo de G contiene a S, éste serd un H; de la familia {H;} y por
tanto (| H; C Hj. Es decir, () H; es el menor de todos los subgrupos de G
que contienen a Sy por tanto (S) = () H;.

3. La operacién + de complejos es conmutativa. Los simétricos de 1 e ¢ son
respectivamente —1 y —i. De la definicién de (S) deducimos inmediatamente
que (S) = {m+mni: m,n € Z}. Es decir, (S) estd formado por los elementos
de C que tienen partes real e imaginaria enteras.

4.6. Grupos ciclicos

1. Se considera el grupo G = {1, —1} con la operacién - producto habitual
de nimeros. Demostrar que el grupo es ciclico.
2. Se considera el grupo G = {1,—1,4,—i} (i es unidad imaginaria) con
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la operacion - producto habitual de ntimeros complejos. Demostrar que el
grupo es ciclico.

3. Demostrar que (Z,+) es ciclico (4 es la suma habitual).

4. Demostrar que todo grupo ciclico es conmutativo.

5. Demostrar que todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Solucién. 1. Sabemos que un grupo es ciclico si y sélo si estd genera-
do por un tnico elemento. Se verifica (—1)° = 1, (=1)! = —1. Es decir,
G ={(—1)":n € Z}, lo cual implica que G es ciclico y que —1 es un gene-
rador de G.

2. Se verifica i’ = 1, il =i, i? = —1, i3 = —i. Es decir, G = {i" : n € Z}, lo
cual implica que G es ciclico y que i es uno de sus generadores. Facilmente
se comprueba que —i es también generador de G.

3. Todo elemento m € Z se puede escribir en la forma m = ml, lo cual
implica que 1 es generador de Z.

4. Sea (G, -) un grupo ciclico y sea a € G un generador de G. Sean x,y € G,
entonces x = a” e y = a’™ para ciertos enteros n 'y m. Se verifica:

5. Sea (G, -) un grupo ciclico y sea a un generador de G. Sea H un subgrupo
de G. Si H = {e}, entonces H = (e), con lo cual H es ciclico.

Sea ahora H # {e}. Como H C G, entonces a* € H para algtin k > 0
entero. Llamemos m al menor de todos esos k y sea b = a™.

Veamos que H = (b), lo cual demostrard que H es ciclico. Claramente
(b) C H, pues b€ H y H es subgrupo de G.

Si x € H, entonces al ser a generador de H, x es de la forma z = a™ con n
entero. Efectuando la divisién euclidea de n entre m :

n=mqg+r (0<r<m).

Entonces, z = a" = o™ = a™a" = bla". Pero a” = x(b?)"! pertenece
a H (pues x y b pertenecen al subgrupo H). Como m es el minimo de los
enteros positivos k que cumplen a¥ € H, ha de ser necesariamente r = 0. Es
decir, x = b? lo cual implica que H C (b), y por tanto H es ciclico.
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4.7. Subgrupos normales
A. Sea (G, ) un grupo y H un subgrupo de G. Se definen en G las relaciones:
tRy < xy ' € H, zSy<exz'yeH.

1. Demostrar que R y S son relaciones de equivalencia en G.
2. Determinar los conjuntos cocientes G/R y G/S.
3. Demostrar que H es subgrupo normal si y sélo si R = S.

B. Sea (G, ) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que H es normal
& Vg € GVYh € H se verifica ghg™' € H.

C. Se considera el conjunto

G—{[g ﬂ :a,beR,a;«éO}.

i) Demostrar que (G, ) es un grupo, en donde - representa el producto usual
de matrices.

i1) Demostrar que H = {M € G : a = 1} es subgrupo normal de G (Pro-
puesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solucién. A. 1. Veamos que R es relacién de equivalencia:

Reflexiva. Para todo x € G se verifica 227! = e € H, es decir zRz.

Simétrica. Para todo z,y € G :
zRy = zy~' € H = (H subgrupo ) (zy )t € H

=@y H e te H= 2y '€ H= yRa.

Transitiva. Para todo x,y,z € G :

xRy ry ' e H
= ~1
yRz yz € H

= (H subgrupo ) (zy H(yz"Y) =2z"' € H = zR=.

De manera anéloga se demuestra que S es relacién de equivalencia en G.

2. Determinemos los elementos de G/R. Si g € G, la clase de equivalencia a
la que pertenece g es:

gl ={x€G:zRg} ={reG:xgt e H}
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es decir = € [g] si y s6lo si zg~! = h para algiin h € H, o equivalentemente,

x = hg para algin h € H. Por tanto [g] = Hg. De manera anéloga se demues-
tra que la clase de equivalencia a la que pertenece g para la relacién S es gH.

3. Las relaciones R y S son iguales equivale a decir que para todo g € G, su
clase de equivalencia para la relacién R es igual a su clase de equivalencia
para la relacién S. Esto equivale a gH = Hg para todo g € G, que a su vez
equivale a decir que el subgrupo H es normal.

B. =) Sean g € G y h € H cualesquiera. Entonces, gh € gH. Pero por
hipétesis gH = Hg, por tanto gh = hig para algin h; € G. Esto implica
ghg™' =h; € H.

<) Sea g € G genérico. Veamos que gH = Hg, lo cual demostrara que
H es normal. En efecto, si z € gH, entonces x = gh para algin h € H.
Multiplicando a la derecha por ¢~ queda zg~! = ghg™!, que pertenece a
H por hipétesis. Es decir, xg~—! = hy para algin h; € H, lo que equivale a
decir z = h1g € Hg. Hemos demostrado que gH C Hg. De manera analoga
se demuestra que Hg C gH.

C. i) Interna. Multipliquemos dos matrices genéricas de G:

a bl ld V]| [|ad ab +0b

0 1{{0 1] |0 1 '
Por hipétesis a y a’ son no nulos, por tanto aa’ es no nulo lo cual implica
que el producto de dos matrices de G pertenece a G. Asociativa. Se cumple
en general para matrices cuadradas del mismo orden, en particular para las
matrices de GG. Elemento neutro. Para a = 1,b = 0 obtenemos la matriz

identidad I de orden 2, que satisface Al = [A = A para toda matriz de G.
Es decir existe elemento neutro siendo éste la matriz identidad I. Elemento

. a b . .
inverso. Sea A = 0 1l Su inversa es la matriz

4l [1éa —bﬂ 7

que claramente pertenece a G y satisface AA™! = A=A = I. Es decir, todo
elemento de G posee inverso en G. Concluimos que (G, ) es un grupo.

i1) La matriz identidad I de orden 2 (es decir, el elemento neutro de G)
pertenece a H. Por otra parte,

LR -B b B e
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es decir H es subgrupo de G. Veamos que es subgrupo normal. Efectivamente
para matrices genéricas A € Gy M € H tenemos

ey o 7] Ay ] en

4.8. Centro de un grupo
Si (G, -) es un grupo, se define el centro de G denotado por Z(G) como
Z(G)={2€G:92=29, Vg€ G},

es decir, como el conjunto de los elementos de G que conmutan con todos
los de G. Demostrar que Z(G) es subgrupo normal de G.

Solucién. 1 € Z(G) pues g1 = 1g para todo g € G. Sean ahora g;, g2 €
Z(G) y g € Z(G). Entonces

9(9195 ") = (991)95 " = (919)95 " = 91(995 ).

1

= g_lgg, y tomando inversos ggQ_1 =9y g

Como gy € Z(G) se verifica gag~
Por tanto

9(9195") = 9195 " 9) = (9195 g,

es decir g1g, ' € Z(G), en consecuencia Z(G) es subgrupo de G.

Veamos que es normal. Si g € Gy h € Z(G) se verifica gh = hg y por
tanto h = g~ 'hg. Entonces, h = g~'hg € Z(G) lo cual implica que Z(G) es
normal.

4.9. Subgrupo normal y centro
En G = 7Z X 7Z se define la ley de composicién interna * mediante
(w1,y1) * (22,y2) = (21 + (=1)"' 22,41 + ¥2)-
Se pide:
(a) Probar que ley * confiere a G estructura de grupo no abeliano.
(b) Demostrar que el subconjunto H = {(z,y) € G : y = 0} es un subgrupo

normal de G.
(¢) Hallar el centro de G.
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Solucién. (a) Claramente * es una ley de composicién interna. Veamos que
cumple la propiedad asociativa. Por un parte:

(1, y1) * (w2, 92)] * (x3,y3) = (x1 + (=1)"' 22, y1 + y2) * (23,¥3)
= (z1+ (=)@ + (=) 223, y1 + y2 + y3).
Por otra:

(z1,91) * [(z2,92) * (23,¥3)] = (21, 91) * (T2 + (=1)23 , Y2 + y3)
= (z1+ (=) (z2 + (=1)"x3) , y1 +y2 + y3).

Dado que x1+ (—1)¥ (z2+ (—1)%223) = 21+ (—1)V 29+ (—1)¥1 %225 conclui-
mos que la operacién * es asociativa. Veamos que existe elemento neutro.
En efecto, (e1,e2) € G es elemento neutro si y sélo si para todo (z,y) € G
se verifica (z,y) * (e1,e2) = (e1,e2) * (z,y) = (z,y), o equivalentemente

(x4 (1Y%, y+ez) =(e1+ (—1)2x, ea +y) = (x,y).

Esta igualdad se verifica para (e1,e3) = (0,0), que es por tanto el elemento
neutro de la ley de composicién interna *. Veamos ahora que todo elemento
(x,y) € G tiene elemento simétrico. En efecto, (2/,y") es simétrico de (x,y)
siy sélo si (z,y) * (2/,y) = (2/,y) * (x,y) = (0,0), o equivalentemente

(z+ (=%’ y+y) = (@ + (-2, ¥ +y) = (0,0. (1)

De y+y' = 0 deducimos ¢/ = —y yde z+(—1)¥2' =0 que 2/ = —(—1) Yz o
bien 2’ = (—1)'~Yz. Para estos valores de 2’ e 3’ se verifican las igualdades
(1). Concluimos que todo elemento (x,y) € G tiene simétrico, siendo este

(z,y) "t = (@) = (D' Vz, —y).

Hemos demostrado que (G, ) es grupo. No es abeliano pues por ejemplo

(1,0) % (0,1) = (1 + (=10, 04+ 1) = (1,1),
(0,1) % (1,0) = (0+ (=D -1, 140) = (-1,1).

(b) Veamos que H es un subgrupo de G. En efecto, (0,0) € H lo cual implica
que H # (). Sean (x1,0) y (x2,0) elementos de H, entonces,

(21,0) * (22,0) " = (21,0) * ((—1)1_0352 , —0) = (21,0) * (—x2,0)
= (r1 + (=1)° (=22), 04+0) = (z1 — 22,0) € H.

Veamos que H es normal. Sean (g1,92) € Gy (h,0) € H entonces

(91,92) * (1, 0) % (g1,92) ™" = (g1 + (=1)%2h , g2) = ((=1)' 79291 , —ga).
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Al operar obtenemos un elemento de la forma (m,0) con m € Z, el cual
pertenece a H. Concluimos que H es subgrupo normal de G.

(c¢) El centro Z(G) de un grupo G esta formado por los elementos del grupo
que conmutan con todos los del grupo. En nuestro caso:

Z(G) ={(a,b) € G: (a,b) * (z,y) = (z,y) * (a,b) V(z,y) € G}.

Tenemos que hallar por tanto los elementos (a,b) € G que cumplen

a+ (-br =2+ (-1)%
b+y=y+b

para todo x y para todo y enteros. La segunda igualdad se cumple para todo
b y para todo y enteros. La segunda la podemos expresar en la forma

1-(Da=[1~(-1)"%. (2)

Si a # 0, haciendo = = a queda (—1)¥ = (—1). Esta tltima igualdad no se
cumple para y = b+ 1, lo cual implica que necesariamente ha de ser a = 0.
Para a = 0 la igualdad (2) se transforma en [1 — (—1)°]z = 0, igualdad que
se verifica para todo x entero si y sélo si 1 = (—1)® es decir, si b es par.

Hemos demostrado que si (a,b) es un elemento del centro de G, necesaria-
mente es de la forma (0,2k) con k entero. Es también suficiente que tenga
esa forma. En efecto, para todo (z,y) € G :

(0,2k) * (2,9) = (04 (=1)%*z , 2k +y) = (z,2k + ).
(z,y) % (0,2k) = (x+ (-1)Y-0, 2k +y) = (x,y + 2k).

Concluimos que (0,2k) € Z(G) y por tanto Z(G) = {0} x (2Z).

4.10. Grupo cociente

1. Sea (G, ) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que:

(i) La relacién en G : xRy < xy~! € H es de equivalencia.

(74) Si H es subgrupo normal, para todo g € G la clase de equivalencia a la
que pertenece g es gH.

2. Sea (G, -) un grupo y H un subgrupo normal de G. Demostrar que G/H
es grupo con la operacién (aH)(bH) = (ab)H Va,b € G.

3. Demostrar que i27Z = {i27k : k € Z} es un subgrupo del grupo aditivo
de los niimeros complejos. Determinar el grupo cociente C/i27Z.
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Solucién. 1. (i) Reflexiva. Para todo z € G se verifica zz~! = e € H, es
decir xRz.
Simétrica. Para todo =,y € G :

tRy = xy~' € H= (H subgrupo ) (zy )1 € H

=@y H e 'eH= 2y 'ec H= yRz.

Transitiva. Para todo x,y,z € G :

TRy vy te H
= -1
yRz yz - € H

= (H subgrupo ) (zy 1) (yz~!) = x27! € H = xRz

(73) Determinemos los elementos de G/R. Si g € G, la clase de equivalencia
a la que pertenece g es:

g ={r €G:2Rg} ={x € G: 29! c H},

es decir z € [g] si y s6lo si zg~! = h para algtin h € H, o equivalentemente,

x = hg para algin h € H. Por tanto [g] = Hg. Ahora bien, como H es
normal, también [g] = gH.

2. Lo primero que tenemos que demostrar es que la operacién dada en G/H
estd bien definida. Es decir, tenemos que demostrar que si aH = a1 H y
bH = b1 H, entonces

(aH)(bH) = (a1 H)(b1 H). (1)

Esto es claro, si no no ocurriera (1), la operacién en G/H dependeria del
representante elegido para cada clase, y no de la clase en si.

Supongamos pues que aH = a1 H y bH = b1 H. Esto implica que aafl €H
y bbl_1 € H, o equivalentemente aal_l =h1y bbl_1 = hg con hy; y hg en H.
Entonces,

(ab)(a1b1) ™! = abb; tay! = ahgay! € H ( pues H es normal)
= (ab)H = (a1b1)H = (aH)(bH) = (a1 H) (01 H).

Interna. Claramente, el producto de dos elementos cualesquiera de G/H es
un elemento de G/H.

Asociativa. Para todo aH, bH, cH € G/H y teniendo en cuenta la propiedad
asociativa en G :
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Elemento neutro. El elemento eH de G/H satisface para todo aH € G/H :
(aH)(eH) = (ae)H = aH, (eH)(aH)= (ea)H =aH,

por tanto eH = H es elemento neutro.
Elemento simétrico. Para todo aH € G/H, el elemento a 'H € G/H satis-
face:

(aH)(a™'H) = (aa " H = eH,

(a'H)(aH) = (¢ 'a)H = eH,

por tanto todo aH € G/H tiene elemento simétrico, siendo este a~'H. Con-
cluimos que G/H es grupo con la operacién dada.

3. El neutro del grupo aditivo de los numeros complejos es 0 = i27-0 € i27Z.
Si 27k e 127k’ son dos elementos de 1277,

i2rk — 27k’ = i2n(k — k') con k — k' € Z,

lo cual implca que 2wk — 27k’ € i2nZ. Esto demuestra que i27Z es sub-
grupo del grupo aditivo de los ntimeros complejos.

Dado que (C,+) es comutativo, cualquier subgrupo es normal y por tanto
estd definido el grupo cociente C/i2nZ = {z + i2nZ : z € C}, siendo la
operacién suma en este grupo:

(2 +i27Z) + (w + i27Z) = (2 + w) + i27Z.

4.11. Grupo de clases residuales

1. Construir la tabla de Cayley de Z/(3) = {0,1,2} .

2. Construir las tablas de Cayley de (Z2,+) y (Z4,+).

3. Construir la tabla de Cayley de (Zg,+). Escribir el opuesto de cada ele-
mento.

4. Construir la tabla de Cayley de (Zs,+). Escribir el opuesto de cada ele-
mento.

Solucién. 1. Dado que a + b es ¢, siendo ¢ resto de la division euclidea de
a+ b entre 3 :
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Los correspondientes elementos opuestos son:
—-0=0, -1=2, —2=1.

2. Usando la conocida forma de sumar clases, las correspondientes tablas
son:

+10 1 2 3
+10 1 0/0 1 2 3
010 1 111 2 3 0
111 0 212 3 01
313 0 1 2

3. Usando la conocida forma de sumar clases:

+10 1 2 3 4 5
0j]0 1 2 3 4 5
111 2 3 4 5 0
212 3 4 5 01
313 45 01 2
414 5 01 2 3
5|/5 0 1 2 3 4

Los correspondientes opuestos son:
—0=0, -1=5, -2=4, -3=3, 4=2, -5 =1.

4. Usando la conocida forma de sumar clases:

+10 1 2 3 4
0j0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 401
313 4 01 2
414 0 1 2 3

Los correspondientes opuestos son:

—0=0, —-1=4, -2=3, -3=2, —~4=1.

4.12. Homomorfismos de grupos

1. Demostrar que la aplicacién f : R — R, f(x) = az con a € R fijo es
homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R, +).
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2. Demostrar que la aplicacién f: R — R, f(z) = a® con a > 0 real fijo es
homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R — {0}, -).

3. Se considera la aplicacién f : R — R dada por f(x) = a+x con a nimero
real fijo. Analizar si f es homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R, +).

4. Sea R™ el conjunto de los ntimeros reales positivos. Se considera la aplica-
cién f: RT — R dada por f(z) = logz. Demostrar que f es homomorfismo
entre los grupos (RT,-) y (R, +).

5. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',-). Sea e
el neutro de G y ¢’ el neutro de G’. Demostrar que,

(i) fle) =€
(41) Para todo x € G se verifica f(z!) = (f(z)) L.

6. Demostrar que la composicion de homomorfismos de grupos es un homo-
morfismo.

7. Sea RT el conjunto de los ntimeros reales positivos. En G = RT x R* se
define la operacion (z,y) * (z,u) = (zz, yu).

(7) Demostrar que (G, *) es grupo abeliano.

(74) Demostrar que la aplicacién: f : G — R, f(z,y) = log(zy) es homomor-
fismo entre los grupos (G, *) y (R, +).

Solucién. 1. En efecto, para todo z,y € R se verifica:
flety)=alz+y)=ax+ay= fz)+ fy)
2. En efecto, para todo z,y € R se verifica:
flz+y)=a"" =a"a’ = f(z) f(y).

3. Tenemos que analizar si se verifica f(z +y) = f(x) + f(y) para todo z,y
elementos de R. Tenemos:

flet+y)=at+(@+y), fl@)+fly)=(atz)+(@+y)

Ahora bien, f(x +y) = f(x)+ fly) @ a+z+y=2a+2x+y < a=2a
& a = 0. Es decir, f es homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R, +), si
y s6lo si a = 0.

4. Para todo z,y elementos de R se verifica:

f(zy) = log(zy) = logx +logy = f(x) + f(y),
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es decir f es homomorfismo entre los grupos (RT,-) y (R, +).

5. (i) Elijamos un = € G cualquiera. Tenemos f(z) = f(ze) = f(z)f(e).
Esto implica que f(z) ¢ = f(z)f(e). Como todos los elementos de un grupo
son regulares, se deduce que f(e) = €.

(ii) Para todo z € G, se verifica €/ = f(e) = f(xz™!) = f(z)f(z~ ) Es de-
cir, el inverso de f(z) es f(z~!), que equivale a escribir (f(x))~! = f(z7!).

6. Sean (G,-), (G',-), (G",-) tres grupos y f : G —- G', g : G = G"
homomorfismos. Entonces, para todo z,y elementos de G :

(g0 F)lxy) = glf(zy)] = glf (x) f(y)]

= glf (@) glf ()] = [(g o f)(@)] [(g o [)W)],

es decir g o f es homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G”,-).

7. (i) Interna. Se verifica pues el producto de niimeros reales positivos es un
namero real positivo.
Asociativa. Para todo (x,y), (z,u), (v, w) elementos de G se verifica:

(@) * [(z,u) * (v,w)] = (2,y) * (20, uw) = (x(2v), y(uw))

= ((z2)v, (yu)w) = (z2,yu) * (v,w) = [(2,y) * (z,0)] * (u, v).

Conmutativa. Para todo (z,y), (z,u) elementos de G se verifica:

(@,y) * (2,u) = (z2,yu) = (22, uy) = (2,u) * (,y)-

Elemento neutro. Para todo (x,y) € G se verifica (z,y) * (1,1) = (z,y), por
tanto (1,1) € G es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para todo (z,y) € G se verifica (z,y) * (1/z,1/y) =
(1,1), por tanto (1/z,1/y) € G es elemento simétrico de (z,y). Concluimos
que (G, *) es grupo abeliano.

(73) Para todo (z,y), (#,u) elementos de G se verifica:

fl(x,y) * (z,u)] = f(oz,yu) = log(zzyu)
= log(zy) + log(zu) = f(x,y) + f(z,u),

lo cual implica que f es homomorfismo entre los grupos (G, *) y (R, +).
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4.13. Ntcleo e imagen de un homomorfismo de
grupos

1. Sea (R*, ) el grupo multiplicativo de los niimeros reales no nulos. Demos-
trar que f : R* — R*, f(x) = 22 es homomorfismo entre los grupos (R*,")
y (R*,-). Determinar ker f e Im f.

2. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G’,-). De-
mostrar que ker f es subgrupo normal de G.

3. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G’,-). De-
mostrar que Im f es subgrupo de G'.

Solucién. 1. Para todo z,y € R*, se verifica f(zy) = (zy)? = 2%y? =
f(z)f(y), por tanto, f es homomorfismo entre los grupos (R*,-) y (R*,-). El
elemento neutro del grupo dado es el nimero real 1, en consecuencia:

kerf={zcR*: fz)=1}={z eR*:2? =1} = {-1,1}.

Si un elemento 2’ pertenece a Im f entonces, 2’ = f(x) = 22 para cierto
x € R* lo cual implica que 2’ > 0 y por tanto Im f C (0, +00). Recipro-
camente, sea 2’ € (0, +o0). Entonces, 2/ = f(v/z') siendo 2/ € R*, luego
(0, +00) C Im f. Es decir, Im f = (0, +00).

2. Sabemos que si f : G — G es un homomorfismo de grupos, entonces
f(e) = €, siendo e y € los elementos neutros de G y G’ respectivamente,
por tanto e € ker f. Si 2,y € ker f, entonces, f(x) = f(y) = ¢’. Usando que
el transformado del inverso es el inverso del transformado:

flay™) = f@)fly™) = f@)(f )

=)y t=ee =€ = ay ! ckerf.

[y

Por el teorema de caracterizacién de subgrupos, deducimos que ker f es
subgrupo de G. Veamos ahora que ker f es normal. En efecto, Para todo
g € G y para todo h € ker f :

flghg™) = F(9)f(R) flg™") = f(9)e'(f(g)~"
= f(9)(f(g9)) " =€ = ghg™" €ker f,

es decir ker f es normal.

3. Sabemos que si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos, entonces
f(e) = €, siendo e y € los elementos neutros de G y G’ respectivamente,
por tanto €’ € Im f. Si 2’4/ € Im f, entonces, 2’ = f(z) e y = f(y) para
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ciertos z,y € G. Usando que el transformado del inverso es el inverso del
transformado:

() = @) (f) T = ) fyh
=flay ) =2'(y) €lmf.

Por el teorema de caracterizaciéon de subgrupos, deducimos que Im f es sub-
grupo de G'.

4.14. Clasificacion de homomorfismos de grupos

1. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Demostrar que f es mono-
morfismo < ker f = {e}, siendo e el neutro de G.

2. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(1) f:R—=R, f(z) =az (a € R fijo ), entre los grupos (R, +) y (R, +).
(i1) g : RT — R, g(x) = log . entre los grupos (RT,-) y (R, +).

3. Clasificar los siguientes homomorfismos:

(i) f: R =R, f(z) = e", entre los grupos (R,+) y (R — {0}, ")

(i1) g : R — RT, g(x) = €%, entre los grupos (R,+) y (RT,:) (RT es el
conjunto de los reales positivos).

Solucién. 1. =) Supongamos que fuera ker f # {e}. Entonces, existiria
x € G con x # e tal que f(z) =€ (elemento neutro de G’). Pero f(e) = ¢/,
con lo cual f no serfa inyectiva (absurdo).

<) Para todo z,y elementos de G :

f@)=f) = f@)(fy) == fla)fy == flay ) =¢

sayleckerf={el=>ay '=e=2z=y= f es inyectiva.

2. (i) Sia =0, el nicleo es ker f = {z € R: 0x = 0} = R # {0}, por tanto
f no es inyectiva. Tampoco es sobreyectiva pues Im f = {0} # R.

Si a # 0, entonces ker f = {x € R: ax =0} = {0}, por tanto f es inyectiva.
Dado 2’ € R, tenemos 2/ = f(2'/a), es decir f es sobreyectiva. Concluimos
que en este caso, f es isomorfismo (ademds, automorfismo).

(i7) El ntcleo es ker g = {z € RT : logz = 0} = {1}. Como se reduce al ele-
mento neutro de (R, +), g es inyectiva. La imagen de la funcién logaritmica
sabemos que R, por tanto g es sobreyectiva. Concluimos que f es isomorfis-
mo.

3. (i) El nucleo es ker f = {z € R: e®* = 1} = {0}. Como se reduce al ele-
mento neutro de (R, +), f es inyectiva. La imagen de la funcién exponencial
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sabemos que es el conjunto de los ntimeros reales positivos RT, por tanto f
no es sobreyectiva. Concluimos que f es monomorfismo.

(17) De los razonamientos del apartado anterior, concluimos que g es isomor-
fismo.

4.15. Descomposiciéon candonica de un homomor-
fismo de grupos

A. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',-).
Demostrar que:

1.n:G— G/ker f, n(x) = zker f es epimorfismo.

2.9g:G/ker f - Imf, glaker f) = f(x) es isomorfismo.

3.4:Im f — G', i(x) = x es monomorfismo.

4. f=1io0gon.

B. Sea (R*,-) el grupo multiplicativo de los nimeros reales no nulos y f :
R* — R* la aplicacién f(x) = z2. Se pide:

1. Demostrar que f es un homomorfismo de grupos.

2. Hallar ker f e Im f.

3. Determinar el conjunto cociente R*/ker f.

4. Efectuar la descomposiciéon canodnica de f.

(Propuesto en examen, ETS de Ing. Agrénomos, UPM).

Solucién. A. 1. Como ker f es subgrupo normal de G, esta definido el grupo
cociente G/ ker f. Para todo x,y elementos de G :

n(zy) = (vy) ker f = (zker f) (yker f)) = n(x) n(y),

es decir n es homomorfismo. Por otra parte, todo elemento x ker f es x ker f =
n(z), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfismo.

2. Veamos que la aplicacién g estd bien definida, es decir que g(z ker f) no
depende del representante sino de la clase en si. En efecto, supongamos que
rker f = yker f, entonces 2y~ € ker f que equivale a f(zy~!) = €’ (neutro
de G"). Pero:

fay =€ e fa)fy) =€¢ e fa) (fly) ' =€ & flz) = fy),

es decir g(z ker f) = g(y ker f).
Veamos que g es homomorfismo. Para todo xker f, yker f elementos de

G/ker f:
gl(zker f) (yker f)] = gl(zy) ker f] = f(zy) = f(2)f(y) = (xker ) (yker f).
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Veamos que g es monomorfismo. El ntcleo de g es:

kerg = {xker f € G/ker f : g(xker f) = f(x) = €'} = {ker f} = {eker f},

es decir el nicleo de g se reduce a elemento neutro de G/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.

Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si ' € Im f, entonces 2’ = f(z)
para algin z € G, luego 2’ = g(x ker f). Esto implica que g es sobreyectiva.
Concluimos que g es isomorfismo.

3. Para todo z,y elementos de Im f, i(z +y) = x + y = i(x) + i(y) es decir,
i es homomorfismo. Ademas, i(x) = i(y) implica = = y, luego i es inyectiva.
4. Para todo x € G, (iogon)(x) = (iog)(zker f) = i(f(x)) = f(z), por
tanto, iogon = f.

B. 1. Se verifica f(zy) = (zy)? = 2%y* = f(x) f(y) para todo par de niimeros
reales no nulos = e y lo cual implica que f es homomorfismo de grupos.
2. Aplicando las definiciones de nicleo e imagen:

ker f={zcR*: f(z) =1} ={z e R*: 2% =1} = {-1,1},
Im f = {y € R*: 3z € R* con y = 2?} = (0, +00).

3. Sea a € R*. La clase [a] a la que pertenece a esta formada por los elementos
x € R* tales que za~! € ker f es decir, los que cumplen f(az™!) = 22a2 =1
o de forma equivalente, los que cumplen x? = a2. Por tanto, [a] = {—a,a}.

En consecuencia:
R*/ker f ={[a] : a € R*} = {{—a,a}:a € R"}.

4. Sabemos que el epimorfismo natural n : R* — R*/ker f estd definido
mediante n(a) = [a], el isomorfismo candnico g : R*/ker f — Im f por
g([a]) = f(a) y el monomorfismo canénico 7 : Im f — R* por i(y). La
factorizacién canoénica de f es por tanto:

Re g fla) = a?
] n(a) ={—a,a
ntoo T g({~a,a}) = a?
R*/ker f — Im f i(y) =,

siendo el diagrama anterior es conmutativo (f = iogon) como sabemos por
un conocido teorema. Efectivamente, para todo a € R* :

(iogon)(a) = (iog)({~a,a}) = i(a®) = a® = f(a),

lo cual implica f =io0gon.
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4.16. Grupo de las partes con la diferencia simétri-
ca

Sea U un conjunto. Demostrar que (P(U), A) es un grupo conmutativo, en
donde A representa la operacién diferencia simétrica de conjuntos.

Solucién. Interna. Para todo A, B elementos de P(U) se verifica
AAB = (A— B)U (B — A) € P(U).

Asociativa. Se vio la demostracién en el capitulo de Conjuntos.
Conmutativa. Para todo A, B elementos de P(U) se verifica:

AAB=(A—-B)U(B—A)=(B—-A)U(A—- B)=BAA.
Elemento neutro. Para todo elemento A de P(U) se verifica:
AN =(A-Du@—-A)=AUd=A4,

por tanto ) es elemento neutro.
Elemento simétrico. Para todo elemento A de P(U) se verifica:

AAA = (A—A)U(A—A)=0UD=0.

Es decir, todo elemento A de P(U) tiene simétrico, siendo este el propio A.
Concluimos que (P(U),A) es un grupo conmutativo.

4.17. Tres igualdades en un grupo

Sea (G, -) un grupo. Supongamos que existe un entero k tal que para cua-
lesquiera que sean a y b pertenecientes a G se verifica

(ab)k_l — ak_lbk_l, (ab)k — akbk, (ab)k—l-l — ak—l—lbk—l-l.
Demostrar que (G, -) es abeliano.

(Propuesto en examem, Algebra, ETS Ing. Agrénomos, UPM ).

Solucién. Usando las relaciones (ab)*~! = a*~10*=1 y (ab)* = b :

(ab k—1 k*lbkfl — a*lakbkbfl — a*l(ab)kbfl

= a"(ab)(ab) ... (ab)b™t = (ba)(ba) ... (ba) = (ba)*!.
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Usando las relaciones (ab)¥ = a*b* y (ab)F+1 = aFH1ph+1

(ab)k = aFbF = a7 taP T pFFp~! = o7 (ab)PHp !
-

L(ab)(ab) ... (ab)b™ = (ba)(ba) ... (ba) = (ba)".
Por la igualdad (ab)*~! = (ba)*~! :

{ (ab)* = (ab)"~(ab)
(ba) = (ba)"~(ba) = (ab)*~ (ba)

y por la igualdad (ab)* = (ba)*, tenemos (ab)*~!(ab) = (ab)*~'(ba). Por la
propiedad cancelativa de los grupos concluimos que ab = ba para cuales-
quiera que sean a y b pertenecientes a GG, es decir (G, -) es abeliano.

4.18. Grupo no ciclico

(a) Sea G = {f1, f2, f3, fa} el conjunto de las aplicaciones de R — {0} en
R — {0} definidas mediante:

@) =w, o) =1, fala) =, fala) =~

T

Demostrar que G es un grupo con la operaciéon composicién de aplicaciones.
Verificar que no es grupo ciclico.
(b) Demostrar que las cuatro sustituciones

(12 3 4 (12 3 4
Tl234) "7 21 4 3)
(1 234y (1234
T3 41 2) "T\43 2 1)
forman un grupo isomorfo al grupo del apartado anterior.

(Propuesto en hojas de problemas, ETS Ing. Agrénomos, UPM).

Solucién. (a) Usando la definicién de composicién de aplicaciones (g o
f)(z) = g(f(x)) obtenemos facilmente la tabla de Cayley de la operacién

o | filfo|fs ]| fa
Nl Al ol fs] fa
felfol il fa| f3
3l fa| fa| fi] fo
Jol fa|l 3| fa | S
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La operacion o es interna en G. Sabemos que es asociativa en general, luego lo
es en nuestro caso. Claramente f; es elemento neutro. Para todo i = 1,2, 3,4
se verifica f; o f; = f1 lo cual implica que todo f; tiene elemento simétrico
f;l siendo f;l = f;. Concluimos que (G, o) es grupo. Es ademéds conmuta-
tivo debido a la simetria de la tabla. El elemento neutro f; tiene orden 1y
los restantes elementos, orden 2. Es decir, no hay ningin elemento de orden
4 y por tanto, (G, o) no es cilico.

(b) Usando la definicién de producto de sustituciones obtenemos facilmente
la tabla de Cayley de la operacién

SN VAR B B B

| w [ 3] o >
W |+ =33
S| S|+ || ®
S S| | o+ =+

Llamando S = {i,7,s,t}, definimos la aplicacién ¢ : G — S mediante

O(f1) =i, ¢(fa) =7, ¢(f3) = s, &(f1) =t

La aplicacion ¢ es biyectiva, y un simple observacion de las anteriores tablas
de Cayley muestra que se verifica ¢(f; o fj) = ¢(fi) - ¢(f;) para todo i,j =
1,2,3,4. Se concluye que (S, -) es grupo y que ¢ es isomorfismo entre (G, o)

y (Sv )

4.19. Grupo de funciones matriciales

Sea M el conjunto de las matrices reales 2 x 3. Sea F' el conjunto de las
aplicaciones fap : M — M definidas por fap(X) = AX + B donde A es
una matriz invertible 2 x 2 y B una matriz 2 x 3.

1. Calcular (fa,B, © fa,B,)(X), y concluir probando que la composicién de
aplicaciones es una ley de composicion interna en F.

2. Comprobar que la aplicacién identidad ¢ : M — M se puede considerar
perteneciente a F' jpara qué matrices concretas Ay B es fap = I7 Demos-
trar que 7 es el elemento unidad de F.

3. Enunciar y demostrar la propiedad asociativa. Dar un contraejemplo para
demostrar que no se cumple la propiedad conmutativa. Es decir, encontrar

cuatro matrices para las cuales fa,B, © fa,B, # fa,B, © fA.B,-
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4. Demostrar que cada elemento de F' tiene inverso en F. Si fop es el inverso
de fap, calcular C' y D en términos de A y B. Aplicacién al célculo del
inverso de fap cuando

2 1 1 0 2
A_[l 1] ’B_[O -1 1}
5. Sea la aplicacién h : F — R* (grupo multiplicativo de R — {0}) definido
por h(fap) = det A. ;Es h un homomorfismo de grupos? Se considera el

subconjunto F; de F' formado por las fap tales que det A = 1 ;Es I
subgrupo de F'? En caso afirmativo, jes F; subgrupo normal?

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. Usando la definicién de composicién de aplicaciones:

(fAsz o fA1B1)(X) = fAQBQ[fAlBl(X)} = fA2BQ(A1X + Bl) =
A(A1X + By) + By = (A241)X + (A2B1 + B2) = fa,4,,4:8,+8,(X).

Dado que AsA; es matriz real 2 x 2 invertible (producto de invertibles)
y A2B; + Bs es matriz real 2 x 3, se concluye que fa,B, © fa,B, € M es
decir, la composicién de aplicaciones es una ley de composicién interna en F.

2. Eligiendo I la matriz identidad real de orden 2 x 2 (que es invertible) y 0
la matriz nula real de orden 2 x 3 obtenemos fro(X) =IX+0=X =i(X)
para toda matriz X € M es decir, i = fro € F. La funcién i es el elemento
unidad de f pues para toda fap de F' tenemos:

(fap o i)(X) = fapli(X)] = fap(X) = fapoi= fap.
(io fap)(X) =il[fap(X)| = fap(X) = io fap = faB.

3. La propiedad asociativa en F' se enuncia de la siguiente manera:
(fog)oh=fol(goh) VfgheF.

Veamos que es cierta. En efecto, para todo X € M se verifica

((fog) o h)(X) = (f o g)(h(X)) = fg(h(X))) =
f({goh)(X)) = (fo(goh))(X).

Veamos que no es cierta la propiedad conmutativa. De lo demostrado en el
primer apartado deducimos que

fAzB2 o fAlBl = fA2A1,A2B1+Bz ) fAlBl © fAQBQ = fA1A2,A1B2+Bl'

Elijamos por ejemplo
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(1 0] 0 1 0 0O
Al—-o _1-7A2—|:1 0:|7BI_BQ_O7X_|:1 0 0:|7
entonces
0 —1] 0 1
Adir=1, | Ade= [_1 0] ; AoB1 + By = A1By+ B1 =0

0 —-1]1(0 0 O -1 0 0
(fA2B2 © fAlB1)(X) - |:1 0:| |:1 0 0:| o I: 0 0 0:| ’
0 1/{0 0 O 1 00
(faiBy © fa,,)(X) = [_1 0} [1 0 0} N [0 0 O] ’
por tanto no se cumple la propiedad conmutativa.

4. Sea fap € F. Entonces fop es inverso de fap si y sdlo si se verifica
fapo fcp = fep o fap = fi10. Por lo demostrado en el primer apartado,

esto equivale a facap+B = foca,cB+p = f10, y Para que esto se cumpla
basta que se verifique

AC=CA=1 (1)
AD+B=CB+D=0.

Como A es invertible, eligiendo C' = A~! se verifica AC = CA = I. De la
igualdad AD + B = 0 deducimos que D = —A~!B. Pero para esta D, se
verifica CB+D = A~'B— A7 B = 0. Es decir, el sistema (1) tiene solucién
y por tanto el inverso (fag)~! de fap es (fap)™' = fa-1_a-1p. Para el
elemento concreto dado, facilmente obtenemos

1 -1

-1 2 1 2 0

5. Veamos que h es homomorfismo de grupos. En efecto para cualquier par
de elementos fa,B, v fa,B, de F se verifica

h(fA2B2 o fAlBl) = h(fA2A17A231+B2) = det(A2A1) =
(det Az)(det Ay) = h(fa,B,)h(fa,B,)-
Veamos que Fi es subgrupo de F. Como det I = 1 se verifica que fro € Fy

es decir, F; # (. Sean ahora dos elementos fa,p, v fa,B, de Fi. De los
apartados primero y cuarto deducimos

c—at-|

| peapo [ L)

-1 _ _
fasB, o (farB) ™" = fasB, © f—Al_l, —AT'Br T fAQAl_l, —A AT Bi4By°

Pero det(AsA!) = (det Ag)(det A71) = (det Ag)(det A1) =1-1=1. Es
decir, se verifica fa,B, o (fa,B,)"' € Fy y por tanto podemos concluir que
F es subgrupo de F.

Por una conocida caracterizacién, para demostrar que F} es subgrupo normal
de F' basta demostrar que para todo fap € F y para todo fyny € Fp se
verifica fap o fan © (fAB)_1 € F1. De los apartados anteriores:
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fapofuno(fap) ™t = fam, AN+BOSA-1, —A-1B = fAMA-1, _AMA-1B+AN+B-
Por hipétesis det A £ 0 y det M = 1, por tanto
det(AMA~Y) = (det A)(det M)(det A1) = (det A)(det A)~! =1,

es decir fago farv o (fap)~! € Fy de lo que se concluye que F es subgrupo
normal de F.

4.20. Conjunto, grupo y aplicacién

Se consideran los objetos matematicos siguientes:

a) Un conjunto E.

b) Un grupo multiplicativo G con elemento unidad e.
¢) Una aplicacién ¢ : G x E — E que satisface

(i) Va,be GVx € E  (ab,x) = p(a, p(b, x)).

(ii) Ve € B p(e,x) = x.

Se pide:
1. Demostrar que si F' C E entonces Gp = {a € G : p(a,x) =z Vr € F}
constituye un subgrupo de G.
2. Demostrar que Gr,up, = Gp, NGR,.
3. Comprobar que la relacién binaria en £
zRy < Ja € G :pla,z)=y
es de equivalencia.

(Propuesto en hojas de problemas, Algebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solucidn. 1. Usamos la conocida caracterizaciéon de subgrupos. Por la con-
dicién (i), ¢(e,x) = = para todo z € F' C E, es decir e € Gp y por tanto
Gr # 0. Sean ahora a,b € G y veamos que ab~! € Gp. Como b € GF, se
verifica ¢(b,x) = = para todo x € F, en consecuencia y usando (7):

z=g(e,x) = p(b7'b,2) = p(b~, p(b,x)) = p(b~",z) Vz€F,
por tanto y teniendo en cuenta que a € F' se verifica para todo x € F :
plab™t,z) = p(a, (07", 7)) = pla,z) =a Vo € F,

lo cual implica que ab~! € G. Concluimos que G es subgrupo de G.

2. Tenemos

a€GpUGR < pla,x) =z VYreFLUF
< (pla,z) =2 Y e F1) A (pla,z) =x Ve Fy)
<:>(a€GF1) AN ((IEGFQ)@CLEGHQGFQ,
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es decir GFIUGF2 =Gp NGER,.

3. Para todo = € E se verifica p(e,x) = = es decir, zRxz. La relacién es
reflexiva. Supongamos que xRy, entonces existe a € G tal que p(a,x) = y.
Se verifica

z = (e, ) = pla " a,2) = p(a™, p(a,2)) = p(a™,y),

lo cual implica yRz, es decir la relaciéon es simétrica. Por otra parte

xRy JaeG:pla,x)=y
yRz FbeG:pby) =z

= z=¢(b,p(a,)) = ¢(ba, x)
= xRz,

lo cual implica que la relacién es transitiva. Concluimos que R es relacion
de equivalencia.

4.21. Relacion y operaciones en el plano

En el conjunto de los puntos del plano 7 referidos a un par de ejes rectan-
gulares XOY se consideran: a) La ley de composicién A * B = M siendo M
el punto de corte de la paralela por A a OX con la paralela por B a OY. b)
La relacién binaria P ~ @) < las coordenadas de P y @ suman lo mismo.
Se establece la aplicacién f : 7 — R? de forma que al punto P(z,y) le
corresponde el par (z3,y3) de R2. Se define en R? la ley de composicién
(a,b) o (¢c,d) = (a,d). Se pide:

1. ;Es * asociativa?

2. ;Hay neutro en m para *?

3. jEs ~ una relacién de equivalencia? Si lo es, jcudles son las clases de
equivalencia?

4. jEs ~ compatible con *7 Si lo es, jcudl es la ley inducida en el conjunto
cociente?

5. (Es f un isomorfismo entre las estructuras (m, %) y (R?,0)?

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Aeronatticos, UPM).

Solucién. 1. Sean A = (ay,a2) y B(b1,b2), por una simple consideracién
geométrica deducimos que (ay, az) * (b1, b2) = (b1, a2).
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La operacién * es asociativa pues

[(a1,a2) = (b1, b2)] * (c1, ¢2) = (b1, a2) * (c1, c2) = (1, a2),
(a1,a2) * [(b1,b2) * (c1,c2)] = (a1,a2) * (c1,b2) = (c1,a2).

2. Sea (€1, e2) un elemento fijo de 7. Si es elemento neutro para la operacién
* se ha de verificar

(a1,a2) * (e1,e2) = (a1,a2) V(a1,az2) €,
(61,62) * (al,ag) = (al,ag) V(al,ag) c .

Equivalentemente (e1,a2) = (a1,e2) = (a1,a2) V(aj,as) € 7. Por tanto se
ha de verificar e; = a1 y e2 = as. No existe pues elemento neutro para la
operacion * pues (e1, e2) ha de ser elemento fijo.

3. Veamos que ~ es una relacién de equivalencia. (a) Para todo P(z,y) de
7 se verifica * + y = z + y lo cual implica que ~ es reflexiva. (b) P(z,y) ~
Qiz,t)=zr+y=z+t=z+t=0+y= Q(z,1t) ~ P(z,y) lo cual implica
que ~ es simétrica.

P(z,y) ~ Q(z,1) r+y=z+t
(c) {Q(z,t) ~ R(u,v) = {z—}—t =u-+v
P(z,y) ~ R(u,v),

=rty=ut+v=

lo cual implica que ~ es transitiva.

Hallemos las clases de equivalencia. Sea A(aq,a2) € 7, la clase de equivalen-
cia a la que pertenece A es [A] = {(x,y) € 7 : x+y = a1 +az}. Es decir, [4]
estd formada por los puntos de la recta que pasa por A y tiene pendiente
—1. Los elementos del conjunto cociente m/ ~ son exactamente las rectas
del plano de pendiente —1.

Y
)~
\Q 4]
B

4. La relacién ~ no es compatible con la operacién *. En efecto tenemos por
ejemplo (0,0) ~ (=1,1) y (0,1) ~ (1,0) sin embargo

(0,0) = (0,0) % (0,1) o (—1,1) % (1,0) = (1,1).
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5. Veamos si f es isomorfismo entre las estructuras (7, *) y (R2, o). Tenemos

fl(a,b) * (c,d)] = fl(c,b)] = (c*,6%)
f[(a7 b)] o f[(cv d)] = (a3’ b3) © (637 d3) = (a37d3)'

No es homomorfismo, en consecuencia tampoco es isomorfismo.

4.22. Grupo de aplicaciones afines

Sea C el conjunto de las aplicaciones fg; : R — R definidas por fu(x) =
ax + b, con a,b nimeros reales.

Determinar una condicién necesaria y suficiente que han de satisfacer los
coeficientes a y b para que C sea grupo respecto de la composicién de apli-
caciones. Comprobar que en este caso en efecto C' es grupo. ; Es abeliano?

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. Para todo par de elementos fu; y feq de C se verifica

(fab o fcd)(m) = fab[fcd(x>] = fab(cx + d)
=a(cx+d)+b=acx+ad+b= focadrs(x),

es decir la operaciéon composicion es interna en C. También es asociativa por
una conocida propiedad. La aplicacién fio(z) = x es la aplicacién identidad
en C'y por tanto elemento neutro para la composicién. Es decir, (C,0) es
un semigrupo con elemento neutro sin ninguna restricciéon para a, b reales.
Un elemento fg, tiene elemento simétrico fuy en (C, o) siy sélo si

fav o fayy = farv © far = f1,0,

o de forma equivalente, si y sélo si

ad' =1 A aa=1
all +b=0 ab+b =0.
Para que exista a’ ha de ser necesariamente a # 0 y en este caso a’ = 1/a.
La relacién ab’ + b = 0 se cumple para b’ = —b/a. Adem4s, en este caso se
verifica la relacién a’b+ b = (1/a)b — b/a = 0. Hemos demostrado que una

condicién necesaria para que (C,0) sea grupo es que a # 0. Esta condicién
es también suficiente, pues la operacién o en

Ci={fa:R—=>R:aecR-{0},becR}

es claramente interna, asociativa, tiene elemento neutro fio € C1 y todo
Jav € C1 tiene elemento simétrico f1/, 4/ € C1. Este grupo no es conmu-
tativo pues eligiendo (por ejemplo) los elementos fi2, foo de C1 :

{f12 o f20 = f22

fa00 fi2 = fou :>f120f207éf200f12.
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4.23. Centro de un grupo de matrices

Demostrar que el conjunto H de matrices de la forma

1 z =z
X=10 1y z,y,z € R,
0 0 1

forma un grupo con la operacién producto de matrices. Calcular su centro.
(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solucién. Veamos que H es un subgrupo del grupo multiplicativo G forma-
do por las matrices invertibles 3 x 3. Toda matriz X de H tiene determinante
no nulo, en consecuencia, H C G. Claramente H # (), por tanto basta de-
mostrar que para todo par de matrices X,Y de H se verifica XY ™! € H.
Denotemos

1 =z =2 1 2 =z
X=101y|, Y=|0 1 ¢
0 0 1 0 0 1
Entonces,
1z 2| [1 -2 2y -7
Xyt=10o1 y| |0 1 —y/
0 0 1] |0 0 1
1 z—2 @ —x)+2-272
=0 1 y—1 €eH
0 0 1

Si A€ Z(H) (centro de H) sera de la forma:

1 a c
A=10 1 b (a,b,c € R),
0 0 1
es decir
1 a+x c+br+z
AcZ(H) & XA=AX VXeH< |0 1 b+y
0 0 1
1 z4a z4+ay+ec
=10 1 y+b Sbr=ay Ve,yc R a=0=0.
0 0 1
El centro de H es por tanto
1 0 ¢
Z(H)y={ A=|0 1 0| :ceR }.
0 01
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4.24. Conmutador y subgrupo derivado

Dados dos elementos x, y pertenecientes a un grupo G, se llama conmutador
de los elementos dados y se representa por [z,y] al elemento de G definido
por

[z,y] =2~y lzy.
Demostrar que:

1. El inverso de un conmutador es un conmutador.

2. El conjugado de un conmutador es un conmutador.

3. El subgrupo de G engendrado por los conmutadores de todos los pares
de elementos de G es normal (se denomina subgrupo derivado de G y se
representa por D(G)).

4. Una condicién necesaria y suficiente para que G sea abeliano es que el
subgrupo derivado se reduzca al elemento neutro, es decir D(G) = {e}.

(Prropuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).
~1

Solucién. 1. Sea [z, y] un conmutador. Usando (ab) ™! = bla"ly (a7 1)

a .

1 1

zy) =y e yr = [y, 2]

es un conmutador.

[z, y] 7t = (a7 ly~
Es decir, [z,y] ™!

1 es un conmutador para

2. Sea [z,y] un conmutador. Veamos que g[z,y]g~
todo g € G. En efecto:

1 1

glz,ylg ™t = g(ay ay)g T = g2 g gy g grg gy

= (929~ ") gyg™ ") (grg gy ™") = [92g~ ", gyg™"].
3. Sean g € G, h € D(G), tenemos que demostrar que ghg~! € D(G). Todo
elemento h de G es producto de conmutadores y de sus inversos. Por el
apartado 1, el inverso de un conmutador es un conmutador, lo que implica
que h =cy-c...-cp, siendo c1,ca,...,c, conmutadores. Tenemos:

ghg™ =gler ez )™t = (gerg™ ) (geag™) - (gcpg ™).
Ahora bien, por el apartado 2, los elementos ¢; = gc;g~! son conmutadores

es decir, ghg~! es producto de conmutadores y por tanto pertenece a D(G).

4. Sea (G abeliano, entonces para todo par de elementos x,y € GG se verifica:

[z, y] =27y lay = (a7 a)(yy) =ee =,
lo cual implica que D(G) = {e}.
Sea D(G) = {e} ysean z, y € G. Entonces [z, y] € D(G) es decir, z 'y lay =
e. Equivalentemente y~'xy = = o bien yx = zy es decir, G es abeliano
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4.25. Grupo construido por biyeccion

Sea RT el conjunto de los nimeros reales estrictamente positivos y con-

sidérese la aplicacién f : RT — R definida por f(z) = %
x
1. Hallar C' = f(R") y razénese si f : Rt — C es biyeccién o no.

2.81 f" = fofo...of (nveces), determinar f*(R") y (,en /" (RT).

3. Obtener una operacién ® en C tal que considerando a R con su estruc-
tura de grupo multiplicativo, f sea un homomorfismo de grupos (obtener lo
maés simplificado posible el valor de y; ® y2 para y1,y2 € C). j Quién es el
neutro para ®7

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Aeronatticos, UPM).

Solucidn. 1. Se verifica f(z) >0y f(z) = z/(x+1) < 1 para todo z € R*,
es decir C' C (0,1). Veamos que también (0,1) C C. Efectivamente, para
y € (0,1) tenemos

yzf(w)ﬁyzxi@ywry:x

Y
< )=y r=—"—.
ely—l)=—yer=1" ,
Como y/(1—y) € RT, todo y € (0,1) es de la forma y = f(z) con z € RT, es
decir (0,1) C C. Concluimos que C = (0, 1), lo cual implica que f : RT — C
es sobreyectiva. Veamos que también es inyectiva. Efectivamente:

T x2

f($1)=f(502):>x1+1:$2+1

= T1x2 + T1 = x1T2 + T2 = T1 = T,
por tanto f: RT — C' = (0,1) es biyeccién.

2. Tenemos

f2<x>=<fof><x>:f<f<:c>>=f( z )= S _ TS

v+l 741 +1 x+1:2$+1’
f3(‘”)_(fofz)(x)—f(fQ(w))—f< E )‘ -
- B N 2¢ +1 _290&—:%1"’_1_31""1'

Los célculos anteriores sugieren que f"(z) = z/(nz + 1). Veamos que se
verifica, aplicando el método de inducciéon. En efecto, la formula es cierta
para n = 1. Supongamos que es cierta para un n natural. Entonces

fn+1(x) =(fof")x)=f(f"(x)=f (nxi 1>
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T
nxr+1 o x

g+l (4 )z 4+
lo cual implica que también es cierta para n+ 1. Cuando z — 0T se verifica
f™(x) — 0y cuando x — +o0, f"(x) — 1/n. Por otra parte, (f")'(z) =
1/(nz + 1)* > 0 para todo x € RT, lo cual sugiere que f*(RT) = (0,1/n).
Veamos que esto es cierto aplicando métodos exclusivamente algebraicos.
Por una parte

{0<fn(x%<:> <nx+1 { 0<x @{O<SE

fx) < = ad <l nr <nx+1 0<1,
n nc+1 n

y las dos 1ltimas desigualdades se verifican trivialmente cuando x € R™. He-

mos demostrado que f*(R™) C (0,1/n). Por otra parte (0,1/n) C f*(R™T).

En efecto, para y € (0,1/n) tenemos

Snyr+y=x

Y
1—ny

n
= =Yy =
y=["z) ey I

szhy—1)=—y&s =

Como 0 < y < 1/n se verifica que y/(1—ny) € RT, es decir todo y € (0,1/n)
es de la forma y = f™(x) con x € R y por tanto (0,1/n) C f*(R").
Veamos ahora que (), oy /" (RT) = 0. En efecto, si existiera z € (),,cn(0,1/n)
tendria que ser necesariamente z > 0. Dado que 1/n — 0 cuando n — +00,
existe mg natural tal que 1/ng < z, es decir z no perteneceria al intervalo
(0,1/ng) lo cual es absurdo.

3. Hemos visto que f : RT™ — (0,1) definida por f(z) = z/(z + 1) es una
biyeccién. Para que f sea homomorfismo entre los grupos (R™, ) y ((0,1), ®)
es necesario y suficiente que se verifique

f(xlxg) = f(wl) (=) f(:L'Q) Vx1Vas € RT. (1)

Denotando y1 = f(x1), y2 = f(z2) tenemos y; = x1/(x1 + 1) e yo =
x9/(r2 +1) o bien 1 = y1/(1 —y1) y 2 = y2/(1 — y2). Podemos escribir la
relacién (1) en la forma

12
= 1 = ——--—-
Y1 @y2 = f(r122) Tiae 1
Y1y2
(1-y1)(1—y2) Y192

B %‘Fl 2y — 1y —y2 + 1

Dado que f es homomorfismo de grupos, transforma el elemento neutro
del grupo (RT,-) que es 1 en el neutro e del grupo ((0,1),®). Por tanto

e=f(1)=1/2.



Capitulo 5

Anillos y cuerpos

5.1. Concepto de anillo

1. Demostrar (de manera esquemadtica) que (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,:) v
(C,+,-) son anillos conmutativos y unitarios en donde + y - representan en
cada caso la suma y el producto habituales.

2. Sea R]z] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coeficientes
reales. Demostrar (esqueméticamente) que (R[z], +, -) es anillo conmutativo
y unitario en donde + y - representan la suma y producto habituales.

3. Sea R™*™ el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n. Demos-

trar (esquematicamente) que (R™*™+ ) es anillo unitario y no conmutativo,

siendo + y - las operaciones usuales suma y producto de matrices.

4. Sea A el conjunto de los niimeros enteros pares. Demostrar que (A4, +,-)

es anillo conmutativo y no unitario en donde + y - representan la suma y

producto habituales de ntimeros enteros.

5. En el conjunto de los niimeros reales se definen las operaciones
rxy=x+y+4, xzoy=uxy+4r+4y+ 12.

Demostrar que (R, x, 0) es anillo conmutativo.

6. En el conjunto P = {2z : « € Z} se definen las operaciones + habitual y o,

definida mediante aob = 2ab. Demostrar que (P, +, o) es anillo conmutativo
y no unitario.
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5.1 Concepto de anillo

7. En el conjunto Z se definen las operaciones:
axb=a+b—1, aob=a+b— ab.
Demostrar que (Z, *,0) es anillo conmutativo con elemento unidad.

8. Demostrar que en un anillo A con elemento unidad, la conmutatividad de
la suma se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

Solucién. 1. Vimos que (Z,+) es grupo abeliano. Por otra parte, el pro-
ducto de enteros es un entero y el producto de enteros sabemos que tiene
las propiedades asociativa y distributiva. En consecuencia, (Z, 4+, -) es anillo.
Dado que el producto de enteros tiene la propiedad conmutativa y que el
numero 1 es su elemento neutro, concluimos que (Z, +, -) es anillo conmuta-
tivo y unitario.

De manera analoga, deducimos que (Q, +,-), (R,+,-) y (C,+, ) son anillos
conmutativos y unitarios.

2. Vimos que (R[z],+) es grupo abeliano. Por otra parte, el producto de
elementos de R[z] es un elemento de R[z]. El producto de estos polinomios
segin sabemos tienen las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva
y ademaés el polinomio e(z) = 1 es elemento neutro para el producto.
Concluimos que (R[z], +, ) es anillo conmutativo y unitario.

3. La suma es claramente interna y cumple segin sabemos las propiedades
asociativa y conmutativa. La matriz nula 0 es elemento neutro y dada A, su
elemento simétrico es —A. Es decir, (R"*"™, +) es grupo abeliano.

Segun sabemos, el producto es operacién interna, asociativa y distributiva
respecto de la suma. Ademés, la matriz identidad I de orden n es elemento
neutro para el producto. Concluimos que (R™*", +,-) es anillo unitario.

No es conmutativo porque en general no se verifica la propiedad conmutativa
para el producto de matrices, basta tomar como contraejemplo:

el l)

10 0 0
as= | o] ma=[y 0

Tenemos

es decir AB # BA.
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4. El nimero cero es par pues 0 = 2 -0, por tanto, 0 € A. Si a, b son enteros
pares se verifica a = 2k y b = 2s con k, s enteros. Esto implica

a—b=2k—2s=2(k—s), siendo k — s entero,

es decir x —y € A. Hemos demostrado que A es subgrupo del grupo aditivo
Z y en consecuencia es grupo. Como la suma de enteros es conmutativa,
(A,+) es grupo conmutativo.

De nuevo, para a,b € A tenemos
ab = (2k)(2s) = 2(2ks), siendo 2ks entero,

es decir el producto es operacion interna en A. Como la operacién producto
de enteros es asociativa, conmutativa y distributiva respecto de la suma, con-
cluimos que (A, +, ) es anillo conmutativo. No es unitario, pues por ejemplo
no existe ningiin nimero par e tal que 2e = 2.

5. Vimos en un ejercicio anterior que (R, *) es grupo abeliano. Veamos ahora
que (R, 0) es semigrupo.

Interna. Claramente se cumple pues la suma y producto de niimeros reales
es un numero real.

Asociativa. Se cumple pues:

(xoy)oz=(zy+4r+4y+12)oz
=ayz +4dxz + 4yz + 122 + 4oy + 162 + 16y + 48 + 42 4 12
= xyz + 4(xy + xz + yz) + 16(x + y + 2) + 60.

zo(yoz)=uzo(yz+4y+4z+12)
=xyz + 4oy + dxz + 120 4+ 4z + 4yz + 16y + 162 + 48 + 12
=zyz +4(xy + 2z + yz) + 16(z + y + z) + 60.
La operacion o es claramente conmutativa. Esto implica que esta operacion

es distributiva respecto de * si y sélo si se verifica zo(y*z) = (zoy)*(zoz).
Se cumple, pues:

zo(ysxz)=zo(y+z+4)
zy+axz+4dr+4doe+4y+42+16 412
=zy+xzz+4Q2x +y+2) + 28,

(xoy)*(xoz)=(ry+4dr+4y+12) x (xz + 4x + 4z + 12)
=xy+4dr+4dy+124+xz24+4r+4z+12+4
=zy+xz+4Q2x +y+ 2) + 28.



5.1 Concepto de anillo

Concluimos que (R, *,0) es anillo conmutativo.

6. 1) Veamos que (P, +) es grupo abeliano; para ello basta demostrar que P
es subgrupo del grupo aditivo de los ntimeros enteros. Efectivamente, dado
que 0 = 2-0, se verifica que 0 € P. Por otra parte, si a,b € P, entonces a = 2x
y b = 2y para ciertos enteros z e y, lo cual implica a —b = 2z —2y = 2(x —y)
siendo z —y € Z, luego a — b € P.

2) Veamos que (P, 0) es semigrupo.

Interna. Sean a,b € P, entonces a = 2x y b = 2y para ciertos enteros = e y,
lo cual implica a o b = 2(2x)(2y) = 2(4xy) siendo 4zy € Z, luego aob € P.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a,b,c € P :

ao(boc)=ao(2bc) = 2a(2bc) = 4abe.
(aob)oc=(2ab) o c = 2(2ab)c = 4abe.

3) Veamos que la operacién o es distributiva respecto de la operacién +.
Dado que o es conmutativa, bastara demostrar que para todo a,b,c € P se
verifica a o (b+ ¢) = (a0 b) + (a o c). En efecto:

ao(b+c)=2a(b+c).
(aob)+ (aoc)=2ab+ 2ac = 2a(b+ c).

Concluimos que (P, 4+, o) es anillo conmutativo. No es unitario, pues si exis-
tiera elemento neutro e para la operacién o, entonces:

aoe=2ae=a, Vaé€P.

Eligiendo (por ejemplo) a = 2, se tendria 4e = 2, es decir e = 1/2. Pero
1/2 ¢ P.

7. 1) Veamos que (Z, *) es grupo abeliano.
Interna. Se verifica, pues la suma de ntimeros enteros es un ntiimero entero.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a,b,c € Z :

ax(bxc)=ax(b+c—1)=a+b+c—2.
(axb)yxc=(a+b—1)xc=a+b+c—2.

Conmutativa. Se verifica, pues para todo a,b € Z :
axb=a+b—1=b+a—-1=bxa.
Elemento neutro. EI nimero 1 satisface para todo a € Z :

axl=1xa=a+1—-1=a.
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en consecuencia, 1 € Z es elemento neutro para la operacién .
Elemento simétrico. Para todo a € Z, el niimero 2 — a € Z satisface:

ax(2—a)=2—-a)xa=a+2—-a—-1=1.

por tanto todo a € Z tiene simétrico, siendo este, 2 — a. Concluimos que
(Z, *,0) es grupo abeliano.

2) Veamos que (Z,0) es semigrupo.

Interna. Se verifica, pues la suma y producto de niimeros enteros es un
nimero entero.

Asociativa. Se verifica, pues para todo a,b,c € Z :

ao(boc)=ao(b+c—bc)
=a+b+c—bc—alb+c—be)
=a+b+c—bc—ab— ac+ abe.

(aob)oc=(a+b—ab)oc
=a+b—ab+c—(a—b—ab)c
=a+b—ab+ c—ac—bc+ abe.

Concluimos que (Z, o) es semigrupo. Ademas es conmutativo pues:
aob=a+b—ab=b+a—ba=boa.

3) Veamos que la operacién o es distributiva respecto de la operacién .
Dado que o es conmutativa, bastara demostrar que para todo a,b,c € Z se
verifica a o (b*¢) = (aob) * (aoc). En efecto:

ao(bxc)=ao(b+c—1)
=a+b+c—1—alb+c—1)
=2a+b+c—ab—ac—1.

(aob)*(aoc)=(a+b—ab)*(a+c—ac)
=(a+b—ab)+(a+c—ac)—1
=2a+b+c—ab—ac—1

Concluimos que (Z, 4+, o) es anillo conmutativo. Ademads es unitario, pues el
nimero 0 € Z satisface para todo a € Z :

ao0=00a=a4+0—-0a=a,

es decir 0 € Z es elemento unidad del anillo.
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8. Para todo a, b elementos de A, y usando la propiedad distributiva de dos
maneras distintas:

(14+1)(a+b)=1(a+b)+1(a+b)
=a+b+a+b (1)

I+1)(a+b)=1+1)a+(1+1)b
=la+la+1b+1b
—a+a+b+b  (2)

Igualando (1) y (2), queda a+b+a+b = a+a-+b+b. Teniendo en cuenta que
en un grupo todos los elementos son regulares, deducimos que b+a = a +b.

5.2. Anillo de sucesiones

Se considera el conjunto S de las sucesiones x de niimeros reales, es decir
r = (x1,22,23,...), Tpn € RVR=1,23 ...,

escritas abreviadamente por & = (z,,). Se definen en S las operaciones:

() + (Yn) = (@0 +Yn),  (Tn) - (Yn) = (TnYn)-
Demostrar que (S, +,-) es un anillo conmutativo y unitario.

Solucién. 1) Veamos que (S, +) es grupo abeliano.

Interna. Dado que la suma de dos niimeros reales es un niimero real, la suma
de dos elementos de S pertenece a S.

Asociativa. Para todo * = (x,), ¥ = (yn), 2 = (2) elementos de S y
aplicando la propiedad asociativa de la suma de ntmeros reales:

(@+y)+2=((@n) + (Yn)) + (2n) = (@n + yn) + (2n) = (@n + Yn) + 2n)
= (Tn + (Yn + 2n)) = (¥n) + (Yn + 20) = (Tn) + ((yn) + (20)) =z + (y + 2).

Elemento neutro. La sucesién 0 = (0), cuyos términos son todos nulos, es
elemento neutro para la suma de sucesiones, pues para todo = = (z,) € S :

z+0=(z,+0) = (z,) =z
O+z=0+mz,)=(zn) =2

Elemento simétrico. Dada z = (x,,) € S, la sucesién —z = (—zy,) es elemento
simétrico de x, pues:
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Conmutativa. Para todo x = (x,), ¥ = (yn) elementos de S y usando la
propiedad conmutativa de la suma de ntimeros reales:

z+y=(Tn) + (Yn) = (@0 +Yn) = (Yn + Tn) = (Yn) + (20) =y + 2.

2) Veamos que (S, -) es semigrupo.

Interna. Dado que el producto de dos ntimeros reales es un nimero real, el
producto de dos elementos de S pertenece a S.

Asociativa. Para todo z = (x,), ¥ = (yn), 2 = (2z) elementos de S y
aplicando la propiedad asociativa del producto de ntimeros reales:

(@y)z = ((@n)(Yn)) (2n) = (@nyn)(2n) = ((TnYn)2n) =

Ademas, el semigrupo es conmutativo, pues para todo = = (z,), y = (yn)
elementos de § y usando la propiedad conmutativa del producto de ntimeros
reales:

Yy = (2n)(Yn) = (@n¥n) = (UnTn) = (Yn)(zn) = yz.

3) Veamos que la operacién producto es distributiva respecto de la suma.
Dado que el producto en S es conmutativo, bastard demostrar que para todo
x,y, z elementos de S se verifica x(y + z) = xy + zz.
En efecto, para todo x = (z,,), ¥ = (yn), 2 = (z,) elementos de S y
aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
numeros reales:

z(y +2) = (zn) (W) + (20) = (@0) (Yn + 20) = (@ (Yn + 20)) =

(TnYn + Tnzn) = (Tnyn) + (Tn2n) = (Tn)(Yn) + (Tn)(20) = 2y + 22
Concluimos que (S, +, -) es un anillo conmutativo. Es ademads unitario, pues

la sucesién 1 = (1) cuyos términos son todos iguales 1, es elemento neutro
para la suma de sucesiones, ya que para todo x = (z,) € S :

xl = (zp1) = (z) = x.

lz = (1z,) = (x,) = x.

5.3. Producto directo de anillos

Para n entero positivo, sean Ay, ..., A, anillos. En el producto cartesiamo
A=A x---x A,, se definen las operaciones:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—l—bn),
(al,...,an)-(bl,...,bn) = (albl,...,anbn).

Demostrar que (A,+,-) es un anillo (se le llama producto directo de los
anillos dados).
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Solucidén. 1) Veamos que (A, +) es grupo abeliano.

Interna. Dado que la suma de dos elementos de cada anillo A; es un elemento
de A;, la suma de dos elementos de A pertenece a A.

Asociativa. Para todo (x1,...,2n), (Y1,---,Yn), (21,...,2n) € Ay usando
la propiedad asociativa de la suma de los elementos de cada anillo A; :

(1, yxn) + (Y1, ooy Un) + (21, - -5 20)]
(331,.. )+(y1+21,...,yn+zn)
(1'1‘1‘( 1+Zl) u-al'n"i_(yn‘i‘zn))
((xl+y1)+217"'7(xn+yn)+zn>)
= (

[

T+ Yty T+ Yn) + (21,0, 2n)
(T1ye oy xn) + Y1y yn)] + (2150 s 20)-

Conmutativa. Para todo (z1,...,2), (y1,...,Yn) € A y usando la propie-
dad conmutativa de los elementos de los anillos A; :

(X1, oy xn) + (W15 Yn) = (@1 + Y1, -+, T + Yn)
=W +z, Y+ Tn) = W5 yn) + (21, 20).

Elemento neutro. Para todo x = (z1,...,z,) € A el elemento de A, 0 =
(0,...,0) satisface:

O+zxz=2+0=(x1,...,2,) + (0,...,0)
=(r1+0,...,2,+0) = (21,...,2,) = x.

Elemento simétrico. Para todo z = (z1,...,2,) € A, el elemento de A,
—z = (—x1,...,—x,) satisface:
(—x)+z=z+ (—x) = (x1,...,2n) + (—21,..., —Tp)

=(x1+ (—21),...,2n+ (=) = (0,...,0) = 0.

2) Veamos que (A4, -) es grupo semigrupo.

Interna. Dado que el producto de dos elementos de cada anillo A; es un
elemento de A;, el producto de dos elementos de A pertenece a A.
Asociativa. Para todo (x1,...,2n), (Y1,---,Yn), (21,...,2n) € Ay usando
la propiedad asociativa del producto de los elementos de cada anillo A; :

(1, sxn) (Y1 oy yn) - (2150 ooy 2n)] = (@1, xn) - (Y121, - -+, YUnZn)
= (%1(3/121), e 7xn(ynzn)) = ((xlyl)zh ) (xnyn)zn)
= (T1Y1, - TnYn) - (21, 2n) = (@1, s zn) - (Y1, yn)] - (21,000, 20)-

3) Veamos que la operacién . es distributiva respecto de la operacién +.
Para todo (x1,...,25), (Y1,---,Yn), (21,...,2,n) € A y usando la propiedad
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distributiva del producto respecto de la suma en cada anillo A; :

(1, sxn) (Y1, yn) + (21, 2n)] = (@1, oy zn) - (Y1 + 215+, Yn + 2n)
= (@1(y1 +21)s - Tn(Yn + 20)) = (@191 + 2121, ..., TnYn + Tn2n)

= (z1Y1,- -, TpYn) + (121, - - -, Tn2n)

=(x1,..,2n) - W1, Un) + (@1, s 2p0) - (21,0, 20).

Lyeoos@n) + W1y stn)] - (21, oy 2n) = (@1 4+ Y1, oo, T+ Yn) - (21,0, 20)

((x1 +y1)21, s (®n +Yn)zn) = (X121 + Y121, - - - s TnZn + YnZn)
(121, -« -y Tnzn) + (Y121, -+, YnZn)

= (z1,..yxn) (21,5 2n) + (Y1, Yn) - (21, -+, 2n).

Concluimos que (A, +,+) es un anillo.

(x

5.4. Propiedades de los anillos

1. Sea (A, +,) un anillo y a, b elementos de A. Desarrollar (a + b)2. Simpli-
ficar las expresiéon resultante cuando A sea conmutativo.

2. Sea A un anillo. Demostrar que cualesquiera que sean a,b,c € A y lla-
mando [a, b] = ab — ba, se verifica:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [e, [a, b]] = 0.

3. Sea (A, +,-) un anillo. Demostrar que:
1) a0 =0a =0, Vac A.
2) (—a)b = a(—=b) = —(ab), Va,be A.
3) (—a)(—b) = ab, Va,be A.

Solucién. 1. Usando la propiedad distributiva:
(a+0)*> = (a+b)(a+b) = (a+Db)a+ (a+0bb=a®+ba+ ab+ b*

Si el anillo es conmutativo, ab = ba y queda (a + b)? = a? + 2ab + b?.

2. Desarrollando cada uno de los términos:
[a, [b,c]] = alb,c] — [b, c|a
= a(bc — ¢cb) — (bc — cb)a
= abc — acb — bea + cba. (1)

[b, [c, a]] = bc,a] — [c,alb
= b(ca — ac) — (ca — ac)b
= bea — bac — cab + acb. (2)
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[e, [a,b]] = c|a,b] — [a,b]c
= c(ab — ba) — (ab — ba)c
= cab — cba — abc + bac. (3)

Sumando las expresiones (1), (2) y (3), y cancelando términos:
[a, [b, c]] + [b, [e, a]] + [c, [a, b]] = 0.

3. 1) Se verifica aa = a(a + 0) = aa + a0, es decir aa — aa = a0 y de aqui,
a0 = 0. Para la igualdad Oa = 0 se procede de manera analoga.

2) Se verifica (—a)b+ab = (—a+a)b = 0b = 0, es decir (—a)b = —(ab). Para
la igualdad a(—b) = —(ab) se procede de manera ansloga.

3) Usando la propiedad anterior y que el simétrico (opuesto en este caso)
del simétrico de un elemento es el propio elemento:

(=a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab.

5.5. Grupo multiplicativo de las unidades
1. Determinar las unidades (o elementos invertibles) del anillo Z.

2. Determinar las unidades del anillo R®*". de las matrices reales cuadradas
de orden n.

3. Demostrar que si v es unidad de un anillo unitario A, entonces el elemento
v que cumple uv = vu = 1 es tnico.

4. Determinar las unidades del anillo (R[z], +,-).
5. Determinar las unidades del anillo & de las sucesiones de nimeros reales.

6. Sea (A, +,-) un anillo unitario. Demostrar que:

1) El elemento unidad 1 es una unidad.

2) Si w y v son unidades, entonces uv es una unidad, y se verfica
(uwv)~t = vyt

3) Si u es una unidad, entonces, u~
e e

4) Si U es el conjunto formado por todas las unidades de A, entonces

(U,-) es un grupo.

1

| ~ =

es una unidad, y se verifica
(u
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Solucidn. 1. Claramente, las unidades de Z son 1 y —1.

2. De acuerdo con la definicién de unidad, los elementos invertibles de R™*™
son justamente las matrices invertibles.

3. En efecto, si existiera otro v’ cumpliendo uv’ = v'u = 1, entonces:

w=1=v(w)=01= Wuw=0v=1lv=v=0v="1".

Al elemento v se le designa por u™".

4. Si u(x) = k # 0 es polinomio constante no nulo, entonces es unidad pues
el polinomio v(x) = 1/k satisface u(x)v(x) = v(x)u(x) = 1. Veamos que los
polinomios constantes no nulos (es decir, los polinomios de grado 0), son las
tnicas unidades de R[z].

En efecto, sea u(zr) € R[z] un polinomio distinto de una constante no nula.
Si u(xz) = 0, entonces u(x)v(x) = 0 para todo v(x) € R[z], y por tanto u(x)
no es unidad. Si u(x) es polinomio de grado > 1 entonces, para cualquier
polimomio v(z) € R[z], o bien u(z)v(z) = 0 si v(x) = 0, o bien el grado de
u(z)v(z) es > 1 si v(x) # 0. Es decir, u(z) no es unidad. Concluimos que el
conjunto U de las unidades de R[z]| es:

U = {u(z) € R[z] : gradou(x) = 0}.

5. Sea (x,) € S. Dado que S es conmutativo, (z,,) es una unidad si y sélo si,
existe (yn) € S tal que (x,)(yn) = (1). Esto equivale a decir que z,y, = 1
para todo n = 1,2,..., que a su vez equivale a decir que x,, # 0 para todo
n=1,2,.... Por tanto, el conjunto U de las unidades de S es:

U={(zn)eS 2, #0Vn=1,2,...}.
6. 1) Se verifica 1-1=1-1=1, lo cual implica que 1 es una unidad.

1

2) Si u y v son unidades, existen los elementos u~! y v=! de A tales que

uu~t =u"lu =1, v~ = v~ lv = 1, por tanto,
(wo)(v ™) = Dy =wlu ™ = wut =1,

1

(v M Y (w) = v w w)w = v = v e = 1,

es decir uv es unidad y (uv)™! = v tu~L.

3) Si u es unidad, existe el elemento u~! de A tal que uu~' = u~lu = 1. Es
decir, el elemento u~! satisface la definicién de unidad, y ademds su (u~!)~!
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es precisamente u, es decir (u=1)~! = u.

4) Efectivamente, (U, -) es grupo.

Interna. Segin 2), el producto de dos elementos de U, pertenece a U.
Asociativa. La operacién - es acociativa en A, por tanto lo es en U.
Elemento neutro. Segin 1), el elemento unidad 1 es una unidad, por tanto
es elemento neutro de (U, -) al verificar ul = 1u para todo u € U.
Elemento simétrico. Si u € U, y segiin 3) existe u™! € U tal que uu™! =

ulu=1.

5.6. Anillo de los enteros de Gauss

Sea Z[i] = {a+bi : a € Z,b € Z} con las operaciones usuales de suma y
producto de complejos. Se pide:

A) Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario (se llama anillo de
los enteros de Gauss).

B) Hallar todos los elementos invertibles de Z]i].

Solucién. A) (a) Veamos que (Z[i],+) es grupo abeliano. Como Z[i] C C y
(C,+) es grupo abeliano, bastard demostrar que Z[i| es subgrupo de C.

(i) Claramente 0 + 0i € Z[i], por tanto Z[i] # 0.

(i7) Para cada par de elementos a + bi y ¢+ di de Z[i] :

(a+bi) = (c+di)=(a—c)+ (b—d)i,

y dado que a, b, ¢, d son enteros, también lo son a — ¢ y b — d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[i]. Concluimos que (Z[i], +) es grupo
abeliano.

(b) Veamos que (Z[i],-) es semigrupo.
(7) Interna. Para cada par de elementos a + bi y ¢ + di de Z[i] :

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i,

y como a, b, ¢, d son enteros, también lo son ac — bd y ad + bc lo cual implica
que el producto anterior pertenece a Z][i].

(17) Asociativa. La operacién producto es asociativa en C, por tanto lo es en
Z[i]. Hemos demostrado que (Zli], ) es semigrupo. Es ademdas conmutativo
pues el producto es conmutativo en C.

(c) La operacién - es distributiva respecto la operacién +. Efectivamente,
lo es en C, por tanto en Z[i]. Hemos demostrado que (Z[i],+,-) es anillo
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conmutativo. Es también unitario pues 1 = 1+ 0i € Z[i].

B) Un elemento a + bi € Z[i] no nulo es invertible si y sélo si existe un
a’ + b'i € ZJi] no nulo tal que (a + bi)(a’ + b'i) = 1. Tomando mddulos al
cuadrado, obtenemos (a? + b%)(a”? + b'?) = 1.

Como los dos factores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesaria-
mente a® +b> = 1 0 equivalentemente ¢ = £1 A b=00a =0 A b= +1. Es
decir, los unicos posibles elementos invertibles de Z[i] son 1, —1,, —i. Pero
estos elementos son invertibles al cumplirse:

1-1=1, (-1)-(-1)=1, i (=) =1, (—i)-i=1.
El conjunto de las unidades de Z[i] es por tanto

U={1,-1,i,—i}.

5.7. Anillo de clases residuales

Para los siguientes anillos, construir sus tablas de Cayley de la suma y el
producto, y determinar el inverso de cada elemento cuando éste exista.

a) Zg. b) Z4. C) Zﬁ, d) ZQ.

Solucién. a) Tenemos Zs = {0, 1,2} y las correspondientes tablas de Cayley
son:

+]0 1 2 o1 2

0/0 1 2 0/0 0 0

1120 110 1 2

2|12 0 1 2|10 2 1
Los opuestos e inversos son:

z|0 1 2 z [0 1 2

—z]0 2 1 A1 2

b) Tenemos Z4 = {0,1,2,3} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+]0 1 2 3 o123
0[o 1 2 3 0[0 0 0 0
112 30 110123
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 21



5.8 Anillos de integridad

Los opuestos e inversos son:

|0 1 2
—z]0 3 2

3 z |01 23
1 m_l‘/ﬂl/ﬁfi

¢) Tenemos Zg = {0, 1,2,3,4,5} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+]/0 12 345 012345
0/0 1 2 3 4 5 0[0 0000 0
11 23450 1101 2345
212 345 0 1 210 2 4 0 2 4
3/3 4501 2 3]0 3030 3
414 5 01 2 3 410 4 2 0 4 2
5/5 01 2 3 4 500 5 43 21
Los opuestos e inversos son:
z|0 1 2 3 45 zx |01 2 3 45
—z|0 5 4 3 21 A1 A A AS
d) Tenemos Zy = {0,1} y las correspondientes tablas de Cayley son:
+]0 1 |0 1
0/0 1 0/0 o
1[1 0 110 1
Los opuestos e inversos son:
z|0 1 z [0 1
—z |0 1 A1

5.8. Anillos de integridad

1. Determinar los divisores de cero del anillo Zg.

2. Estudiar si el anillo M3(R) es de integridad.

3. Estudiar si el anillo conmutativo y unitario S de las sucesiones de ntimeros
reales es un dominio de integridad.

4. Demostrar que en un anillo unitario, las unidades (es decir, los elementos
invertibles) no son divisores de cero.

5. Sea m > 1 entero. Demostrar que: Z,, es dominio de integridad < m es
primo.

6. Sea A un dominio de integridad y a € A un elemento para el que existe
un n entero positivo tal que a” = 0. Demostrar que a = 0.
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Solucion. 1. La tabla de Cayley del producto es:

101 2 3 4 5
0j0 0 0 0 0O
110 1 2 3 4 5
210 2 4 0 2 4
3]0 3 03 0 3
410 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

de la cual deducimos que los divisores de cero son 2, 3 y 4.

01
00

=l B -6

Existen divisores de cero, por tanto M3(R) no es anillo de integridad.

2. Elijamos los elementos de M3(R): M = N = [ } . Entonces,

3. Elijamos los elementos de S :

z=(0,1,0,1,0,1,0,...),
y=(1,0,1,0,1,0,1,...).

Entonces, zy = 0 y sin embargo, x # 0 e y # 0. Existen divisores de cero,
por tanto S no es dominio de integridad.

4. Si a es unidad del anillo, existe a=! elemento del anillo tal que aa~! =

a"'a = 1. Si a fuera divisor de cero, existirfa b # 0 en el anillo tal que ab = 0

o bien ba = 0 Si fuera ab =10 :
ab=0=a"Yab)=a'0= (¢ ta)b=0=1b=0=b=0,
lo cual es una contradiccién. Anédlogo razonamiento si fuera ba = 0.

5. =) Si m no fuera primo, entonces, m = rs con r,s enteros tales que
1<r<myl<s<m.Estoimplicarfa 7-5 =m = 0 siendo 7 # 0 y 5 # 0.
Existirian divisores de cero, en contradiccién con la hipdtesis de ser Z,, de
integridad.

<) Supongamos que Z,, = {0, 1, 2, ..., m — 1} tuviera divisores de cero,
es decir que existieran elementos 7 y 5§ de Z,, no nulos tales que 7 - 5 = 0.
Esto implicaria que m divide a rs.
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Ahora bien, dado que r < m y m es primo,  y m son primos entre si, y al
dividir m a rs y ser primo con r, m divide a s (por tanto 5 = 0), lo cual es
absurdo pues hemos supuesto 5 # 0.

6. Llamemos m al menor de todos los enteros positivos n que cumplen a™ = 0.
Supongamos que fuera a # 0. Entonces, al ser A dominio de integridad, la
igualdad a™ = aa™ ' = 0 implica que a™ ! = 0, en contradiccién con la
eleccion de m.

5.9. Subanillos

1. Sea (A, +, ) un anillo y sea B un subconjunto no vacio de A. Demostrar
que:
(t)a,be B=>a—-beB

B es subanillo de A N
(i4) a,b € B = ab € B.

2. Demostrar que el subconjunto (m) de todos los miltiplos del nimero
entero m es un subanillo de Z.

3. Demostrar que el conjunto B = {a + byv/2 : z,y € Z} es un subanillo del
anillo R.

4. Se considera el conjunto de matrices:
_r| T Y.
A—{[_y x}.x,yER}.

Demostrar que A es un subanillo del anillo usual M3(R) de las matrices
cuadradas reales de orden 2.

5. Demostrar que el conjunto B de las sucesiones acotadas de niimeros reales
es un subanillo del anillo § de las sucesiones de ntimeros reales.

Solucién. 1. =) Si B es subanillo de A, entonces B # () pues 0 € B.
Ademas, B es subgrupo aditivo de A, luego se cumple (¢). Como la opera-
cién producto es interna en B, se cumple (ii).

<) De B # 0y (i), se deduce que (B.4) es subgrupo de (A,+) y ademds
abeliano por serlo (A4, +), es decir, (B.4) es grupo abeliano. De (i7) se deduce
que la operacién producto es interna en B, y ademads, es asociativa en B por
serlo en A, lo cual implica que (B, -) es semigrupo.

Por 1ltimo, se cumple la propiedad distributiva en B al cumplirse en A.
Concluimos que (B, +,-) es anillo, y por tanto B es subanillo de A.
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2. Dado que 0 = 0 - m, el nimero cero es multiplo de m, lo cual implica que
(m) # 0. Si a,b € (m), entonces a = rm y b = sm para ciertos enteros r y
s. Entonces,

a—b=(r—s)m, ab= (rsm)m.

Como r — s y rsm son enteros, a — b y ab son multiplos de m, es decir
a—be (m)yabe (m),lo cual demuestra que (m) es un subanillo de Z.

3. Claramente, B # () y B C R. Para todo a + bv/2, ¢ + dv/2 elementos de
B:

(a+0v2) — (c+dV2) = (a—c)+ (b—d)V2.

(a + bV2)(c + dV2) = ac + 2bd + (ad + be)V2

Dado que la suma, resta y producto de enteros es entero, la diferencia y pro-
ducto de elementos de B, pertenece a B. Concluimos que B es un subanillo
del anillo R.

4. Para x = y = 0, obtenemos la matriz nula de M3(R), y por tanto A es
distinto del vacio. Consideremos dos matrices genéricas de A :

/ /
R
-y <z -y
Calculemos M — Ny MN :

MoN=| *7% ¥V
—(y-vy) xz—2a'|’

MN _ .’I}.’I}/ _ yy/ :Byl + yxl
_(ﬁy/ + ya./,/) [L‘[L‘/ _ yy/ .
Claramente, M + N y M N son matrices de A. Concluimos que A es subani-
llo de M2 (R).

5. Recordamos que una sucesién z = (z,,) de numeros reales estd acotada
si y sblo si, existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n. Veamos que
efectivamente B es subanillo de S.
(1) La sucesion nula 0 = (0) esta acotada, por tanto 0 € B.
(i7) Si x = (xn), y = (yn) son elementos de B, son sucesiones acotadas, es
decir:

M >0:|z,| <M Vn,

K >0: |y, < K Vn,

entonces ’xn - yn| = |:L’n + (_yn)‘ < ‘mn‘ + ‘_yn| = ‘xn‘ + ‘yn’ <M+ K lo
cual implica que = — y esta acotada, por tanto x — y € B.
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(i7i) Six = (xy), y = (yn) son elementos de B, entonces |z,yn| = || |yn| <
MK, Vn, lo cual implica que xy esta acotada, por tanto zy € B.
Concluimos que B es subanillo de S. Es ademés conmutativo (pues S lo es),
y unitario al ser 1 = (1) sucesién acotada.

5.10. Homomorfismos de anillos

1. Sea f : A — B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que ker f es
subanillo de A.
2. Sea f : A — B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que Im f es
subanillo de B.

3. Se considera el anillo A = { _my

isomorfismo entre anillos, la aplicacién f : C — A dada por

z : z,y € R}. Demostrar que es un

favi=|" Y.

4. Demostrar que la siguiente aplicacién es epimorfismo de anillos:
fR[z] = R, f(ap+arx+ -+ anx"™) = ap.
5. En R? se consideran las operaciones:

(z.9) + (&y) = @@+ y+y),

(z,y) - (2",y) = (22, yy).
Es facil demostrar (y no se pide en este problema), que R? es un anillo con las
anteriores operaciones. Para a, b nimeros reales fijos, se define la aplicacion

¢ : F(R,R) — R2 ¢(f) = (f(a), f(b)). Demostrar que ¢ es homomorrfismo
de anillos y determinar ker ¢.

Solucién. 1. Dado que ker f es exactamente el ntcleo entre los grupos
aditivos (A,+) v (B,+), ker f es subgrupo aditivo de A, luego se verifica
ker f #0y a—a € ker f, Va,d' € ker f. Por otra parte, Va,a' € ker f :

f(ad') = f(a)f(a) =0-0 =0,

lo cual implica que aa’ € ker f. Del teorema de caracterizaciéon de subanillos,
concluimos que ker f es subanillo de A.

2. Dado que Im f es exactamente la imagen entre los grupos aditivos (A, +)
y (B,+), Im f es subgrupo aditivo de B, luego se verifica Im f # 0y b—b' €
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Im f, Vb,b' € Im f. Por otra parte, si bt/ € Im f, entonces b = f(a) y
b = f(d') para ciertos a,a’ € A. Entonces,

bb' = f(a)f(a') = f(ad’) = bV’ € Im f.

Del teorema de caracterizacion de subanillos, concluimos que Im f es subani-
llo de B.

3. Para cualquier par de niimeros complejos x + iy, x’ + iy :

x4+ y+y

fl@ +iy) + (@' + )] = fl(z +2') + (y +3)i] = [—(y +y) x+a

_ €T Yy + il:, ,yl
_y T _y/ fL'/

flz +iy) (@ +iy)] = fl(za’ — yy') + 2y + ya')i] =

flz+iy) + f(«" + ).

xx' —yy  ay 4y z ylld . .
[—(xy’ tya') ' —yy| T |-y @) |-y 2] e+ iy) (@' +iy).
Concluimos que f es homomorfismo entre los anillos C y A. Su nucleo es:
. . T oy 0 0 .
ker f={x+iyeC: f(z+iy) = —y 2| = o O}:{O—i—Oz}:{O},

por tanto f es inyectiva. Por tltimo, cualquier elemento de A se puede
expresar en la forma:

Y =i

es decir f es sobreyectiva. Hemos demostrado pues que f es un isomorfismo
entre los anillos Cy Ay C.

4. Para cualquier par de elementos de R[z], p(z) = ap + a1z + - - -+ apz™ y
q(x) =bg + b1z + - - + by x™ se verifica:

flp(z) + q(z)] = fl(ao + bo) + (a1 + b1)z + - -]
= ap + bo = flp(x)] + flg(=)].

flp(x)q(@)] = flaobo + (aoby + arbo)x + - - -]
= aobo = f[p(2)]fla(x)].
Concluimos que f es homomorfismo entre los anillos R[z] y R. Es ademds

epimorfismo, pues cualquier nimero real dado ag se puede expresar en la
forma ag = f(ap), es decir f es sobreyectiva.
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5. Para todo par de funciones f,g € F(R,R) :

o(f +9) = ((f +9)(a), (f +9)(b) = (f(a) + g(a), f(b) + g(b))
= (f(a), £(b)) + (9(a), (b)) = &(f) + &(9),

o(f-9) = ((f -9)(a), (f - 9)(b)) = (f(a)g(a), f(b)g(b))
= (f(a), (b)) - (g(a),g(b)) = &(f) - &(9),

es decir ¢ es homomorfismo entre los anillos F(R,R) y R2. El niicleo de ¢

kerg = {f € F(R: ¢(f) = (f(a), (b)) = (0,0)},

) =
por tanto, estd formado por las funciones de F(R,R) que se anulan si-
multdneamente en a y b.

5.11. Ideales de un anillo

1. Sea m entero y (m) = {z € Z : © es multiplo de m}. Demostrar que (m)
es ideal de Z.
2. Demostrar que el nicleo de un homomorfismo de anillos es un ideal del
anillo inicial.
3. Demostrar que todo ideal de un anillo es subanillo del mismo.
4. Sea R un anillo conmutativo y unitario y a1, ..., a, elementos de R. Se
define

(a1,...,an) ={ria1 +---rpa, : r; € R}

a) Demostrar que (ay,...,ay) es ideal de R

b) Demostrar que es el menor de entre todos los ideales de R que con-
tienen a {ai,...,a,}. Nota. A (ai,...,a,) se le llama ideal generado por
{al, cee ,an}.
5. Suma de ideales. Sean I, J ideales de un anillo A. Se define la suma de I
y J de la forma:

I+J={zcA:z=i+jconicl, je J}.

Demostrar que I + J es ideal de A.
6. Interseccion de ideales. Sean I,J ideales de un anillo A. Demostrar que
INJ esideal de A.

Solucién. 1. Se verifica 0 = Om, por tanto 0 es multiplo de m, es decir
0 € (m), y por tanto (m) # . Sean x,y € (m), entonces z = km e y = sm
para ciertos enteros k y s. Ahora bien, x —y = (k — s)m siendo k — s entero,
lo cual implica que x — y € (m). Por tltimo, para todo a € Z,z € (m) :

za = ax = a(km) = (ak)m = za = ax € (m).
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Concluimos que (m) es ideal de Z.

2. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Sabemos que ker f es sub-
grupo aditivo de A, por tanto ker f # () y para todo z,y € I se verifica
x —y € I. Por otra parte, Va € Ay Ve eIl

flaz) = f(a)f ()
f(za) = f(z)f(a)

Concluimos que ker f es ideal de A.

f(a)-0=0= ax € ker f.
0-f(a) =0= xa € ker f.

3. Sea A un anillo e I un ideal de A. Entonces I # () y x — y € I para todo
x,y € I. Por otra parte, al cumplirse ax € [ y xa € I paratodoa € A,z € I,
también se cumple yx € I xy € I para todoy € I,z € I.

Por el teorema de caracterizacion de subanillos, concluimos que I es subani-
llo de A.

4. a) Se verifica 0 = 0ay + - - - Oay,, por tanto 0 € (a1,...,a,) #0. Siz ey
son elementos de (a1, ...,a,),

rT=ra1+ - Tpan, 7 € R,

y=riay+ - rhay, ri € R.
Entonces, x —y = (r1 — r})a1 + - -+ (rn, — 7,)a, con r; —r; € R, luego
x—y € (a,...,an).

Si r € R entonces rz = (rri)a; + ---(rrp)a, con rr; € R, luego rx €
(al, v ,an).

b) Para todo a; se verifica a; = 0ay + - - - + la; + - - - + Oay,, por tanto

{ai,...,an} C (a1,...,an).
Sea ahora un ideal I de R que contiene a {aq,...,a,}. Entonces, si z €
(a1,...,an), al ser de la forma x = ria; + -+ -rpa, conr; € Ry los a; € 1,
necesariamente x € I por ser I ideal. Es decir, (ay,...,a,) C 1.

5. Como I, J son ideales de A, son subanillos de este, por tanto 0 pertenece
a ambos, con locual 0 =0+0¢€ I+ J. Esdecir, [ +J # 0. Siz,y € I + J,
entonces x =41 +jiconiy € I, 1 € Jey =142+ joconig € I, jo € J.
Entonces,

x—y = (i1 +j1) — (i2 + j2) = (i1 —42) + (J1 — j2),
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y al ser I, J ideales, i1 —ia € [y j1 —jo € J, luegox —y € I + J.
SiacAyxzel+J:

ax = a(iy + j1) = ai1 + aj,

za = (i1 + j1)a = i1a + jia,

y al ser I, J ideales, ai; e i1a pertenecen a I, y aj; v jia pertenecen a J,
luego ax y xa pertenecen a I + J.

6. Como I, J son ideales de A, son subanillos de este, por tanto 0 pertenece
a ambos, es decir I N J # 0.

Siz,y € INJ, entonces x — y pertenece a I y a J por ser ideales, luego
r—yelnNJ Sia€ Ay x € InNJ, entonces ax y xa pertenecen a I y a J
por ser ideales, luego axz € INJ y xa € I N J.

5.12. Ideal de las sucesiones acotadas

Demostrar que el conjunto N de las sucesiones reales nulas, es decir de limite
0, es un ideal del anillo B de las sucesiones acotadas de nimeros reales.

Solucién. Sabemos que toda sucesién convergente estd acotada, por tanto
N C B. La sucesién nula 0 = (0) tiene limite 0, por tanto 0 € N, es decir
N #£0.Siz = (z,) e y = (yn) son elementos de N, entonces (z,) — 0
e (yn) — 0 lo cual implica por conocidas propiedades de los limites que
x—y=(xy—yn) =0, luego z —y € N.

Por tltimo, si a = (a,) € By (z,,) € N, entonces (a,,) estd acotada y (x,,) es
una sucesién nula. Por una conocida propiedad de los limites, ax = (anzy,)
es sucesion nula, luego ax € N.

Concluimos que N es ideal de B.

5.13. Ideal bilatero f([I)

Siendo f : A — A’ un homomorfismo de anillos e I un ideal bildtero de A,
demostrar que f(I) es un ideal bildtero de f(A) (subanillo de A").

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Arquitectura, UPM).

Solucién. Sean yi,ys elementos de f(I). Entonces existen x1,xs elemen-
tos de I tales que y1 = f(x1),y2 = f(x2). Teniendo en cuenta que f es
homomorfismo:

y1 —y2 = f(w1) = f(x2) = fz1 — 22).
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Al ser I ideal de A se verifica x1 — x9 € I, en consecuencia y; — y2 € f(I).
Sean ahora b € f(A) e y € f(I). Entonces, existen elementos a € A, x € I
tales que b = f(a) e y = f(z). Teniendo en cuenta que f es homomorfismo:

by = f(a)f(x) = flax) , yb = f(z)f(a) = f(za).

Por hipétesis, I es un ideal bilatero de A lo cual implica que tanto ax como
xa pertenecen a I. Se deduce pues que by e yb pertenecen a f(I). Concluimos
que f(I) es ideal bildtero de f(A).

5.14. Anillo cociente

Sea (A, +,-) un anillo, e I un ideal de A. Demostrar que A/I ={a+1:a €
A} es un anillo con las operaciones:

(a+D+ b+ =(a+b)+1, (a+1)-(b+1)=ab+]1.

Demostrar también que si A es conmutativo (unitario), entonces A/l es
conmutativo (unitario).

Solucién. 1) (A/I,+,-) es grupo abeliano. En efecto, como I es un subgru-
po aditivo de A, y la operaciéon + es conmutativa, I es subgrupo normal de
A, y segin sabemos A/I = {a+ 1 :a € A} es un grupo (ademds abeliano)
con la operacion +, (a+ 1)+ (b+1) = (a+0b) + I.

2) (A/I,-) es semigrupo. Lo primero que tenemos que demostrar es que
la operacién producto estd bien definida en A/I, es decir que el producto
depende de las clases en si, y no del representante que elijamos de las mismas.
Equivalentemente, tenemos que demostrar que:

a+I=d+Iyb+I=b+1=ab+1=db+1.

En efecto,sia+I=a +Iyb+1=0+1,entoncesa’ ca+Iyb eb+1,
osea a =a+x, b = b+ y para ciertos x,y € I. Ahora bien,

a’b’:(a+x)(b+y):ab+xb+ay+my.

Como I es ideal, la suma xb+ay+zy pertenece a I, y por tanto a’t/ € ab+1,
luego a'b’ + I = ab + I. Queda pues demostrado que la operacién producto
estd bien definida en A/I.

Interna. Por la propia definicién, el producto de dos elementos de A/I es un
elemento de A/1.
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Asociativa. Para a+ I, b+ I, ¢+ I elementos cualesquiera de A/I, y usando
la propiedad asociativa del producto en A :

[(a+ )b+ I](c+1I)=(ab+I)(c+1I)=(ab)c+I.
=abe)+I=(a+1)(bc+I)=(a+I)[(b+I)(c+1)].
3) En A/I el producto es distributivo respecto de la suma. En efecto, para
a+1I,b+ 1, c+ I elementos cualesquiera de A/I, y usando la propiedad
distributiva en A :
(a+D)[b+1)+(c+I=(a+I)[(b+c)+I]=alb+c)+ 1=
(ab+ac)+1=(ab+1)+ (ac+I)=(a+1)(b+ 1)+ (a+I)(c+1I).

((a+1)+ O+ 1)(c+I)=[(a+b)+I](c+I)=(a+bc+I=
(ac+bc)+1=(ac+I)+(bc+1I)=(a+I)(c+I)+ (b+1I)(c+I).

Concluimos que (A/I,+,-) es anillo. Por ultimo, si A es conmutativo, para
a+I,b+ I, elementos cualesquiera de A/ :

(a+D)(b+1)=ab+I=ba+1=b+1)(a+I)

luego A/I es conmutativo. Si A es unitario con elemento unidad 1, para todo
elemento a + I de A/I :

(a+ 11+ =a-1+T=a+1, (I1+D)(a+I)=1-a+1=a+1,

es decir A/I es unitario con elemento unidad 1 + I.

5.15. Descomposicion canénica de un homomor-
fismo de anillos

Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G, -) y (G, ). Demostrar
que7

1.n:G — G/ker f, n(z) = xker f es epimorfismo.

2.9:G/ker f —Imf, gaker f) = f(x) es isomorfismo.

3.i:Imf — G, i(r) = x es monomorfismo.

4. El siguiente diagrama es conmutativo:

a1 @

ni T
G/ker f L5 Im f

es decir, f =io0gon.
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Solucidén. 1. Como ker f es un ideal de A, estd definido el anillo cociente
A/ ker f. Para todo a,a’ elementos de A :

n(a+a)=(a+a)+kerf=(a+kerf)+ (a+kerf)=n(a)+n(a)
n(aa’) = (aa’) + ker f = (a + ker f)(a’ + ker f) = n(a)n(a’),

es decir n es homomorfismo de anillos. Por otra parte, todo elemento a-+ker f
es a + ker f = n(a), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfis-
mo de anillos.

2. (a) Veamos que la aplicacion g estd bien definida, es decir que g(a+ker f)
no depende del representante sino de la clase en si. En efecto, supongamos
que a+ker f = a'+ker f, entonces a—a’ € ker f, que equivale a f(a—a’) = 0.
Pero f(a—ad') =0« f(a)—f(d') =0< f(a) = f(d'), es decir g(a+ker f) =
g(a' + ker f).

(b) Veamos que g es homomorfismo de anillos. Para todo a+ker f, o/ +ker f
elementos de A/ ker f :

gl(a+ker f) + (a’ + ker f)] = gl(a + a') + ker f] = f(a +a')
= f(a) + f(a’) = g(a + ker f) + g(a' + ker f).
gl(a+ker f)(a’ + ker f)] = g[(aa’) + ker f] = f(ad')
— F(@)f(a)) = gla+ker f)g(a’ + ker ),
(¢) Veamos que g es monomorfismo. El niicleo de g es:
kerg={a+ker f € A/ker f: g(a+ker f) = f(a) =0}
= {ker f} = {0 + ker f},
es decir el nicleo de g se reduce a elemento neutro de A/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.
(d) Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si b € Im f, entonces b = f(a)

para algin a € A, luego b = g(a+ker f). Esto implica que g es sobreyectiva.
Concluimos que g es isomorfismo.

3. Para todo b, elementos de Im f :
ib+bV)=b+V =i(b)+i(t), i(bt) =0V =i(b)i(b'),

es decir ¢ es homomorfismo de anillos. Ademas, i(b) = i(d’) implica b = ¥/,
luego i es inyectiva.

4. Para todo a € A se verifica (iogon)(a) = (iog)(a+ker ) = i(f(a)) = f(a),
por tanto, iogon = f.
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5.16. Concepto de cuerpo

1. Determinar los elementos invertibles de Z1; y deducir que es un cuerpo.
2. Demostrar que K = {2 + yv/3 : 2,y € Q} con las operaciones usuales
suma y producto de nimeros reales, es un cuerpo.

3. Demostrar que cualquier interseccién de subcuerpos de un cuerpo K es
subcuerpo de K.

4. Demostrar que todo cuerpo es dominio de integridad.

5. Demostrar que los tnicos ideales de un cuerpo K son {0} y K.

6. Demostrar que en un cuerpo K, la ecuacién az = b con a,b € Ky a # 0
tiene siempre solucién unica.

Solucién. 1. Usando la conocida forma de multiplicar en los anillos Z,, :

1-1=1, 2:6=6-2=1, 3-4=4-3=1,
5.9=9.5=1, 7-8=8-1=1, 10-10=1.

Por tanto, todo elemento no nulo de Z;; = {0,1,2,...,10} tiene inverso. Al
ser Z11 anillo conmutativo y unitario, es cuerpo.

2. 1) Veamos que K es subanillo de R, con lo cual estard demostrado que K
es anillo. Claramente, K # (), y para x + yv/3, 2’ + y'v/3 elementos de K :

(z+yV3) — (& +y'V3) = (. —2') + (y — ¥)V3,
(z +yV3)(&' +y/V3) = (za' + 3yy') + (ya’ + 2y/)V3,

y dado que la suma y producto de niimeros racionales es un niimero racio-
nal concluimos que la diferencia y el producto de elementos de K estd en K.
Por el teorema de caracterizacion de subanillos, K es subanillo. Es ademas
conmutativo por serlo R, y unitario pues 1 = 1+ 0v/3 € K.

2) Veamos que todo elemento no nulo de K tiene inverso en K. Primeramente,
demostremos que en K ocurre:

r+yV3=utvV3er=uey=u. (1)

<) Esta implicacién es trivial.

=) Si x + yv3 = u +vV/3, entonces (z —u) = (v — y)v/3. No puede ocurrir
v —y # 0, pues en tal caso, V3 = (x — u)/(v — y) y llegarfamos al absurdo
de que /3 serfa racional. Por tanto, necesariamente v = y lo cual implica
r—u=0,0seaxr=u.

Sea ahora z + yv/3 € K no nulo. Veamos que existe 2’ 4+ y'v/3 € K tal que
(z+yV3)(@' +y'V3)=1=1+0V3.
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Por (1), la igualdad anterior equivale al sistema:

! !/
xx,—l—?;ygl; =1 )
yx' +zy = 0.

El determinante de la matriz del sistema anterior en las incognitas 2’ e 3/ es
22 — 3y2. No puede ser z2 — 3y? = 0, pues si y = 0, entonces z = 0 (absurdo
pues z + yv/3 es no nulo), y si y # 0, entonces V3= x/y (absurdo pues V3
no es racional).

Por la regla de Cramer, el sistema (2) tiene solucién, luego z + yv/3 tiene
inverso. Hemos demostrado que K es cuerpo.

3. Sea {K;} una familia de subcuerpos de Ky H =), K;. Se verifica 0 € K;
para todo 7, luego 0 € H # (. Si x,y € H, entonces z € K;, y € K; para
todo ¢ y por ser K; subgrupo aditivo de K para todo ¢, también z — y € K;
para todo i, en consecuencia x —y € H. Por tanto H es subgrupo aditivo de
K (ademéds conmutativo por serlo K).

Veamos ahora que H* = H—{0} es subgrupo multiplicativo de K* = K—{0}.
Se verifica 1 € K; para todo 4, luego 1 € H* # (). Si z,y € H*, entonces
z,y € K; — {0}, para todo i y por ser K; — {0} subgrupo multiplicativo de
K* para todo i, también xy~! € K; para todo 4, en consecuencia zy~! € H*.
Por tanto H* es subgrupo aditivo de K* (ademés conmutativo por serlo K*).

4. Si K es cuerpo, es anillo conmutativo y unitario, por tanto basta demostrar
que no existen divisores de cero. Sea a € K con a # 0 y supongamos que
existe b € K tal que ab = 0. Tenemos:

ab=0=a"Yab)=a'0= (¢ la)b=0=1b=0=b=0,

es decir no existen divisores de cero, luego K es dominio de integridad.

5. Sea I C K un ideal de K. Si I = {0}, ya estd demostrado. Si I # {0},
existe x € I con x # 0. Entonces, todo a € K se puede expresar en la forma:

a=1la=x"'za=(z"ta)z.

Como [ es ideal, a € I, y por tanto K C I. Esto, junto con I C K demuestra
que I =K.

6. Efectivamente, si x es solucién de la ecuacién ax = b, entonces:

1

wr=b=alazr=a"tb=lz=a"tb=2z=0a"1b,

es decir la tnica posible solucién es © = a~'b. Pero este elemento de K es
efectivamente solucién de la ecuacién, pues a(a='b) = aa=1b = 1b = b.
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Nota. En un cuerpo, al elemento a~'b (que es igual a ba~!), se le acostumbra
a representar por b/a.

5.17. Cuerpos 7,

1. Resolver en el cuerpo Z7 la ecuacién 2z + 5 = 3.
2. Resolver en el cuerpo Zs las ecuaciones:
(@) 2> +2+3=0. (b)2>+222+42+3=0.
20+ 3y =2
x4+ 2y =4.
4. Sabiendo que el conocido método de los adjuntos para calcular la inversa

de una matriz real cuadrada, es también vélido para todo cuerpo, hallar en
3

1 4|

5. Demostrar que todo dominio de integridad con un numero finito de ele-

mentos es un cuerpo.

3. Resolver en Zs el sistema {
Z7 la inversa de la matriz A =

Solucién. 1. Sumando 2 a ambos miembros de la ecuacién, queda 2240 = 5,
es decir, 2x = 5. Multiplicando por 4 ambos miembros, queda 1z = 6, es
decir z = 6.

2. (a) Llamemos p(z) = 22 + x + 3. Posibles raices: 0,1,2, 3, 4. Tenemos:

p(0)=3, p(1)=1+1+3=0, p2)=4+2+3=4.
p(3)=4+3+3=0, p4)=1+4+3=3.

Las soluciones de la ecuacién son z = 1, z = 3.
(b) Llamemos p(z) = 2 + 222 + 42 + 3. Posibles raices: 0,1, 2,3, 4. Tenemos:

p(0)=3, p(1)=1+4+24+4+3=0, p2)=3+3+3+3=2.
p(3)=2+342+3=0, pd)=4+2+1+3=0.

Las soluciones de la ecuacién son x =1, z = 3, x = 4.

3. Sea (z,y) solucién del sistema. Multiplicando a la segunda igualdad por
2:

20+ 3y =2

2z 4+ 4y = 3.

Restando a la segunda igualdad la primera, obtenemos y = 1. Sustituyendo
en x+2y =4, queda x = 4—2 = 2. Es decir, si (z,y) es solucién del sistema,
necesariamente (x,y) = (2,1). Veamos que efectivamente es solucién:

2-243-1=4+4+3=2
242-1=24+2=4.
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Concluimos que la unica solucién del sistema es (x,y) = (2, 1).

4. Determinante de A :det A =2-4—1-3=1-3 = 144 =5 # 0. Traspuesta

2 1 4 -3 4 4
LAt : CAd A — _
de A: A —[3 4].Adl]untadeA.Ad{]A—[_1 2]_[6 2].Inversa
114 4 4 4 5 5
T e _ _
de A: 5 [6 2} 3 [6 2] [4 6]'

Comprobemos el resultado:

. [2 38][5 5] [3+5 3+4] [1 0]
Al _[1446_5+25+3_01_I

5. Sea A = {ay,...,a,} un dominio de integridad con un nimero finito de
elementos. Dado que A es anillo conmutativo y unitario, para demostrar
que A es cuerpo, bastard demostrar que todo elemento no nulo de A tiene
elemento inverso. En efecto, sea a; elemento no nulo de A y consideremos
los productos: a;a1, a;az, ..., a;a,. Se verifica:

a;05 = G0k <= A;0; — Q;Qf = 0< ai(aj — ak) =0.

Como a; # 0y A es dominio de integridad, a; —a; = 0, luego a; = a;. Esto
implica que los productos mencionados son distintos dos a dos, o equivalen-
temente, A = {a;a1, a;az, ..., ajay}.

Uno de los anteriores elementos a;a; ha de ser igual a 1, o sea a; es invertible.
Concluimos que A es un cuerpo.

5.18. Caracteristica de un cuerpo

1. Determinar las caracteristicas de los cuerpos Q, R, C y Z, (p primo).
2. Demostrar que la caracteristica de un cuerpo, o es infinito, o es un ntimero
primo.

Solucién. 1. Recordemos que si K un cuerpo con elemento unidad e. Pueden
ocurrir dos casos:
(a) Que exista un nimero natural n > 0 tal que:

ne=e+e+---+e=0
| R ———

n)
(b) Que no exista nimero natural n > 0 tal que:

ne=e+e+---+e=0
—_—
n)
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En el primer caso, se llama caracteristica de K al menor niimero natural
p tal que pe = 0. En el segundo caso, decimos que K tiene caracteristica
infinito (algunos autores dicen que tiene caracteristica 0).

En Q, no existe entero positivo n tal que 1 +1+---+1 = 0, por tanto la
n)

caracteristica de Q es oco. Anélogo resultado para R y C.

De la definicién de suma en el cuerpo Z,, deducimos de manera inmediata

que su caracteristica es p.

2. Supongamos que la caracteristica de K es el nimero natural p. Si p fuera
compuesto, p = mn con 1 < m < py 1l < n < p naturales. Como m y n
son menores que p, se verificaria me # 0y ne # 0. Como K es dominio de
integridad, (me)(ne) # 0. Ahora bien,

(me)ne) = (et et +e) (etet - +o
=e+e+---4e=(mn)e=pe.
~———

mn)

Seria pe # 0 en contradiccién con la hipétesis de ser p la caracteristica de
K.

5.19. Homomorfismos entre cuerpos

Sea f : K — L un homomorfismo de cuerpos. Demostrar que:
a) f(0) =0y f(-a) = —f(a), Va € K.

b) (1) =1y f(a™!) = f(a) ], Ya € K, a 0.

¢) Im f es un subcuerpo de L.

d) f es inyectivo.

Solucién. Recordamos que si (K, +,-), (L,+,-) son dos cuerpos, una apli-
cacion f : K — L se dice que es homomorfismo entre cuerpos, si y sélo si
f es un homomorfismo entre los anillos (K,+,:) y (L,+,+) con imagen no
trivial, es decir Im f # {0}.

a) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos aditivos
de K y de L.

b) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos multipli-
cativos de K* = K — {0} y de L* =L — {0}.
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¢) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, por tanto Im f es un
subanillo de L, y al ser I anillo conmutativo, también lo es Im f. Adem4s
1=f(1) € Im f, luego Im f es también unitario.

Falta demostrar que para todo b € Im f con b # 0, su inverso b~! pertenece
a Im f. En efecto, si b € Im f con b # 0, entonces b = f(a) para algin a # 0
en K (si fuera a = 0, f(a) serfa 0). Por tanto, b=! = f(a)~! = f(a™!) € Im f.

d) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, por tanto ker f es un
ideal de K. Al ser K un cuerpo, sus unicos ideales son {0} y K. Si fuera
ker f = K, entonces f serfa el homomorfismo nulo, o sea Im f = {0}, en
contradiccién con la definicion de homomorfismo entre cuerpos. Ha de ser
por tanto ker f = {0}, lo cual implica que f es inyectivo.

5.20. Anillo segiin parametro
En el conjunto de los ntimeros reales se definen las operaciones
zxy=x+y+4 , zoy=ay+Ix+y+12,
con A € R. Hallar \ para que (R, *,0) sea anillo.
(Propuesto en hojas de problemas, Algebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solucién. Veamos que (R, %) es grupo abeliano. La operacién * es clara-
mente interna. Para x,y, z nimeros reales cualesquiera se verifica

(rry)rz=(r+y+d)sz=x+y+d+ztd=a+y+2z+8
xx(yxz)=zx(y+z+4)=cv+y+z+4+4d=a+y+2+8.

Es decir, la operacién es asociativa. Para x,y nimeros reales cualesquiera
se verifica
rxy=x+y+4d=y+zr+4=yx*cz,

por tanto la operacién es conmutativa. En consecuencia, el niimero real e
es neutro para la operacién * si y sélo si e x x = x para todo x € R. Esto
equivale a e+x+4 = x, es decir e = —4 es elemento neutro para la operacion
*. Debido a la conmutatividad, un x € R tiene elemento simétrico =’ € R si
y s6lo si x * 2’ = e o bien si x + 2’ + 4 = —4. Existe por tanto 2’ para cada
x siendo éste 2’ = —8 — .

La operacion o claramente es interna. Veamos si es asociativa.

(xoy)oz=(zy+ A+ Ay+12)oz
= ayz + Az + M\yz + 122 4+ Aoy + N2z + A2y + 120 + Az + 12,
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zo(yoz)=zo(yz+ Ay + Az + 12)
= 2yz + Ay + Azz + 122 + Az + Ayz + A2y 4+ X2z + 120 + 12.

Las dos funciones polinémicas anteriores solamente difieren en los coeficiente
de = y de z. Igualando estos obtenemos A% = 12+ A y 12+ X = \2. Es decir,
la operacién o es asociativa si y sélo si A2 —\—12 = 0 relacién que se verifica
para A =40 A= —3.

La operacion o es claramente conmutativa. Esto implica que esta operacion
es distributiva respecto de * si y sélo si se verifica zo(y*xz) = (xoy)*(xoz).
Tenemos

zo(yxz)=zo(y+z+4)
=xy+xz+4e+ A+ Ay + Az + 4\ + 12,

(xoy)x(xoz)=(zy+ A+ Ay +12) * (vz + Az + Az + 12)
=zy+ A+ y+124+zz+ A+ Az + 12+ 4.

Las dos funciones polinémicas anteriores solamente difieren en el coeficiente
de x y en el término constante. Igualando estos obtenemos 4 + A = 2\ y
4\ 4+ 12 = 28. Es decir, la operacion o es asociativa si y solo si A = 4.
Concluimos que (R, *,0) es anillo si y sélo si A = 4.

5.21. Anillo y grupo de matrices

Dada una matriz M € M,(R) se consideran los siguientes subconjuntos:
M ={A € Mu(R): AM = MA}

N={Ae M,(R): AM = MAy A regular}

Se pide:

1. Analizar si (M, +,-) es un anillo.

2. Analizar si (N, -) es un grupo.

3.Siesn=2y M = [_ﬁi ﬂ , hallar M y V.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Aeronduticos, UPM).

Solucién. 1. Sabemos que (M, (R), +,-) es un anillo y ademés M C M,(R).
Veamos si M es subanillo de M, (R) con lo cual estard demostrado que es
anillo. Usaremos la conocida caracterizaciéon de subanillos.

(a) Como OM = MO, se verifica 0 € M es decir, M # ().

(b) Sean A, B € M, entonces:

(A— B)M = AM — BM = MA— MB = M(A—B)= AB € M.
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(c) Sean A, B € M, entonces:
(AB)M = A(BM) = A(MB) = (AM)B

= (MA)B = M(AB) = AB € M.

En consecuencia, (M, +,-) es un anillo.

2. Sabemos que el conjunto de GL,,(R) de las matrices cuadradas de orden
n y con determinante no nulo es grupo con la operacién producto usual
(grupo lineal). Como N C GL,(R), para demostrar que AN es grupo bas-
tard demostrar que es un subgrupo del grupo lineal. Usaremos la conocida
caracterizacién de subgrupos.

(a) Como IM = MI = M siendo I regular, se verifica I € N es decir,
N #9.

(b) Sean A, B € N. Entonces B es invertible y BM = M B, por tanto

BM =MB= M =B'MB= MB™!=B"1M.
Como A € N, A es invertible y AM = M A. Entonces
(AB"YM = A(B'M) = A(MB™)

= (AM)B™' = (MA)B™' = M(AB™).

Dado que A y B~! son invertibles, también lo es el producto AB~!. Hemos
demostrado que AB~! € N. Por tanto N es subgrupo de GL,(R) y como
consecuencia es grupo.

3.51 A= [ﬁ y] e imponiendo AM = M A:

t
y+z2=0
4 1j |z y| |z y 41@@;17—22—15:0
-1 2{ |z t| |z t||-1 2 x—2y—t=0
y+z=0.

Resolviendo obtenemos las soluciones x =\, y =0, z=0, t =X (A € R)
es decir M = {AI : A\ € R} (matrices escalares). Las matrices de N/ son las
de M que ademads son invertibles, es decir M = {A : A € R — {0}}.

5.22. Maximo comun divisor en los enteros de Gauss

Sea Z[i] = {a+bi : a € Z,b € Z} con las operaciones usuales de suma y
producto de complejos. Se pide:
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1. Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario. (Se llama anillo de
los enteros de Gauss).

2. Hallar todos los elementos invertibles de Z[i]

3. Se define para z € Z[i] la aplicacién ¢(z) = |z|2. Probar que (Z]i], ) es
un anillo euclideo.

4. Hallar el maximo comun divisor de 16+ 7: y 10 — 5i (Utilizar el algoritmo
de Euclides).

Solucién. 1. Como Z[i] C Cy (C,+,-) es anillo con las operaciones usuales
+ y -, bastard demostrar que Z[i] es subanillo de C. Usamos el conocido
teorema de caracterizaciéon de subanillos:

(i) Z[i] # 0. Esto es evidente, pues por ejemplo 0+ 0i € Z][i].
(ii) Para cada par de elementos a + bi y ¢+ di de Z][i] :

(a+bi) —(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

Dado que a, b, ¢, d son enteros, también lo son a — ¢ y b — d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[i].
(iii) Para cada par de elementos a + bi y ¢+ di de Z][i] :

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Como a, b, ¢, d son enteros, también lo son ac — bd y ad + bc lo cual implica
que el producto anterior pertenece a Z[i]. Hemos demostrado pues que Z[i]
es anillo con las operaciones usuales suma y producto de complejos. Dado
que C es conmutativo, también lo es Z[i]. Por otra parte 1 = 1 + 0i € Z[i].
Concluimos que Z[i] es anillo conmutativo y unitario.

2. Un elemento a + bi € Z[i] no nulo es invertible si y sélo si existe un
a’ +b'i € Z[i] no nulo tal que (a+bi)(a’+'i) = 1. Tomando médulos al cua-
drado, obtenemos (a? + b2)(a’? + b'?) = 1. Como los dos factores anteriores
son enteros positivos, ha de ser necesariamente a? + b*> = 1 o equivalente-
mente a = 1 AN b=00a =0 A b= £1. Es decir, los tnicos posibles
elementos invertibles de Z[i] son 1, —1,4, —i. Pero estos elementos son efec-
tivamente invertibles al cumplirse 1-1 =1, (=1)-(=1)=1,i-(—i) =1y
(—i)-i=1.

3. El anillo (C, +, -) es dominio de integridad, en consecuencia también lo es
Z[i]. Veamos que la aplicacién ¢ : Z[i] — {0} = N, o(z) = |z|* cumple las
condiciones para que (Z[i], ¢) sea anillo euclideo.

(i) Sean z,w € Z[i] — {0} tales que z|w, entonces, existe z; € Z[i] — {0} tal
que w = zz1. Por tanto

p(2) = 27 < |2’ |21 = |wf® = p(w) = ¢(2) < p(w).
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(ii) Sean z,y € Zli] con y # 0, entonces x/y = u+iv con u,v € Q. Siuy v
son enteros, y|z y estamos en el caso (i). Supongamos pues que u,v no son
ambos enteros. Elijamos m,n € Z tales que |m —u| <1/2y |n—v|<1/2y
llamemos ¢ = m + ni y r = x — cy. Entonces:

r=y(u+iv) —y(m+ni) = y[(u —m) + (v — n)i]
= o(r) = [yI* [(u—m)* + (v —n)?] < |y (1/4+ 1/4)
= lyI* /2 < ly” = o(v).

Es decir, dados z,y € Z[i] con y # 0 existen ¢, r € Z[i] tales que © = cy +r
con p(r) < ¢(y). Concluimos que (Z[i], ¢) es un anillo euclideo.

4. Efectuemos la divisién euclidea de 16 + 77 entre 10 — 57 :

1647 _ (16 4+7i)(10 +5i) _125+150i _ | 6.

= = = —1.
10 —5i (10 — 5i)(10 + 5i) 125 5
Entonces,c=m+ni=1+iyr=16+7i — (14 4)(10 — 5i) = 1 + 24. Por
tanto

med {16 + 77,10 — 5} = med {10 — 57,1 + 2i}.
Efectuemos la division euclidea de 10 — 57 entre 1 + 27 :
10 —5i (10 — 57)(1 — 24) 20— 254

_ _ — 4 5i.
1+2i  (1+20)(1—2i) 5 !

El resto es » = 0 y por tanto:
med {10 — 5¢,1 4 2i} = med {1+ 2¢,0} =1+ 2i.

Es decir, med {16+ 74,10 — 5i} = 14 2i. En forma de algoritmo de Euclides
serfa:

147 4-5¢
1647 110—-5¢ 14+2¢ 0
1424 0

5.23. Dominio de integridad no euclideo
Sea Z[v/5i] = {a + b\/5i : a,b € Z}.

1. Probar que con las operaciones usuales suma y producto de niimeros com-
plejos, Z[v/5i] es un dominio de integridad.

2. Hallar sus unidades.

3. Demostrar que 6 puede descomponerse en dos formas esencialmente distin-
tas en producto de factores irreducibles de Z[/5i]. Esto probara que Z[v/5i]
es un dominio de integridad no euclideo.
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(Propuesto, hojas de problemas, Algebra, ETS de Ing. Agrénomos, UPM).

Solucién. 1. Como Z[v/5i] € C y (C,+,-) es anillo con las operaciones
usuales + y -, bastard demostrar que Z[v/5i] es subanillo de C. Usamos el
conocido teorema de caracterizacién de subanillos:

(i) Z[v/5i] # (. Esto es evidente, pues por ejemplo 0 + 0v/5i € Z[i].

(ii) Para cada par de elementos a + bv/5i y ¢ + dv/5i de Z[v/5i)] :

(a + bV5i) — (¢ + dV/5i) = (a — ¢) + (b — d)V/5i.

Dado que a, b, ¢, d son enteros, también lo son a — ¢ y b — d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[v/5i].
(iii) Para cada par de elementos a + bv/5i y ¢ + dv/5i de Z[v/5i] :

(a + bV5i)(c + dV/5i) = (ac — 5bd) + (ad + be)V/5i.

Como a,b,c,d son enteros, también lo son ac — 5bd y ad + bc lo cual im-
plica que el producto anterior pertenece a Z[i]. Hemos demostrado pues
que Z[v/5i] es anillo con las operaciones usuales suma y producto de com-
plejos. Dado que C es conmutativo, también lo es Z[/5i]. Por otra parte
1 =1+ 0i € Z[V/5i]. Concluimos que Z[/5i] es anillo conmutativo y uni-
tario. Como (C, +,-) es dominio de integridad, también lo es Z[/5i] y por
tanto es dominio de integridad.

2. Un elemento a + bv/5i € Z[+/5i] no nulo es unidad si y sélo si existe un
a' +V'+/5i € Z][v/5i] no nulo tal que (a + bv/5i)(a’ + b'+/5i) = 1. Tomando
médulos al cuadrado, obtenemos (a? 4 5b%)(a’? 4-5b"%) = 1. Como los dos fac-
tores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesariamente a? + 5b% = 1
o equivalentemente a = £1 A b = 0. Es decir, las tinicas posibles unida-
des de Z[v/5i] son 1, —1. Pero estos elementos son efectivamente unidades al
cumplirse 1 -1 =1, (-1) - (-1) = 1.

3. Expresemos 6 = (a + bv/5i)(c + dv/5i) como producto de dos factores no
nulos. Esto equivale a

ac — 5bd = 6
bc + ad = 0.

Resolviendo en las incognitas ¢, d obtenemos

6 —bb a 6

‘O a 6a b 0’ —6b
‘Tl b _a2+5b2’d_ a —5b| a2 +5b2

b a b a
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Dando los valores a = 1,b = 1 obtenemos ¢ = 1,d = —1 y por tanto
6 = (1+v5i)(1—5i). (1)
Por otra parte tenemos la factorizacion
6=2-3=(2+0V5)(3+0V5). (2)

Veamos que los elementos 1 + v/5i, 1 — v/57,2, 3 son irreducibles. En efecto,
si x4+ yv/5i € Z[v/5i] divide a 1 + /54, existe u + vv/5i € Z[/5i] tal que

1+ V50 = (v + yv5i) (u + vv/50).

Tomando médulos al cuadrado queda 6 = (2% +532)(u+5v?) lo cual implica
que 22 + 5y2 ha de dividir a 6. Esto ocurre en los casos ¢ = +1,y = 0 o
x = +1,y = +1 es decir, los posibles divisores de 1 4+ v/5i son

+1, +(1 + V/5i), +(1 — V/5i).

Los elementos #1 y £(14+/5i) claramente dividen a 1++/5i pero los primeros

son unidades y los segundos sus asociados. Por otra parte, +(1 — v/57) no
dividen a 1+ /57 pues

L+v6i (VB +VED) (2 WV i
i(l_\/gi)_i(l—\@i)(ﬂr\/gi)_i( st 3 >¢Z[\/5].

Hemos demostrado que 1+ v/5i es irreducible. De manera ansloga podemos
demostrar que 1 — v/57,2,3 también lo son. Debido a las factorizaciones
(1) v (2), concluimos que Z[v/5i] no es dominio de factorizacién tnica, en
consecuencia no es dominio euclideo.

5.24. Binomio de Newton en un anillo

Sean a y b dos elementos permutables de un anillo A, es decir ab = ba.
Demostrar que Vn € N* = {1,2,3,...} se verifica la férmula de Newton:

(a+b)" = ;Z:O <Z> a™ kb

Solucién. Usaremos el método de induccion.
Paso base. La féormula es cierta para n = 1. En efecto,

1
a+b)l=a+b= 1 a't? + ! a'b! 1 al~FpF.
( ) 0 1 k

=0

k
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Paso de induccion. Supongamos que la férmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n + 1. Se verifica:

(a + b)”+1 = (a+b)(a+b)"

=a Z <Z> a" " Fbr b Z (Z) a™Fok
k=0 k=0
— Z <Z> ankarlbk + Z <Z> anfkkarl (*)
k=0 k=0

(en la tdltima igualdad hemos usado que ab = ba).
El primer sumando de la linea () se puede expresar en la forma

n

”) n—k+1pk _ <n> n+170 & (“) n—k+1pk

Z a b¥ = a b —i—Z a b

k=0 <k 0 k=1 k
_(n+1Y 150 (N okt k
= ( 0 >a b +Z i a b®.

k=1
El segundo sumando de la linea (x) se puede expresar en la forma

n

n—1
N\ nekpktl N\ pekgktl , (T LY 0nt1
Z<k>a b —Z<k>a b +<n+1>ab

k=0 k=0
(haciendo el cambio k = j — 1)

n
— Z (" )anJrljbj i <”+ 1>a0bn+1'
st Jg—1 n+1

Por tanto, (a + b)"*! es igual a:

n+1\ 10 x| (7 n etttk . (P 1\ onp
<O>a b—l—;k—l-k_la b+n+1ab.

1
Usando la conocida férmula de combinatoria <Z> + ( k ﬁ 1) = (n ;: ) :

+1 " /n+1 n+1
pyrtl — (7 n+1p0 ntl—kpk Opn+1
(a+b) ( 0 )@ +kz_; L )a 1)

n+1
= <” + 1)an+1kbk
N :

k=0

Es decir, la férmula es cierta para n + 1.
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5.25. Anillo de las funciones reales

Sea X un conjunto distinto del vacio y sea F(X,R) el conjunto de todas las
funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones

Suma. Para todo f,g € F(X,R), (f+9)(z)=f(z)+g(x) VrelX.
Producto. Para todo f,g € F(X,R), (f-g)(x)=f(z) g(z) VrelX.

Demostrar que (F(X,R), 4+, -) es anillo conmutativo y unitario. A este anillo
se le llama anillo de las funciones reales.

Solucién. 1) (F(X,R),+) es grupo abeliano.

Interna. Claramente, la suma de dos funciones de X en R es funcién de X
en R.

Asociativa. Para todo f,g,h € F(X,R), para todo z € X y usando la
propiedad asociativa de la suma de nimeros reales:

[(f +9) + bl(x) = [(f + 9)(@)] + h(z) = [f(2) + g(2)] + h(z).
= [(2) +[g(x) + h(@)] = f(z) + (g + h)(@)] = [f + (g + h)](2).

Por la definicién de igualdad de funciones, (f +g) +h = f+ (g + h).
Elemento neutro. Consideremos la funcién 0 : X — R definida por 0(z) =0
para todo x € X. Entonces, para cualquier f € F(X,R) :

(f+0)(@) = f(2) +0(x) = f(z) + 0= f(z) = f+ 0=,
(04 f)(z) =0(z) + f(z) =0+ f(z) = flz) = 0+ f = f,
por tanto la funcién 0 es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para cada f € F(X,R), definamos la funcién —f de la
siguiente manera: (—f)(xz) = —f(x), x € X. Entonces, para todo z € X :

[/ + (=Dl(x) = flx) + (=F)(z) = f(x) + (=f(x)) =0= f+(=f) =0,
(=) + f(@) = (=/)@) + f(z) = —f(@) + f(z) = 0= (=f) + =0,

es decir todo elemento de F(X,R) tiene simétrico.
Conmutativa. Para todo f,g € F(X,R), para todo z € X y usando la
propiedad conmutativa de la suma de nimeros reales:

(f+9)(@) = f(z) +9(z) =g(x)+ f(z) = (g+ /)z) = f+g=9g+ ]

2) (F(X,R),-) es semigrupo. Escribiremos abreviadamente fg en lugar de
f-g
Interna. Claramente, el producto dos funciones de X en R es funcién de X
en R.
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Asociativa. Para todo f,g,h € F(X,R), para todo x € X y usando la
propiedad asociativa del producto de niimeros reales:

[(F9)h](z) = [(fg)(@)]h(x) = [f(z)g(x)]h(x)
= [(@)lg(x)h(z)] = f(x)[(gh)(x)] = [f(gh)](x),

y por la definicién de igualdad de funciones, (fg)h = f(gh).
El semigrupo es ademas conmutativo pues por la propiedad conmutativa del
producto de nimeros reales:

(f9)(x) = f(x)g(x) = g(x)f(x) = (9./)(x) = fg =g

3) Veamos que la operacion - es distributiva respecto de la operacién +. Dado
que - es conmutativa, bastard demostrar que para todo f,g,h € F(X,R) se
verifica f(g+ h) = fg+ fh. En efecto, usando la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma en R, para todo = € X :

[f(g + M(x) = f(@)[(g + h)()] = f(x)]g(x) + h(z)] =
f(@)g(x) + f(@)h(z) = (f9)(x) + (f9)(x) = [fg + fh](x),

y por la definicién de igualdad de funciones, f(g + h) = fg+ fh.
Hemos demostrado que (F(X,R),+,-) es anillo conmutativo. Es ademés
unitario, pues definiendo 1 : X — R, mediante 1(z) =z, Vz € X :

(D)) = f(2)1(z) = f(2)1 = fz) = f1= ],
(1) (@) = 1) f(z) = 1f(x) = f(z) = 1f = [,

es decir, la funcién 1 es elemento neutro del - en F(X,R).

5.26. Anillo idempotente

Sea (A, +,-) un anillo idempotente, es decir un anillo que satisface 22 =
para todo z € A.

1. Demostrar que el anillo es conmutativo.

2. Estudiar la ley interna sobre A definida por = xy = = + y + xy.

3. Demostrar que z < y < zy = = es una relacion de orden sobre A.

4. ;Existe elemento minimo en (A, <)?

Solucién. 1. Como el anillo es idempotente, se verifica (z + y)? = = +
y VaVy € A. Entonces:

(z+y)’=@+y)(r+y) =2 +tay+yr+y’=z+ay+yr+y

>zr+y=cz+axyt+tyr+y=>zy+yr=0= 1y = —YyT.
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Para todo u € A y haciendo z = y = u, la ultima igualdad se transforma en

u? = —u? o de forma equivalente, u = —u, lo cual implica que zy = yx para

todo z,y elementos de A. Concluimos que el anillo es conmutativo.

2. Para todo x,y, z elementos de A :

(xxy)xz=(x+y+ay) xz
=r+y+ay+z+rz+yz+xyz,
wx(yxz)=zx(y+2z+yz)
=r+y+z+yz+ay+axz+ryz.
Es decir, la operacién * es asociativa. Para todo x,y elementos de A y
teniendo en cuenta que el anillo es conmutativo:
rxy=x+ytarxy=y+rtyr=yx*uz,
lo cual implica que la operacién * es conmutativa. Para todo = € A :
zx0=0xz=24+0+0x ==.

Es decir, 0 es elemento neutro de *. Sea ahora x € A y supongamos que
tiene elemento simétrico x’ con respecto de la operacién *. Esto implica que
x*x' = 2’2 = 0 0 equivalentemente x*x’ = 0 por la propiedad conmutativa.
Entonces, usando que v = —u :

rxx =0=>z+2' 422’ =0=z(x+2" +22’) =20
S a? 4o’ +2%2 =0=>z+ar’ + 22’ =0=> 2 =0.
Es decir, el inico elemento que tiene simétrico, respecto de la operacién * es

su neutro. Concluimos que (A, *) es un semigrupo conmutativo con elemento
neutro.

3. Para todo x € A se verifica o = 22 = x, y por tanto & < z, es decir se

cumple la propiedad reflexiva. Usando que el anillo es conmutativo:

<y TY =2 B
sty

Se cumple por tanto la propiedad antisimétrica. Por otra parte
< =
{l‘_y :>{xy v > TYz =T =>r2=2=>1 < 2,
y<z yz =1y
es decir, se cumple la propiedad transitiva. Concluimos que < es relacién de
orden sobre A.

4. Para todo x € A se verifica 0z = 0 o de forma equivalente 0 < z para
todo x € A. Por tanto 0 es elemento minimo en (4, <).
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5.27. Interseccion de subcuerpos

Se llama subcuerpo de un cuerpo K a cualquier subconjunto H de K que
también es un cuerpo con respecto a la adicién y multiplicacién de K. Demos-
trar que cualquier interseccién de subcuerpos de un cuerpo K es subcuerpo
de K.

Solucién. Sea {K;} una familia de subcuerpos de Ky H = (), K;. Se ve-
rifica 0 € K; para todo 4, luego 0 € H # (). Si x,y € H, entonces x € K;,
y € K; para todo ¢ y por ser K; subgrupo aditivo de K para todo i, también
r—y € K, para todo 7, en consecuencia x —y € H. Por tanto H es subgrupo
aditivo de K (ademds conmutativo por serlo K).

Veamos ahora que H* = H — {0} es subgrupo multiplicativo de K* = K —
{0}. Se verifica 1 € K; para todo 7, luego 1 € H* # (). Si x,y € H*, entonces
x,y € K;—{0}, para todo i y por ser K; —{0} subgrupo multiplicativo de K*
para todo 4, también xy~! € K; para todo i, en consecuencia xy~! € H*.
Por tanto H* es subgrupo aditivo de K* (ademds conmutativo por serlo

5.28. Cuerpo infinito con caracteristica finita

Construir un cuerpo infinito con caracteristica finita.

Solucién. Sea K un cuerpo, y sea K[[X]] el conjunto de las series formales

KX =) anX":an €K

n>0

Sabemos que K[[X]] es un dominio de integridad con las operaciones

D an X"+ b X" = (an + bp) X",

n>0 n>0 n>0

ZanX" . anX" = chX” con ¢, = zn:akbn_k.

n>0 n>0 n>0 k=0

Sea ahora p un nimero primo y llamemos F al cuerpo de fracciones del
dominio de integridad Z,[[X]]. Dado que 1 € Z, C F es el elemento neutro
para la operacion -, se verifica que m = p es el menor entero positivo que
satisface m1 = 0, en consecuencia la caracteristica de F es p. Claramente
el conjunto Zp[[X]] es infinito, por tanto lo es su cuerpo de fracciones, dado
que Zy[[X]] C F.
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5.29. Cuerpo conmutativo con funcién sobre R*

Sea K un cuerpo conmutativo y f una aplicacién de K en Rt (ntmeros
reales no negativos) tal que Vz,y € K se verifica

(a) f(z +y) <sup{f(z), f(y)}

(b) flzy) = f(x)f(y)

(c) flx)=02=0

1. Sea u el elemento unidad de K respecto del producto. Demostrar que
flu)=1.

2. Sea A= f~1([0,1]), demostrar que si x,y € A entonces x +y € A.

3. Sea x € A, demostrar que —x € A (—z es el elemento simétrico de z en
K respecto de la suma). 4. Estudiar la estructura algebraica mas completa
de (A, +,).

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. Elijamos © = y = u. Entonces, aplicando (b) :
fluu) = f(u)f(u) & flu) = f(u)
 flu)d=f(w)=0s flu) =0V f(u) =

Ahora bien, como u # 0, usando (c) deducimos que f(u) = 1.

2.Six,y € Aentonces f(z) € [0,1]y f(y) € [0,1]. Por la propia definicién de
f se verifica f(z+y) > 0y de (a) deducimos f(z+y) < sup{f(x), f(y)} <1,
es decir 0 < f(z +y) < 1. En consecuencia z +y € f~1([0,1]) = A.

3. Tenemos 1 = f(u) = f[(—u)(—u)] = [f(—u)]?> = f(—u) = 1. Supongamos
que z € A, es decir f(x) € [0, 1]. Entonces

f(=2) = fl(~w)a] = f(~w)f(z) = 1f(x) = f(z) € [0,1] = —z € A.

4. Veamos que A es subanillo de K.

(i) De f(0) =0 € [0,1] se deduce que 0 € A, es decir A # ().

(ii) Sean z,y € A, usando los apartados 2. y 3. deducimos de forma inme-
diata que z —y € A.

(iii) Sean x,y € A, entonces f(z) y f(y) pertenecen al intervalo [0, 1], por
tanto f(xy) = f(z)f(y) € [0, 1], es decir zy € A.

Dado que el producto es conmutativo en K también lo es en A. Como f(u) =
1 € [0,1] tenemos u € A y por tanto A es anillo conmutativo y unitario.
Dado que en K no hay divisores de cero, tampoco los hay en A. Concluimos
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que A es un dominio de integridad. Sin embargo, no es cuerpo. En efecto, si
0 # x € A entonces f(x) € (0,1] y

1= f(u) = flas™") = f@)fla)) = fla) = f(lm) Sl gA

5.30. Cuaternios de Hamilton

Sea H =R xR3={A=(a,d):aeR,aecR*}. A cada elemento A de H
se le llama cuaternio (o cuaternién). En el conjunto H se define la igualdad

-,

de dos elementos A = (a,d) y B = (b, ) mediante:
A=Bsa=bya= B

Definimos la suma A + B y el producto AB mediante:

=,

A+B=(a+bd+p5), AB=(ab—a-B,aB+bia+anp)
en donde - representa el producto escalar usual de R? y A el producto vec-
torial.
1. Demostrar que (H,+) es un grupo abeliano. Precisar el elemento neutro
E y el opuesto de A.
2. Demostrar que la multiplicacion es distributiva respecto de la suma.

3. Demostrar que H — {E} es un grupo con la operacién producto de cua-
ternios. Precisar el elemento unidad U . Demostrar que el inverso A~! de

A = (a,q) es:
a —a
A7 = ,
<a2~|—622 a2+o72>

4. A la vista de los resultados anteriores, ;qué estructura tiene H?

Solucién. 1. (a) Interna. Es claro que si A, B € H entonces A+ B € H.
(b) Asociativa. Se deduce de manera sencilla a partir de la asociatividad de
la suma en R y en R3.

(c) Elemento neutro. Claramente el cuaternio £ = (0,0) cumple A + E =
E+ A= A para todo A € H.

(d) Elemento opuesto. Dado A = (a,d) € H, —A = (—a,—d) € H cumple
A+ (-A)=(-A)+A=FE.

(e) Conmutativa. Se deduce de manera sencilla a partir de la conmutativi-
dad de la suma R y en R3.

—,

2. Consideremos los elementos de H : A = (a,a),B = (b,6), A4 = (¢,7) .
Usando conocidas propiedades del producto escalar y vectorial:

AB+C) = (a,&)(b+c,B+7)
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—(ab+ac—a-f—a-7,af+aj+ba+ca+anB+any)
= (ab—&-B,aB+ba+anp) + (ac—a-7,ay +ca+any)
= AB + AC

De manera anéloga se demuestra (X +Y)Z = XZ 4+ Y Z para toda terna
de cuaterniones X,Y, Z.

3. (a) Interna. Es claro que si A, B € ‘H entonces AB € H.

(b) Asociativa. Basta desarrollar por separado (AB)C, A(BC) y usar 4 A
(VA W) = (4 - W7 — (U - 0)d.

(¢) Elemento unidad. Para que U = (z,4) sea elemento unidad, es necesario
y suficiente para todo A € H — {E} se verifique AU = UA = A. Es decir:

(ax —@-6,a0 +za+a@N08) = (xza—0-dad+ad+06 AQ)

Es claro que la igualdad se cumple para U = (1,0).

(d) Elemento inverso. Sea A = (a,d) € H — {E}, veamos que efectivamente
el cuaternio A™' = (a/(a® + @?2),—d/(a® + @?)) pertenece a H — {E} y
cumple ademds AA™ = A"1A=U.

Como (a,d) # (0,0) , a®> + @2% # 0 es decir A~! estd bien definido. Por
otra parte, si a = 0 entonces & # 0 y —a/(a® +a?) # 0 . Esto prueba que
A7t en - {E}.

a —Q
AA7 = (a,@
(a.4) <a2+ *2’a2+o‘22>

@ 4 ced | ad g (_=C (1,0)
= (0% —_— =
a2+d‘2 +a2 CL2+C¥2 CL2+622 CL2+O_22 ’

De manera aniloga se demuestra que A~'A = U.

4. De los resultados anteriores concluimos que H es un cuerpo. Este cuerpo
no es conmutativo pues por ejemplo, (0,d)(0,8) = (0,a A B), (0,5)(0,a) =
0,6na)y BAd=—aNS.



5.30 Cuaternios de Hamilton




Capitulo 6

Sistemas lineales sobre un
cuerpo

6.1. Sistemas lineales escalonados

1. Resolver sobre R el sistema escalonado

3r1 + To — T3 = 9
220 4+ bxy = -—15
4y = —12

2. Resolver sobre R el sistema escalonado

r 4+ 2y — 2z =7
-y + 3z = 2

3. Resolver sobre R el sistema escalonado

7t + 3y = 2/3
oy = -1

4. Resolver sobre C el sistema escalonado

2ix; + (1+i)zy = 2/3
22?2 = 1—1

5. Resolver sobre Zs los sistemas escalonados

3z +2y=4 r+4y=1 _
a) { 3= 1 b) { 0y = 2 ¢) {3x+2y=14

143



6.1 Sistemas lineales escalonados

Solucién. 1. Usando sustitucién regresiva,

x5 = —12/4 = -3,
200 = -10+15=0= 22 =0,
31¢1=9-0—-3=6= 21 = 2.

La tnica solucién del sistema es (z1,x2,z3) = (2,0, —3) (compatible deter-
minado).

2. El sistema se puede escribir en forma equivalente como

r 4+ 2y = 7 4+ 2z
-y = 2 — 3z

Dando a z el valor z = o € R obtenemos

y=—-2+4+3q,
r=T4+2a—2(-2+3a) =11 — 4a.

Las soluciones del sistema son por tanto

=11 -4«
y=—-2+3a (ax€eR).
2=«

El sistema es compatible e indeterminado.

3. No existe ntimero real y que multiplicado por 0 sea igual a —1, por tanto
el sistema es incompatible.

4. Usando sustitucién regresiva,

1 1
$2—§—*Z,

1 1 1
Yiwg=2—(1+4)(=—2i)=—2
iz2 =3 (+z)<2 21) 3

1L
2776 T 6"

La unica solucién del sistema es (x1,22) = (i/6, 1/2 — 1/2i) (compatible
determinado).

5.a4) y=1-31=1.2=2=3r=4-2-2=0= 2 = 0. La tinica solucién
del sistema es (x,y) = (0,2) (compatible determinado).
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b) No existe elemento y € Zs que multiplicado por 0 sea igual a 2, por tanto
el sistema es incompatible.
¢) Multiplicando ambos miembros por 2 obtenemos

{8z+2y=d4 o {rt+dy=3c{z=3-4y.
Dando a y todos los valores de Zs = {0,1,2,3,4} obtenemos

y=0=>2x=3-4-0=3-0=23,
y=1=>2x=3-4-1=3-4=3+1=4,
y=2=>2x=3-4-2=3-3=0,
y=3=>x=3-4-3=3-2=1,
y=4d=>xr=3-4-4=3-1=2.

Las soluciones (z,y) del sistema son por tanto

(3,0), (4,1), (0,2) (1,3), (2,4) (compatible indeterminado).

6.2. Reduccion gaussiana

1. Resolver en R el sistema lineal

y+z=1
r+z=1
r+y=1

—3x+2y+2=0
T+2y+32=3

2. Resolver en R el sistema lineal

3x1 — 229 + 43 = 2
—x1+2x3=0
2x1 +x3 = —1

T1 + 229 + 23 = 1.

3. Resolver en R el sistema lineal

201 — 3z 4+ 223+ x4 =1
—x1 4+ 222+ 23+ 224 =2
41 — Txo — 324 = —3.

4. Resolver en Z7 el sistema lineal

x4+ 6y =2
20+ 3y =3
5x + 5y = 1.



6.2 Reduccién gaussiana

Solucién. 1. Aplicando la reduccién gaussiana:

0 1 1]1 0 1|1
1 0 11 0 1 1|1 | F—F
1 1 0|1 F1<—>F2N 1 1 0|1 F4+3F1
-3 2 1|0 -3 2 1|0 | F5—F
1 2 3|3 1 2 3|3
1 0 11 1 0 1 1
0 1|1 | - F 01 1 |1
~10 1 —1|/0|F—-2FR~]|0 0 -1
0 2 4 |3 |F5—2F 0 0 2 2
0 2 2|2 00 0 0
1 0 1 1
01 1 1
Fp+F3~ |0 0 -2 -1
0 0 O 0
0 0 O 0
El sistema dado es equivalente al escalonado
x +z = 1
y +2z = 1
-2z = -1
Entonces,
z=1/2,

y=1-1/2=1/2,
r=1-1/2=1/2.
La tnica solucién del sistema es (z,y,z) = (1/2,1/2,1/2) (compatible de-

terminado).

2. Aplicando el método de Gauss:

3 -2 4] 2 0 210 7p ap
-1 0 2|0 3 -2 4] 2
Fy & Fy ~ F3+2F1

2 0 1[-1 20 1/-1 | p
1 2 1|1 1 2 1|1 L

-1 0 210 -1 0 210

0 10 0 -2 10 2
~ Fy+ Fy ~

0 0 5 |-1|*TTRY 0 o 1

0o 2 3|1 0 0 13| 3
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1 0 210
0 -2 10| 2
5P -8R~ | o
0 0 0]18

El sistema dado es equivalente al escalonado

T +2zx3 = 1
—2x9 41023 = 2

5%‘3 = -1

0:133 = 18.

No existe ntiimero real x3 que multiplicado por 0 sea igual a 18, por tanto el
sistema es incompatible.

3. Aplicando la reduccién gaussiana:

2 -3 2 1 1 -1 2 1 2| 2
-1 2 1 2|2 |FHF+e B~ 2 -3 2 1 1
4 -7 0 =-3|-3 4 -7 0 =-3|-3
poan [0202):
By +4h 0 1 4 5|5 |37
-1 2 1 2|2
~ 0 1 4 5|5
0 0 0 0}0
El sistema dado es equivalente al escalonado
—x1 +2x9 +w3 +2;4 = 2
T9 +4x3 +bry = 5.

Llamando z3 = «, x4 = 3 obtenemos
To =5 —4a — 50,
r1=-2+4+20b—-4a—-508)+a+25
=8 —Ta — 86.
Por tanto, las soluciones del sistema son
r1=8—Ta— 83
o =5—4a — 543
r3 =«

Ty =f

(o, B € R).



6.3 Sistemas lineales segin parametros

El sistema es compatible e indeterminado.

4. Usando las conocidas operaciones de Zr :

62 Fy,—2F;

1 6|2
2 313 1 _sp ™0 6 | 5F — 3F,
5 5|1 0 315
1 612
~ 10 5|6
0 0|0
El sistema dado es equivalente al sistema escalonado
x4+ 6y =2
5y = 6.

Tenemos
Sy=6<y=5"'.6=3-6=4,

r=2-6-4=2-3=2+4+4=6.

La tnica solucién del sistema es (z,y) = (6,4) (compatible determinado).

6.3. Sistemas lineales segiin parametros

1. Discutir y resolver en R segin los valores del parametro real a el sistema
lineal

ar+y+z=1
rt+ay+z=a
T+y+az=a.

2. Discutir en R segun los valores de los pardmetro reales ¢ y d el sistema
lineal

z4+y+cz=0

r+cy+2=0

T+y+cz=d.

3. Discutir y resolver en Zi1 segun los parametros a,b € Z1; el sistema lineal

Tr+3y =1
2 4+ay =b.

4. Discutir en R segtin el valor del pardmetro real A el sistema lineal

Ary+axot+x3+xs=1
1+ Ao+ 3+ 34 = A
x1+x2+/\x3+x4:)\2
x1+$2+$3+)\334:)\3.



Capitulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

Solucién. 1. Aplicando el método de Gauss:

a 1 111 1 ala
1 a 1|a | F1+ F3~ 1 a 1|a 52__5;
11 ala a 1 1]1]°3 !
1 1 a a
~ 10 l-a| 0 |FB+F
0 1—-a 1—-a®>|1-a®
1 a a
0 a—l 1—a 0 =
0 2—a—a?|1-—a?
+az = a
(a - 1) +(l—a)z = 0 (1)
2—a—-a*)z = 1-ad>
Primer caso: 2 — a — a® = 0. Resolviendo la ecuacién obtenemos a = —2
o a = 1. Para a = —2, la dltima ecuacién de (1) es 0z = —3, por tanto

el sistema es incompatible. Para a = 1, el sistema (1) se transforma en
x + 1y + z = 1. Dando los valores y = A, z = u obtenemos las soluciones

(z,y,2) = (1 —=A—p A\ p), (ApeR),

y el sistema es por tanto indeterminado.
Segundo caso: 2 —a—a® # 0, o equivalentemente a # 1y a # —2. Tenemos,

a’? -1 (a+1)(a—1) a+1

T a2ta-2 (a—1D(a+2) a+2’

S ol
a+2’

B a+1 ala+1) a*4+2a-a—-1—-a>—a 1

T a+2  a+2 a+2 T a2

y el sistema es por tanto compatible y determinado.

2. Aplicando el método de Gauss:

1 1 c 0
Fs+F~ |0 c—1 1—¢c |0 | =
0 0 1-¢%|d



6.3 Sistemas lineales segin parametros

T +y +cz = 0
(c-1y +1-c)z = 0 (1)
1-c?)z = d.
Primer caso: 1 — ¢ = 0. Equivalentemente ¢ = +1 Para ¢ = —1, el sistema
(1) es
r +y —z = 0
-2y -2z = 0
0z = d.

Si d # 0 la dltima ecuacién nos dice que el sistema es incompatible, y si
d = 0 el sistema (1) es

r +y —z = 0
-2y -2z = 0.

Dando a z el valor A € R obtenemos infinitas soluciones, luego el sistema es
indeterminado. Para ¢ = 1 el sistema (1) es

z +y +z = 0
0z = d.

Si d # 0 la dltima ecuacién nos dice que el sistema es incompatible, y si
d =0 el sistema (1) es

{z +y +2z = 0.
Dando a z el valor A € R y a y el valor u € R obtenemos infinitas soluciones,
luego el sistema es indeterminado.

Segundo caso: 1 — c® # 0, o equivalentemente ¢ # —1 y ¢ # 1. Tenemos,
o d
S 1—c2?

y =2z (Unica para cada c),

z (Gnica para cada c),

x=—y—cz (Unica para cada c),
y el sistema es por tanto compatible y determinado. Podemos concluir:

c# —1Ac# 1, compatible y determinado
o 1 d#0 incompatible

- d=0 compatible e indeterminado
o1 d#0 incompatible

~ " |ld=0 compatible e indeterminado.

3. Usando las conocidas operaciones de Zi1 :

BT LR e A Py
2 alb

0 7Ta—6|7b—2
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_ |z +3y=1
:{ (7a — 6)y = 7b — 2. (1)

Primer caso: 7Ta — 6 = 0. Equivalentemente, 7a = 6, es decir a = 4. El
sistema (1) se transforma en

v +3y=1
Oy =7b — 2.

La relacion 7b — 2 = 0 se satisface exclusivamente para b = 5. Para b # 5, la

ultima ecuacion es Oy = b — 2 y el sistema es por tanto incompatible. Para
=

b =5 el sistema (1) se transforma en 7z 4+ 3y = 1, y multiplicando ambas

ecuaciones por 8, en x + 2y = 8, o equivalentemente en x = 8 + 9y. Dando

a y todos los valores y = 0,1,...10 de Z;; obtenemos

y|0
8

12345678910
r=8+9[8 6 4 2 09 75 3 1 10

y el sistema es compatible e indeterminado.

Seqgundo caso: Ta — 6 # 0. Equivalentemente, a # 4. En este caso, 7Ta — 6
tiene inverso en Z11. Entonces,

y=(Tb—2)(Ta—6)"",
r=7"1-3y)=8(1-3(Tb—2)(7Ta—6)"").

y el sistema es compatible y determinado. Podemos concluir:

a # 4, compatible y determinado

_ 4 b#5 incompatible
““* =5 compatible e indeterminado.

4. Reordenando las ecuaciones,

3
11)\)\2 R
1 1 X 1|
Fy—F ~
1 X1 1 PN
A1 1 11 4 !
1 1 A A3

0 A—1 1=X|X=\
A—1 0 T—=X | A=\
1T—X 1—=X 1=X2[1-)\*

F3HF2N

o O O



6.4 Aplicaciones de los sistemas lineales

1 1 1 A A3
_ _ _ )3
0 0 1=MA=N g p
0 0 A—1 1=X[)X2=-)
0 1—-X 1—-X 1-X2|1-)\
1 1 1 A A3
0 A—1 0 1—A A— 3 Fyt B
0 0 1-A A2 — 23 s
0 0 IT—=X 2=XA=X22|14+X=X3-)\¢
1 1 1 A A3
0 A—1 0 1—X A=)\
0 0 Xx—1 1—A A2 - \3
0 0 0 3—=22—=X2|14+A+X2-223 -\

Primer caso: 3 — 2\ — A2 = 0. Equivalentemente, A = 1 o A = —3. Para
A =1 el sistema dado es equivalente a 1 + 2 + 3 + x4 = 1, y por tanto
compatible e indeterminado. Para A = —3, la ultima ecuacion del sistema
escalonado es Oxqy = —20, luego el sistema es incompatible.

Segundo caso: 3 — 2\ — A% # 0. Equivalentemente, A # 1 y A # —3. En este
caso, al ser también A — 1 # 0 y usando sustitucién regresiva deducimos
inmediatamente que cada x; es Uinica para cada A. Podemos concluir:

A # 1A X # —3, compatible y determinado
A =1, compatible e indeterminado

A = —3, incompatible.

6.4. Aplicaciones de los sistemas lineales

1. Disponemos de tres montones de monedas y duplicamos las monedas del
segundo montén tomando las necesarias del primer montén. Duplicamos
después las monedas del tercer montén a costa del segundo montén. Por
ultimo, duplicamos las monedas del primer montén tomando las necesarias
del tercer montén. Al final, el nimero de monedas en los tres montones es
el mimo.

a) ;Cuél es el minimo nimero de monedas que permite hacer esto y como
estan distribuidas inicialmente?

b) ;Puede hacerse con 6! monedas?

2. ;(De cuantas maneras pueden comprarse 20 sellos de 5, 25, y 40 u.m. (uni-
dades monetarias) cada uno por un importe total de 500 u.m. de forma que
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adquiramos al menos uno de cada clase?

3. La tabla siguiente muestra cuatro productos P, P>, P3 y P, junto con el
numero de unidades/gramo de vitaminas A, B y C' que poseen por unidad
de peso. jSe puede elaborar una dieta que que contenga 10 unidades de
viamina A, 20 de B y 5 de C?

A B C
Pl1 2 0
PBl1 0 2
P2 1 0
P11 1

Solucién. 1. a) La situacién al inicio y seguin los trasvases es:

Inicio T Y
Primer trasvase T —y 2y z
Segundo trasvase 1z —y 2y —=z 2z

Tercer trasvase 2(z—vy) 2y—2z 2z—(z—vy).

La situacién final es 2(x —y) = 2y —z = 2z — (x —y). Llamando N al nimero
total de monedas:

rT+y+z=N r+y+z=N
2 —y)=2y—z o bien, 20 —4y+2=0
2z —y)=2z—(z—vy) 3x —3y—22=0.

Escalonemos el sistema,

11NF2_2F1111N

20 =4 110 | g~ |0 —1| -2N

3 -3 =20 0 -6 —=5|-3N

1 1 1| N
Fy—Fy~ |0 —6 —1|—-2N
0 0 —-4| —-N

El sistema es equivalente al escalonado

x +y +z = N
-6y —z = -=-2N
-4z = -—N.
Resolviendo obtenemos
N TN 11N
Z = —, Y=+ =
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Como z,¥, z ha de der enteros positivos, tiene que ser multiplos de 24, por
tanto el menor niimero de monedas ha de ser N = 24, en cuyo caso z = 11,
y=17,2=6.

b) Se verifica
6100 — (2 . 3)100 — 2100 . 3100 — (23 . 3) . 297 . 399 — 24 . (297 . 399)

luego N = 690 es muiltiplo de 24 y la situacién del problema es posible.

2. Llamando z, y, z al niimero de sellos que vamos a comprar de 5, 25, y 40
u.m. respectivamente,

z+y+z=20
5x + 25y + 40z = 500.

[1 1 120];F2~[ 1 120]}72_]?1

5 25 40| 500 1 5 81100
11 1/20]|_Jz +y +2z = 20
0 4 780 | 4y +7z = &0.
Para z = )\ obtenemos
3
= -\
YT
y:QO—Z)\ (A €R).
4
2=\

Como las soluciones han de ser enteros positivos, los valores de A han de ser
enteros positivos y multiplos de 4. Si A = 4 obtenemos (z,y, z) = (3,13,4).
Si A = 8 obtenemos (z,y,z) = (6,6,8). Para A > 12 los valores de y son
negativos, por tanto las tinicas soluciones al problema son:

(x,y,2) = (3,13,4), (z,y,z)=(6,6,8)

3. Llamemos z; (i = 1,2,3,4) a la cantidad de producto P; que vamos a
utilizar para elaborar la dieta. De los datos de la tabla,

T1 + x9 + 223 + x4 = 10
2x1 + x5+ x4 = 20
2x9 + x4 = 5.

Aplicando el método de Gauss:

12 1]10 1 1 2 1/]10
2 01 1|20 |F-2F~|0 ~3 —1|0 |Fs+F
0 20 1|5 0 2 0 1|5
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1 1 2 1710
~]10 -2 -3 =110
0 0 -3 015
De la tltima ecuacién se deduce que x3 = —5/3 lo cual es absurdo pues las

cantidades z; han de ser todas no negativas. Concluimos que no se puede
elaborar la dieta.
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Capitulo 7

Matrices sobre un cuerpo

7.1. Concepto de matriz, suma de matrices

1. Escribir una matriz genérica A de orden 2 x 3, otra genérica B de orden
4 x 3, y otra genérica C de orden 1 x 1.

2. Para una matriz genérica A cuadrada de orden 3, identificar los elementos
de la diagonal principal y los de la diagonal secundaria.

3. Determinar para que valores de = e y son iguales las matrices:

_ 5 xz—4y _ ) —11
A= r—y+4 05 ]’ B_Lv—ky 1/2]'

4. Hallar M + N y M — N, siendo:

1 2 2 -5 3 1
M=1]2 12, N=|0 -1 4
2 2 1 0 0 2/3

5. En Z2*? hallar A 4 B, siendo:
2 6 5 4
A=11 1| ,B=14 0
3 2 4 6
6. En K3%2, escribanse el elemento neutro para la suma, y la matriz opuesta
de una matriz genérica A.

Solucion. 1. Serian:

bi1 b2 bis

A - |an a2 ais . B= bar b2z b3 C = en].
a1 a2 a3 bs1 b32 b33

bsr baz bz

157



7.2 Grupo aditivo de las matrices sobre un cuerpo

aiz a3
2. Diagonal principal: A = [a-gl ass | .
as  as
air an
Diagonal secundaria: A = [ﬁ %] .
asy  ass

3. Las matrices A y B tienen el mismo orden. Para que sean iguales, han de
se ademads iguales los correspondientes elementos, es decir:

5=5
— 4y = —11 — 4y =—11
v Y o equivalentemente, v Y
r—y+4d=x+y r—y+4=x+y.
0,5=1/2
Resolviendo el sistema, obtenemos x = —3, y = 2.

4. Aplicando las definiciones de suma y diferencia de matrices:

-4 5 3 6 -1 1
M+N=|2 0 6|, M-N=|2 2 =2
2 2 5/3 2 2 1/3
5. Usando la conocida regla de sumar en Zr :
245 6+4 0 3
A+B=1{14+4 1+0| =1|5 1
3+4 246 01
00 a1l a2
6. El elemento neutro es la matriz 0 = |0 0|, y para A = |as1 a92| su
00 asr  a32
—ail  —ai2
opuesta es —A = | —ag91 —a
—as1 —as2

7.2. Grupo aditivo de las matrices sobre un cuerpo

Demostrar que (K™*™ 4) es un grupo abeliano (grupo aditivo de las ma-
trices de érdenes m x n con elementos en el cuerpo K).

Solucion. 1. Interna. Por la propia definicién de suma de matrices, es claro
que la suma de dos matrices de ordenes m X n es otra matriz de orden m X n.
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2. Asociativa. Para A, B, C matrices de K™*"  y usando la propiedad aso-
ciativa de la suma en K :

(A+ B) + C = (lagg] + [bij]) + [cij] = lai; + big] + [eij] = [(aij + bij) + cij] =
[aij + (bij + cij)] = [ag] + [bij + cijl = lag] + ([by] + [ci5]) = A+ (B +C).
3. Existencia de elemento neutro. Para toda matriz A de K™*" :
A+0= [aij] +[0] = [aij +0] = [aij] = A,
0+ A =1[0]+ [ai;] = [0+ asj] = [as5] = A.
4. Existencia de elemento simétrico. Para toda matriz A de K™*" :
A+ (=A) = [aij] + [—ai;] = [aij + (=aij)] = [0] = 0,
(—A) + A = [—ay] + lay] = [(—ay) + aiy] = [0] = 0.

5. Conmutativa. Para todo par de matrices A, B de K™*" y usando la
propiedad conmutativa de la suma en K :

A+ B = [ag;] + [bis] = [aij + bij] = [bij + ai;] = [by] + [ai;] = B + A.

7.3. Producto de un escalar por una matriz

1. Dadas las matrices

calcular 24 — 3B.
2. En M5(Zs), calcular 2A — 3B siendo:
2 4 01
==l o)
3. Resolver en R2*3 ¢l sistema:

2X +3Y = A
3X — 4Y = B,

. 2 -1 1 1 1 2
s1endoA—[4 0 1}yB—[O _3 2].

4. Demostrar que para todo A, 4 € K, y para todo A, B €€ K™*" se verifica:

1) A(A+ B) = M + AB.
2) (A + 1) A = AA + pA.
;A( pA) = ( A



7.3 Producto de un escalar por una matriz

Solucion. 1. Tenemos:

2 —4 8 0 15 3 2 -19 5
2’4_33_[2 2 0]‘[21 —6 0]_[—19 8 o]'

2. Usando las conocidas operaciones en Zr :

1 3 3 3

SRR ]

3. Calculemos Y. Multiplicando por 3 a la primera ecuaciéon y por —2 a la
segunda:

2A—33—2A+2B—2[2 4]+2[0 1}

6X +9Y =34
—6X +8Y = —-2B.

Sumando ambas ecuaciones, 17Y = 34 — 2B. Multiplicando por 1/17 :

1[4 -5 —1
Y= 17(3A 2B) = 17[ 6 —1]'

Calculemos X. Multiplicando por 4 a la primera ecuacién y por 3 a la se-

gunda:
8X +12Y =44
9X —12Y = 3B.

Sumando ambas ecuaciones, 17X = 4A + 3B. Multiplicando por 1/17 :

Y =

1 1 {11 -1 10
AEsE =17 [16 -9 10]'

4. Usando las definiciones de suma de matrices, de producto de un escalar
por una matriz, y conocidas propiedades de la suma y producto en K :

1) MA+ B) = A([aij] + [bij]) = Aaij + bij] = [Maij + bij)]
= [Aai; + Abyj] = [Aai;] + [Aby] = Aai;] + Albij] = AA + AB.

2) A+ A=A+ p)laij] = [(A+ p)aij] = [Aaij + pai]
= [Aaij] + [paij] = Aaij] + plaij] = AA + pA.

3) A(pA) = Aplai;]) = Apaij] = [Apai;)] = [(An)aij] = (Au)ai;] = (Ap)A.
4) 1A = ay] = [lai;] = [ai] = A.
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7.4. Multiplicacion de matrices

0 1 3

1 -1
1.DadasA—[2 3]yB—[4 9 5

} , hallar AB y BA.

2. Dadas A = [:; _13] y B= [; ﬂ , hallar AB y BA, para comprobar

que AB # BA.

3. En M»(Zs), calcular AB siendo:

4. Multiplicar por cajas:

2|-1 2 103 1
3]-1 4 4
410 1 15

5. Comprobar la propiedad asociativa del producto de matrices para:

1 -1 3 11
A=|2 4 2| ,B=|-2 4,0:B ;ﬂ.
0 3 5 3 3

6. Sean A € K™*" B € K"*P y C € K™*P, Si AB = C, dar una férmula
para el elemento ¢;; de C' en funcién de los elementos de A y B.

7. Demostrar la propiedad asociativa del producto de matrices.
8. Se consideran las matrices:
10 -1 1 4 0
R PR B
Verificar las propiedades A(B+ C) = AB+ AC'y (A+ B)C = AC + BC.

9. Sean A € K™*" y B, (' € K™*P, Demostrar la propiedad distributiva
A(B+C)=AB+ AC.
10. Sean A € K™*" B € K"*P y X € K. Demostrar que

AAB) = (\A)B = A(\B).



7.4 Multiplicacién de matrices

11. Sea A una matriz cuadrada de orden 10 cuyos términos estan dados por

Determinar el término bsg de la matriz B = A2.

1 -1 0 25
12.Sea A= 10 0 3| .Calcular » (—1)F4%.
0 0 -1 k=0

13. Una matriz cuadrada A se dice que es idempotente si y s6lo si, A2 = A.
Demostrar que si A es idempotente, también lo es T — A.

Solucion. 1. Tenemos
1 =110 1 3
as={, J8 L

10+ (-1)-4 114 (-1)-(-2) 1-3+(—1)-5]
| 2-0+3-4 2-1+3-(-2) 2:3+3-5

-4 3 =2
|12 —4 21|
La matriz B es de orden 2 x 3, y la A de orden 2 x 2. Dado que el niimero de

columnas de B no coincide con el de filas de A, no estd definido el producto
BA.

2. Tenemos
-1 1 1 2 2 2
AB = [—2 —3} [3 4] - [—11 —16]'
1 2)|-1 1 -5 =5
sa=y ) [ 4= 100 D)
Efectivamente, AB # BA.

3. Usando las conocidas operaciones en Zr :

AB — 2 4]0 1] [2:0+4-3 2-1+4-3
/1 3113 3] |1-04+3-3 1-1+3-3
[0+2 242 [2 4
C|0+4 1+4 |4 0]



Capitulo 7. Matrices sobre un cuerpo

4. La matriz de la izquierda es de la forma [é g] con

A=[2], B=]-1 2],0:[3},17: [_01 ﬂ

4

EFCOH
G H

La matriz de la izquierda es de la forma [

1 15

E=[1], F=3 1],(;:H,H: [0 4].

Tenemos

[A B} [E F]_[AE+BG AF+BH]

¢ D||G H CE+ DG CF+DH

AE + BG = [2)[1] + [-1 2] m =[2]+[1] =

oesoe- [ -]

AF+BH =1[2][3 1]+ [-1 2] [(1) g]

=106 2]+ [2 6]=[8 8].

CF+ DH = [ﬂ 3 1]+ [_01 ﬂ E g]

_93+416'_1319
12 4 1 5] [13 9

En consecuencia

Hallemos (AB)C :

(AB)C =

12 6 30 36 42
0 24] [1 2 3]|:72 48 24

90 72 54

2|-1 2 1[3 1] 38 8
3]-1 4 1[0 4|=|6[13 19| .
410 1 1|15 5|13 9

] |



7.4 Multiplicacién de matrices

Hallemos BC :

1 1 4 4 4
BC=|-2 4 [;’ 3 zl))] =110 4 -2
3 3 12 12 12
Por tltimo, hallemos A(BC) :
1 -1 3 4 4 4 30 36 42
ABC)=12 4 2| |10 4 =2 =72 48 24
0 3 5] [12 12 12 90 72 54

Se verifica (AB)C = A(BC).

6. Las tres matrices A, B y C son de los tipos:

blj

.. bgj
A= a;1 A2 ... Qinp ,B: ,C: - Ciy

Entonces,

AB = ;1 A;2 ... Qin . = |- GCij ... :C,
b
ival = apb b bnj => 1 b
equivale a ¢;; = aj1bij + ajebaj + -+ + ainbn; = Y _j_q Girby;.

7. Sean A = [a;5] € K™, B = [bj] € K™*?, C = [cg,| € KP*9. Demostre-
mos que (AB)C = A(BC). La matriz AB es:

AB = Zaijbjk e K™*P,
j=1
Hallemos (AB)C' :
p n p n
(AB)C = Z Zaijbjk Crr| = Z Zaijbjkc;w e K™*q,
k=1 \j=1 =1 \j=1

De la misma manera,

n p
A(BC) = Z ( aijbjkc;w> e Km*4,
k=1

Jj=1
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Dado que el orden de la suma es arbitrario es cualquier suma finita, tenemos:

P n
g g A5 jlcckr = E g A5 jlcclcr

k=1 = Jj=1

para cada par de valores de i y r, es decir (AB)C = A(BC).

1 013 1 3 1
AB+0) = [2 3} [8 1] - [30 5]'
Por otra parte

aneac=[ [ B AR

-[7 s =l )

Por tanto, A(B + C) = AB + AC. Procediendo de manera andloga:

(4+ B)C = {g ;] [;‘ _01] = [455 _ﬂ
sewso= [ [0 [ Y

b 5ol )= S

Es decir, (A+ B)C = AC + BC.

8. Tenemos

9. Llamemos A = [a;], B = [bjr] y C = [cji]. Entonces,

A(B + C) = [aij] ([bjk} + [CjkD = [CLZ]] ik + C]k |:Z a"Lj ]k; + Cjk :|

n n n n
E aijbjk + E A;Cik | = E aijbjk + E Q5 Cjk
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

= [aijl[bjk] + [ais]leje] = AB + AC.

10. Tenemos:

MAB) =X | aijbj | = | A aibj| = ZA% Yok | = (AA)B,
j=1 j=1

Jj=1



7.4 Multiplicacién de matrices

)\(AB):A Zaijb]‘k = )\Zaijbjk = Zau()\bjk) :A()\B)
j=1 j=1 Jj=1

11. Podemos escribir

10

bzg = E a3kake = a31016 + a32a26 + a3zzaze + - - - + a36ae6 + - - - + @3,10010,6
k=1

=2.2+42.2483.24... 42804 2.24...42.2
—8(2-2) +2V8+2V8=32+4+2V2 =36 + 2V2.

12. Hallemos las potencias pares de A :

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 -3
A2=10 0 3 0 0 3|=1]0 0 =3},
0 0 —-1] [0 0 -1 0 0 1

1 -1 =31 1 -1 -3 1
A*=A%242=10 0 -3/ (0 0 -=-3|=10 0 =—3|=A4A2
0 0 1 0 0 1 0

Veamos por induccién que A%¢ = A2 para k = 1,2,...,25. En efecto, aca-
bamos de ver que la férmula es cierta para k = 1. Si es cierta para k :

A2(k+1) — A2kA2 — A2A2 _ A4 _ A2,

por tanto la férmula es cierta para k + 1. Entonces:

25
D (-1)FAF = A0 — A% 4 A - A AP A% 450
k=0

=1+ (A2 + A+ (A2 + A+ (AP AP - AP =T - A%

Es decir,

25 100 1 -1 -3 01 3
d(-1FA% =10 1 0o —-f0 0 -3| =0 1 3
k=0 00 1 0 0 1 000

13. Si A es idempotente, A2 = A por tanto:
(I—A2=T-A)I-A)=I"-AI-TA+A’=T—-A-A+A=1-A,

lo cual implica que I — A es idempotente.
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7.5. Matriz inversa (1)

-1 -
2 5 3 =5
1. Demostrar que [1 3] = 12 } .

2. Sea A € M,(K) invertible. Demostrar que su inversa es tnica.

—-1.
VRE hallar A=" :

(i) Usando el método de Gauss.
(73) Usando el método de los adjuntos.
(ii7) Considerando como incégnitas las columnas de A~

3. Dada la matriz A = [2 -1

11 2
4. Calcular al inversa de la matriz A = |3 2 0], usando el método de
2 0 4

Gauss y el de los adjuntos.

1 1 1 4
11 -1 1
-1 - .
5. Hallar A=, siendo A = 10 2 4
3 2 -1 5

2 2
3 4

de Gauss. (i7) Usando el método de los adjuntos.

6. Dada la matriz A = [ ] € My(Zs), hallar A=!: (i) Usando el método

1 ¢ 4
7. Hallar la inversa de A= |i 1 i| € M3(C).
1 1 1

8. Sea A € R™" cumpliendo A% — 342 + 5A 4+ 71 = 0. Demostrar que A es
invertible y hallar A~! en funcién de A.

Solucién. 1. Sabemos que una matriz A € M, (K) es invertible si, y sélo si
existe B € M, (K) tal que AB = BA = I. También sabemos que la condicién
AB =1, implica BA = AB, por tanto basta verificar:

2 5|3 =5 (10

1 3/|-1 2| |0 1|’
como inmediatamente se comprueba.
2. Si A tuviera dos inversas B y C, se verificarfa:

AB=BA=1,
AC=CA=1.



7.5 Matriz inversa (1)

Ahora bien,
(AB)=1=C(AB)=Cl= (CA) B=C=1C=B=C=B.
Es decir, la inversa es tnica.

3. (i) Usando el conocido algoritmo:

2] —1]1 0 ~ 2 —1]1 0 ~
3 4|0 1]|2RB-3F|0 3 2 |11F + F,

2 0|8 2 - 1 0| 4/11 1/11
[ 0 11|-3 2 } gﬁﬂg [ 0 1|-3/11 2/11 } '

114 1
: -1 _
Es decir, A™" = 11 [_3 2] .

(4i) El determinante de A es |[A| = 11 # 0y AT = [_2 3] , por tanto:

1 4
174 1
-1 _ . _ -
AT = S Adj(4) = [_3 2].

(13i) Si Cy, Co son las columnas de A=l e I, I, las de la identidad, entonces

[C1 Co] E _41] =[h L.

Efectuando la multiplicacién por cajas, obtenemos el sistema:

2C1 +3C, =14
—C1 +4C; = I,

que resuelto proporciona la solucién

4 3 1
012—71—]2—[4],

11 11°° 11 |-3

1 2 1 [1
Co=—I+—I,=—
2= 11[2}’

por tanto
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4. Aplicando el algoritmo de Gauss:

Al 121 00] 5 4p 1 1 2[1 00
3 20(01 0|2 > '~10][-1] -6/-3 10
Py 2P
2 0 4/0 0 1 0 -2 0]-2 01
1 0 —4|-2 1 0
Fy + Fy 3F; + Fj3
Y Sl N O R T
ST 1o oo 4 -2 1 |72
3.0 0]-2 (1/3)Fy

11
0 -2 0]-2 0 1/|(-1/2)F~
0 0 12| 4 -2 1

10 0|-2/3 1/3 1/3
010 1 0 —1/2

0 0 1|4/12 —2/12 1/12

La matriz inversa de A es por tanto,

L [8 4 4
A‘lzﬁ 12 0 -6
4 -2 1

Usemos ahora el método de los adjuntos. El determinante de A es |A| =

1 3 2
—12#0y AT = |1 2 0], por tanto:
2 0 4

) 8 -4 4 -8 4 4
A= —Adj(A)=—1|-12 0 6|=-—1]12 0 -6
4] 20 4 o 1] 1214 o
5. Usemos el método de Gauss.
1 1 4|1 0 0 0 ~
1 1 -1 1/0 1 0 0| F,—F
1 0 2 4/0 01 0| F3—F
3 2 -1 5|00 0 1| F-3F
1 1 1 411 000
0 0 -2 -3|-110 0 ~
0 -1 1 0 ]=101 0|F<+F
0 -1 -4 —-7|-3 0 0 1



7.5 Matriz inversa (1)

1 1 1 4|1 000
0 L0 =10 10, o
0 0 -2 -3/-1100|, 4
0 -1 —4 —7|-3 00 1] * "2
1 0 2 4]0 0 1 0 ~
0 -1 1 0|-10 1 0| F+F
0 0 ~3|-1 1 0 0 |2F+F;
0 0 —5 —7|-2 0 -1 1 |2F —5F;
1 0 0 1|-1 1 1 0 ~
0 -2 0 -3|-3 1 2 0| F-F,
0 0 —2 =3|-1 1 0 0 |F+3F,
0 0 0 1 -5 —2 2 | F3+3F,
1 0 0 0[-2 6 3 -2
0 -2 0 0|0 —14 -4 6
0 0 -2 0|2 —-14 -6 6 E_%;;?
00 0 1|1 -5 -2 2 3
1000/-2 6 3 -2
0100[0 7 2 -3
0010[-1 7 3 -3
00011 -5 —2 2

La inversa de A es por tanto:

(i)

-2 6 3 -2
4 o 7 2 =3
AT=10 7 3 3

~

k¥

10 ~ 2 2|10
3 4/0 1|2R-3FR |0 [2]|2 2| A-F

[2 0] 4 3]”[1 02 4} . {2 4]
3F1 = A = .
0 2]2 2[5, [0 1]11 11

4 ao a1 r 23
A|=2-4-3.2=3-1=2, A—[24,

=g sl o =)
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7. Tenemos,

1 i i 1 i i
detA=det |7 1 i|l=...=4—-2, AT=1|i 1 i
ioi 1 ioi1
Por tanto,

2 —1—i —1—i

1 2 1
Al = —Adj(A) ==+ —i) |-1—-i 2 —1—i
) AdiA) <1o+1ol> ’ . !
—1—-7 —1—12 2

8. Usando la propiedad distributiva, la igualdad dada se puede escribir en

la forma:
A(A? = 3A +51) = 171,

Multiplicando ambos miembros por —1/7 :

—1 2 —
A 7(A —3A+5I)| =1.

Es decir, A es invertible y su inversa es:

ATl = —% (A —3A+5I).

7.6. Matriz inversa (2)

1. Sean A y B dos matrices invertibles de orden n. Demostrar que AB es
invertible y que (AB)~! = B~1A~1,

2. Se considera la matriz real

a —-b —c —d
b a d —c
A= c —d a b
d c —b a

Hallar A*A y usar el resultado para calcular A=!.

3. Sean A, B, C matrices cuadradas del mismo orden, con B y C invertibles,
verificando (BA)!B~1(CB~1)~! = I. Demostrar que A es invertible y ex-
presar A~! en funcién de B y C.



7.6 Matriz inversa (2)

4. Hallar A~!, siendo A =

_ o O O
— =0 O
== O
— = = =

5. Determinar k € Z11 para que no sea invertible la matriz:

[7 2 3
A= |10 0 5 GMg(le).
(4 2 &

6. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

1 2 22 ... on 17
01 2 ... o2n2
A=10 0 1 ... 2773
o0 0 ... 1 |

7. Para cada a € R se consideran las matrices de la forma:

1 a a%/2 a3/6

01 a a?/)2
Mo = 0 0 1 a
00 O 1

Calcular M, - M, y usar el resultado obtenido para determinar M, !. (Pro-
puesto en examen, Algebra, ETS Ing. Industriales UPM).

V1 2
8. Para cada x € R se define A, = \/1::_72 T . Demostrar que
x

x
A7l=A,.
Solucién. 1. Usando la propiedad asociativa del producto de matrices:
(AB)(B'A ) = A(BB ™ H)A™ 1 = ATA ' = A4 = I

Por la propia definicién de matriz invertible, concluimos que AB lo es, sien-
do su inversa (AB)™!' = B~1A~L

2. Operando obtenemos

ATA = (a® +b° + & + d?)

o O O
O O = O
o= O O
o O O
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La igualdad anterior la podemos escribir como

1
AV) A =14
<a2+b2+02+d2 ) *

si suma a? + b? + ¢? + d? es no nula, cosa que ocurre si y sélo si (a,b, ¢, d) #
(0,0,0,0). En consecuencia,

1 1
a2+ b+ &P

A', (a,b,¢,d) # (0,0,0,0).

3. Usando que la traspuesta del producto es el producto de traspuestas
cambiados de orden, que la inversa del producto es el producto de las inversas
cambiados de orden, que la inversa de la traspuesta es la traspuesta de la
inversa, que la inversa de la inversa es la propia matriz y que la traspuesta
de la traspuesta es la propia matriz,

(BAB Y (CB )Y '=T1T=A'B'B'BC'<1=ABC"

1

s Al=(B'c Y e (A) ' =BCc e (A7) =BIC!

s A = (B e 4= (C) B

4. Usemos el método de Gauss. Reordenando las filas:

000 11 00O 1 11 1]0 0 0 1
001 101 00 011 1/0 0 10
011 1/0 0 10 001 10100
111 10 0 0 1 000 111 00O
Restando a cada fila la siguiente:
111 1|0 0 0 1 10000 0 -11
01 1 10 0 1 0 01000 -1 1 0
001 10100 001o0f-1 1 0 O
000 1|1 00O 00 0 1|1 0 0
Por tanto,
0o 0 -1 1
0 -1 1 0
-1 _
4 -1 1 0 0
1 0 0 O

5. Usando las conocidas reglas de sumar y multiplicar en Zq; :

detA=7-0-k+10-2-342-5-4—-4-0-3-2-5-7T—10-2-k



7.6 Matriz inversa (2)

=0-k+9-3+10-4-0-3-10-7-9-k

=04+5+7-0-4—-9k=5+T+7+2k=1+7+2k =8+ 2k.

La matriz A no es invertible cuando, y s6lo cuando 2k+8 = 0. Multiplicando
ambos miembros por 6 :

6-2-k+6-8=6-0<1-k4+4=0k=—-4="1.
Es decir, A no es invertible < k = 7.

6. Restando a cada fila la siguiente multiplicada por 2 en el algoritmo de
Gauss:

1222 .21 00 ... 0
1 2 ...22/0 10 ... 0
A|I]=]00 1 ... 277710 01 ... 0
|00 0 1 |0 00 1
[ 1 0 0l1 =2 0 0]
0 1 ... 0/0 1 =2 ... 0
~1001 ...0{0 0 1 ... 0 :[”A—l].
|0 0 0 10 0 0 1]
7. Tenemos:
1 a a?/2 a3/6] [1 b b%/2 b3/6
01 a a2 |01 b b2
Moy =1 o a 00 1 b
00 0 1 00 0 1
Lbta Srab+y G+ aPe
|0 1 b+a L tab+ %
0 0 1 b+a
0 0 0 1
+b)2 +b)3
1 a+b (a2> (a6)
0 1 a+b P
pr— — b.
0 0 1 a+b ot
0 0 0 1
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Dado que My es la matriz identidad, I = My = MaJr(,a) = M,M_,, lo cual

implica que M, es invertible y su inversa es M_,. Es decir,

1 —a a?/2 —a®/6

_ 0 1 —a  a?/2
M =Moo = 0 0 1 —{l
0 0 0 1

8. Bastara demostrar que A, A_, = I. En efecto,

AA - x V14 22 —x V1+z?
S RV [y T V14 22 —x

B —2? 4+ 1+ zVl4+az?2 —av1i+22| [1 0
V14 a2 V1 + a2 1422 — 22 0 1]”
7.7. Inversa de orden n por el método de Gauss

Hallar la inversa de la matriz de orden n > 1 :

0 1 1 ... 1

1 01 ... 1

A=1|(1 10 1

111 ... 0

Solucién. Apliquemos el método de Gauss.

[0 1 1 ... 1]/1 0 0 ... 0]
1 01 ... 1 1 ... 0
1 1 0 110 01 ... 0O
111 ... 0000 ... 1]

Restando a cada fila (salvo la dltima), la dltima:

-1 0 0 ... 1|1 00 ... -1
0 -1 0 110 1 0 -1
0 0 -1 110 0 1 -1




7.8 Inversa de orden n por sistema de columnas

Sumando a la tltima fila todas las demaés:

-1
0
0

0

0
-1
0

0

0
0
-1

0

1
1
1

n—1

1
0
0

1

1

S =

[an}

1

—1
-1
—1

2—n

Multiplicando a cada fila (salvo la dltima) por 1 —n y sumandole la dltima:

n—1 0 0 0 [2-n 1 1 1

0 n—1 0 0 1 2-n 1 ... 1

0 0 n-1 0 1 1 2-n ... 1
0 0 0 n—1| 1 1 1 2—n |

Multiplicando a todas las filas por 1/(n — 1), obtenemos a la izquierda la
matriz identidad I,,, por tanto A~! es:

2—-n 1 .1
1 2-n 1 ... 1
JE 1 1 2-n . 1
n—1 .
1 1 1 2 —n|
7.8. Inversa de orden n por sistema de columnas
Hallar la inversa de la matriz de orden n :
[1 2 3 n |
01 2 n—1
A= |0 0 1 n—2
000 ... 1

Solucién. Dado que la matriz A es triangular superior, conviene hallar
su inversa tomando como incégnitas las columnas de A™!, pues el sistema
correspondiente es particularmente sencillo. Tenemos;

A_IA =] [Cl 02 Cn] A= [Il 12 In}

Ci=1L
2C1 +Cy =15
3C1 +2Cy + C3 =13
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ObtenemOS sucesivamente:
Ci=0L,0C,="2L1+1, C3=11 — 2+ 13, Cy =1, — 2[5+ I3, ...

La matriz A~! es por tanto:

1 -2 1 0 0
01 -2 1 ...0 0
00 1 -2 ...0 0

Al—l0 0 0o 1 ...0 0
00 0 0 1 -2
0 0 0 0 1]

7.9. Ecuaciones y sistemas matriciales

1. ean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Resolver
la ecuacion AX = B. Como aplicacién, calcular X tal que:

1 01 6 4 2
21 0l X=|7 6 5
310 10 8 6

2. Sean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Resolver
la ecuacion X A = B. Como aplicacién, calcular X tal que:

TERE

3. Sean A, B,C tres matrices cuadradas de orden n, con A, B invertibles.
Resolver la ecuacién AX B = C. Como aplicacion, calcular X tal que:

1 2 2 3 5 7
HEESHHE R
4. Resolver el sistema lineal

22?1 — X9 — I3 = 4
3x1 +4x0 — 223 =11
3x1 — 2z 4 4x3 = 11,

usando el concepto de matriz inversa.

5. Resolver la ecuacién matricial [_11 _11] X = [_11 _11] .
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6. Resolver la ecuacién AX = B, con A = [_24 _21] vy B= [(1) (1)] '

7. Resolver el sistema de ecuaciones matriciales

AX —BY =0
BX + AY =C,

11 1 4 2 -1 0 0
e L T P A R )

8. Sean A € M,,(R) y B € M,(R) matrices invertibles y sea C' € M,,xn(R).
a) Obtener las matrices X,Y,Z en funcién de A, B,C de manera que se
satisfaga la ecuacién matricial:

o 5l V=16 7]

b) Usar el resultado del apartado anterior, calcular la inversa de la matriz:

10 -1 1
01 1 -1
N= 00 -1 1
0 0 1 1

Solucién. 1. Tenemos las equivalencias:
AX=Be A ' AX)=A"'Be (A'AX =A"'B

sIX=A"'"Be X=A"'B.

La tinica solucién de la ecuacién AX = B es por tanto la matriz cuadrada de
orden n, X = A~ B. Para la ecuacién concreta dada, y teniendo en cuenta
que la matriz de la izquierda es invertible:

101176 4 2
X=12 1 0 7 6 5| =..=
31 0 10 8 6

W = W
N DN DN
— W =

2. Tenemos las equivalencias:
XA=B& (XA)A'=BA'e X(A4A™H) =BA™!

& XI=BA'e X =BAL
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La tinica solucién de la ecuacién AX = B es por tanto la matriz cuadrada de
orden n, X = BA™!. Para la ecuacién concreta dada, y teniendo en cuenta
que el coeficiente de X es una matriz invertible:

cRART b

3. Tenemos las equivalencias:
AXB=C& A Y(AXB)B™' = A~'cB™!

S (A'AXBB Y)Y =A"'CB ' IXI=A"'CB' o X =4A"'CB™.

La tnica solucién de la ecuacion AX B = C' es por tanto la matriz cuadrada
de orden n, X = A~'CB~!. Para la ecuacién concreta dada, y teniendo en
cuenta que las matrices que multiplican a X por la izquierda y derecha son

invertibles:
w12 [ T 28 _[o 1]
12 5 12 17] |1 1 I

4. El sistema se puede escribir en la forma

2 -1 -1 T 4
Ar=b, con A= |3 4 =2| ,z= x| ,b= |11
3 —2 4 3 11

La matriz A es invertible, como facilmente se comprueba. Entonces,

Az=be A (Az)=A" v (A A z=A"" b lr=A""ve2=A""

Por tanto,
9 -1 —-117'T4 3
r=A"=1(3 4 -2 11l =...= |1
3 -2 4 11 1

5. La matriz coeficiente de X tiene determinante nulo. Determinemos las
soluciones de la ecuacién dada, planteando un sistema lineal.

RS R et e i S e

a:l—a:g,:—l

—x1+x3=1 T —x3=—1
o 1 3 PN 1 3

x2—$4:1 xg—x4:1.

—x2+ x4 =—1
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Llamando x3 = «, x4 = [, obtenemos todas las soluciones del sistema
anterior:

r1=—14a, z0=14+p,23=0a, 4= (a,8€R).

Las soluciones de la ecuacién dada son por tanto:

X = {_1;0‘ 1;5] (0, 8 € R).

6. Se verifica det A = 0, por tanto A no es invertible. Esto implica que no
existe matriz X tal que AX = B = I. La ecuacién no tiene solucion.

7. Dado que B es invertible, AX = BY equivale a Y = B~'AX. Sustitu-
yendo en la segunda ecuacién:

BX + AB™'AX =C & (B+ AB 'A)X =C.

Operando el coeficiente de X :

. [205
B+ AB A= _[2 ol

matriz que es invertible. Por tanto,

X=(B+AB A C=...= [(1) _QJ
N £ S N PR |
vostax-sall 2ot

8. a) Si la matriz nula O pertenece a My, (R) y es facil verificar que
esta definido el producto por cajas si O € Entonces,

[A c] [X z]_[zm 0] [AX AZ+CY}_[Im o]

O B||lO Y o I, o) BY o I,
AX =1, X =A""
sl AZ+0Y =0 AZ+CY =0
BY =1, Y =B,
X=A"" X=A""

sl AZ=-CY ! Z=-A"1CB!
Y = B 1, Yy =B L
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b) Llamando

T B R B A A

usando los resultados del apartado anterior, y operando:

—_

1 0 -1
N1 [AClT_ AT —aTleBT ] o1 1
|0 Bl |0 B! 00 —1/2
00 1/2
7.10. Transposicion de matrices
1. Se consideran las matrices reales:
2 -1
A=13 41|, B_[(l) ; _51]
2 3

Verificar:

a) (AT)T = A,
b) (A+ B) = AT + BT,
c) MA)T = AT, YA € R.

2. Se consideran las matrices reales:
2 -1
A=13 4|, B:[l 2 _1].
2 3
Verificar que (AB)T = BT AT.
3. Sean A, B € K™*™ y X\ € K. Demostrar que:
a) (AT)" = A

b) (A+B)T = AT + BT.
c) (AT = 2AT,

4. Sea A € M,,(K) invertible. Demostrar que la inversa de su traspuesta es

la traspuesta de su inversa.

5. Sea A € M, (K) simétrica e inveritble. Demostrar que A~! es simétrica.

6. Sean A, B € R™*" gimétricas. Demostrar que AB es simétrica & AB =

BA.
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T 2 —1
Solucién. 1. a) (AT)T:[2 3 2] =13 4| =4
-1 4 3
2 3
3177 333
b) (A+B)7T =13 6 :[168]
38
(2 32 [t o 1] o, oor
_[—143}{225]_‘4 B

T
20 = _
O OA)T = 33 ax| = [3 ” gﬂ =22 ﬂ _ AT
2\ 3)
2. )
2 -1 2 2 =7
AB= 3 4 [(1)3_51]: 3 14 17
2 3 2 10 13
2 3 2
= AB)T =2 14 10
-7 17 13
1 0 2 3 2
BTAT =2 2 [_21 i g]: 2 14 10
-1 5 -7 17 13
Concluimos que (AB)T = BT AT,
3. a) Si A = [a;;] € K™, entonces AT = [a’;] € K"™™ con a; = a;;. Pero
(AT)T = [a;] € K™*" con a; = a;. Es decir, a; = a}; = ajj, por tanto
(aT)" =4

b) Si A = [a;] € K™ AT = [a’;] € K™™ con a; = ajj. Si B = [b;] €

K™, BT =[] € K"™*™ con b, = b;;. Entonces,
(A+ B)T = [a;; +bi;]7 = [cji] con ¢ji = aji + bji.
Por otra parte,
AT + BT = lagi] + [bji] = [aji + bji] = [¢zi],
lo cual implica que (A + B)T = AT + BT.
¢) Razonando de manera analoga:

AT = Payl" = [Aagi) = Mag] = AAT.
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4. Trasponiendo la igualdad AA™! =T :
(AA) =1T = (A ) AT =T= (A7) = (4.

Es decir, la inversa de la traspuesta de A es la traspuesta de la inversa de
A.

5. Usando que la traspuesta de la inversa es la inversa de la traspuesta:
(A7) = (a7 = a4
Es decir, A™! es simétrica.

6. =) Si AB es simétrica, entonces (AB)T = AB, luego BT AT = AB. Pero
por hipétesis, A y B son simétricas, con lo cual BA = AB.
<) Si AB = BA, trasponiendo y usando que A y B son simétricas:

(AB)T = (BA)T = ATBT = AB = AB es simétrica.

7.11. Descomposicién A = uv!

Sea A una matriz real cuadrada de orden n y rango 1. Analizar la validez
de las siguientes afirmaciones y demostrar aquellas que son ciertas.

1) Existen vectores columna u, v tales que A = uv?.

2) Existe un tnico ntimero real « tal que A% = aA.

3) Supdngase que la traza de A es 2. Entonces, A — I es invertible. En caso
afirmativo, calcular su inversa.

Sugerencia: calcular (A — I)?.

Solucién. 1) Como el rango de una matriz proporciona el maximo nimero
de vectores tanto fila como columna linealmente independientes, se deduce
que existe una columna no nula de la matriz A, y las restantes son combi-

nacién lineal de ella. Sea u = (uq, ... ,un)T tal columna. Entonces, A tiene
la forma
)\111,1 N A /\nul (5]
A= : : Sl = i P L ]
MUy oo Up -.. ApUp, Up,
Llamando v = [)\1, S )\n]T, obtenemos A = uv”. La afirmacién es

cierta.
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2) La matriz A2 es A% = (uvT) (uvT) =u (vTu) vT. Llamando « al escalar
vTu, obtenemos A? = aA. Si existiera otro 3 real tal que A% = BA, entonces,

=A? A =aA-BA=(a—-p)A a—pf= a=p.
0 BA=(a—p) f;:_o, f=0= B
El nimero « es Unico y por tanto la afirmacion es cierta.
3) Tenemos
a=viu=MNu 4+ - +1-u+- -+ Mu, = traza A =2
= A2 =2A=(A-1)?=A-2A+1=2A-2A+1=1
De la igualdad (A —I)(A —I) = I, se deduce que A — I es invertible y que

(A—1I)"' = A —I. La afirmacién es cierta.
7.12. Matriz nilpotente e inversa

Una matriz cuadrada A se dice que es nilpotente, si existe un p natural tal
que AP = 0. Demostrar que si A es nilpotente, entonces I — A es invertible e

(I—A) ' =T+A4+A% ...

Aplicar este resultado al calculo de la inversa de:

1 2 48
01 2 4
M= 0 0 1 2
0 001
Solucién. Si AP = 0, entonces A™ = 0 si m > p, en consecuencia:

I+ A+A* 4+ =T+A+ A%+ + AP
por tanto la suma es finita. Por otra parte:
(I-A)I+A+ A+ + A
=T+A+AT+ AT A AT AT AP =

lo cual implica que I — A es invertible e (I — A)™' =T+ A+ A2 + ...
Expresando M en la forma M = I — A, obtenemos:

0 —2 —4 -8
0 0 -2 —4
A=I-M= 0 0 0 -2
0 0 0 O
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Calculemos las potencias de A :

0 0 4 16 0 00 -8
000 4 0 00 O
2 _ 3 _ 4 _
A7 = 000 O , A= 0 00 O , A7=0
000 O 0 00 O
Por tanto,
1 -2 0 0
0 1 -2 0
-1 _ (7 _ A1 — 2 3 _
M7 =(I-A) I+A+A*+A 0 0 1 -9
0 O 1

7.13. Potencia enésima por binomio de Newton

(a) Sean A, B € K™*™ dos matrices que conmutan, es decir AB = BA.
Demostrar por induccién que se verifica la férmula del binomio de Newton:

(A+B)" = zn: (Z) A"k Bk,

k=0

(b) Se consideran las matrices:
210 010
A=10 2 1| ,N=]0 0 1
0 0 2 000
Demostrar que N? = 0 y como aplicacién, hallar A™.

(c) Hallar A™, siendo

11 11
01 11
A_0011
0 001

Solucién. (a) Usemos el método de induccién
Paso base. La férmula es cierta para n = 1. En efecto,

1
(A+B)l = A+ B = ((1)>AIBO + G)AOBl -y (;)AlkBk.

k=0
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Paso de induccion. Supongamos que la férmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n + 1. Se verifica:

(A+ B)"™ = (A+B)(A+ B)"
=4y (Z) Ankpr L By (Z) Ak
k=0 k=0
_ Z (Z) An—k+igk | Z <Z> AR BRFL ()
k=0

k=0

(en la tltima igualdad hemos usado que AB = BA). El primer sumando de
la linea (%) se puede expresar en la forma

n

N\ sn—k+1pk _ [T\ gn+l 0 — (n n—k+1 pk
Z<k>A B* = <0>A B +Z<k>A B
k=0 k=1
Y 1m0, S (P gne bl ok
( 0 >A B°+)" LA BE.

k=1
El segundo sumando de la linea (x) se puede expresar en la forma

n n—1

n n n+1
An—kBk—H _ An—kBk+1 AOBTL+1
> (3) > () (00

k=0 k=0
(haciendo el cambio k= j — 1) :

n
:Z nO\ gnti-igi n+1 A0+l
—\j-1 n+1

Por tanto, (A + B)"™! es igual a:

n+1\ 4150 - n n ntl1—k pk n+1\ 0 ont1
<0)A B+Zk+k71A B+n+1AB‘

k=1

1
Usando la conocida férmula de combinatoria <Z> + ( k ﬁ 1> = <n Z > :

1 - 1 1
(A 4 B)n+1 _ <n + )An+1B0 + Z <n + >An+1—l€Bk + <n + >A0Bn+1
0 — k n+1

n+1

_ Z <” + 1) An+1-k gk
e

Es decir, la formula es cierta para n + 1.
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(b) Tenemos:

01 0] o100 0 0 1
N2=10 0 1| [0 0 1|=1]0 0 O},
0 0 0] 00O 00 0

00 1701 0 000
N}=N?N=10 0 0| |0 0 1|=10 0 0
00 0/ (00O 000

Podemos escribir A = 2] + N. Ademds, (2I)N =2(IN) =2(NI) = N(2I),
es decir 2/ y N conmutan, luego es aplicable la férmula del binomio de
Newton para hallar A”. Como N3 = 0, se verifica N = N> = ... =0, por
tanto:

A" = (2] + N)" = <g> @20)" + (?) (21)"IN + (Z) (21)""2N?

(n—1)

— "+ n2" N 4 - 2" 2N?
2" 0 0 0 n2"t 0 0 o no=b2r?
=0 2 O0|+1(0 0 mn2"'|+ |0 0 0
0o 0 27 0 0 0 0 0 0
N pon n(”_12)2n72
=10 2" n2"
0 0 2n
0 1 1 1
0 011
(c) Podemos expresar: A = I+ N con N = 00 0 1 . Hallemos las
0 00O
potencias de N :
0 01 2 0 001
0 001 0 00O
2 _ 3 _ 4 _
N_OOOO’N_OOOO’N_O'
0 00O 0 00O

Dado que IN = NI, podemos aplicar la férmula del binomio de Newton
para calcular (I + N)™. Teniendo en cuenta que N =0si m > 4:

A" =(I+N)" = <g> "+ <T) "IN+ <Z> " 2N? 4 <g> 3N
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~1 ~1)(n—2
— N4 M e 0l 3)|(" ) s,

Operando y simplificando,

nn+1) nn+1)(n+2)]

1
L 1
An— o 1 n ”(”2)
00 1 n
0 0 0 1 |

7.14. Traza de una matriz, propiedades

Sea A = [a;j] € M, (K). Se llama traza de A y se representa por tr 4, a la
suma de los elementos de la diagonal principal de A, es decir:

n
trA=an +an+ o+ =Y

Demostrar que para cualquier par de matrices A, B de M,,(K) y para cual-
quier A € K se verifica:

a) tr(A+ B) =tr A+ trB.

b) tr(AA) = A tr A.

c) tr(AB) = tr(BA). d) AB— BA# 1.

Solucién. a) tr(A+ B) = Z ai; + bi;) = Zam + sz =trA+trB.
=1

) tr(A\A) Z)\a”—)\Za”—)\trA

c) Calculemos tr(AB). Sabemos que el elemento ¢;; de la matriz producto
AB es ¢ij = Y . @iy, por tanto:

= icu = Z <Z alkbm) = Z ik b (1)

=1 i=1,...,n
k=1,...,n

De manera andloga:

= Z (Z bikam) = Z bikaki- (2)
° 1 .

=1
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Es claro que en (1) y (2) aparecen exactamente los mismos sumandos. Por
ejemplo, el sumando ag3bzy de (1) que corresponde a los subindices i = 2,
k = 3, es el sumando de (2) que corresponde a los subindices i = 3, k = 2.
Concluimos que tr(AB) = tr(BA).

d) Supongamos que fuera AB — BA = I. Tomando trazas en la igualdad
anterior,

tr(AB — BA) = tr(I) = n.

Usando las conocidas propiedades tr(M+N) = tr M+tr N, tr(AM ) = A tr M
y tr(MN) =tr(NM) :

tr(AB — BA) = tr (AB + (—1)BA) = tr(AB) + tr ((—1)BA)
=tr(AB) — tr(BA) = tr(BA) — tr(BA) = 0.
Es decir, tendriamos n = 0, lo cual es absurdo pues n > 1. Concluimos que
AB — BA # 1.
7.15. Matrices magicas

Todas las matrices con las que trabajamos en este problema seran matrices
3 x 3 con elementos a;; reales. Una tal matriz se dice que es mdgica si y sélo
si son iguales la ocho sumas:

a;1 + a2 + a3, aij +ag; +as;, ain +agz +asz, a3+ aze + as

para todo ¢,5 = 1,2,3. Es decir, si es comtn la suma de los elementos cada
fila, de cada columna y de cada una de las diagonales. Se consideran las
matrices:

-1 2 -1 111
A=|10 0 0|, B=A, C=|111
1 -2 1 111

1. Demostrar que cualquier matriz M es la suma de una simétrica M; y de
una antisimétrica My y que esta descomposicién es tnica.

2. Demostrar que la suma de dos matrices magicas es magica, que la tras-
puesta de una matriz magica es magica y que el producto de un escalar por
una matriz magica es méagica. Demostrar que si M es mégica también lo son
My y Ms. Verificar que A, B, C son mégicas.

3. Construir todas las matrices mégicas antisimétricas.

4. Construir todas las matrices mégicas simétricas, comenzando por estudiar
el caso en el que la suma comun es nula.
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5. Construir todas las matrices magicas. Demostrar que forman un espacio
vectorial sobre R. ;Ctal es la dimension de este espacio?

6. Calcular A%, B2, C?, AC, BC,CA, CB. Demostrar que AB + BA es com-
binacién lineal de C'y de I.

7. {, Cudl es la condicién necesaria y suficiente para que el producto de dos
matrices magicas sea mégica?. Determinar todas las matrices magicas que
son producto de dos mégicas.

8. Demostrar que el producto de una matriz magica por una combinacién
lineal de I y de C es magica.

9. Demostrar que las potencias pares de una matriz magica no son matrices
magicas (salvo un caso particular a precisar), pero las potencias impares de
una matriz magica son siempre magicas.

10. ;Cuando una matriz magica es invertible? En su caso hallar la inversa
(Es la inversa una matriz magica? Estudiar si son mégicas las potencias
negativas de una matriz magica.

Solucién. 1. Supongamos que M se puede descomponer en la forma M =
My + My con M simétrica y Mo antisimétrica. Transponiendo:

M = My + M
Mt = M; — M.

Resolviendo, obtenemos necesariamente:
1 t 1 t

Es claro que M = M; + M. Veamos que la matriz M; es simétrica y que
M es antisimétrica:

(1/2)[M* + (M")] = (1/2)[M" + M] = M,

Mj = [(1/2)(M + M")J!
t=(1/2)[M" = (MY)T] = (1/2)[M" — M] = — M.

M =[(1/2)(M — M")]

2. La verificacién de estas propiedades es inmediata a partir de la definicién
de matriz magica. Claramente A, B, C' son mégicas.

3. Cualquier matriz antisimétrica My de orden 3 x 3 es de la forma:

0 — B
My=|~v 0 —a| (oB,7€R).
-8 a 0

La matriz serd magica si, y solamente si:
f—y=y—a=a-f=y-f=a-—y=0-a=0.

Resolviendo el sistema obtenemos:
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0 1 -1
My=X|-1 0 1 ()\ S R)
0 -1 0

4. Escribiendo una matriz simétrica mégica, obligando que tenga suma
comun cero y resolviendo el correspondiente sistema, obtenemos las matrices
de la forma:

1 -1 0
wl-1 0 1 (n € R).
0 1 -1

Las matrices mégicas simétricas de suma comuin s se obtendran sumando
s/3 a cada elemento de las matrices encontradas anteriormente. Llamando
v = s/3 obtenemos la forma de todas las matrices magicas simétricas:

1 -1 0 11 1]
Miy=pl|-1 0 1|+v|1 1 1| (mveR).
0 1 -1 11 1]

5. Toda matriz mégica es de la forma M = M; + M> :

0 1 -1 1 -1 0] 111
M=X|-1 0 1|+p|-1 0 1|+v|1 1 1|=
0 -1 0 0 1 —1] 11 1

(/\—,u)A—%()\—FM)B-i-VC:OéA-FﬁB-FVC.

N |

Denominando por M al conjunto de todas las matrices magicas, hemos de-
mostrado que M = L[A, B, C]. Esto implica que M es subespacio de R3*3,
Es facil demostrar que {A, B,C} es sistema libre, en consecuencia es base
de M y por tanto dim M = 3.

6. Operando obtenemos:
A2=B?>=AC=CA=BC=CB=0,C?=3C, AB+ BA =121 — 4C.

7. Usando la base {A, B,C} y los resultados del apartado anterior podemos
escribir la forma del producto de dos matrices mégicas:

(0dA+ BB+~C)AA+uB+vC)=...=
26X+ 6 —46X 26X — 6au
3vwC + —48\ 8B —48X
28X — 6ap  —4B8XN 208X+ 6au

La matriz 3yvC' es magica. Obligando a que el segundo sumando sea matriz
mégica obtenemos (128X + 12apu = 0) A (128X — 12au = 0) con lo cual
el producto de dos matrices mégicas es magica si y solamente si A =0y
ap = 0 son nulos. Tenemos:
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a=p=0=~vCAA+ uB+vC) =3ywC
a=A=0= (B+~C)(uB+vC) =3ywC
B=p=0= (aA+~C)(AA+vC) =3wC
A=pu=0=~vC(aA+ B +~C) =3yC.

En consecuencia, las inicas matrices magicas que son producto de dos mégi-
cas son las de la forma nC con n € R.

8. Toda matriz magica es de la forma oA + 6B + vC' y toda combinacién
lineal de I y de C de la forma oI + 5'C' . Multiplicando:

(A + BB +~C) (I + p'C)=ad’A+ BB/ B+ (va +3v8")C.
es decir, el producto es una matriz magica.

9. El cuadrado de una matriz magica M es M? = (a A+ BB+~C)?. Del apar-
tado 7 deducimos que M? es mégica si y solamente si, a3 = 0. Calculando
M? obtenemos:

M? = ... =12aBI + (3y* — 4aB)C.

M? es el producto de una mégica ( M ) por una combinacién lineal de I y de
C ( M?). Por el apartado 8 concluimos que M3 es mégica. Por recurrencia
obtenemos:

M?—1 mégica = M?" = hI + kC = M?"*! mégica.
Si a3 = 0 entonces M™ = 3"~ 14"C, que es magica. Para o3 # 0 obtenemos:

M = (12a8)"1 + (1/3)[(37)*" — (12a8)"]C
M?*+ = (12a8)"(aA + BB) + ~v(38)"C.

10. Operando obtenemos det(M) = —36a(, entonces M es invertible si y
solamente si los escalares det(M )a, 3, v son no nulos. Calculando obtenemos:

[ <3A+ §B+ 40) =dA+ 3 B++C,
36 \ S e’ g

que es una matriz méagica. Dado que /3 # 0 los resultados del apartado 9
se mantienen:

M—Qp — (M—1)2P no es mégica y M_(2p+1) = (M_1)2p+1 es méigica.
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7.16. Matriz de Markov

Un vector de R X = (z1,...,2,)" es un vector probabilistico cuando sus
componentes son mayores o iguales que cero y suman uno, es decir x; > 0y
Yo, i = 1. Una matriz cuadrada n x n es una matriz de Markov cuando
sus columnas son vectores probabilisticos. Se pide:

(a) Demostrar que una matriz cuadrada (n x n) A es de Markov cuando y
sélo cuando para cualquier vector probabilistico (de R™) X el vector AX es
también probabilistico.

(b) Si Ay B son matrices de Markov (n x n) { Es A+ B de Markov? ; Es
AB de Markov? Dar las demostraciones o construir contraejemplos.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).
Solucién. (a) Consideremos las matrices:

aiy ... Qip T
A= , X =
anpl ... Qpp In

Supongamos que A es matriz de Markov y que X es vector probabilistico.
Entonces

a11x1 + ...+ apx,
AX =

ap1T1 + ...+ GpnTn

Por ser A de Markov, a;; > 0 para todo 7, j y por ser X probabilistico, z; > 0
para todo i. Esto implica que todas las componentes de AX son mayores
o iguales que cero. Por otra parte, teniendo en cuenta que la suma de las
componentes de cada columna de A es 1 y que la suma de las componentes
de X también es 1 obtenemos que la suma de todas las componentes de AX
es

(a1 + ...+ an)z1+ ...+ (a1n + ... + apn)Tn
=lx1+...4+1lxp,=21+...+ 2, = 1.

Es decir, AX es vector probabilistico. Reciprocamente, supongamos que para
todo vector probabilistico X se verifica que AX es probabilistico. Elijamos
los vectores de la base canénica de R"
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Claramente estos vectores son probabilisticos y por hipdtesis también lo son

a1 anl
AFE; = , ..o, AE, =
anl Gnn

Pero estos vectores son las columnas de A, lo cual implica que A es matriz
de Markov.

(b) Consideremos las matrices A = B = I (matriz identidad de orden
2), claramente A y B son de Markov, sin embargo A + B = 215 no es de
Markov. El primer enunciado es falso. Sean ahora A y B matrices de Markov
siendo Bi,..., B, las columnas de B. Entonces AB = A[By,...,B,] =
[ABy,...,AB,]. Pero por lo demostrado en el apartado anterior, ABjy, ...,
AB,;, son vectores probabilisticos lo cual implica que AB es de Markov. El
segundo enunciado es cierto.

7.17. Inversa generalizada

1. Sea A una matriz (cuadrada o rectangular). Se dice que una matriz G es
una g-inversa (o inversa generalizada) de A cuando AGA = A. Naturalmente
que G ha de ser de tipo n x m en el caso de ser A del tipo m x n. Si A
es cuadrada e invertible, entonces es ficil comprobar que la inversa A~!
es (la tnica) g-inversa de A, de manera que el concepto de g-inversa es
una generalizacién del concepto de inversa. Lo que sigue es, ademds de una
prueba de evaluacién una invitacién al estudio de las matrices g-inversas.
(a) Célculo de las g-inversas en un caso particular. Se A la matriz m x n
que escrita por cajas presenta la forma

a5

0 0

donde la submatriz I, es la matriz unidad de orden r, y siendo nulas las
otras tres submatrices. Comprobar que la traspuesta A* es una g-inversa de
A. Hallar todas las matrices G que son g-inversas de A.

(b) Existencia de g-inversas. Si A es una matriz m xn y de rango r, entonces
se sabe (y el alumno lo puede admitir si no lo sabe) que existen matrices
cuadradas e invertibles P y Q tales que PAQ = A, donde A es precisamente
la matriz del apartado anterior. Comprobar que G = QflP es una g-inversa
de A. Esto demuestra que toda matriz A posee alguna g-inversa, y en general
no es unica como se habra comprobado en el apartado anterior.

(¢) Relacién de simetria. Comprobar que con los datos del apartado anterior
A es también g-inversa de G. Se pregunta si esto es general, es decir jsi G
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es g-inversa de A, entonces A es g-inversa de G7. Dar una demostracién o
construir un contraejemplo.

2. Aplicacién de las g-inversas al estudio de los sistemas de ecuaciones. Sea
G una g-inversa de A, y sea Ax = b un sistema de ecuaciones, donde A es la
matriz m x n de coeficientes, = es el vector columna n x 1 de las incégnitas
v b es el vector columna m x 1 de los términos independientes.

(a) Compatibilidad. Demostrar que la igualdad AGb = b es condicién nece-
saria para que el sistema sea compatible. ;Es también condicién suficiente?
Dar una demostracién o construir un contraejemplo.

(b) Resolucién Si el sistema es compatible, demostrar que = = Gb + (I,, —
G A)z es solucion (donde I, es la matriz unidad de orden n, y z es un vector
columna n x 1 arbitario).

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. (a) Veamos que A es g-inversa de A es decir que AA'A = A.
Para ello usamos la multiplicaciéon por cajas. Escribimos en cada caso el
orden de las matrices nulas que aparecen para comprobar que el producto
por cajas tiene sentido.

AAt — |: I, 0y (n—r) :| |: I, 0y (m—r) :| —
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)
|: I 0% (m—r) :| )
0(m—7") X 0(’rn—?") x (m—r)
AAtA _ |: I, 07"><(m—r) :| |: I, Orx(n—r) :| _
O(m—r)xr O(m—r)x(m—r) O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

I 0rx (n—r) _ ;1
O(mfr) X7 O(mfr) X (n—r)

Hallemos ahora todas las matrices G que son g-inversas de A. Si G es g-
inversa de A entonces G tiene orden n X m y podemos expresarla por cajas
en la forma

G:[ Xxr Yox(m) ]
Z(n—r)xr T(n—'r)x(m—r)

X Y
Z T

AGA = A. Equivalentemente

P I

o abreviadamente G = { } . Entonces, G es g-inversa de A si y sélo si
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ool )=o)

HE R

0 O 0 0

En consecuencia, todas las matrices g-inversas de A son todas las matrices
n X m de la forma
G- {Ir Y} |

Z T

(b) Usando el apartado anterior tenemos

AGA = A(QA'P)A ( QA (Pa) =
(PTTA)AAQT!) = ( AtA)Q™
PlAQ- i

Es decir, G = QA!P es g-inversa de A.
(¢) Veamos que A es g-inversa de G, es decir GAG = A. Tenemos

GAG = (QA'P)A(QA'P) = (QA")(PAQ)(A'P)
Q(AtAAYP = Q(AATA)P = QAP =G.

El resultado no es general. Elijamos por ejemplo las matrices de 6rdenes
nxn:A=0 (matriz nula) y G = I (matriz unidad). Entonces

AGA=0I0=0=A, GAG =10 =0 #G.

Es decir, G es g-inversa de A pero A no es g-inversa de G.

2. (a) Por hipdtesis AGA = A. Si el sistema Az = b es compatible, existe
zo € R™ ! tal que Azg = b. Entonces Axg = b = AGAxg =b = AGb =b.
La condicién también es suficiente pues si AGb = b, entonces xg = Gb es
solucién del sistema.

(b) Tenemos

A(Gb+ (I, — GA)z) = AGb+ Az — AGAz = AGb+ Az — Az = AGb = b,

lo cual demuestra que todo vector de la forma Gb+ (I, — GA)z es solucién
del sistema Az = b.



Capitulo 8

Determinantes sobre un
cuerpo

8.1. Determinantes sencillos (1)

1. Calcular los determinantes:

a) 3 4 b) r+1 —=x ¢) cos —sena
-2 7 -z x+1 sena cosa |
z —1 .
d) R (z = cos2m/3 +isen2m/3).
3 4
2. Dada A = 49 , hallar det A : @) En R. b) En Zs. ¢) En Z7. d) En Zy;.

3. Calcular A = ’13547 13647’ .

28423 28523

4. Establecer la identidad siguiente, sin desarrollar los determinantes:

14+a 1| a0 " 1 0 n 1 1 a 1
1 1+b |0 b 10 11 0 1|°
2 30
5. Calcular A= 1|1 2 1|:a) EnR.b) Zs.

3 1 2

1 3 -2 5

. 4 2 7 =3

6. Calcular el determinante A = 9 7 _5 4

-3 2 -2 7

a) Desarrollado por los elementos de la primera fila.
b) Fabricando tres ceros en una linea.

197



8.1 Determinantes sencillos (1)

Solucién. 1. a) ‘_32 Z;' =3-7T—(-2)-4=214+8=29.
v+l —x) 2 2 .2 2
b) —x x+1—(:1;—|—1) r*=a+2x+1—2°=2x+1.
c) cosa TINA _ cos?a +sen?a = 1.
sena cosw
z =1 5 .
d) . Z‘—z +z=2z2(2+1)

1 V3\[(1 V3 1 3
=<—2+2z><2+21>:—4—4:—1.

2.a)detA=3-2—-4-4=6-16 =—10.
bydetA=3-2—-4-4=1-1=0.
c)detA=3-2—-4-4=6—-2=4.
d)detA=3-2-4.4=6-5=1.

3. Restando a la segunda columna la primera:

13547 100

A= ‘28423 100

’:100‘13547 1‘

28423 1

= 100(13547 — 28423) = 100(—14876) = —1 487 600.

4. Podemos escribir:

a0+10_a+10

0 b 1 b |1 bl’

11+a1_a+11

11 0o 1 | 1 1

Por tanto,

a 0 10 11 a 1

0 b 1 b 11 0 1
_la+1 0 a+1 1] |1+a 1

1 b 1 1] | 1 140

5. Aplicando la regla de Sarrus:

a) A=2-2-24+1-1-0+3-1-3-3-2-0—-1-1-2—-1-3-2
=84+0+9-0—-2-6=09.
b)A=2-2-2+1-1-0+3-1-3-3-2-0—-1-1-2—-1-3-2
=4-241-04+3-3-1-0—-1-2-3-2
=34+04+4-0-2-1=2-3=34+4+3+4=2+3+4=0+4=4.
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6. a) Tenemos:

2 7 =3 4 7 =3 4 2 =3
A=1-7 =5 4]-3|2 -5 4|+(-2)|2 7 4
2 =2 7 -3 -2 7 -3 2 7
4 2 7
—5|2 7 —5|=1-(=329)—3-(—223) + (=2)- 37— 5- 197 = —689.
-3 2 =2
b) Efectuando las transformaciones Fy — 4F), F3 — 2Fy, F3 + 3F} :
1 3 -2 5
—10 15 -—-23
A= (0 T8 6] = eso.
0 1 -1 -6 11 -8 22
0O 11 -8 22

8.2. Determinantes sencillos (2)

51 000
6 5100
1. Calcular A=1{0 6 5 1 0
006 51
000 6 5
3 5 —-1 2 2
21 0 2 =2
2. Calcular A =det |0 0 4 3 5
00 1 4 3
o0 2 -1 2

3. Demostrar, sin calcularlo, que el determinante A =

—_ =

6 5

8 0| es multiplo
9 5

de 15, sabiendo que 165, 180 y 195 lo son.

4. Demostrar, sin desarrollar, la siguiente igualdad de determinantes, sabien-
do que z # 0, y # 0:

1 1 2y xy 2z
2 4 Pl=lz 2 y
8 22 4 2



8.2 Determinantes sencillos (2)

5. Calcular A%, A~ y det A, siendo

-1 -1 -1 -1
-1 -1 1

-1 1 -1 1
-1 1 1 -1

A=

6. Desarrollar el siguiente determinante llegando a una expresién formada
por factores de primer grado

z—1 22—-1 23-1
A=2z—-4 z2—4 z°-38
3xr—9 22—-9 z3-27

Solucién. 1. Efectuando la transformaciéon C; — 5C5 :

0

1000 -19 1 0 O
-19 5 1 0 0 30 5 1 0
A=1]-30 6 5 1 0|=— :
0 6 5 1
0 0 6 5 1 0 0 6 5
0O 00 6 5
Efectuando la transformaciéon Fy — 5F3 :
-19 1 0 0
-30 5 R
A=— =1-30 5 1 | =665.
0 0 ool 0 -30 -19
0 —-30 —-19 0
(4 3 5
2. Tenemos A = det A B con: A = 35 , C =11 4 3|, por
0 C 2 1 9 _1 9

tanto:
A=detA-detC = (-7)-11=-T77.

3. Sumando a la tercera columna la primera multiplicada por 100 y la se-
gunda multiplicada por 10 :

1 6 1-100+6-1045 1 6 165
A=1 8 1-100+8-104+0/ =1 8 180
1 9 1-100+9-10+45 1 9 195

1 6 1 6 p
=11 8 15¢|=15|1 8 ¢q|=15A1 (p,q,r € Z).
1 9 1 9 r
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Los elementos del determinante A; son nimeros enteros, y dado que la suma
resta y producto de enteros son operaciones internas en Z, deducimos que
A1 es entero, en consecuencia A es multiplo de 15.

4. Usando que si a una linea de un determinante se la multiplica por k, el
determinante queda multiplicado por k:

2y xy 2z 11 2 xy 2zy
z 2 y|l=—|z 2y
24 g2 Y| 3 4 Y3

T
. 2 1 2 1 2 2 2 9 1 1 1
:—yzxz 2y2:§x2 4y2:§:n2 4 2.
ry 23 4 y3 23 8 ys 23 8 y3
5.
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 4 0 0 O
42 -1 -1 1 1 -1 -1 1 If 10 4 0 0
-1 1 -1 1 -1 1 -1 11 |0 0 4 0
-1 1 1 -1 -1 1 1 -1 0 0 0 4

:4I:>AA:4I:>A<1A> =I= A=A

NG —

Restando a las filas 2,3, y 4, la primera

-1 -1 -1 -1
0 0 2 2

detA=| o o ol=(-1E+8=-16
0 2 2 0

6. La primera, segunda y tercera fila son divisibles por x — 1,z — 2y = — 3
respectivamente. Podemos escribir:

r—1 (z+1)(z—1) (z-D@*+2+1)
A=12(x—-2) (z+2)(x—2) (x—2)(z%+2z+4)
3(x—3) (z+3)(x—3) (x—3)(22+3z+9)

1 241 224241
=(x—-1D(x-2)(xr—-3)|2 x+2 22+ 2x+4|.
3 243 2243249

Efectuando las transformaciones Fs — 2F; y F3 — 3F :
1 241 224z+1

A=(x—-1)(z—-2)(x-3)|0 -2 —22+2
0 —2x —222+6



8.3 Determinantes por triangularizacion (1)

— (z - 1)(z - 2)(z - 3)(~2) B —_23;522126’ = (—20)(z — 1)(z — 2)(w — 3).

8.3. Determinantes por triangularizacién (1)

1. Calcular el determinante

r a b ¢ d
r r a b c
A=z =z x a b|.
r r r x a
T x T T a
n 1 1 1
n 2 1 1
2. Calcular el determinante A, = [» 1 3 ... 1},
n 1 1 n
3. Calcular el determinante
1 2 2 2
2 2 2 2
A,=12 2 3 2
2 2 2 n
1 2 3 n
-1 0 3 n
4. Calcular el determinante A, = |—1 —2 0 ... n|
-1 -2 -3 ... 0
a b b ... b
b a b b
5. Calcular el determinante de orden n, A,, = b b b|.
b b b ... a

Solucién. 1. Dado un determinante, es interesante para su calculo intentar
la triangularizacién, dado que el determinante de una matriz triangular es
sencillamente igual al producto de los elementos de la diagonal principal.
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Restando a cada columna la siguiente:

r—a a—b b—c c—d d
0 r—a a—b b—c c
A=| 0 0 z-a a—b b|=(x—a)ie
0 0 0 r—a a
0 0 0 0 x
2. Restando a cada fila (a partir de la segunda), la primera:
n 1 1 1
0 1 0 0
A,=1|0 0 2 0 |=n-1.2....-(n—1)=nl
0 0O n—1
3. Efectuando las transformaciones Fy —2Fy, F3— Fo, Fy — Fo, ..., F,, — F5 :
1 2 2 2
0 -2 -2 -2
A,=0 0 1 0 |=1.(=2)-1 (n—2)=—=2[(n—2)]
0 0 O n—2
4. Sumando a cada fila (menos a la primera), la primera:
1 2 3 n
0 2 6 2n
A, =0 03 M =1-2-3-...-n=nl
0 0O n
5. Restando a tolas las filas (salvo a la primera), la primera:
a b b b
b—a a—> 0 0
A,=1|b—a 0 a-b 0
b—a 0 0 a—0>b
Sumando a la primera columna la suma de todas las demas:
a+(n—1)b b b b
0 a—b 0 0
A, = 0 0 a=b 0 | =[a+ (n—1)b(a—b"t
0 0 0 a—>b




8.4 Determinantes por triangularizacién (2)

8.4.

1. Calcular el determinante A,, =

2. Calcular el determinante

i i )
NSRRI

N DN

1
1

Resolver la ecuacién D(z) = 0.

3. Se considera el determinante de orden n,

1
1
1

w8 NN

w

1 1

-1 1

-1 -1
Ay, =

-1 -1

Resolver la ecuacién A,, = 2°.

2
3
2

8 W w w )

W

1
7
1

-1

3
3
5

-1

1
7
7

n—1
n—1
n—1
2n —3
n—1
n—1 n
n—1 n
n—1 n
n—1 n|.
T n
n T
1
7
7
1

Determinantes por triangularizacién (2)

n
n
n

n
2n —1

4. Calcular det A, siendo A = [a;;] € R™*" definida por a;; = min{z, j}.

Solucién. 1. Restando a cada fila (menos a la primera), la primera:

1 2 3 ... n—-1 n
10 ... 0 0
00 2 ... 0 0
A, =