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(b) Jefe del Departamento de Matemáticas del IES Santa Teresa de Jesús
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2.7. Ĺımites infinitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.8. Criterios de Stolz y de las medias aritmética y geométrica . . 25
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4.6. Derivación de funciones hiperbólicas . . . . . . . . . . . . . . 63
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10.1. Concepto de serie numérica real . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

10.2. Convergencia y divergencia de series numéricas . . . . . . . . 246

10.3. Esquemas de asociación de series . . . . . . . . . . . . . . . . 249

10.4. Serie geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
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10.12.Series telescópicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

10.13.Series hipergeométricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
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11.10.Función suave pero no anaĺıtica . . . . . . . . . . . . . . . . 317
11.11.Convergencia uniforme en un intervalo no acotado . . . . . . 319
11.12.Sucesión de Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
11.13.Función exponencial real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
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Caṕıtulo 1

Método de inducción

1.1. Descripción del método

1. Demostrar por inducción:

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

2. Demostrar por inducción:[
1 1
0 1

]n
=

[
1 n
0 0

]
.

3. Demostrar por inducción:

12 + 23 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

4. Demostrar por inducción:

1 + r + r2 + . . .+ rn =
1− rn+1

1− r
(r 6= 1).

5. Demostrar por inducción:

n∑
k=1

k(k + 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

6. Demostrar por inducción:

n∑
k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

1



2 1.1 Descripción del método

7. Demostrar por inducción que

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2n
≥ 1 +

n

2
.

8. Demostrar por inducción que si un es la sucesión definida por

u1 = 3, u2 = 5, un = 3un−1 − 2un−2 ∀n ≥ 3

entonces, un = 2n + 1 ∀n ∈ Z+.

Solución. Recordamos que la inducción matemática es un método para
demostrar que todos los números naturales 1, 2, 3, . . . cumplen una determi-
nada propiedad. Consta de dos pasos:

Paso base. Consiste en demostrar que el numero 1 cumple la propiedad.
Paso de inducción. Se supone que la propiedad es verdadera para un cierto
número n número natural arbitrario (hipótesis de inducción), y se demuestra
que la propiedad es válida para el número siguiente n+ 1.
Si se efectúan los dos pasos anteriores, se ha demostrado que la propiedad
es válida para todos los números naturales 1, 2, 3, . . . .

Un ejemplo comprensivo del método consiste en considerar una fila de fichas
de dominó. Si demostramos: que se cae la primera ficha, y que si se una ficha
(la ficha n) se cae la siguiente (la ficha n + 1), entonces hemos demostrado
que se caen todas las fichas 1, 2, 3, . . . .

1. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es 1 y el segundo, 1(1+1)/2 = 1.
Por tanto, la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea la fórmula cierta para n. Entonces:

1 + 2 + 3 + . . .+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1)

=
n(n+ 1)

2
+

2(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
=

(n+ 1)[(n+ 1) + 1]

2
.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.

2. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es

[
1 1
0 1

]1

=

[
1 1
0 0

]
y el se-

gundo,

[
1 1
0 0

]
. Por tanto, la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea la fórmula cierta para n. Entonces:
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[
1 1
0 1

]n+1

=

[
1 1
0 1

]n [
1 1
0 1

]
=

[
1 n
0 0

] [
1 1
0 1

]
=

[
1 n+ 1
0 0

]
.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.

3. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es 12 = 1 y el segundo:

1(1 + 1)(2 · 1 + 1)

6
= 1.

Por tanto, la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea la fórmula cierta para n. Entonces:

12 + 23 + 32 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

6(n+ 1)2

6
=

(n+ 1)[n(2n+ 1) + 6(n+ 1)]

6

=
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)

6
. (1)

Nos interesa expresar el numerador como producto de tres factores, para
ello factorizamos 2n2 + 7n+ 6 :

2n2 + 7n+ 6 = 0⇔ n =
−7±

√
1

4
= {−3/2,−2}.

Entonces,

2n2 + 7n+ 6 = 2 (n+ 2)

(
n+

3

2

)
= (n+ 2)(2n+ 3)

= [(n+ 1) + 1][2(n+ 1) + 1]. (2)

Combinando (1) y (2) :

12 + 23 + 32 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)[(n+ 1) + 1][2(n+ 1) + 1]

6
.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.

4. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es 1 + r y el segundo:

1− r2

1− r
=

(1 + r)(1− r)
1− r

= 1 + r,

por tanto la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea cierta la fórmula para n. Entonces:
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1 + r + r2 + . . .+ rn + rn+1 =
1− rn+1

1− r
+ rn+1

=
1− rn+1 + rn+1 − rn+2

1− r
=

1− rn+2

1− r
=

1− r(n+1)+1

1− r
.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.

5. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es

1∑
k=1

k(k + 1) = 1(1 + 1) = 2,

y el segundo:
1(1 + 1)(1 + 2)

3
= 2,

por tanto la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea cierta la fórmula para n. Entonces:

n+1∑
k=1

k(k+1) =
n∑
k=1

k(k+1)+(n+1)(n+2) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
+(n+1)(n+2)

=
n(n+ 1)(n+ 2) + 3(n+ 1)(n+ 2)

3
=

(n+ 1)(n+ 1)(n+ 3)

3

=
[n+ 1][(n+ 1) + 1][(n+ 1) + 2]

3
.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.

6. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es
1∑

k=1

k3 = 13 = 1, y el segundo(
1(1 + 1)

2

)2

= 12 = 1, por tanto la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea cierta la fórmula para n. Entonces:

n+1∑
k=1

k3 =

n∑
k=1

k3 + (n+ 1)3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

+ (n+ 1)3

= (n+ 1)2

(
n2

4
+ n+ 1

)
= (n+ 1)2n

2 + 4n+ 4

4
=

= (n+ 1)2 (n+ 2)2

4
=

(
(n+ 1)(n+ 2)

2

)2

.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.
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7. Paso base. Si n = 1 el primer miembro de la desigualdad es 1+
1

21
= 1+

1

2

y el segundo es 1 +
1

2
de lo cual se deduce trivialmente que la desigualdad

es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Supongamos que la fórmula es cierta para n. Veamos
que es cierta para n+ 1. Para n+ 1 el primer miembro es:

A =

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2n

)
+

(
1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ . . .+

1

2n+1

)
.

Por hipótesis de inducción tenemos 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2n
≥ 1 +

n

2
. Por otra

parte

B =
1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ . . .+

1

2n+1
≥ 1

2n+1
+

1

2n+1
+ . . .+

1

2n+1
. (∗)

En el segundo miembro de (∗) tenemos 2n+1−2n = 2n(2−1) = 2n sumandos,

en consecuencia B ≥ 2n · 1

2n+1
=

1

2
. Es decir

A ≥ 1 +
n

2
+

1

2
= 1 +

n+ 1

2
.

Por tanto, la desigualdad es válida para n+ 1.

8. Claramente la fórmula es cierta para n = 1, 2. Si es cierta para todo k ≤ n,
entonces

un+1 = 3un − 2un−1 = 3(2n + 1)− 2(2n−1 + 1)

= 3 · 2n − 2n + 1 = 2 · 2n + 1 = 2n+1 + 1,

lo cual implica que la fórmula es cierta para n+ 1.

1.2. Derivada enésima de la función seno

Demostrar por inducción que si f(x) = sen x entonces

f (n)(x) = sen
(
x+

nπ

2

)
,

en donde f (n)(x) representa la derivada enésima de f(x).

Solución. Recordemos las fórmulas de trigonometŕıa:

sen (a+ b) = sen a cos b+ cos a sen b,
cos (a− b) = cos a cos b+ sen a sen b.
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De éstas fórmulas deducimos:

sen
(
α+

π

2

)
= sen α cos

π

2
+ cos α sen

π

2
= (sen α) · 0 + (cos α) · 1 = cos α. (1)

cos
(
α− π

2

)
= cos α cos

π

2
+ sen α sen

π

2
= (cos α) · 0 + (sen α) · 1 = sen α. (2)

Demostremos ahora la fórmula del enunciado:
Paso base. Para n = 1, el primer miembro es f ′(x) = (sen x)′ = cos x.
Aplicando (1), obtenemos el segundo miembro:

sen

(
x+

1 · π
2

)
= sen

(
x+

π

2

)
= cosx.

Por tanto, la fórmula es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea cierta la fórmula para n. Entonces:

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=
(

sen
(
x+

nπ

2

))′
= cos

(
x+

nπ

2

)
= cos

(
x+

(n+ 1)π

2
− π

2

)
.

Aplicando (2) queda:

f (n+1)(x) = sen

(
x+

(n+ 1)π

2

)
.

Es decir, la fórmula es válida para n+ 1.

1.3. Desigualdad de Bernoulli

Demostrar por inducción que para cualquier número real x ≥ −1 y para
todo entero n ≥ 1 se verifica (1 + x)n ≥ 1 + nx (Desigualdad de Bernoulli).

Solución. Paso base. Para n = 1, el primer miembro es (1 + x)1 = 1 + x y
el segundo 1 + 1x = 1 + x, por tanto la desigualdad es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Sea cierta la fórmula para n es decir, supongamos que

(1 + x)n ≥ 1 + nx si x ≥ −1. (∗)

La condición x ≥ −1 equivale a 1+x ≥ 0 aśı que podemos multiplicar ambos
miembros de la desigualdad de (∗) por 1 + x sin que cambie el sentido de
ésta. Queda:

(1 + x)n+1 ≥ (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n+ 1)x+ nx2.
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Dado que nx2 ≥ 0, se verifica (1 + x)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)x, luego la fórmula es
cierta para n+ 1.

1.4. Binomio de Newton

Sean a y b dos números reales. Demostrar por inducción que para todo n ≥ 1
entero, se verifica la fórmula del binomio de Newton:

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Solución. Paso base. La fórmula es cierta para n = 1. En efecto,

(a+ b)1 = a+ b =

(
1

0

)
a1b0 +

(
1

1

)
a0b1 =

1∑
k=0

(
1

k

)
a1−kbk.

Paso de inducción. Supongamos que la fórmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n+ 1. Se verifica:

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n

= a

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk + b

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

=

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k+1bk +

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1. (∗)

El primer sumando de la linea (∗) se puede expresar en la forma

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k+1bk =

(
n

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an−k+1bk

=

(
n+ 1

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an−k+1bk.

El segundo sumando de la linea (∗) se puede expresar en la forma

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 =

n−1∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1

(haciendo el cambio k = j − 1) :

=

n∑
j=1

(
n

j − 1

)
an+1−jbj +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1.
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Por tanto, (a+ b)n+1 es igual a:(
n+ 1

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

[(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)]
an+1−kbk +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1.

Usando la conocida fórmula de combinatoria
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
:

(a+ b)n+1 =

(
n+ 1

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.



Caṕıtulo 2

Sucesiones de números reales

2.1. Concepto de sucesión

1. Dadas las sucesiones

an = (−1)n+1 n
2 + 1

3n− 2
, bn =

√
n+ 1

7 + (−1)n
,

hallar a5 y b12.
2. Determinar en cada caso una sucesión an cuyos primeros términos son los
que se indican:

(i)
2

−3
,

7

1
,

12

5
,

17

9
, . . . (ii) − 3

7
,

5

10
, − 7

13
,

9

17
, . . .

3. Determinar en cada caso una sucesión an cuyos primeros términos son los
que se indican:

(i) 6, 12, 24, 48, . . . (ii) 7, −7

2
,

7

4
, −7

8
, . . .

4. Determinar en cada caso una sucesión an cuyos primeros términos son los
que se indican:

(i) 1, 3, 7, 15, 31, . . . (ii) 3, 5, 9, 17, 33, . . . (iii) 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .

5. Una sucesión {an} satisface a1 = 1, a2 = 3 y la relación de recurrencia
an − 2an−1 + an−2 = 0 para todo n ≥ 3. Calcular a4.

Solución. 1. Sustituyendo n = 5 y n = 12 en las correspondientes sucesio-
nes:

a5 = (−1)6 52 + 1

3 · 5− 2
=

26

13
= 2, b12 =

√
13

7 + (−1)12
=

√
13

8
.

9
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2. (i) Los numeradores 2, 7, 12, 17 forma una progresión aritmética de dife-
rencia d = 5, por tanto su término enésimo es a′n = 2 + 5(n − 1) = 5n − 3.
Los denominadores forman una progresión aritmética de diferencia 4, por
tanto su término enésimo es a′′n = −3 + 4(n− 1) = 4n− 7. Es decir,

an =
a′n
a′′n

=
5n− 3

4n− 7
.

(ii) Sin considerar el signo, los numeradores 3, 5, 7, 9 forma una progresión
aritmética de diferencia d = 2, por tanto su término enésimo es a′n = 3 +
2(n− 1) = 2n+ 1. Los denominadores forman una progresión aritmética de
diferencia 3, por tanto su término enésimo es a′′n = 7 + 3(n − 1) = 3n + 4.
Para ajustar el signo, multiplicamos por (−1)n, es decir,

an = (−1)n
a′n
a′′n

= (−1)n
2n+ 1

3n+ 4
.

3. (i) Los números 6, 12, 24, 48 forma una progresión geométrica de razón
r = 2, por tanto su término enésimo es an = 6 · 2n−1 = 3 · 2n.
(ii) Los números dados forma una progresión geométrica de razón r = −1/2,

por tanto su término enésimo es an = 7
(
−1

2

)n−1
= (−1)n

7

2n
.

4. (i) Tenemos 1 = 21−1, 3 = 22−1, 7 = 23−1, 15 = 24−1, 31 = 25−1. Por
tanto, una sucesión cuyos primeros términos son los indicados es an = 2n−1.
(ii) Análogamente, 3 = 21+1, 5 = 22+1, 9 = 23+1, 17 = 24+1, 33 = 25+1.
Es decir, an = 2n + 1.
(iii) Claramente, una sucesión cuyos primeros términos son los indicados es

an =
1 + (−1)n

2
.

5. Para n = 3, tenemos a3−2a2 +a1 = 0, es decir a3 = 2a2−a1 = 6−1 = 5.
Para n = 4, tenemos a4− 2a3 + a2 = 0, es decir a4 = 2a3− a2 = 10− 3 = 7.

2.2. Ĺımite de una sucesión

1. (i) Sea la sucesión an =
3n

2n+ 1
. Demostrar que ĺım an =

3

2
.

(ii) Hallar a partir de qué término la diferencia |an − 3/2| es menor que
0, 001.

2. Demostrar que ĺım
1

n
= 0.

3. Demostrar que ĺım
1

n2
= 0.
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4. Demostrar que ĺım
(√
n+ 1−

√
n
)

= 0.

5. Demostrar que ĺım

(
1

3

)n
= 0.

6. Demostrar que si |q| < 1, entonces ĺım qn = 0.
7. Demostrar que la sucesión an = (−1)n no tiene ĺımite.
8. Demostrar que si una sucesión es convergente, tiene único ĺımite.

Solución. En todo lo que sigue, n representa un número natural aunque
no se diga de manera expĺıcita. Recordemos que se dice que a ∈ R es limite
de la sucesión de números reales {an} si, y sólo si para todo ε > 0 existe un
número natural n0 tal que si n ≥ n0 con n natural, entonces |an − a| < ε.

El que a sea ĺımite de la sucesión {an} significa que los términos de la suce-
sión se aproximan al número a, todo lo que queramos. Esto es claro, pues por
muy pequeño que sea ε, siempre existe un número natural n0 a partir del
cual todos los términos de la sucesión distan de a menos que ε. Recuérdese
que el valor absoluto de la diferencia de dos números representa la distancia
entre ambos.

1. (i) Tenemos:

|an − 3/2| < ε⇔
∣∣∣∣ 3n

2n+ 1
− 3

2

∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣6n− 6n− 3

4n+ 2

∣∣∣∣ < ε

⇔ 3

4n+ 2
< ε⇔ 3

ε
< 4n+ 2⇔ 3

ε
− 2 < 4n⇔ 3

4ε
− 1

2
< n.

Es decir, para cualquier ε > 0, si elegimos n0 número natural tal que

n0 >
3

4ε
− 1

2
, entonces |an − 3/2| < ε si n ≥ n0, por tanto ĺım an = 3/2.

(ii) Para ε = 0,001 :

3

4ε
− 1

2
=

3

0,004
− 0,5 = 749,5

luego a partir del del término a750 ocurre |an − 3/2| < 0,001.

2. Tenemos ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε⇔ 1

n
< ε⇔ 1

ε
< n.

Es decir, para cualquier ε > 0, si elegimos n0 número natural tal que n0 >
1

ε
,

entonces

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε si n ≥ n0. Hemos demostrado pues que ĺım
1

n
= 0.
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3. Si n ≥ 1, entonces

∣∣∣∣ 1

n2
− 0

∣∣∣∣ =
1

n2
<

1

n
. Por el apartado anterior,

1

n
< ε

si n >
1

ε
, en consecuencia también ocurre

1

n2
< ε si n >

1

ε
. Es decir,

ĺım
1

n2
= 0.

También podŕıamos haber trabajado directamente sobre la sucesión dada:∣∣∣∣ 1

n2
− 0

∣∣∣∣ < ε⇔ 1

n2
< ε⇔ 1√

ε
< n.

Es decir, para cualquier ε > 0, si elegimos n0 número natural tal que

n0 >
1√
ε
, entonces

∣∣∣∣ 1

n2
− 0

∣∣∣∣ < ε si n ≥ n0, y por tanto ĺım
1

n2
= 0.

4. Tenemos∣∣√n+ 1−
√
n− 0

∣∣ =
√
n+ 1−

√
n =

(√
n+ 1−

√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
)

√
n+ 1 +

√
n

=
n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n
<

1

2
√
n
.

Entonces, para que ocurra
∣∣√n+ 1−

√
n− 0

∣∣ < ε basta que ocurra
1

2
√
n
<

ε, y esto último sucede para n >
1

4ε2
.

Eligiendo pues n0 >
1

4ε2
, se verifica

∣∣√n+ 1−
√
n− 0

∣∣ < ε si n ≥ n0, luego

ĺım
(√
n+ 1−

√
n
)

= 0.

5. Dado que 3n > n, para todo n ≥ 1 se verifica:∣∣∣∣(1

3

)n
− 0

∣∣∣∣ =
1

3n
<

1

n
.

Elijamos un número natural n0 tal que
1

n0
< ε. Entonces, para todo n ≥ n0 :∣∣∣∣(1

3

)n
− 0

∣∣∣∣ =
1

3n
<

1

n
≤ 1

n0
< ε,

lo cual implica que ĺım

(
1

3

)n
= 0.

6. Sea ε > 0. Si q = 0, el resultado es trivial. Sea pues |q| 6= 0 y ε > 0,
entonces:

|qn − 0| < ε⇔ |q|n < ε⇔ n log |q| < log ε. (∗)
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Dado que 0 < |q| < 1, se verifica log |q| < 0 con lo cual la última desigualdad

de (∗) equivale a n >
log ε

log |q|
. Hemos demostrado que ĺım qn = 0.

7. Supongamos que an → L ∈ R. Entonces, tomando ε = 1, existe un número
natural n0 tal que |(−1)n − L| < 1. Para n = 2n0 obtenemos |1− L| < 1, lo
cual implica que L > 0.
Para n = 2n0 + 1, obtenemos |−1− L| = |1 + L| < 1, lo cual implica que
L < 0. Llegamos a una contradicción, en consecuencia la sucesión dada no
tiene ĺımite.

8. Sea {an} una sucesión convergente y supongamos a, b ∈ R fueran ĺımtes
de la misma. Sea ε > 0. Como ε/2 es también mayor que cero y usando la
definición de ĺımite:

∃n0 ∈ N : si n ≥ n0 entonces |an − a| < ε/2,

∃n1 ∈ N : si n ≥ n1 entonces |an − b| < ε/2.

Si m = máx{n0, n1}, se verifica:

|a− b| = |a− am + am − b| ≤ |a− am|+ |am − b| < ε/2 + ε/2 = ε.

Por tanto, el número |a− b| es menor o igual que todos los números positivos
ε. Como |a− b| ≥ 0, ha de ser necesariamente |a− b| = 0, es decir a = b.
Concluimos que si una sucesión es convergente, entonces su ĺımite es único.

2.3. Propiedades de los ĺımites (1)

1. Demostrar que toda sucesión convergente está acotada.
2. Dar un ejemplo de una sucesión acotada y no convergente.
3. Demostrar que toda sucesión constante {an} = {k} converge a k.
4. Demostrar que si dos sucesiones {an} y {bn} son convergentes, entonces
ĺım (an + bn) = ĺım an + ĺım bn, es decir que el ĺımite de la suma es la suma
de los ĺımites.
5. Demostrar que el producto de un infinitésimo por una sucesión acotada
es también un infinitésimo.
6. Demostrar que si dos sucesiones {an} y {bn} son convergentes, entonces
ĺım anbn = (ĺım an) (ĺım bn) , es decir que el ĺımite del producto es el producto
de los ĺımites.
7. Sea {an} → a ∈ R y k ∈ R. Demostrar que {kan} → ka, es decir que el
ĺımite de una constante por una sucesión es la constante por el ĺımite de la
sucesión.
8. Sea {an} una sucesión con an 6= 0 para todo n. Demostrar que si {an} → a
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con a número real no nulo, entonces

{
1

an

}
→ 1

a
.

9. Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes tales que {an} → a con

a 6= 0, an 6= 0 para todo n, y {bn} → b. Demostrar que

{
bn
an

}
→ b

a
. En

otras palabras, que el ĺımite del cociente es el cociente de los ĺımites si el
ĺımite del denominador es no nulo.
10. Sean {an}, {bn}, {cn} y {dn} sucesiones tales que:

ĺım an = 3, ĺım bn = −5, ĺım cn = 4, ĺım dn = 0.

Calcular L = ĺım
2an + b2n
3cn − 8dn

.

Solución. 1. Sea (an) una sucesión convergente de ĺımite a ∈ R. Elijamos
ε = 1. Existe n0 número natural tal que si n ≥ n0 se verifica |an − a| < 1.
Entonces,

n ≥ n0 ⇒ |an| = |an − a+ a| ≤ |an − a|+ |a| ≤ 1 + |a| .

Por otra parte, el conjunto finito {|a1| , |a2| , . . . , |an0 |} está acotado por el
número M = máx {|a1| , |a2| , . . . , |an0 |} , lo cual implica que |an| ≤ 1 + |a|+
M para todo n = 1, 2, . . . , y por tanto la sucesión (an) está acotada.

2. Hemos visto que la sucesión an = (−1)n no es convergente, sin embargo
|(−1)n| = 1 para todo n, luego está acotada.

3. Sea {an} = {k} una sucesión constante, es decir que para todo n verifica
an = k ∈ R. Sea ε > 0. Entonces, para todo n ≥ 1 se cumple

|an − k| = |k − k| = 0 < ε,

por tanto ĺım an = k.

4. En efecto, supongamos que ĺım an = a y ĺım bn = b. Si ε > 0, existe
n0 natural tal que |an − a| < ε/2 si n ≥ n0, y existe n1 natural tal que
|bn − b| < ε/2 si n ≥ n1. Entonces, para todo n ≥ máx{n0, n1} se verifica:

|(an + bn)− (a+ b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Es decir, ĺım (an + bn) = a+ b = ĺım an + ĺım bn.

5. Sea {bn} una sucesión acotada, es decir existe K > 0 tal que bn ≤ K para
todo n. Sea {an} un infinitésimo, es decir {an} → 0. Entonces, para todo
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ε > 0 existe n0 natural tal que si n ≥ n0, se verifica |an − 0| = |an| < ε/K.
Tenemos:

|anbn − 0| = |an| |bn| <
ε

K
·K = ε,

para todo n ≥ n0, lo cual implica que ĺım anbn = 0, es decir {anbn} es un
infinitésimo.

6. Supongamos que ĺım an = a y ĺım bn = b. Para todo n se verifica:

anbn − ab = anbn − abn + abn − ab = (an − a)bn + a(bn − b).

Dado que {am − a} → 0 y que {bn} está acotada (por ser convergente),
{(an − a)bn} → 0. Análogamente, {a(bn − b)} → 0.
Esto implica {anbn − ab} → 0 o equivalentemente:

ĺım anbn = ab = (ĺım an) (ĺım bn) .

7. Usando que el ĺımite de una sucesión constante es la propia constante y
que el ĺımite del producto es el producto de los ĺımites:

ĺım kan = ĺım k · ĺım an = ka = k ĺım an.

8. Para todo n se verifica:

1

an
− 1

a
=
a− an
ana

=
a− an
a
· 1

an
.

Por hipótesis {an} → a, por tanto{
a− an
a

}
→ 0 · 1

a
= 0.

Si demostramos que {1/an} está acotada, entonces {1/an − 1/a} → 0, pues
seŕıa el producto de una acotada por un infinitésimo.
Veamos en efecto que {1/an} está acotada. Tomando ε = |a|/2, existe n0

natural tal que |an − a| < |a|/2 para todo n ≥ n0, con lo cual:

|an| = |a− (a− an)| ≥ |a| − |a− an| > |a| − |a| /2 = |a| /2.

Esto implica que {1/an} ≤ 2/|a| si n ≥ n0, es decir {1/an} está acota-
da. Hemos demostrado que {1/an − 1/a} → 0, o equivalentemente que
{1/an} → 1/a.

9. Usando el problema anterior y que el ĺımite del producto es el producto
de los ĺımites:

ĺım
bn
an

= ĺım bn ·
1

an
= b · 1

a
=

ĺım bn
ĺım an
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10. Usando conocidas propiedades de los ĺımites de las sucesiones conver-
gentes:

L =
2 · 3 + (−5)2

3 · 4− 8 · 0
=

31

12
.

2.4. Propiedades de los ĺımites (2)

1. a) Demostrar que ĺım
n→∞

1

nm
= 0 para cualquier m entero positivo.

b) Usando el apartado anterior, calcular

L = ĺım
n→∞

2n3 + n2 − n+ 3

5n3 + 7n− 4
.

2. a) Calcular ĺım
n→+∞

P (n)

Q(n)
, siendo P,Q polinomios del mismo grado.

b) Calcular ĺım
n→+∞

P (n)

Q(n)
, siendo P,Q polinomios con gradoP < gradoQ.

c) Calcular ĺım
n→+∞

−7n2 + 8n− 5

2n2 + n+ 1
y ĺım
n→+∞

2n+ 3

4n2 + 2n− 1
.

3. Calcular L = ĺım
n→+∞

xn, siendo:

a) xn =
2 +

2n

n+ 1

9 +
n

n2 + 1

. b) xn =
4 + (1/2)n

(1/5)n + 6
. c) xn =

(
n2 + 2

3n2 + 5

)4

.

4. Calcular L = ĺım
n→+∞

xn, siendo:

a) xn =
3n2 + 2

6n+ 1
− n2 + 2

2n+ 3
. b) xn =

senn

n
. c) xn =

1 + 2 + · · ·+ n

n2
.

5. Calcular L = ĺım
n→+∞

(√
n2 + n−

√
n2 − n

)
.

6. Calcular L = ĺım
n→+∞

0. 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

.

7. Demostrar que si {an} es convergente con ĺımite a, entonces {|an|} → |a| .
¿Es cierto el rećıproco?

8. Calcular ĺım
n→+∞

∣∣∣∣−3n2 + 8n+ 1

5n2 + n+ 1

∣∣∣∣ .
9. Demostrar el teorema del Sandwich o de las tres sucesiones:
Supongamos existe n0 número natural tal que para todo n ≥ n0 se verifica
xn ≤ an ≤ yn. Supongamos además que {xn} e {yn} son convergentes y
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ĺım
n→+∞

xn = ĺım
n→+∞

yn = L. Entonces, ĺım
n→+∞

an = L.

10. Si an =
7n

nn
, demostrar que ĺım

n→+∞
an = 0 usando el teorema del Sand-

wich.

11. Demostrar que si {|an|} → 0, entonces {an} → 0.

Solución. 1. a) Para todo n ≥ 1,∣∣∣∣ 1

nm
− 0

∣∣∣∣ =
1

nm
<

1

n
.

Se verifica
1

n
< ε si n >

1

ε
, en consecuencia también ocurre

1

nm
< ε si n >

1

ε
.

Es decir, ĺım
n→∞

1

nm
= 0.

b) Dividiendo numerador y denominador entre n3 :

L = ĺım
n→∞

2 +
1

n
− 1

n2
+ 3 · 1

n3

5 + 7 · 1

n2
− 4 · 1

n3

.

Usando el apartado anterior y conocidas propiedades de los ĺımites:

L =
2 + 0− 0 + 3 · 0
5 + 7 · 0− 4 · 0

=
2

5
.

2. a) Tenemos:

L = ĺım
n→+∞

P (n)

Q(n)
= ĺım

n→+∞

akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a1n+ a0

bknk + bk−1nk−1 + · · ·+ b1n+ b0
,

con ak y bk no nulos. Dividiento numerador y denominador entre nk :

L = ĺım
n→+∞

ak + ak−1 ·
1

n
+ · · ·+ a1 ·

1

nk−1
+ a0 ·

1

nk

bk + bk−1 ·
1

n
+ · · ·+ b1 ·

1

nk−1
+ b0 ·

1

nk

=
ak + ak−1 · 0 + · · ·+ a1 · 0 + a0 · 0
bk + bk−1 · 0 + · · ·+ b1 · 0 + b0 · 0

=
ak
bk
.

Es decir, el ĺımite es el cociente entre el coeficiente de mayor grado del
numerador y el de mayor grado del denominador.
b) Siendo el grado del numerador menor que el del denominador, podemos
escribir:

L = ĺım
n→+∞

P (n)

Q(n)
= ĺım

n→+∞

0nk + · · ·+ a1n+ a0

bknk + bk−1nk−1 + · · ·+ b1n+ b0
,
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con bk no nulo. Dividiento numerador y denominador entre nk :

L = ĺım
n→+∞

0 + · · ·+ a1 ·
1

nk−1
+ a0 ·

1

nk

bk + bk−1 ·
1

n
+ · · ·+ b1 ·

1

nk−1
+ b0 ·

1

nk

=
0 + · · ·+ a1 · 0 + a0 · 0

bk + bk−1 · 0 + · · ·+ b1 · 0 + b0 · 0
=

0

bk
= 0.

c) Usando los apartados anteriores, podemos escribir directamente:

ĺım
n→+∞

−7n2 + 8n− 5

2n2 + n+ 1
= −7

2
, ĺım

n→+∞

2n+ 3

4n2 + 2n− 1
= 0.

3. Usando conocidas propiedades:

a) L = ĺım
n→+∞

2 +
2n

n+ 1

9 +
n

n2 + 1

=
2 + 2

9 + 0
=

4

9
.

b) L = ĺım
n→+∞

4 + (1/2)n

(1/5)n + 6
=

4 + 0

0 + 6
=

2

3
.

c) L = ĺım
n→+∞

(
n2 + 2

3n2 + 5

)4

=

(
ĺım

n→+∞

n2 + 2

3n2 + 5

)4

=

(
1

3

)4

=
1

81
.

4. a) Usando conocidas propiedades:

L = ĺım
n→+∞

(3n2 + 2)(2n+ 3)− (6n+ 1)(n2 + 2)

(6n+ 1)(2n+ 3)

= ĺım
n→+∞

8n2 − 8n+ 4

12n2 + 8n+ 3
=

8

12
=

2

3
.

b) Podemos escribir L = ĺım
n→+∞

1

n
· senn, siendo {1/n} un infinitésimo y

{senn} acotada, en consecuencia L = 0.

c) Usando la fórmula de la suma de los términos de una progresión aritméti-
ca:

1 + 2 + · · ·+ n =
1 + n

2
· n,

por tanto L = ĺım
n→+∞

n(n+ 1)

2n2
= ĺım

n→+∞

n2 + n

2n2
=

1

2
.

5. Multiplicando y dividiendo por
√
n2 + n+

√
n2 − n :√

n2 + n−
√
n2 − n =

(n2 + n)− (n2 − n)√
n2 + n+

√
n2 − n

=
2n√

n2 + n+
√
n2 − n

.
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Dividiendo numerador y denominador entre n :√
n2 + n−

√
n2 − n =

2√
1 +

1

n
+

√
1− 1

n

.

Por tanto,

L = ĺım
n→+∞

2√
1 +

1

n
+

√
1− 1

n

=
1

1 + 1
=

1

2
.

6. El término enésimo xn de la sucesión es:

xn = 0. 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

=
9

10
+

9

102
+

9

103
+ · · ·+ 9

10n

=
9

10

(
1 +

1

10
+

1

102
+ · · ·+ 1

10n−1

)

=
9

10

(
1 +

1

10
+

(
1

10

)2

+ · · ·+
(

1

10

)n)
.

Usando la fórmula de la suma de los términos de una progresión geométrica:

1 +
1

10
+

(
1

10

)2

+ · · ·+
(

1

10

)n
=

1
(

1
10n − 1

)
1
10 − 1

.

Usando que si |q| < 1, entonces ĺım qn = 0 :

L = ĺım
n→+∞

9

10
·

1
10n − 1
1
10 − 1

=
9

10
· −1

− 9
10

= 1.

7. Si ε > 0, existe n0 natural tal que |an − a| < ε para todo n ≥ n0. Entonces,

||an| − |a|| ≤ |an − a| < ε, ∀n ≥ n0

lo cual implica que {|an|} → |a| . El rećıproco no es cierto, basta elegir la
sucesión {(−1)n}. Se verifica {|(−1)n|} → 1, sin embargo {(−1)n} no es
convergente.

8. Tenemos:

ĺım
n→+∞

∣∣∣∣−3n2 + 8n+ 1

5n2 + n+ 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ĺım
n→+∞

−3n2 + 8n+ 1

5n2 + n+ 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−3

5

∣∣∣∣ =
3

5
.

9. Como ĺım
n→+∞

xn = ĺım
n→+∞

yn = L, dado ε > 0 existen n1, n2 números

naturales tales que
|xn − L| < ε, |yn − L| < ε
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Sea n3 = máx{n0, n1, n2}. Para todo n ≥ n3 se verifica:

L− ε < xn ≤ an ≤ yn < L+ ε,

lo cual implica que |an − L| < ε para todo n ≥ n3, es decir ĺım
n→+∞

an = L.

10. Se verifica 7/n ≤ 1/2⇔ 14 ≤ n. Es decir, si n ≥ 14 :

0 ≤ 7n

nn
≤
(

1

2

)n
.

Por otra parte, y teniendo en cuenta que |1/2| < 1 :

ĺım
n→+∞

0 = ĺım
n→+∞

(
1

2

)n
= 0,

lo cual implica que ĺım
n→+∞

an = 0.

11. Para todo n se verifica − |an| ≤ an ≤ |an| . Por otra parte:

ĺım
n→+∞

(− |an|) = − ĺım
n→+∞

|an| = −0 = 0.

Es decir, ĺım
n→+∞

(− |an|) = ĺım
n→+∞

|an| = 0, lo cual implica (por el teorema

del Sandwich), que ĺım
n→+∞

an = 0.

2.5. Subsucesiones

1. Usando subsucesiones, demostrar que la sucesión {(−1)n} no es conver-
gente.
2. Demostrar que si una sucesión {xn} converge hacia x, entonces toda sub-
sucesión de {xn} converge hacia x.

Solución. 1. Elijamos las subsucesiones de {(−1)n} :

{x2n−1} = {(−1)2n−1} = {−1}, {x2n} = {(−1)2n} = {1}.

Entonces, {x2n−1} → −1 y {x2n} → 1. No todas las subsucesiones de
{(−1)n} tienen el mismo ĺımite, por tanto no es convergente.

2. Dado ε > 0 existe n0 número natural tal que |xn − x| < ε. Elijamos nK
tal que nK ≥ n0. Entonces, para todo nk ≥ nK se verifica nk ≥ n0, y por
tanto |xnk − x| < ε, lo cual implica que {xnk} → x.
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2.6. Sucesiones monótonas

1. Estudiar la monotońıa de las sucesiones:

xn =
2n

n+ 1
, yn =

n

n2 + 1
, zn =

n+ 1

3n− 11
.

2. Estudiar la monotońıa de las sucesiones: an =
7n

n!
, bn =

7n

(n+ 5)!
.

3. Se considera la sucesión an =
2n

n2 + 1
.

a) Demostrar que es monótona creciente.
b) Demostrar que K = 3 es cota superior de la sucesión.
c) Concluir que es convergente.

4. Se considera la sucesión {an} definida por a1 = 0 y an+1 =
√

6 + an.
a) Demostrar por inducción que an ≥ 0 para todo n.
b) Demostrar que {an} es monótona creciente.
c) Demostrar {an} está acotada superiormente.
d) Calcular el ĺımite de {an} caso de ser convergente.

5. Demostrar que toda sucesión monótona creciente y acotada superiormen-
te, es convergente, y que su ĺımite es el extremo superior del conjunto de los
términos de la sucesión.

Solución. 1. Tenemos:

xn+1 − xn =
2(n+ 1)

(n+ 1) + 1
− 2n

n+ 1
=

2

(n+ 2)(n+ 1)
,

yn+1 − yn =
n+ 1

(n+ 1)2 + 1
− n

n2 + 1
=

−n2 − n+ 1

[(n+ 1)2 + 1] (n2 + 1)
,

zn+1 − zn =
(n+ 1) + 1

3(n+ 1)− 11
− n+ 1

3n− 11
=

−14

(3n− 8)(3n− 11)
.

Dado que xn+1 − xn ≥ 0 ∀n, la sucesión {xn} es monótona creciente.
Como yn+1 − yn ≤ 0 ∀n, la sucesión {yn} es monótona decreciente.
Por último, para n = 2 tenemos z3 − z2 = −7/5 ≤ 0, y para para n = 3,
z4 − z3 = 7 ≥ 0, por tanto {zn} no es monótona.

2. Tenemos:
an+1

an
=

7n+1

(n+ 1)!
· n!

7n
=

7

n+ 1
,

bn+1

bn
=

7n+1

(n+ 6)!
· (n+ 5)!

7n
=

7

n+ 6
.
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Ambas sucesiones son de términos positivos. Como a6/a5 = 7/6 > 1 y
a8/a7 = 7/8 < 1, la sucesión {an} no es monótona.

Sin embargo, bn+1/bn ≤ 1 para todo n, por tanto {bn} es monótona decre-
ciente.

3. a) Para todo n se verifica

an+1 − an =
2(n+ 1)

(n+ 1) + 1
− 2n

n+ 1
=

2

(n+ 2)(n+ 1)
≥ 0,

por tanto {an} es monótona creciente.

b) Para todo n se verifica

3− an = 3− 2n

n+ 1
=

3n+ 3− 2n

n+ 1
=
n+ 3

n+ 1
≥ 0,

es decir an ≤ 3 para todo n, luego K = 3 es cota superior de {an}.
c) Se concluye de los apartados anteriores y de un conocido teorema.

4. a) Se verifica para n = 1 por hipótesis. Si an ≥ 0, entonces 6 + an ≥ 0,
por tanto existe an+1 =

√
6 + an y es ≥ 0.

b) Tenemos que demostrar que an+1 ≥ an para todo n. Usemos el método
de inducción. Para n = 1 tenemos a2 =

√
6 ≥ 0 = a1. Supongamos que

an+1 ≥ an, entonces,

an+2 =
√

6 + an+1 ≥
√

6 + an = an+1.

c) Como an+1 =
√

6 + an ≥ an ≥ 0, se cumple 6 + an ≥ a2
n, o de forma

equivalente −a2
n + an + 6 ≥ 0. Podemos expresar

−a2
n + an + 6 = (3− an)(2 + an) ≥ 0 para todo n.

Dado que 2 + an ≥ 0 para todo n, se verifica 3− an ≥ 0 para todo n, lo cual
implica que 3 es cota superior de {an}.
d) La sucesión es monótona creciente y acotada superiormente, en conse-
cuencia es convergente. Sea L su ĺımite. Tomando ĺımites en la relación
an+1 =

√
6 + an :

L =
√

6 + L⇒ L2 = 6 + L⇒ L = 3 ∨ L = −2.

Pero an ≥ 0 para todo n, por tanto L = ĺım
n→+∞

an = 3.

5. Sea {an} monótona creciente, es decir an+1 ≥ an para todo n. Si además
está acotada, el conjunto A de los términos de la sucesión tiene extremo
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superior S (axioma del extremos superior). Veamos que an+1 → S. Para
todo ε > 0 existe n0 número natural tal que

S − ε < an0 ≤ S,

pues en otro caso, S no seŕıa extremo superior de A. Como {an} es monótona
creciente, y S es cota superior de A, n ≥ n0 implica que

S − ε < an ≤ S,

que a su vez implica |an − S| < ε. Esto demuestra simultáneamente que
{an} es convergente con ĺımite S.

2.7. Ĺımites infinitos

1. Demostrar que ĺım (2n+ 11) = +∞, y que ĺım (−3n+ 7) = −∞.
2. Sea {xn} convergente con ĺımite no nulo, e {yn} divergente. Hallar el ĺımi-
te de la sucesión {xnyn}
3. Siendo P (x) ∈ R[x], calcular L = ĺım

n→+∞
P (n).

4. Sean {xn} e {yn} divergentes. Demostrar que con esas hipótesis no se

puede asegurar cual es el ĺımite de

{
xn
yn

}
, caso de existir tal ĺımite.

Nota. Abreviadamente decimos que las expresiones
+∞
+∞

,
+∞
−∞

,
−∞
+∞

, y
−∞
−∞

,

son indeterminadas.
5. Sean {xn} → 0 e {yn} → 0 con yn 6= 0 para todo n. Demostrar que con

esas hipótesis no se puede asegurar cual es el ĺımite de

{
xn
yn

}
, caso de existir

tal ĺımite.

Nota. Abreviadamente decimos que la expresión
0

0
es indeterminada.

6. Sean {xn} → 0 e {yn} divergente. Demostrar que con esas hipótesis no se
puede asegurar cual es el ĺımite de {xnyn}, caso de existir tal ĺımite.
Nota. Abreviadamente decimos que las expresiones 0 · (+∞) y 0 · (−∞) son
indeterminadas.
7. Sean {xn} → +∞ e {yn} → −∞. Demostrar que con esas hipótesis no se
puede asegurar cual es el ĺımite de {xn + yn}, caso de existir tal ĺımite.
Nota. Abreviadamente decimos que la expresión (+∞) + (−∞) es indeter-
minada.
8. Demostrar que la sucesión an = cosnπ es oscilante.

Solución. 1. Sea K > 0. Entonces,

2n+ 11 > K ⇔ 2n > K − 11⇔ n >
K − 11

2
.
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Eligiendo n0 natural tal que n0 >
K−11

2 , se verifica 2n+ 11 > K para todo
n ≥ n0, por tanto ĺım (2n+ 11) = +∞. Por otra parte,

−3n+ 7 < −K ⇔ −3n < −K − 7⇔ n >
K + 7

3
.

Eligiendo n0 natural tal que n0 >
K + 7

3
, se verifica −3n + 7 < −K para

todo n ≥ n0, por tanto ĺım (−3n+ 7) = −∞.

2. Dado K > 0, el número 2K/x es también positivo, y supongamos que
{yn} → +∞, existe n1 natural tal que yn > K si n ≥ n1. Llamemos n2 =
máx{n0, n1}, entonces si n ≥ n2 :

xnyn >
x

2
· 2K

x
= K,

lo cual implica que {xnyn} → +∞.
Nota. Una forma abreviada de escribir el resultado demostrado es x·(+∞) =
+∞ si x > 0.

Razonando de manera análoga en los restantes casos, podemos concluir:

x > 0⇒
{
x · (+∞) = +∞
x · (−∞) = −∞, x < 0⇒

{
x · (+∞) = −∞
x · (−∞) = +∞.

3. Sea P (x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0. Si P (x) es un polinomio
constante, es decir P (x) = a0, entonces L = ĺım

n→+∞
a0 = a0. Si P (x) es de

grado mayor o igual que 1, podemos escribir:

L = ĺım
n→+∞

P (n) = ĺım
n→+∞

(
amn

m + am−1n
m−1 + · · ·+ a1n+ a0

)
= ĺım

n→+∞
nm
(
am + am−1 ·

1

n
+ · · ·+ a1 ·

1

nm−1
+ a0 ·

1

nm

)
.

El primer factor tiene ĺımite +∞ y el segundo, am. Por tanto, L = +∞ si
am > 0 y L = −∞ si am < 0.

4. Elijamos las sucesiones xn = n, yn = n, y′n = 2n. Tenemos {xn} → +∞,
{yn} → +∞, {y′n} → +∞. Sin embargo,

ĺım
n→+∞

xn
yn

= ĺım
n→+∞

n

n
= ĺım

n→+∞
1 = 1,

ĺım
n→+∞

xn
y′n

= ĺım
n→+∞

n

2n
= ĺım

n→+∞

1

2
=

1

2
.
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Con cambios de signo adecuados, demostramos que las tres restantes expre-
siones son indeterminadas.

5. Elijamos las sucesiones xn = 1/n, yn = 1/n, y′n = 2/n. Tenemos {xn} → 0,
{yn} → 0, {y′n} → 0. Sin embargo,

ĺım
n→+∞

xn
yn

= ĺım
n→+∞

1/n

1/n
= ĺım

n→+∞
1 = 1,

ĺım
n→+∞

xn
y′n

= ĺım
n→+∞

1/n

1/(2n)
= ĺım

n→+∞
2 = 2.

6. Elijamos las sucesiones xn = 1/n, yn = n, y′n = 2/n. Tenemos {xn} → 0,
{yn} → +∞, {y′n} → +∞. Sin embargo,

ĺım
n→+∞

xnyn = ĺım
n→+∞

1

n
· n = ĺım

n→+∞
1 = 1,

ĺım
n→+∞

xny
′
n = ĺım

n→+∞

1

n
· 2n = ĺım

n→+∞
2 = 2.

Análogamente, y eligiendo xn = 1/n, yn = −n, y′n = −2/n demostramos
que 0 · (−∞) es expresión indeterminada.

7. Elijamos las sucesiones xn = n, yn = −n, y′n = −n− 1. Tenemos {xn} →
+∞, {yn} → −∞, {y′n} → −∞. Sin embargo,

ĺım
n→+∞

(xn + yn) = ĺım
n→+∞

(n− n) = ĺım
n→+∞

0 = 0,

ĺım
n→+∞

(xn + y′n) = ĺım
n→+∞

(n− n− 1) = ĺım
n→+∞

−1 = −1.

8. La sucesión está acotada, en consecuencia no puede ser divergente. Por
otra parte, a2n = cos 2nπ = 1 y a2n+1 = cos(2n + 1)π = −1, es decir
existen dos subsucesiones con ĺımites distintos, lo cual implica que {an} no
es convergente.

2.8. Criterios de Stolz y de las medias aritmética
y geométrica

1. Calcular L = ĺım
n→+∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n3
.

2. Calcular L = ĺım
n→+∞

(
2

n
+

3

2n
+

4

3n
+ · · ·+ n+ 1

n2

)
.

3. Calcular L = ĺım
n→+∞

n

√
2 · 5

4
· 10

9
· . . . · n

2 + 1

n2
.

4. A partir del criterio de Stolz, demostrar el criterio de la media aritmética.
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Solución. 1. Recordemos el criterio de Stolz:
Sea {yn} una sucesión de números reales positivos estrictamente creciente,
es decir 0 < y1 < y2 < · · · , con {yn} → +∞. Entonces, para toda sucesión
{xn} y para todo L ∈ R ∪ {−∞,+∞} se verifica:

ĺım
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= L⇒ ĺım
n→+∞

xn
yn

= L.

La sucesión yn = n3 es estrictamente creciente y tiene ĺımite +∞. Sea xn =
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2. Entonces,

ĺım
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= ĺım
n→+∞

(n+ 1)2

(n+ 1)3 − n3
= ĺım

n→+∞

n2 + 2n+ 1

3n2 + 3n+ 1
=

1

3
.

Por el criterio de Stolz, L =
1

3
.

2. Recordemos el criterio de la media aritmética:
Sea {an} sucesión de números reales y L ∈ R ∪ {−∞,+∞}. Se verifica:

ĺım
n→+∞

an = L⇒ ĺım
n→+∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= L.

Podemos escribir:

2

n
+

3

2n
+

4

3n
+ · · ·+ n+ 1

n2
=

1 +
2

3
+

4

3
+ · · ·+ n+ 1

n
n

.

Ahora bien, como ĺım
n→+∞

n+ 1

n
= 1 deducimos del criterio de la media

aritmética que L = 1.

3. Recordamos el criterio de la media geométrica:
Sea {an} una sucesión de números reales positivos y L ∈ R ∪ {−∞,+∞}.
Se verifica:

ĺım
n→+∞

an = L⇒ ĺım
n→+∞

n
√
a1a2 · · · an = L.

Se verifica ĺım
n→+∞

n2 + 1

n2
= 1, por tanto L = 1 como consecuencia del criterio

de la media geométrica.

4. Sea {an} una sucesión con ĺımite L ∈ R∪{−∞,+∞}, y consideremos las
sucesiones

xn =

n∑
k=1

ak, yn = n.
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Es claro que se satisfacen para estas sucesiones las hipótesis del criterio de
Stolz. Tenemos:

ĺım
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= ĺım
n→+∞

an+1

1
= ĺım

n→+∞
an = L,

lo cual implica que

L = ĺım
n→+∞

xn
yn

= ĺım
n→+∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

2.9. Miscelánea de sucesiones (1)

1. Sea la sucesión an =
2n+ 1

7n+ 5
. Usando la definición de ĺımite, demostrar

que {an} →
2

7
y hallar a partir de qué término la diferencia |an − 2/7| es

menor que 0,002.

2. Calcular ĺım
n→+∞

(
3
√
n3 + 2n2 − n

)
.

Sugerencia: usar la identidad A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2).

3. Demostrar que ĺım
n→+∞

2n

n!
= 0.

4. Demostrar que la sucesión an =

⌊
(−1)n

n

⌋
no es convergente, en donde

bxc representa la parte entera de x.

5. Sin usar el criterio de Stolz, calcular ĺım
n→+∞

n∑
k=1

k2

n3
.

6. Demostrar que ĺım
n→+∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1.

7. Usando el criterio de Stolz, calcular L = ĺım
n→+∞

n

2n
.

8. Demostrar que para todo p ∈ N se verifica ĺım
n→+∞

1

np+1

n∑
k=1

kp =
1

p+ 1
.

9. Calcular L = ĺım
n→+∞

(
3

5n
+

5

10n
+

7

15n
+ · · ·+ 2n+ 1

5n2

)
.

10. Demostrar que la implicación que aparece en el criterio de la media
aritmética no es reversible.

Solución. 1. Tenemos las equivalencias:

|an − 2/7| < ε⇔
∣∣∣∣2n+ 1

7n+ 5
− 2

7

∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣14n+ 7− 49n− 10

49n+ 35

∣∣∣∣ < ε

⇔
∣∣∣∣ −3

49n+ 35

∣∣∣∣ < ε⇔ 3

49n+ 35
< ε⇔ 3

ε
< 49n+ 35⇔ 3− 35ε

49ε
< n.
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Es decir, para cualquier ε > 0, si elegimos n0 número natural tal que n0 >
(3 − 35ε)/49ε, entonces |an − 2/| < ε si n ≥ n0, por tanto 2/7 es ĺımite de
la sucesión {an}.Eligiendo ε = 0,002 :

n >
3− 35ε

49ε
⇔ n >

3− 35 · 0,002

49 · 0,002
= 29,89 . . . ,

luego a partir del término a30 ocurre |an − 2/7| < 0,002.

2. Para A 6= B se verifica:

A−B =
A3 −B3

A2 +AB +B2
.

Llamando A = 3
√
n3 + 2n2 y B = n queda:

3
√
n3 + 2n2 − n =

2n2

3
√

(n3 + 2n2)2 + n 3
√
n3 + 2n2 + n2

.

Dividiendo numerador y denominador entre n2 :

3
√
n3 + 2n2 − n =

2

3

√
(n3 + 2n2)2

n6
+

3

√
n3 + 2n2

n3
+ 1

.

Por tanto, L =
2

1 + 1 + 1
=

2

3
.

3. Se verifica
2

n
≤ 1

2
⇔ 4 ≤ n, por tanto si n ≥ 4 :

0 ≤ 2n

n!
=

23

1 · 2 · 3
· 2 · 2 · . . . · 2

4 · 5 · . . . · n
≤ 4

3

(
1

2

)n−3

=
32

3

(
1

2

)n
.

Dado que ĺım
n→+∞

0 = ĺım
n→+∞

32

3

(
1

2

)n
= 0, se concluye del teorema del

Sandwhich que ĺım
n→+∞

2n

n!
= 0.

4. Tenemos: a2n = b1/2nc = 0 y a2n+1 = b−1/(2n+ 1)c = −1 lo cual impli-
ca {a2n} → 0 y {a2n+1} → −1. La sucesión no es convergente por tener dos
subsucesiones con distintos ĺımites.

5. Hab́ıamos demostrado que

n∑
k=1

k2 = 12 + 23 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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Por tanto,

ĺım
n→+∞

n∑
k=1

k2

n3
= ĺım

n→+∞

n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3
=

2

6
=

1

3
.

6. Descompongamos la fracción en suma de fracciones simples:

1

k(k + 1)
=
A

k
+

B

k + 1
=
A(k + 1) +Bk

k(k + 1)
.

Igualando 1 = A(k + 1) +Bk e identificando coeficientes, obtenemos A = 1
y B = −1, por tanto

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)

+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

4
− 1

5

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Es decir,

ĺım
n→+∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= ĺım

n→+∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1− 0 = 1.

7. La sucesión yn = 2n es estrictamente creciente y tiene ĺımite +∞. Sea
xn = n. Entonces,

ĺım
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= ĺım
n→+∞

n+ 1− n
2n+1 − 2n

= ĺım
n→+∞

1

2n
= 0.

Por el criterio de Stolz, L = 0.

8. Llamemos xn =
∑n

k=1 k
p, yn = np+1. Claramente la sucesión {yn} sa-

tisface las hipótesis del criterio de Stolz. Usando la fórmula del binomio de
Newton:

xn+1 − xn
yn+1 − yn

=
(n+ 1)p

(n+ 1)p+1 − np+1
=
np + pnp−1 + . . .+ 1

(p+ 1)np + · · ·+ 1

Tenemos el cociente de dos polinomios en n con el mismo grado, por tanto:

ĺım
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

=
1

p+ 1
.

Como consecuencia del criterio de Stolz, ĺım
n→+∞

1

np+1

n∑
k=1

kp =
1

p+ 1
.
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9. Podemos escribir:

3

5n
+

5

10n
+

7

15n
+ · · ·+ 2n+ 1

5n2
=

3

5
+

5

10
+

7

15
+ · · ·+ 2n+ 1

5n
n

.

Ahora bien, como ĺım
n→+∞

2n+ 1

5n
=

2

5
deducimos del criterio de la media

aritmética que L =
2

5
.

10. Consideremos como contraejemplo la sucesión no convergente an =
(−1)n, y sea bn = (a1+a2+· · ·+an)/n la sucesión de sus medias aritméticas.
Las subsucesiones de las medias aritméticas para términos pares e impares
son:

b2n =
−1 + 1− 1 + · · ·+ 1

2n
= 0,

b2n−1 =
−1 + 1− 1 + · · · − 1

2n− 1
=
−1

2n− 1
.

Se verifica {b2n} → 0 y b2n−1 → 0 de lo cual se deduce que {bn} → 0.
Es decir, la sucesión {an} no es convergente, pero si lo es la de sus medias
aritméticas.

2.10. Miscelánea de sucesiones (2)

1. Calcular L = ĺım
n→+∞

n

√
7

3
· 9

6
· 11

9
· . . . · 2n+ 5

3n
.

2. Demostrar que ĺım
n→+∞

n
√
n = 1.

3. Sabiendo que ĺım
n→+∞

n
√
n = 1, calcular ĺım

n→+∞
n
√

1 + 3n.

4. Sea {xn} una sucesión tal que xn ≥ −1 para todo n, y {xn} → 0. Demos-
trar que para todo p entero positivo se verifica ĺım

n→+∞
p
√

1 + xn = 1.

5. Calcular ĺım
n→+∞

(
1√

n2 + 1
+ · · ·+ 1√

n2 + n

)
.

6. Sea a > 1. Demostrar que ĺım
n→+∞

n

an
= 0.

7. Calcular ĺım
n→+∞

log n!

log nn
.

Solución. 1. Se verifica ĺım
n→+∞

2n+ 5

3n
=

2

3
, por tanto L =

2

3
como conse-

cuencia del criterio de la media geométrica.
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2. Llamemos xn = n
√
n− 1. Se verifica xn ≥ 0, y por la fórmula del binomio

de Newton,

n = (1 + xn)n ≥ n(n− 1)

2
x2
n.

Por tanto,

0 ≤ xn ≤
√

2

n− 1
(n ≥ 2).

La sucesión de la derecha tiene ĺımite 0, luego {xn} → 0 por el teorema del
Sandwich, lo cual implica que ĺım

n→+∞
n
√
n = 1.

3. Usaremos el teorema del Sandwich. Por una parte n ≤ 1 + 3n para todo
n. Por otra, n2 − (1 + 3n) = n2 − 3n − 1 = n(n − 3) − 1 ≥ 0 si n ≥ 4. Es
decir, 1 + 3n ≤ n2 si n ≥ 4, con lo cual

n
√
n ≤ n

√
1 + 3n ≤ n

√
n2 =

(
n
√
n
)2
.

El ĺımite de la sucesión de la izquierda es 1 y el de la derecha:

ĺım
n→+∞

(
n
√
n
)2

= 12 = 1,

en consecuencia ĺım
n→+∞

n
√

1 + 3n = 1. Otra forma de hallar el ĺımite seŕıa:

n
√

1 + 3n =
n

√
1 + 3n

n
· n
√
n =

(
1

n
+ 3

)1/n

· n
√
n→ 30 · 1 = 1.

4. Si xn ≥ 0 se verifica

1 ≤ p
√

1 + xn ≤
(
p
√

1 + xn
)p

= 1 + xn = 1 + |xn| .

Si −1 ≤ xn < 1 se verifica

1 ≥ p
√

1 + xn ≥
(
p
√

1 + xn
)p

= 1 + xn = 1− |xn| .

Las desigualdades anteriores implican

1− |xn| ≤ p
√

1 + xn ≤ 1 + |xn| .

Como {xn} → 0, también {|xn|} → 0, por tanto {1−|xn|} → 1 y {1+|xn|} →
1, y usando el teorema del Sandwich concluimos que ĺım

n→+∞
p
√

1 + xn = 1.

5. Llamemos S(n) =
1√

n2 + 1
+ · · ·+ 1√

n2 + n
. Entonces,

1√
n2 + n

+ · · ·+ 1√
n2 + n

≤ S(n) ≤ 1√
n2

+ · · ·+ 1√
n2
.
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Sumando las correspondientes fracciones:

n√
n2 + n

≤ S(n) ≤ n√
n2

= 1.

Tomando ĺımites en la igualdad anterior,

ĺım
n→+∞

n√
n2 + n

≤ ĺım
n→+∞

≤ S(n) ≤ 1.

Ahora bien, el ĺımite de la izquierda es

ĺım
n→+∞

n√
n2 + n

= ĺım
n→+∞

√
n2

n2 + n
=
√

1 = 1.

Por tanto,

ĺım
n→+∞

(
1√

n2 + 1
+ · · ·+ 1√

n2 + n

)
= 1.

6. Como a− 1 > 0, y usando la fórmula del binomio de Newton:

an = (1 + a− 1)n ≥
(
n

2

)
1n−2(a− 1)2 =

n(n− 1)

2
(a− 1)2

⇒ 0 ≤ n

an
≤ 2

(a− 1)2(n− 1)
, ∀n ≥ 2.

Ahora bien,

ĺım
n→+∞

0 = 0 y ĺım
n→+∞

2

(a− 1)2(n− 1)
= 0,

lo cual implica que ĺım
n→+∞

n

an
= 0.

7. Usando la aproximación de Stirling log n! ∼ n log n− n para n→ +∞ :

ĺım
n→+∞

log n!

log nn
= ĺım

n→+∞

n log n− n
n log n

= ĺım
n→+∞

(
1− 1

log n

)
= 1− 0 = 1.

2.11. Familia de sucesiones recurrentes

Se consideran las sucesiones de números reales (xn) de la forma

x0 = a , xn+1 =
1

2

(
xn +

b

xn

)
(a > 0, b > 0).

Se pide:
(a) Si a = 3 y b = 9, estudiar razonadamente si la sucesión (xn) es conver-
gente y en su caso, hallar el ĺımite.
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(b) Comprobar que para a, b fijos mayores que cero, la sucesión (xn) está aco-
tada inferiormente por por +

√
b.

(c) Comprobar que para a, b fijos mayores que cero, la sucesión (xn) es con-
vergente. Hallar su ĺımite.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Para a = 3, b = 9 tenemos

x0 = 3, x1 =
1

2

(
3 +

9

3

)
= 3, x2 =

1

2

(
3 +

9

3

)
= 3.

lo cual permite conjeturar que xn = 3 para todo n ≥ 0 natural. Demostremos
por inducción que la conjetura es cierta. Es cierta para n = 0 por la propia
construcción de la sucesión. Supongamos que es cierta para n, entonces

xn+1 =
1

2

(
xn +

9

xn

)
=

1

2

(
3 +

9

3

)
= 3.

es decir, también es cierta para n + 1. Concluimos pues que (xn) = (3), y
por tanto la sucesión es convergente con ĺımite 3.

(b) Si xn > 0 entonces, xn ≥ +
√
b ⇔ x2

n ≥ b. Demostremos que xn > 0
para todo n ≥ 0. Efectivamente x0 = a > 0 por hipótesis. Supongamos que
xn > 0, entonces xn+1 = (1/2)(xn + b/xn) es el producto de dos números
positivos y por tanto positivo.
Veamos ahora que para todo n ≥ 0 se verifica x2

n+1 ≥ b. Efectivamente

x2
n+1 =

1

4

(
x2
n +

b2

x2
n

+ 2b

)
=
x4
n + b2 + 2bx2

n

4x2
n

.

Entonces

x2
n+1 ≥ b⇔

x4
n + b2 + 2bx2

n

4x2
n

≥ b⇔ x4
n + b2 + 2bx2

n ≥ 4bx2
n

⇔ x4
n + b2 − 2bx2

n ≥ 0⇔ (x2
n − b)2 ≥ 0,

igualdad esta última que es trivialmente cierta. Hemos demostrado pues que
para todo n ≥ 1 se verifica xn ≥ +

√
b. Por supuesto que el término x0 = a

podŕıa no cumplir la relación anterior.

(c) Tenemos

xn+1 ≤ xn ⇔
1

2

(
xn +

b

xn

)
≤ xn ⇔

x2
n + b

2xn
≤ xn

⇔ x2
n + b ≤ 2x2

n ⇔ −x2
n + b ≤ 0⇔ b ≤ x2

n,
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y esta última desigualdad ya la hab́ıamos demostrado en el apartado (b) pa-
ra todo n ≥ 1. Observemos que x0 = a queda excluido, lo cual es irrelevante
para la existencia de ĺımite. Tenemos una sucesión x1, x2, . . . monótona de-
creciente y acotada inferiormente y por tanto, convergente. Llamemos L a
su ĺımite. Tomando ĺımites en la igualdad

xn+1 =
1

2

(
xn +

b

xn

)
.

Obtenemos L = (1/2)(L + b/L) o equivalentemente L2 = b. Entonces, L =
+
√
b o L = −

√
b. Ahora bien, como xn > 0 para todo n se deduce que

ĺımxn = +
√
b.

2.12. Sucesión recurrente con ĺımite ráız de 2

Se considera la sucesión un tal que:

u0 > 0, un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
a > 0.

Demostrar que un es convergente y hallar su ĺımite.

Solución. La sucesión un es de términos positivos. En efecto, u0 > 0 por
hipótesis y si un > 0, entonces:

un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
> 0, al ser a > 0.

Supongamos que la sucesión un tiene ĺımite U ∈ R. Tomando ĺımites en la
relación de recurrencia dada:

U =
1

2

(
U +

a

U

)
ó 2U2 = U2 + a ó U2 = a.

Como la sucesión es de términos positivos, si es convergente, su ĺımites es√
2. Demostremos que (un)n≥1 está acotada inferiormente por

√
a. En efecto,

un −
√
a =

1

2

(
un−1 +

a

un−1

)
−
√
a =

1

2

(
un−1 +

a

un−1
− 2
√
a

)

=
1

2

u2
n−1 + a− 2

√
a un−1

un−1
=

(un−1 −
√
a)

2

2un−1
≥ 0 ∀n ≥ 1,

por tanto un ≥
√
a para todo n ≥ 1. Demostremos ahora que la sucesión es

monótona decreciente. En efecto para todo n tenemos:

un+1 − un =
1

2

(
un +

a

un

)
− un
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=
1

2

(
un +

a

un
− 2un

)
=

1

2

(
a

un
− un

)
=
a− u2

n

2un
.

Ahora bien, al ser un ≥
√
a, se verifica u2

n ≥ a, y por tanto un+1 − un ≤ 0,
o equivalentemente un+1 ≤ un.
Por un conocido teorema, la sucesión es convergente, y según lo ya visto su
ĺımite es

√
2.
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Caṕıtulo 3

Continuidad en una variable

3.1. Concepto de continuidad, primeras propieda-
des

1. Demostrar que cualquier función constante f : R → R, f(x) = k es
continua en R
2. Demostrar que la función identidad f : R → R, f(x) = x es continua en
R.
3. Demostrar que cualquier función polinómica es continua en R.
4. Demostrar que cualquier función racional es continua en todos los valores
reales que no anulan al denominador.

Solución. 1. Sea x0 ∈ R. Veamos que f es continua en x0.

(i) Existe f(x0) = k.
(ii) Sabemos por conocidos teoremas de ĺımites que el ĺımite de una función
constante es la propia constante, es decir ĺım

x→x0
f(x) = k (finito).

(iii) ĺım
x→x0

f(x) = f(x0).

Concluimos que f es continua en R.

2. Sea x0 ∈ R. Veamos que f es continua en x0.

(i) Existe f(x0) = x0.
(ii) Sabemos por conocidos teoremas de ĺımites que ĺım

x→x0
f(x) = x0 (finito).

(iii) ĺım
x→x0

f(x) = f(x0).

Concluimos que f es continua en R.

3. Cualquier función polinómica es de la forma:

f(x) = anx
n + . . .+ a2x

2 + a1x+ a0 (ai ∈ R).

37
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Las funciones constantes y la función identidad son continuas en R. Como
el producto de funciones continuas es continua, se deduce que x → akx

k es
continua en R. Al ser la suma de continuas una función continua, concluimos
que cualquier función polinómica es continua en R.

4. Toda función racional F es de la forma F =
f

g
en donde f y g son

funciones polinómicas, y éstas son continuas en R. Por otra parte, sabemos
que si f y g definidas sobre un intervalo I son continuas en x0, también lo

es
f

g
si g(x0) 6= 0. Concluimos que F es continua en todos los valores reales

que no anulan al denominador.

3.2. Continuidad de las funciones elementales

1. Determinar donde son continuas las siguientes funciones elementales:

(a) f(x) =
3x− 2

x2 − 5x+ 6
. (b) g(x) =

√
−2x2 + 10x− 12.

2. Determinar donde son continuas las siguientes funciones elementales:

(a) f(x) = 3

√
1

x2 + x+ 1
. (b) f(x) =

1

cosx
.

3. Estudiar la continuidad de la función elemental

f(x) = log(x2 − x− 6).

4. Demostrar que para todo k ∈ [0, 1) es continua en R la función

f(x) =
1

kx2 − 2kx+ 1
.

5. Estudiar la continuidad de las funciones elementales

(a) f(x) =
√
x3 − 3x2 − x+ 3. (b) g(x) =

√
x− 1

x+ 2
.

Solución. 1. Recordamos que todas las funciones elementales son continuas
en su dominio de definición.

(a) La función no está definida si y sólo si el denominador se anula, es decir
cuando x2 − 5x+ 6 = 0. Resolviendo obtenemos x = 2, x = 3. Por tanto f
es continua exactamente en R− {2, 3}.
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(b) La función está definida si y sólo si el radicando es no negativo es decir,
si y sólo si p(x) = −2x2 + 10x− 12 ≥ 0. Factoricemos p(x) para estudiar su
signo. Tenemos

p(x) = −2(x2 − 5x+ 6) = −2(x− 2)(x− 3).

El polinomio p(x) toma valores no negativos exactamente en el intervalo
[2, 3]. Por tanto g es continua exactamente en [2, 3].

2. (a) La ráız cúbica de un número real siempre existe y el denominador
no se anula para ningún valor real de x (sus ráıces son complejas), lo cual
implica que f es continua en R.
(b) La función no será continua cuando cosx = 0 es decir cuando:

x = π/2 + 2kπ con k ∈ Z.

La función f es continua exactamente en R− {π/2 + 2kπ : k ∈ Z}.

3. La función f está definida para los valores de x reales tales que p(x) =
x2 − x− 6 > 0.Factoricemos p(x) para estudiar su signo. Tenemos:

p(x) = (x− 3)(x+ 2).

Este polinomio toma valores positivos exactamente en

(−∞,−2) ∪ (3,+∞),

que es donde f es continua.

4. La función f es elemental. Para que sea continua en R es necesario y
suficiente que esté definida en todo R, es decir que el polinomio p(x) =
kx2 − 2kx + 1 no tenga ráıces reales. Para k = 0 queda f(x) = 1 que es
continua en R. Para k 6= 0 las ráıces de p(x) son:

x =
2k ±

√
4k2 − 4k

2k
=
k ±
√
k2 − k
k

.

Si k ∈ (0, 1), entonces k2− k = k(k− 1) < 0 y por tanto p(x) no tiene ráıces
reales. Concluimos que si k ∈ [0, 1), f es continua en R

5. (a) La función está definida si y sólo si el radicando es no negativo es
decir, si y sólo si p(x) = x3 − 3x2 − x+ 3 ≥ 0. Factorizando p(x) :

p(x) = (x− 1)(x+ 1)(x− 3).
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El polinomio p(x) toma valores no negativos exactamente en [−1, 1]∪[3,+∞).
Por tanto f es continua exactamente en [−1, 1] ∪ [3,+∞).

(b) El radicando existe si y sólo si x 6= −2. La función está definida si y
sólo si el radicando es no negativo y claramente esto ocurre exactamente en
(−∞ − 2) ∪ [1,+∞). Por tanto g es continua exactamente en (−∞ − 2) ∪
[1,+∞).

3.3. Continuidad de las funciones no elementales

1. Estudiar la continuidad de la función:

f(x) =

x
3 − 8

x− 2
si x 6= 2

5 si x = 2.

2. Estudiar la continuidad de la función:

g(x) =

{
3x2 + 1 si x ≤ −2
−3x+ 7 si x > −2.

3. Estudiar la continuidad de la función:

h(x) =

{
e1/x si x 6= 0

0 si x = 0.

4. Se considera la función

f : (0, 1)→ R, f(x) =
x2 − x
sen πx

.

Definir f(0) y f(1) para que la función sea continua en [0, 1].
5. Estudiar la continuidad de la función f : R→ R, f(x) = |x| .
6. Sea f : R→ R definida por:

f(x) =

{
x si x es racional
−x si x es irracional.

Estudiar la continuidad de f.
7. Estudiar la continuidad de la función f(x) = bxc (función parte entera de
x).

Solución. 1. Sea x0 6= 2, entonces existe un intervalo abierto (a, b) que
contiene a x0 de tal forma que la función f es elemental y está definida en
(a, b). Por el teorema de continuidad de las funciones elementales concluimos
que f es continua en x0. Estudiemos la continuidad en x0 = 2. Usando la
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definición:
(i) Existe f(2) = 5. (ii) Veamos si existe ĺım

x→2
f(x) :

ĺım
x→2

f(x) = ĺım
x→2

x3 − 8

x− 2
=

{
0

0

}

= ĺım
x→2

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)

x− 2
= ĺım

x→2
(x2 + 2x+ 4) = 12.

(iii) ĺım
x→2

f(x) 6= f(2).

Por tanto, f no es continua en 2. Concluimos que la función f es continua
exactamente en R− {2}.

2. Sea x0 6= −2, entonces existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a
x0 de tal forma que la función g es elemental y está definida en (a, b). Por
el teorema de continuidad de las funciones elementales concluimos que g es
continua en x0. Estudiemos ahora la continuidad en x0 = −2. Usando la
definición:
(i) Existe g(−2) = 3(−2)2 + 1 = 13.
(ii) Veamos si existe ĺım

x→−2
g(x) :

ĺım
x→−2−

g(x) = ĺım
x→−2−

(3x2 + 1) = 13,

ĺım
x→−2+

g(x) = ĺım
x→−2+

(−3x+ 7) = 13.

Es decir, existe ĺımx→−2 g(x) y es igual a 13.
(iii) ĺım

x→−2
g(x) = g(−2).

Por tanto, g también es continua en −2. Concluimos que la función g es
continua en R.

3. Sea x0 6= 0, entonces existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a x0

de tal forma que la función h es elemental y está definida en (a, b). Por
el teorema de continuidad de las funciones elementales concluimos que h
es continua en x0. Estudiemos ahora la continuidad en x0 = 0. Usando la
definición:
(i) Existe h(0) = 0.
(ii) Veamos si existe ĺım

x→0
h(x) :

ĺım
x→0−

h(x) = ĺım
x→0−

e1/x = e−∞ = 0,

ĺım
x→0+

h(x) = ĺım
x→0+

e1/x = e+∞ = +∞.
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Es decir, no existe ĺımx→0 h(x) y por tanto la función no es continua en 0.
Concluimos que la función h es continua exactamente en R− {0}.

4. Cuando x recorre el intervalo (0, 1), πx recorre el intervalo (0, π). Es decir,
sen πx 6= 0 en (0, 1). La función f es elemental y está definida en (0, 1), luego
es continua en éste intervalo. Usando sen ε ∼ ε cuando ε→ 0 :

ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

x2 − x
sen πx

= ĺım
x→0+

x2 − x
πx

= ĺım
x→0+

(
x

π
− 1

π

)
= − 1

π
.

Efectuando el cambio t = 1− x :

ĺım
x→1−

f(x) = ĺım
x→1−

x2 − x
sen πx

= ĺım
t→0+

t2 − t
sen (π − πt)

= ĺım
t→0+

t2 − t
sen πt

= − 1

π
.

Por tanto, se ha de definir f(0) = f(1) = − 1

π
para que f sea continua en

[0, 1].

5. La función valor absoluto está definida mediante:

f(x) =

{
x si x ≥ 0
−x si x < 0.

Sea x0 < 0, entonces existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a x0 de tal
forma que la función es f(x) = −x, es decir es elemental y está definida en
(a, b). Por el teorema de continuidad de las funciones elementales concluimos
que f es continua en x0. Análogo razonamiento si x0 > 0. Estudiemos ahora
la continuidad en x0 = 0. Usando la definición:

(i) Existe f(0) = 0.

(ii)Veamos si existe ĺımx→0 f(x)

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

−x = 0, ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

x = 0.

Es decir, existe ĺımx→0 f(x) y es igual a 0.

(iii) Se verifica ĺım
x→0

f(x) = f(0). La función también es continua en x0 = 0.

Podemos pues concluir que es continua en R.

6. Sea x0 ∈ R. Entonces:

ĺım
x→x0 (x∈Q)

f(x) = ĺım
x→x0 (x∈Q)

x = x0,

ĺım
x→x0 (x∈R−Q)

f(x) = ĺım
x→x0 (x∈R−Q)

−x = −x0.
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Para que exista ĺım
x→x0 (x∈R)

f(x) se ha de verificar x0 = −x0, que equivale

a x0 = 0. Además, en este caso f(0) = ĺım
x→0 (x∈R)

f(x). Concluimos que la

función f es continua exactamente en x = 0.

7. Sea x0 real tal que x0 6∈ Z, entonces existe n ∈ Z tal que x0 ∈ (n, n+ 1).
Por la definición de la función parte entera, f(x) = n para todo x ∈ (n, n+1).
La función f es por tanto continua en (n, n+ 1) (teorema de continuidad de
las funciones elementales), en consecuencia lo es en x0.Sea x0 real tal que
x0 ∈ Z. Por la definición de función parte entera, tenemos:

f(x) =

{
x0 − 1 si x ∈ [x0 − 1, x0)
x0 si x ∈ [x0, x0 + 1).

Entonces,

ĺım
x→x−0

f(x) = ĺım
x→x−0

(x0 − 1) = x0 − 1,

ĺım
x→x+0

f(x) = ĺım
x→x+0

(x0) = x0.

es decir, ĺım
x→x−0

f(x) 6= ĺım
x→x+0

f(x) lo cual implica que no existe ĺım
x→x0

f(x),

luego f no es continua en x0. Concluimos que f(x) = bxc es continua exac-
tamente en R− Z.

3.4. Continuidad en intervalos

1. Demostrar que la ecuación x3 + x2 − 9x+ 2 = 0 tiene al menos una ráız
mayor que 0 y menor que 1.
2. Demostrar que la ecuación x − cosx = 0 tiene al menos una solución en
el intervalo (0, π).
3. Sean a, b ∈ R tales que 0 < a < 1 y b > 0. Demostrar que la ecuación
x = a sen x+ b tiene al menos una ráız positiva menor o igual que a+ b.
4. Demostrar que toda ecuación polinómica real de grado impar tiene al
menos una ráız real.
5. Demostrar el teorema de Bolzano:
Sea f : [a, b] → R continua. Supongamos que f(a)f(b) < 0 (es decir, f(a)
y f(b) son no nulos y con distinto signo). Entonces, existe al menos un
c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0
6. Demostrar que la función f(x) = x3 + x2 − 3x + 2 toma el valor π en el
intervalo (1, 2).
7. Usando el teorema de Bolzano, demostrar el teorema de los valores inter-
medios para funciones continuas:
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Sea f : [a, b] → R uuna función continua. Sean x1, x2 dos puntos de [a, b]
tales que x1 < x2 y f(x1) 6= f(x2). Entonces, la función f toma todos los
valores comprendidos entre f(x1) y f(x2) al menos una vez en el intervalo
(x1, x2.)
8. Se considera la función f : [0, 1] → R dada por f(x) =

∣∣x3 + cosx
∣∣.

Demostrar que f alcanza en [0, 1] un máximo y un mı́nimo absolutos.

Solución. 1. La función f(x) = x3 + x2 − 9x + 2 es continua en [0, 1].
Además, f(0) = 2 > 0 y f(1) = −6 < 0. Por el teorema de Bolzano, existe
un c ∈ (0, 1) tal que f(c) = 0, o de forma equivalente: la ecuación dada tiene
al menos una ráız mayor que 0 y menor que 1.

2. La función f(x) = x − cosx es continua en R, por tanto lo es en [0, π].
Además, f(0) = −1 < 0 y f(π) = π + 1 > 0. Por el teorema de Bolzano,
existe un c ∈ (0, π) tal que f(c) = 0, o de forma equivalente: la ecuación
dada tiene al menos una ráız en (0, π).

3. La función f(x) = x − a sen x − b es continua en R, por tanto lo es en
[0, a+ b]. Además,

f(0) = −b < 0 , f(a+ b) = a(1− sen (a+ b)).

Si sen (a + b) = 1, entonces f(a + b) = 0 y a + b es la ráız pedida. Si
sen (a+ b) 6= 1, entonces sen (a+ b) < 1 y al ser 0 < a < 1 :

f(a+ b) = a(1− sen (a+ b)) > 0.

Por el teorema de Bolzano, existe un c ∈ (0, a + b) tal que f(c) = 0, y c es
la ráız pedida.

4. Sea f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 una función polinómica real
de grado n impar. Supongamos que an > 0. Entonces:

(i) ĺım
x→−∞

f(x) = ĺım
x→−∞

xn
(
an +

an−1

x
+ . . .+

a1

xn−1
+
a0

xn

)
= −∞.

(ii) ĺım
x→+∞

f(x) = ĺım
x→+∞

xn
(
an +

an−1

x
+ . . .+

a1

xn−1
+
a0

xn

)
= +∞.

Por las definiciones de estos ĺımites, deducimos de (i) que existe x1 ∈ R tal
que f(x) < 0 si x < x1 y de (ii), que existe x2 ∈ R tal que f(x) > 0 si
x > x2. Podemos por tanto elegir a, b reales con a < b tales que f(a) < 0 y
f(b) > 0. Dado que f es continua en [a, b], por el teorema de Bolzano existe
c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0. Es decir, la ecuación polinómica f(x) = 0 tiene
al menos una ráız real. Razonamiento análogo si an < 0.
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5. Supongamos que f(a) < 0 y f(b) > 0. Consideremos el conjunto:

A = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ 0}.

El conjunto A no es vaćıo pues a ∈ A y está acotado al estar contenido en
[a, b]. Por tanto, existe c = supA (axioma del extremo superior).

Es claro que a < c < b. Veamos que f(c) = 0. Como f es continua, si
f(c) > 0 existe un intervalo (c − δ, c + δ) tal que f(x) > 0 para todo x en
ése intervalo. En consecuencia, ningún punto de A puede estar a la derecha
de c − δ lo cual implica que c − δ es cota superior de A. Pero c − δ < c lo
cual contradice la definición de c.

Si f(c) < 0 existe un intervalo (c− δ, c+ δ) tal que f(x) < 0 para todo x en
ése intervalo. En consecuencia, f(x) < 0 para algún x > c. Esto contradice
el hecho de ser c cota superior de A.

Podemos pues concluir que f(c) = 0. El caso f(a) > 0 y f(b) < 0 se razona
de manera análoga considerando el conjunto A = {x ∈ [a, b] : f(x) ≥ 0} y
de nuevo c = supA.

6. La función f es continua en [1, 2]. Además f(1) = 1 + 1 − 3 + 2 = 1 y
f(2) = 8 + 4− 6 + 2 = 8. Dado que 1 < π < 8, por el teorema de los valores
intermedios para funciones continuas, existe c ∈ (1, 2) tal que f(c) = π

7. Supongamos f(x1) < f(x2) y sea k un número real tal que f(x1) < k <
f(x2). Definimos la función:

f : [x1, x2]→ R , g(x) = f(x)− k.

La función g es continua en [x1, x2]. Además:

g(x1) = f(x1)− k < 0 , g(x2) = f(x2)− k > 0.

Aplicando el teorema de Bolzano a g, deducimos que existe c ∈ (x1, x2)
tal que g(c) = f(c) − k = 0 o de forma equivalente, g(c) = k para algún
c ∈ (x1, x2). Si f(x1) < f(x2), se razona de manera análoga.

8. La función g(x) = x3 + cosx es elemental y está definida en [0, 1], en
consecuencia es continua en tal intervalo. Por otra parte, h : R → R dada
por h(x) = |x| es continua y además f = h ◦ g. Como la composición de
funciones continuas es continua, f es continua en [0, 1]. Por el teorema de
Weierstrass, f alcanza en [0, 1] un máximo y un mı́nimo absolutos.
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3.5. Continuidad uniforme

1. Demostrar que f : R → R dada por f(x) = 2x + 5 es uniformemente
continua.
2. Demostrar que la función f : R → R, f(x) = |x| es uniformemente
continua.
3. Demostrar que f : (0, 4) → R dada por f(x) = x2 es uniformemente
continua.
4. Sea I ⊂ R intervalo. Demostrar que si f : I → R es uniformemente
continua, entonces es continua.
5. Sea f : (0,+∞) → R dada por f(x) = x2. Demostrar que es continua
pero no uniformemente continua.
6. Demostrar el teorema de caracterización de la continuidad uniforme por
sucesiones:
Sea I ⊂ R intervalo y f : I → R una función. Entonces, f es uniformemente
continua si y sólo si para cualquier par de sucesiones (xn) e (yn) de puntos
de I tales que (xn − yn)→ 0 se verifica (f(xn)− f(yn))→ 0
7. Sea f : R→ R dada por f(x) = x3. Demostrar que no es uniformemente
continua usando el teorema de caracterización de la convergencia uniforme
por sucesiones.
8. Demostrar el teorema de Heine:
Sean a, b ∈ R con a < b y f : [a, b] → R una función continua. Entonces, f
es uniformemente continua.
9. Usando el teorema de Heine, demostrar que la función f : [0, 1]→ R dada
por f(x) =

√
x es uniformemente continua.

10. Demostrar que la función f(x) = senx es uniformemente continua en R.

Solución. 1. Sea ε > 0 y elijamos δ = ε/2. Entonces, si |x− y| < δ :

|f(x)− f(y)| = |2x+ 5− (2y + 5)| = 2 |x− y| < 2(ε/2) = ε.

2. Sea ε > 0 y elijamos δ = ε. Usando la conocida propiedad ||a| − |b|| ≤
|a− b| :

|x− y| < δ, x, y ∈ R⇒ ||x| − |y|| ≤ |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

3. Sea ε > 0 y elijamos δ = ε/8. Sean x, y ∈ (0, 4), entonces 0 < x + y < 8.
Si |x− y| < δ :

|f(x)− f(y)| =
∣∣x2 − y2

∣∣ = |x+ y| |x− y| < 8(ε/8) = ε.

4. Sea ε > 0 y x0 ∈ I fijo. Como f es uniformemente continua en I, existe
δ > 0 tal que si x ∈ I y |x− x0| < δ se verifica |f(x)− f(x0)| < ε . Esto
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implica que f es continua en x0 para todo x0 ∈ I, es decir f es continua en I.

5. La función f(x) = x2 es polinómica, por tanto continua en R y como con-
secuencia, en (0,+∞). Veamos que no es uniformemente continua. Tenemos
que demostrar que

∃ε > 0 : ∀δ > 0 ∃x, y ∈ (0,+∞) tal que
(
|x− y| < δ y

∣∣x2 − y2
∣∣ ≥ ε) .

Sea ε = 1. Elijamos δ > 0. Sean y = 1/δ, x = y + δ/2. Entonces |x − y| =
δ/2 < δ sin embargo

∣∣x2 − y2
∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

1

δ
+
δ

2

)2

−
(

1

δ

)2
∣∣∣∣∣ = 1 +

δ2

4
> 1 = ε.

6. Si f es uniformemente continua, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para
x, y ∈ I con |x− y| < δ se verifica |f(x)− f(y)| < ε. Si (xn−yn)→ 0, existe
n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces |xn − yn| < δ, luego |f(xn)− f(yn)| < ε.
Es decir, (f(xn)− f(yn))→ 0.

Rećıprocamente, si f no es uniformemente continua, existe ε0 > 0 tal que
para cada δ > 0 existen puntos x, y ∈ I (que dependen de δ) verificando
|x− y| < δ pero |f(x)− f(y)| ≥ ε0.
Si para cada n = 1, 2, . . . elegimos δ = 1/n, tenemos construidas un par de
sucesiones (xn) e (yn) de puntos de I tales que |xn − yn| < 1/n (y por tanto
(xn − yn) → 0) pero |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0 (y por tanto (f(xn)− f(yn)) no
tiende a 0).

7. Elijamos las sucesiones xn = n + 1/n e yn = n. Se verifica (xn − yn) =
(1/n)→ 0. Sin embargo

|f(xn)− f(yn)| =

∣∣∣∣∣
(
n+

1

n

)3

− n3

∣∣∣∣∣ = 3n+
3

n
+

1

n3
≥ 3 (∀n ≥ 1).

La sucesión f(xn)−f(yn) no tiene ĺımite 0, por tanto f no es uniformemente
continua.

8. Supongamos que f no es uniformemente continua. Entonces, existe un
ε0 > 0 y dos sucesiones (xn) e (yn) de puntos de [a, b] tales que (xn−yn)→ 0
y |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0 para todo n natural.

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, la sucesión (xn) tiene una subsuce-
sión (xnk) que converge a un punto x ∈ [a, b]. Puesto que (xn − yn) → 0
tenemos también (xnk − ynk)→ 0, luego (ynk)→ x.
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Como f es continua en x, se verifica (f(xnk))→ f(x) y también (f(ynk))→
f(x). Esto es una contradicción pues |f(xnk)− f(ynk)| ≥ ε0 para toto n
natural.

9. La función f(x) =
√
x es elemental y estás definida en [0, 1], luego es con-

tinua en [0, 1]. Por el teorema de Heine, también es uniformemente continua.

10. Sea ε > 0. Para todo x, y ∈ R,

|f(x)− f(y)| = |senx− senx| =
∣∣∣∣2 cos

x+ y

2
sen

x− y
2

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣sen
x− y

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣x− y2

∣∣∣∣ = |x− y| .

Entonces, eligiendo δ = ε

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ |x− y| < δ = ε.

3.6. Miscelánea de continuidad

1. Se considera la función definida por

f(x) =

{
2 cosx si x ≤ c

(ax+ b)2 si x > c.

Si b, c ∈ R son parámetros fijos, hallar los valores de a para los cuales f es
continua en c.
2. Sea f : (a, b) → R continua en x0 ∈ (a, b) y supongamos que f(x0) 6= 0.
Demostrar que existe un intervalo abierto (x0 − δ, x0 + δ) tal que en cada
punto de éste intervalo f(x) y f(x0) tienen el mismo signo.
3. Demostrar que la ecuación e−x + 2 = x tiene al menos una solución real.
4. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] que cumplen f(a) > g(a) y
f(b) < g(b). Demostrar que las gráficas de f y g se cortan.
5. Si α < β, probar que la ecuación

x2 + 1

x− α
+
x6 + 1

x− β
= 0

tiene al menos una solución en el intervalo (α, β).

6. Demostrar que la función f : (0,+∞) → R dada por f(x) =
1

x
no es

uniformemente continua.
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7. Sea I ⊂ R intervalo y f : R→ R una función. Supongamos que existe un
M > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y| ∀x, y ∈ S. (∗)

Demostrar que f es uniformemente continua en I.
Nota: A la condición (∗) se la llama condición de Lipschitz y a la correspon-
diente función, función Lipschitziana.
8. Sean f, g : R→ R dos funciones uniformemente continuas. Demostrar que
h = g ◦ f es uniformemente continua.

Solución. 1. (i) Existe f(c) = 2 cos c.
(ii) Tenemos:

ĺım
x→c+

f(x) = ĺım
x→c+

(ax+ b)2 = (ac+ b)2,

ĺım
x→c−

f(x) = ĺım
x→c−

2 cosx = 2 cos c,

luego f es continua si y sólo si

(ac+ b)2 = 2 cos c. (1)

Como (ac+ b)2 ≥ 0, necesariamente ha de ser cos c ≥ 0. Cumpliéndose ésta
condición:

(ac+ b)2 = 2 cos c⇔ a =

√
2 cos c− b

c
(si c 6= 0).

Si c = 0, la igualdad (1) se transforma en b2 = 2 cos 0 = 2, y para b = ±
√

2
la función es continua en c para todo a ∈ R.

2. Supongamos que f(x0) > 0. Como f es continua en x0, para todo ε > 0
existe un δ > 0 tal que:

x0 − δ < x < x0 + δ ⇒ f(x0)− ε < f(x) < f(x0) + ε. (1)

Elijamos ε = f(x0)/2, entonces (1) se transforma en:

x0 − δ < x < x0 + δ ⇒ f(x0)

2
< f(x) <

3f(x0)

2
,

lo cual implica que f(x) > 0 pues f(x0)/2 > 0. Es decir, f(x) y f(x0) tienen
el mismo signo en (x0 − δ, x0 + δ). Si f(x0) < 0 basta elegir ε = −f(x0)/2 y
razonar de manera análoga.

3. Consideremos la función f(x) = e−x + 2− x. Tenemos:

f(2) = e−2 =
1

e2
> 0 , f(3) = e−3 − 1 =

1

e3
− 1 < 0,
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y la función f es continua en [2, 3]. Por el teorema de Bolzano existe c ∈ (2, 3)
tal que f(c) = 0. Es decir, la ecuación dada tiene al menos una solución real.

4. Consideremos la función

h : [a, b]→ R , h(x) = f(x)− g(x).

La función h es continua en [a, b] por ser diferencia de continuas. Además

h(a) = f(a)− g(a) > 0 , h(b) = f(b)− g(b) < 0.

Como consecuencia del teorema de Bolzano, existe c ∈ (a, b) tal que h(c) =
f(c) − g(c) = 0. Es decir, f(c) = g(c) y por tanto las gráficas de f y g se
cortan.

5. Consideremos la función

f(x) =
x2 + 1

x− α
+
x6 + 1

x− β
.

Esta función es racional y está definida en el intervalo abierto (α, β), en
consecuencia es continua en dicho intervalo. Por otra parte

ĺım
x→α+

f(x) = +∞ , ĺım
x→β−

f(x) = −∞.

Por el teorema de los valores intermedios de las funciones continuas, existen
α1, β1 tales que α < α1 < β1 < β con f(α1) > 0 y f(β1) < 0.

Por el teorema de Bolzano, existe ξ ∈ [α1, β1] ⊂ (α, β) tal que f(ξ) = 0. Es
decir, la ecuación dada tiene al menos una solución en el intervalo (α, β).

6. Tenemos que demostrar que

∃ε > 0 : ∀δ > 0 ∃x, y ∈ (0,+∞) tal que

(
|x− y| < δ y

∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ ≥ ε) .
Sea ε = 1. Elijamos δ > 0. Sean y = mı́n{δ, 1}, x = y/2. Entonces |x− y| =
y/2 ≤ δ/2 < δ sin embargo∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

y/2
− 1

y

∣∣∣∣ =
1

y
≥ 1 = ε.

7. Sea ε > 0 y elijamos δ = ε/M . Sean x, y ∈ I, entonces:

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤M |x− y| < M(ε/M) = ε.

8. Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que |x′ − y′| < δ implica |g(x′)− g(y′)| <
ε. Entonces, existe η > 0 tal que |x− y| < η implica |f(x)− f(y)| < δ. Por
tanto, |x− y| < η implica |h(x)− h(y)| < ε.
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3.7. Funciones f -continuas

Sea f : R → R una función arbitraria. Diremos que una función g : R → R
es f -continua si g ◦ f es continua para todo x ∈ R.
1. Sea f(x) = x2. Estudiar si las funciones g1, g2 : R→ R definidas por

g1(x) =

{
0 si x ≤ 0
1 si x > 0,

g2(x) =

{
0 si x < 0
1 si x ≥ 0,

son f -continuas.
2. Determinar todas las funciones que son f -continuas si: a) f es constante
b) f(x) = x para todo x ∈ R.
3. Consideremos f(x) = ex. Estudiar razonadamente la veracidad o falsedad
de la siguiente afirmación: g es f -continua si, y sólo si g es continua en
(0,∞).
4. Consideremos ahora f(x) = sen x. Caracterizar las funciones g : R → R
que son f -continuas.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Determinemos la función g1 ◦ f y g2 ◦ f :

(g1 ◦ f)(x) = g1[f(x)] = g1(x2) =

{
0 si x = 0
1 si x 6= 0.

Claramente g1 ◦ f no es continua en x = 0, por tanto g1 no es f -continua.

(g2 ◦ f)(x) = g2[f(x)] = g2(x2) = 1.

La función g2 ◦ f es continua para todo x ∈ R, es decir g2 es f -continua.

2. a) Sea f(x) = k con k constante. Entonces, para toda función g se verifica
(g ◦ f)(x) = g[f(x)] = g(k), es decir g ◦ f es constante y por tanto continua.
En consecuencia todas las funciones g son f -continuas. b) Si f(x) = x para
todo x ∈ R :

g es f -continua⇔ (g ◦ f)(x) = g[f(x)] = g(x) es continua.

Es decir, las funciones f -continuas son en éste caso las continuas.

3. Veamos si se verifica la doble implicación: g es f -continua⇔ g es continua
en (0,∞).
⇒) El rango de la función f : R → R, f(x) = ex es (0,∞). Por hipótesis
g◦f : R→ R es continua y como consecuencia es continua g◦f considerando

la restricción R
f→(0,∞)

g→R, y llamemos h = g ◦ f a esta composición. La
inversa de la función f : R → (0,∞) es f−1 : (0,∞) → R, f−1(x) = log x.
Entonces
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g ◦ f = h⇒ g ◦ f ◦ f−1 = h ◦ f−1 ⇒ g ◦ I = h ◦ f−1 ⇒ g = h ◦ f−1.

Se deduce que g es continua en (0,∞) al ser composición de continuas.
⇐) Por hipótesis g es continua en (0,∞). Razonando como en la implicación

anterior tenemos R
f→(0,∞)

g→R, y la función g ◦ f es continua por ser la
composición de continuas, es decir g es f -continua. Hemos demostrado la
doble implicación, y por tanto la afirmación dada es verdadera.

4. Veamos que: g es f -continua ⇔ g es continua en [−1, 1]. Razonaremos de
manera análoga a la del apartado anterior.

⇒) Consideramos la restricción [−π/2, π/2]
f→[−1, 1]

g→R. Entonces

f−1 : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] , f−1(x) = arcsen x.

Llamemos h = g ◦ f (h es continua por hipótesis). Se verifica:

g ◦ f = h⇒ g ◦ f ◦ f−1 = h ◦ f−1 ⇒ g ◦ I = h ◦ f−1 ⇒ g = h ◦ f−1.

Se deduce que g es continua en [−1, 1] al ser composición de continuas.

⇐) Por hipótesis g es continua en [−1, 1]. Razonando como en la implicación

anterior tenemos R
f→[−1, 1]

g→R, y la función g ◦ f es continua por ser la
composición de continuas, es decir g es f -continua. Hemos demostrado pues
la doble implicación.
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Derivadas

4.1. Concepto de derivada

1. Si f(x) = x2, hallar f ′(4) usando la definición de derivada.
2. Si f(x) = x2, hallar f ′(x) usando la definición de derivada.
3. Si f(x) = x3, hallar f ′(x) usando la definición de derivada.

4. Si f(x) =
1

x
, hallar f ′(x) para todo x real no nulo, usando la definición

de derivada.
5. Si f(x) =

√
x, hallar f ′(x) para todo x real y positivo, usando la definición

de derivada.
6. Demostrar que si u es derivable en x y f(x) = ku(x) con k constante,
entonces f ′(x) = ku′(x). Es decir, la derivada de una constante por una
función es la constante por la derivada de la función.
7. Demostrar que si f es derivable en un punto x0 de (a, b), entonces es
continua en x0.
8. Sea f una función derivable en toda la recta real. Calcular:

L = ĺım
h→0

[f(x+ 3h)]2 − [f(x− h)]2

h
.

9. En un intervalo abierto (a, b) que contiene a x0 la función f verifica la
relación |f(x)− f(x0)| ≤ M(x − x0)2 con M > 0 real. Demostrar que f es
derivable en x0 con derivada nula.
10. Hallar logA, sabiendo que f es derivable en a, f(a) > 0 y

A = ĺım
n→+∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n
.

Solución. 1. Tenemos:

f ′(4) = ĺım
h→0

f(4 + h)− f(4)

h
= ĺım

h→0

(4 + h)2 − 42

h

53
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= ĺım
h→0

16 + 8h+ h2 − 16

h
= ĺım

h→0
(8 + h) = 8.

Por supuesto, podemos usar la definición alternativa:

f ′(4) = ĺım
x→x0

f(x)− f(4)

x− 4
= ĺım

x→x0

x2 − 42

x− 4

= ĺım
x→4

(x+ 4)(x− 4)

x− 4
= ĺım

x→4
(x+ 4) = 8.

2. Tenemos:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

(x+ h)2 − x2

h

= ĺım
h→0

x2 + 2xh+ h2 − x2

h
= ĺım

h→0
(2x+ h) = 2x.

3. Tenemos:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

(x+ h)3 − x3

h

= ĺım
h→0

x3 + 3x2h+ 3xh2 + h3 − x3

h
= ĺım

h→0
(3x2 + 3xh+ h2) = 3x2.

4. Tenemos:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

1
x+h −

1
x

h

= ĺım
h→0

x− x− h
h(x+ h)x

= ĺım
h→0

−1

(x+ h)x
= − 1

x2
.

5. Tenemos:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

√
x+ h−

√
x

h
.

Multiplicando numerador y denominador por
√
x+ h+

√
x :

f ′(x) = ĺım
h→0

x+ h− x
h(
√
x+ h+

√
x)

= ĺım
h→0

1√
x+ h+

√
x

=
1

2
√
x
.

6. Aplicando la definición de derivada y usando que el ĺımite de una constante
por una función es la constante por el ĺımite de la función:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

ku(x+ h)− ku(x)

h
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= k ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
= ku′(x).

7. Para todo x ∈ (a, b) con x 6= x0 se verifica:

f(x)− f(x0) =
f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0). (1)

Al ser f derivable en x0, existe y es finito:

f ′(x0) = ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Por tanto, tomando ĺımites en (1) :(
ĺım
x→x0

f(x)

)
− f(x0) = f ′(x0) · 0 = 0,

lo cual implica que ĺımx→x0 f(x) = f(x0), es decir f es continua en x0.

8. Podemos escribir:

L = ĺım
h→0

[f(x+ 3h) + f(x− h)] [f(x+ 3h)− f(x− h)]

h

=

(
ĺım
h→0

(f(x+ 3h) + f(x− h))

)(
ĺım
h→0

f(x+ 3h)− f(x− h)

h

)
.

Por ser f derivable, es continua y por tanto:

ĺım
h→0

(f(x+ 3h) + f(x− h)) = f(x) + f(x) = 2f(x).

Por otra parte,

f(x+ 3h)− f(x− h)

h
=
f(x+ 3h)− f(x) + f(x)− f(x− h)

h

= 3
f(x+ 3h)− f(x)

3h
+
f(x− h)− f(x)

−h
.

Efectuando los cambios k = 3h y s = −h :

ĺım
h→0

f(x+ 3h)− f(x)

h
= 3 ĺım

k→0

f(x+ k)− f(x)

k
+ ĺım
s→0

f(x+ s)− f(x)

s

= 3f ′(x) + f ′(x) = 4f ′(x).

Podemos pues concluir que L = 2f(x) · 4f ′(x) = 8f(x)f ′(x).
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9. Para todo x ∈ (a, b) con x 6= x0, y dado que (x− x0)2 = |x− x0|2 :

0 ≤
∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≤M |x− x0| .

Tomando ĺımites cuando x→ x0 :

0 ≤ ĺım
x→x0

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≤ 0,

lo cual implica que

f ′(x0) = ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= 0.

10. El ĺımite dado presenta una indeterminación del tipo 1+∞, por tanto
A = eλ, siendo:

λ = ĺım
n→+∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

− 1

)
n.

Ahora bien, logA = λ, es decir:

logA =
1

f(a)
ĺım

n→+∞

f
(
a+ 1

n

)
− f(a)

1
n

.

Si n→ +∞, entonces 1/n→ 0. Usando la definición de derivada:

logA =
1

f(a)
f ′(a) =

f ′(a)

f(a)
.

4.2. Álgebra de derivadas

1. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a, b). Supongamos
que u y v son derivables en x ∈ (a, b). Demostrar que u + v y u − v son
derivables en x y además

(u+ v)′(x) = u′(x) + v′(x), (u− v)′(x) = u(x)− v′(x).

2. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a, b). Supongamos
que u y v son derivables en x ∈ (a, b). Demostrar que u · v es derivable en x
y además

(u · v)′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

3. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a, b). Supongamos
que u y v son derivables en x ∈ (a, b) y que v(x) 6= 0. Demostrar que u/v es
derivable en x y además:(u

v

)′
(x) =

u′(x)v(x)− v′(x)u(x)

(v(x))2 .
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4. Sean u, v y w funciones derivables en el intervalo abierto (a, b). Demostrar
que uvw es derivable en (a, b) y además:

(uvw)′ = u′vw + uv′w + uvw′.

5. Demostrar que si u1, u2, . . . , un son funciones derivables en (a, b), entonces
el producto u1u2 · · ·un es derivable en (a, b) y además:

(u1u2 · · ·un)′ = u′1u2 · · ·un + u1u
′
2 · · ·un + . . .+ u1u2 · · ·u′n.

Solución. 1. Usando la definición de derivada y la de suma de funciones:

(u+ v)′(x) = ĺım
h→0

(u+ v)(x+ h)− (u+ v)(x)

h

= ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x) + v(x+ h)− v(x)

h
.

Usando que el ĺımite de la suma es la suma de los ĺımites si ambos ĺımites
existen:

(u+ v)′(x) = ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
+ ĺım
h→0

v(x+ h)− v(x)

h
= u′(x) + v′(x).

Análoga demostración para (u− v)′(x) = u′(x)− v′(x).

2. Usando la definición de derivada y la de producto de funciones:

(u · v)′(x) = ĺım
h→0

(u · v)(x+ h)− (u · v)(x)

h

= ĺım
h→0

u(x+ h)v(x+ h)− u(x)v(x)

h
.

Sumando y restando en el numerador u(x + h)v(x) y sacando factores co-
munes:

(u · v)′(x) = ĺım
h→0

v(x)[u(x+ h)− u(x)] + u(x+ h)[v(x+ h)− v(x)]

h

= v(x) ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
+

(
ĺım
h→0

u(x+ h)

)
ĺım
h→0

v(x+ h)− v(x)

h
.

Dado que u es continua en el punto x (por ser derivable en él), se verifica
ĺımh→0 u(x+ h) = u(x) y por tanto,

(u · v)′(x) = v(x)u′(x) + u(x)v′(x).
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3. Usando la definición de derivada y la de cociente de funciones:

f ′(x) = ĺım
h→0

u(x+ h)

v(x+ h)
− u(x)

v(x)

h

= ĺım
h→0

1

h

u(x+ h)v(x)− u(x)v(x+ h)

u(x)v(x+ h)

= ĺım
h→0

1

h

u(x+ h)v(x)− u(x)v(x)− u(x)v(x+ h) + u(x)v(x)

v(x)v(x+ h)

= ĺım
h→0

1

h

v(x) (u(x+ h)− u(x))− u(x) (v(x+ h)− v(x))

v(x)v(x+ h)

= ĺım
h→0

u(x+ h)− u(x)

h
v(x)− v(x+ h)− v(x)

h
u(x)

v(x)v(x+ h)
.

Dado que v es continua en el punto x (por ser derivable en él), se verifica
ĺımh→0 v(x+ h) = v(x) y por tanto,

f ′(x) =
u′(x)v(x)− v′(x)u(x)

(v(x))2 .

4. Usando que el producto de funciones derivables es derivable y la fórmula
de la derivada del producto de dos funciones:

(uvw)′ = ((uv)w)′ = (uv)′w + (uv)w′

= (u′v + uv′)w + uvw′ = u′vw + uv′w + uvw′.

5. Sabemos que si u1 y u2 son funciones derivables en (a, b), entonces u1u2

es derivable en (a, b) y además (u1u2)′ = u′1u2 +u1u
′
2. Es decir, la propiedad

es cierta para n = 2.

Sea cierta para n y sean u1, u2, . . . , un, un+1 derivables en (a, b). Enton-
ces, el producto u1u2 · · ·unun+1 es derivable en (a, b) pues es el producto
(u1u2 · · ·un)un+1 de dos funciones derivables. Además:

(u1u2 · · ·unun+1)′ = ((u1u2 · · ·un)un+1)′

= (u1u2 · · ·un)′ un+1 + (u1u2 · · ·un)u′n+1

=
(
u′1u2 · · ·un + u1u

′
2 · · ·un + . . .+ u1u2 · · ·u′n

)
un+1 + u1u2 · · ·unu′n+1

= u′1u2 · · ·unun+1 + u1u
′
2 · · ·unun+1

+ . . .+ u1u2 · · ·u′nun+1 + u1u2 · · ·unu′n+1.

Es decir, la propiedad es cierta para n+ 1.
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4.3. Derivación de funciones algebraicas

1. Demostrar que si f(x) = k es función constante, entonces f ′(x) = 0 para
todo x ∈ R.
2. Demostrar que si f(x) = x, entonces f ′(x) = 1 para todo x ∈ R.
3. Demostrar que si f(x) = xn con n entero positivo, entonces f ′(x) = nxn−1

para todo x ∈ R.
4. Usando conocidos teoremas de derivación, hallar las derivadas de las fun-
ciones polinómicas: (a) f(x) = x7. (b) g(x) = 8x5. (c) h(x) = 4x5 − 6x4 +
3x2 + 6x− 11.
5. Usando la fórmula de la derivada de un cociente, calcular las deriva-

das de las funciones racionales: (i) f(x) =
a+ bx

c+ dx
(a, b, c, d constantes).

(ii) g(x) =
3x+ 5

x2 − 4x+ 3
.

6. Hallar y′ siendo:

(a) y = 3
3
√
x2 − 2

√
x5 +

1

x3
. (b) y =

1−
√
x

1 +
√
x
. (c) y = 4x6

√
5x3.

Solución. 1. Aplicando la definición de derivada:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

k − k
h

= ĺım
h→0

0

h
= ĺım

h→0
0 = 0.

2. Aplicando la definición de derivada:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

x+ h− x
h

= ĺım
h→0

h

h
= ĺım

h→0
1 = 1.

3. Aplicando la definición de derivada:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

(x+ h)n − xn

h
.

Usando la fórmula del binomio de Newton:

f ′(x) = ĺım
h→0

(
n
0

)
xn +

(
n
1

)
xn−1h+

(
n
2

)
xn−1h2 + . . .+

(
n
n

)
hn − xn

h
=

ĺım
h→0

((
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−1h2 + . . .+

(
n

n

)
hn−1

)
=

(
n

1

)
xn−1 = nxn−1.

4. (a) Usando (xn)′ = nxn−1, tenemos f ′(x) = 7x6.

(b) Usando (ku(x))′ = ku′(x) si k constante: g′(x) = 8(5x4) = 40x4.
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(c) Usando que la derivada de la suma (diferencia) es la suma (diferencia)
de las derivadas, h′(x) = 20x4 − 24x3 + 6x+ 6.

5. (i) f ′(x) =
b(c+ dx)− d(a+ bx)

(c+ dx)2
=

bc− ad
(c+ dx)2

.

(ii) g′(x) =
3(x2 − 4x+ 3)− (2x− 4)(3x+ 5)

(x2 − 4x+ 3)2
=
−3x2 − 10x+ 29

(x2 − 4x+ 3)2
.

6. (a) Podemos escribir y = 3x2/3 − 2x5/2 + x−3. Por tanto:

y′ = 2x−1/3 − 5x3/2 − 3x−4 =
2
3
√
x
− 5x

√
x− 3

x4
.

(b) y′ =

− 1

2
√
x

(1 +
√
x)− 1

2
√
x

(1−
√
x)

(1 +
√
x)2

=

1√
x

(1 +
√
x)2

=
1√

x(1 +
√
x)2

.

(c) Podemos escribir y = 4x6
√

5x3/2 = 4
√

5x15/2, por tanto:

y′ = 30
√

5x13/2 = 30
√

5
√
x13 = 30

√
5x6√x.

4.4. Derivación de funciones trigonométricas y cir-
culares inversas

1. Hallar y′ siendo:

(a) y = a cosx+ b senx. (b) y =
senx+ cosx

senx− cosx
. (c) y = x tanx.

2. Hallar:

(a)
d

dx
(x arcsenx). (b)

d

dx
(cotx− tanx). (c)

d

dt

(
(t2 − 2) cos t− 2t sen t

)
.

3. Demostrar que:

(a)
d

dx
(tanx) =

1

cos2 x
. (b)

d

dx
(cotx) = − 1

sen2 x
.

4. Hallar
d

dx
(cscx) y

d

dx
(secx).

5. Demostrar que si f(x) = senx, entonces f ′(x) = cosx.
6. Demostrar que si f(x) = cosx, entonces f ′(x) = − senx.

Solución. 1. (a) y′ = −a senx+ b cosx.
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(b) y′ =
(cosx− senx)(senx− cosx)− (cosx+ senx)(senx+ cosx)

(senx− cosx)2

=
− sen2 x− cos2 x+ 2 senx cosx− sen2 x− cos2 x− 2 senx cosx

(senx− cosx)2

=
−1− 1

(senx− cosx)2
=

−2

(senx− cosx)2
.

(c) y′ = 1 tanx+ x
1

cos2 x
=

senx

cosx
+

x

cos2 x
=

senx cosx+ x

cos2 x
.

2. (a)
d

dx
(x arcsenx) = 1 · arcsenx+ x

1√
1− x2

= arcsenx+
x√

1− x2
.

(b)
d

dx
(cotx−tanx) = − 1

sen2 x
− 1

cos2 x
=
− sen2 x− cos2 x

sen2 x cos2 x
=

−1

(sen 2x/2)2
=

− 4

sen2 2x
.

(c)
d

dt

(
(t2 − 2) cos t− 2t sen t

)
= 2t cos t+(t2−2)(− sen t)−2 sen t−2t cos t =

−t2 sen t.

3. (a) Por definición de función tangente, tanx =
senx

cosx
. Usando la fórmula

de la derivada de un cociente con cosx 6= 0 :

d

dx

(senx

cosx

)
=

cosx cosx− (− senx) senx

cos2 x
=

cos2 x+ sen2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

(b) Por definición de función cotangente, cotx =
cosx

senx
. Usando la fórmula

de la derivada de un cociente con senx 6= 0 :

d

dx

( cosx

senx

)
=
− senx senx− cosx cosx

sen2 x
=
− sen2 x− cos2 x

sen2 x
= − 1

sen2 x
.

4. Usando las definiciones de las funciones cosecante, secante y la fórmula
de la derivada de un cociente:

d

dx
(cscx) =

d

dx

(
1

senx

)
=
− cosx

sen2 x
= − cotx cscx.

d

dx
(secx) =

d

dx

(
1

cosx

)
=

senx

cos2 x
= tanx secx.

5. Aplicando la definición de derivada y la fórmula del seno de la suma:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= ĺım

h→0

sen(x+ h)− senx

h

= ĺım
h→0

senx cosh+ cosx senh− senx

h
= ĺım

h→0

senx(cosh− 1) + cosx senh

h
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= senx ĺım
h→0

cosh− 1

h
+ cosx ĺım

h→0

senh

h
. (1)

Usando cosα− cosβ = −2 sen
α+ β

2
sen

α− β
2

con α = h y β = 0 :

ĺım
h→0

cosh− 1

h
= ĺım

h→0

−2 sen h
2 sen h

2

h
= − ĺım

h→0
sen

h

2
· ĺım
h→0

sen h
2

h/2
.

Usando que la función seno es continua y que ĺımt→0(sen t/t) = 1 :

ĺım
h→0

cosh− 1

h
= −(0 · 1) = 0, ĺım

h→0

senh

h
= 1.

Sustituyendo en (1) :

f ′(x) = (senx) · 0 + (cosx) · 1 = cosx.

6. Se verifica f(x) = cosx = sen(π/2− x). Usando la regla de la cadena

f ′(x) = − cos(π/2− x) = − senx.

4.5. Derivación de funciones exponenciales y lo-
gaŕıtmicas

1. Calcular las derivadas de las funciones:

(a) y = (x2 − 6x+ 5)ex. (b) y = ex senx. (c) y =
7x

x2
.

2. Calcular las derivadas de las funciones:

(a) y = (x3 − 5) log x. (b) y = (log5 x) cosx. (c) y =
3x2

log x
.

3. Demostrar que si a > 0, se verifica para todo x > 0:

d

dx
loga x =

1

x
loga e.

Solución. 1. (a) y′ = (2x− 6)ex + (x2 − 6x+ 5)ex = (x2 − 4x− 1)ex.

(b) y′ = ex senx+ ex cosx = ex(senx+ cosx).

(c) y′ =
x27x log 7− 2x7x

x4
=

(x2 log 7− 2x)7x

x4
.

2. (a) y′ = 3x2 log x+ (x3 − 5)
1

x
.

(b) y′ =

(
1

x
log5 e

)
cosx+ (log5 x)(− senx) =

log5 e(cosx− x senx)

x
.
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(c) y′ =
6x log x− 1

x
3x2

log2 x
=

6x2 log x− 3x2

x log2 x
.

3. Usando la definición de definición de derivada:

d

dx
loga x = ĺım

h→0

loga(x+ h)− loga x

h
.

Usando conocidas propiedades de los logaritmos:

d

dx
loga x = ĺım

h→0
loga

(
x+ h

x

) 1
h

= ĺım
h→0

loga

(
1 +

h

x

) 1
h

.

Podemos escribir:

d

dx
loga x = ĺım

h→0
loga

[(
1 +

1
x
h

) x
h

] 1
x

=
1

x
ĺım
h→0

loga

(
1 +

1
x
h

) x
h

=
1

x
loga

[
ĺım
h→0

(
1 +

1
x
h

) x
h

]
.

Cuando h → 0+,
x

h
→ +∞. Efectuando el cambio de variable t =

x

h
y por

la definición del número e :

ĺım
h→0

(
1 +

1
x
h

) x
h

= ĺım
t→+∞

(
1 +

1

t

)t
= e.

Queda por tanto
d

dx
loga x =

1

x
loga e.

4.6. Derivación de funciones hiperbólicas

1. Hallar las derivadas de las funciones:

(a) y = 2x senhx. (b) y =
3x2

coshx
. (c) y = x− tanhx.

2. Demostrar que:

d

dx
senhx = coshx,

d

dx
coshx = senhx,

d

dx
tanhx = sech2 x.

3. Calcular:

(a)
d

dx
cschx. (b)

d

dx
sechx. (c)

d

dx
cothx.



64 4.7 Derivación de funciones hiperbólicas inversas

Solución. 1. (a) y′ = 2 senhx+ 2x coshx = 2(senhx+ x coshx).

(b) y′ =
6x coshx− 3x2 senhx

cosh2 x
=

3(2x coshx− 3x2 senhx)

cosh2 x
.

(c) y′ = 1− sech2 x = 1− 1

cosh2 x
=

cosh2 x− 1

cosh2 x
=

senh2 x

cosh2 x
= tanh2 x.

2.
d

dx
senhx =

d

dx

(
1

2
(ex − e−x)

)
=

1

2

d

dx

(
ex − 1

ex

)
=

1

2

(
ex − −e

x

e2x

)
=

1

2
(ex + e−x) = coshx.

d

dx
coshx =

d

dx

(
1

2
(ex + e−x)

)
=

1

2

d

dx

(
ex +

1

ex

)
=

1

2

(
ex +

−ex

e2x

)
=

1

2
(ex − e−x) = senhx.

Nota. Se pueden acortar algo las demostraciones anteriores usando el teore-
ma de derivación de funciones compuestas.

d

dx
tanhx =

d

dx

(
senhx

coshx

)
=

coshx coshx− senhx senhx

cosh2 x

=
cosh2 x− senh2 x

cosh2 x
=

1

cosh2 x
= sech2 x.

3. (a)
d

dx
cschx =

d

dx

(
1

senhx

)
=
− coshx

senh2 x
= − cothx cschx.

(b)
d

dx
sechx =

d

dx

(
1

coshx

)
=
− senhx

cosh2 x
= − tanhx sechx.

(c)
d

dx
cothx =

d

dx

(
coshx

senhx

)
=

senhx senhx− coshx coshx

senh2 x

=
senh2 x− cosh2 x

senh2 x
=

−1

senh2 x
= − csch2 x.

4.7. Derivación de funciones hiperbólicas inversas

1. Calcular f ′(x), siendo f(x) = arthx− arctanx.

2. Calcular y′, siendo y =
archx

x
.

3. Calcular
d

dx
(arsenx arshx) .

Solución. 1. f ′(x) =
1

1− x2
− 1

1 + x2
=

1 + x2 − 1 + x2

(1− x2)(1 + x2)
=

2x2

(1− x2)(1 + x2)
.
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2. y′ =

1√
x2 − 1

x− archx

x2
=
x−
√
x2 − 1 archx

x2
√
x2 − 1

.

3.
d

dx
(arsenx arshx) =

1√
1− x2

arshx+
1√

x2 + 1
arsenx.

4.8. Derivación de funciones compuestas, regla de
la cadena

1. Calcular y′ siendo:

(a) y = (x3 + 5x2 + 1)8. (b) y = tg7 x. (c) y = arctan(log x).

2. Calcular f ′(x) siendo:

(a) f(x) = 3cosx. (b) f(x) =

(
1 + log x

1− log x

)4

. (c) f(x) = 3
√

(x+ senx)2.

3. Si f(x) = x3 + 3x2 + 2 y g(x) = x6 + 4, calcular h′(1) siendo h = f ◦ g.
4. Sea f una función derivable en R. Demostrar que si f es par, entonces f ′

es impar y que si f es impar, entonces f ′ es par.
5. Si f(ex) = log

√
x y g(x) = f(x2 + 2), calcular g′(2).

6. Una función f positiva y derivable en R cumple f(cosx) =
1

f(senx)
.

Hallar f ′(0).

Solución. 1. (a) y′ = 8(x3 + 5x2 + 1)7(3x2 + 10x).

(b) y′ = 7
(
tg6 x

)
sec2 x.

(c) y′ =
1

1 + log2 x

1

x
=

1

x(1 + log2 x)
.

2. (a) f ′(x) = − (3cosx log 3) (senx).

(b) f ′(x) = 4

(
1 + log x

1− log x

)3
1

x
(1− log x) +

1

x
(1 + log x)

(1− log x)2

= 8

(
1 + log x

1− log x

)3 1

x(1− log x)2
.

(c) Podemos expresar f(x) = (x+ senx)2/3, por tanto:

f ′(x) =
2

3
(x+ senx)−1/3(1 + cosx) =

2

3

1 + cosx
3
√
x+ senx

.
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3. Por la regla de la cadena, h′(1) = (f ◦ g)′ (1) = f ′ (g(1)) g′(1). Tenemos
que g(1) = 5, f ′(x) = 3x2 + 6x y g′(x) = 6x5. Por tanto,

h′(1) = f ′ (5) g′(1) = 105 · 6 = 630.

4. Si f es par, entonces f(−x) = f(x) para todo x ∈ R. Derivando y usando
la regla de la cadena, f ′(−x)(−1) = f ′(x). Es decir, f ′(−x) = −f ′(x) para
todo x ∈ R lo cual implica que f ′ es impar.

Si f es impar, entonces f(−x) = −f(x) para todo x ∈ R. Derivando y usan-
do la regla de la cadena, f ′(−x)(−1) = −f ′(x). Es decir, f ′(−x) = f ′(x)
para todo x ∈ R lo cual implica que f ′ es par.

5. Aplicando la regla de la cadena g′(x) = 2xf ′(x2 +2). Para x = 2, tenemos
g′(2) = 4f ′(6). De nuevo, aplicando la regla de la cadena,

exf ′(ex) =
1√
x

1

2
√
x

=
1

2x
. (1)

Ahora bien, ex = 6 equivale a x = log 6. Sustituyendo en (1) :

6f ′(6) =
1

2 log 6
⇒ f ′(6) =

1

12 log 6
⇒ g′(2) =

4

12 log 6
=

1

3 log 6
.

6. Dado que f es positiva (el denominador nunca se anula), la relación dada
equivale a f(cosx)f(senx) = 1. Derivando y usando la regla de la cadena:

f ′(cosx)(− senx)f(senx) + f(cosx)f ′(senx)(cosx) = 0.

Sustituyendo x por 0 :

f ′(1) · 0 · f(0) + f(1) · f ′(0) · 1 = 0.

Queda f(1)f ′(0) = 0. Ahora bien, por hipótesis f(1) 6= 0 y por tanto f ′(0) =
0.

4.9. Derivación por fórmulas

1. Hallar la derivada de f(x) = arc cos
1− x2

1 + x2
.

2. Hallar la derivada de f(x) = log

√
tg x+ 1

tg x− 1
.

3. Hallar la derivada de f(x) = senh
(
x
√
x
√
x
)
.
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4. Calcular las derivadas de: (a) f(x) = arsh
x2

a2
. (b) g(x) = arth

2x

x2 + 1
.

5. Demostrar las fórmulas de derivación de las funciones hiperbólicas inver-
sas, es decir:

d

dx
arshx =

1√
x2 + 1

,
d

dx
arch x =

1√
x2 − 1

,
d

dx
arth x =

1

1− x2
.

6. Demostrar que
d

dx

(
log

√
1 + senx

1− senx

)
= secx.

7. Calcular la derivada de y =
x

2

√
x2 + a+

a

2
log
(
x+
√
x2 + a

)
.

8. Calcular f ′(4) siendo f(x) =

√√
x+

1√
x
.

9. Siendo f(x) = log (log(senx)) , calcular f ′(π/4).

Solución. 1. f ′(x) =
−1√

1−
(

1− x2

1 + x2

)2

−2x(1 + x2)− 2x(1− x2)

(1 + x2)2

=
−1√

(1 + x2)2 − (1− x2)2

(1 + x2)2

−4x

(1 + x2)2
=

4x√
4x2(1 + x2)

=
2

1 + x2
.

2. f ′(x) =
d

dx

(
1

2
(log(tg x+ 1)− log(tg x− 1))

)
=

1

2

(
1 + tg2 x

tg x+ 1
− 1 + tg2 x

tg x− 1

)
=

1

2

tg x+ tg3 x− 1− tg2 x− tg x− 1− tg3 x− tg2 x

tg2 x− 1
=

1 + tg2 x

1− tg2 x

=
cos2 x+ sen2 x

cos2 x− sen2 x
=

1

cos 2x
.

3. Podemos escribir f(x) = senh
(
xx1/2x1/4

)
= senhx7/4, por tanto:

f ′(x) =
(
coshx7/4

) 7

4
x3/4 =

7

4
4
√
x3 coshx7/4 =

7

4

√
x
√
x cosh

(
x
√
x
√
x
)
.

4. (a) f ′(x) =
1√

1 +

(
x2

a2

)2

2x

a2
=

1√
a4 + x4

a4

2x

a2
=

a2

√
a2 + x4

2x

a2
=

2x√
a2 + x4

.

(b) g′(x) =
1

1−
(

2x

x2 + 1

)2

2(x2 + 1)− 2x(2x)

(x2 + 1)2
=

1

(x2 + 1)2 − 4x2

(x2 + 1)2

−2x2 + 2

(x2 + 1)2

=
2(1− x2)

x4 − 2x2 + 1
=

2(1− x2)

(x2 − 1)2
=

2(1− x2)

(1− x2)2
=

2

1− x2.
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5.
d

dx
arshx =

d

dx
log
(
x+
√
x2 + 1

)
=

1 +
2x

2
√
x2 + 1

x+
√
x2 + 1

=

√
x2 + 1 + x

√
x2 + 1

(
x+
√
x2 + 1

) =
1√

x2 + 1
.

d

dx
archx =

d

dx
log
(
x+
√
x2 − 1

)
=

1 +
2x

2
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

=

√
x2 − 1 + x

√
x2 − 1

(
x+
√
x2 − 1

) =
1√

x2 − 1
.

d

dx
arthx =

d

dx

(
1

2
log

1 + x

1− x

)
=

1

2

d

dx
(log(1 + x)− log(1− x))

=
1

2

(
1

1 + x
+

1

1− x

)
=

1

2

2

1− x2
=

1

1− x2
.

6.
d

dx

(
log

√
1 + senx

1− senx

)
=

d

dx

(
1

2
(log(1 + senx)− log(1− senx))

)
=

1

2

(
cosx

1 + senx
+

cosx

1− senx

)
=

1

2

2 cosx

1− sen2 x
=

cosx

cos2 x
=

1

cosx
= secx

7.

y′ =
1

2

√
x2 + a+

x

2

2x

2
√
x2 + a

+
a

2

1

x+
√
x2 + a

(
1 +

2x

2
√
x2 + a

)

=

√
x2 + a

2
+

x2

2
√
x2 + a

+
a

2

1

x+
√
x2 + a

√
x2 + a+ x√
x2 + a

=

√
x2 + a

2
+

x2

2
√
x2 + a

+
a

2
√
x2 + a

=

√
x2 + a

2
+

x2 + a

2
√
x2 + a

=

√
x2 + a

2
+

√
x2 + a

2
=
√
x2 + a.

8.

f ′(x) =
1

2

√√
x+

1√
x

 1

2
√
x

+

− 1

2
√
x

x

 .

f ′(4) =
1

2

√
2 +

1

2

(
1

4
− 1

16

)
=

1

2

√
5

2

3

16
=

3
√

2

8
√

5
=

3
√

10

40
.
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9. f ′(x) =
1

log senx

cosx

senx
⇒ f ′(π/4) =

1

log

√
2

2

√
2

2√
2

2

=
1

log

√
2

2

.

4.10. Teorema de la función inversa

1. Hallar
(
f−1

)′
(9) siendo f(x) = x3 + 1.

2. Hallar
(
f−1

)′
(16), siendo f(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 10.

3. Hallar
(
f−1

)′
(2), siendo f(x) = 3

√
x3 + 5x+ 2.

4. Siendo f(x− 2) = x3 + 1 y g(x) = f(arctanx), calcular
(
g−1
)′

(9).
5. Usando el teorema de la derivada de la función inversa, deducir la fórmula
de la derivada de la función arcoseno.
6. Usando el teorema de la derivada de la función inversa, deducir la fórmula
de la derivada de la función exponencial.
7. Deducir una fórmula para

(
f−1

)′′
(x). Como aplicación, calcular

(
p−1
)′′

(0)
siendo p(x) = 2x+ 7x2 + 10x3.

Solución. Recordamos el teorema de la función inversa:

Sea f una función definida en el intervalo abierto (a, b) y x0 ∈ (a, b). Supon-
gamos que se verifica:
1) f ′ existe y es continua en (a, b).
2) f ′(x0) 6= 0.
Entonces, existe un intervalo abierto I ⊂ (a, b) que contiene a x0 y un in-
tervalo abierto J que contiene a y0 = f(x0) tal que la función f : I → J
es biyectiva. Además, la función inversa f−1 : J → I es derivable en J con
derivada continua, y se verifica:

(
f−1

)′
(y) =

1

f ′(y)
si y = f(x).

1. Tenemos f ′(x) = 3x2, luego f es derivable en todo R con derivada conti-
nua. Hallemos f−1(9) :

x0 = f−1(9)⇔ f(x0) = 9⇔ x3
0 + 1 = 9⇔ x0 = 2.

Pero f ′(2) = 12 6= 0 con lo cual se verifican todas las hipótesis del teorema
de la función inversa. Tenemos:(

f−1
)′

(9) =
1

f ′(2)
=

1

12
.
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Nota. Podŕıamos haber hallado de otra manera
(
f−1

)′
(9). Despejando x en

y = x3 +1, obtenemos x = 3
√
y − 1 y por tanto f−1(x) = 3

√
x− 1. Derivando

y sustituyendo x por 9 :

(
f−1

)′
(x) =

1

3 3
√

(x− 1)2
,
(
f−1

)′
(9) =

1

3
3
√

82
=

1

12
.

Sin embargo, hay que hacer notar que no siempre va a ser posible encontrar
una expresión para f−1 como en este caso.

2. Tenemos f ′(x) = 3x2 +4x+3, luego f es derivable en todo R con derivada
continua. Hallemos f−1(16) :

x0 = f−1(16)⇔ f(x0) = 16⇔ x3
0 + 2x2

0 + 3x0 + 10 = 16.

Queda la ecuación x3
0 + 2x2

0 + 3x0 − 6 = 0. Según sabemos, las únicas po-
sibles ráıces enteras han de ser divisores de −6, es decir ±1, ±2, ±3 o ±6.
Sustituyendo, verificamos que una ráız es x0 = 1. Usando la regla de Ruffini
la ecuación se transforma en (x0 − 1)(x2

0 + 3x0 + 6) = 0.

Como x2
0 + 3x0 + 6 = 0 no tiene soluciones reales, f−1(16) = 1. Ahora bien,

f ′(1) = 3 · 12 + 4 · 1 + 3 = 10 6= 0. Por el teorema de la función inversa:

(
f−1

)′
(16) =

1

f ′(1)
=

1

10
.

3. Hallemos f−1(2) :

x0 = f−1(2)⇔ f(x0) = 2⇔ 3

√
x3

0 + 5x0 + 2 = 2.

Elevando al cubo obtenemos x3
0 + 5x0− 6 = 0. Una ráız es x0 = 1, y usando

la regla de Ruffini, (x0 − 1)(x2
0 + x0 + 1) = 0.

Pero x2
0 + x0 + 1 = 0 no tiene soluciones reales, en consecuencia f−1(2) = 1.

Ahora bien,

f ′(x) =
3x2 + 5

3 3
√

(x3 + 5x+ 2)2
, f ′(1) =

8

3
3
√

82
=

2

3
6= 0.

En un entorno de 1, f es derivable con derivada continua. Por el teorema de
la función inversa: (

f−1
)′

(1) =
1

f ′(1)
=

1

2/3
=

3

2
.
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4. Llamando t = x − 2, queda f(t) = (2 + t)3 + 1 y f ′(t) = 3(t + 2)2. Por
otra parte,

g(x) = f(arctanx) = (2 + arctanx)3 + 1,

g′(x) = 3(2 + arctanx)2 1

1 + x2
. (1)

Hallemos g−1(9). Tenemos:

g−1(9) = x0 ⇔ g(x0) = 9⇔ (2 + arctanx0)3 + 1 = 9

⇔ 2 + arctanx0 = 2⇔ arctanx0 = 0⇔ x0 = 0.

Usando (1), g′(0) = 12. Claramente se verifican las hipótesis del teorema de
la función inversa en el punto (0, 9), en consecuencia:(

g−1
)′

(9) =
1

g′ [g−1(9)]
=

1

g′ (0)
=

1

12
.

5. Consideremos la función biyectiva:

f :
(
−π

2
,
π

2

)
→ (−1, 1), f(x) = senx.

Su derivada f ′(x) = cosx es continua y además, f ′(x) 6= 0 para todo x ∈
(−π/2, π/2). Llamemos x = sen y. Entonces,(

f−1
)′

(x) =
1

f ′ [f−1(x)]
=

1

f ′(y)
=

1

cos y
=

1√
1− sen2 y

=
1√

1− x2
.

Pero f−1(x) es la inversa de la función f(x) = senx, es decir f−1(x) =
arcsenx. En consecuencia:

d

dx
(arcsenx) =

1√
1− x2

(−1 < x < 1).

Nota. Para x = ±1 la derivada del arcoseno es infinita.

6. Consideremos la función biyectiva:

f : (0,+∞)→ R, f(x) = loga x (a > 0, a 6= 1).

Su derivada f ′(x) =
1

x
loga e es continua para todo x > 0 y además, f ′(x) 6= 0

para todo x ∈ (0,+∞). Llamemos x = loga y. Entonces,(
f−1

)′
(x) =

1

f ′ [f−1(x)]
=

1

f ′(y)
=

1
1

y
loga e

=
1

1

ax
loga e

= ax log a.
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En la última igualdad hemos usado la fórmula del cambio de base de los
logaritmos. Pero f−1(x) es la inversa de la función f(x) = loga x, es decir
f−1(x) = ax. En consecuencia:

d

dx
ax = ax log a (x ∈ R).

7. Según el teorema de la función inversa:
(
f−1

)′
(x) =

1

f ′ (f−1(x))
. Deri-

vando el cociente anterior:

(
f−1

)′′
(x) =

−f ′′
(
f−1(x)

) 1

f ′ (f−1(x))

(f ′ (f−1(x)))2 = −
f ′′
(
f−1(x)

)
(f ′ (f−1(x)))3 .

Para la función dada queda:
(
p−1
)′′

(0) = −
p′′
(
p−1(0)

)
(p′ (p−1(0)))3 . Calculemos x0 =

p−1(0). Tenemos:

x0 = p−1(0)⇔ p(x0) = 0⇔ 2x0 + 7x2
0 + 10x3

0 = 0.

La ecuación anterior equivale a x0

(
2 + 7x0 + 10x2

0

)
= 0 que proporciona la

única solución x0 = 0, en consecuencia
(
p−1
)′′

(0) = − p′′ (0)

(p′ (0))3 . Ahora bien,

p′(x) = 2 + 14x+ 30x2, p′′(x) = 14 + 60x⇒ p′(0) = 2, p′′(0) = 14.

Por tanto, la derivada pedida es:(
p−1
)′′

(0) = −14

23
= −7

4
.

4.11. Derivada de (g ◦ f−1)′(6)

Hallar (g ◦ f−1)′(6), siendo:

f(x) = x3 + 2x2 + 3x , g(x) =
x3 + 6x2 + 9x+ 5

x4 + 1
.

(Propuesto en examen de prueba numérica, Cálculo, ETS de Ing.
Industriales, UPM).

Solución. Usando los teoremas de la derivada de la función compuesta e
inversa:

(g ◦ f−1)′(6) = g′[f−1(6)] · (f−1)′(6) = g′[f−1(6)] · 1

f ′(f−1(6))
.
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Determinemos f−1(6). Usando la definición de imagen inversa:

f−1(6) = x0 ⇔ f(x0) = 6⇔ x3
0 + 2x2

0 + 3x0 = 6.

La ecuación x3
0 + 2x2

0 + 3x0 − 6 = 0, tiene la ráız x0 = 1, y factorizando
obtenemos x3

0 + 2x2
0 + 3x0 − 6 = (x − 1)(x2

0 + 3x0 + 6) = 0. La ecuación
x2

0 +3x0 +6 = 0 no tiene soluciones reales, por tanto f−1(6) = 1. Derivemos
las funciones f y g :

f ′(x) = 3x2 + 4x+ 3,

g′(x) =
(3x2 + 12x+ 9)(x4 + 1)− 4x3(x3 + 6x2 + 9x+ 5)

(x4 + 1)2
.

Sustituyendo x = 1 obtenemos f ′(1) = 1, g′(1) = −9. Por tanto:

(g ◦ f−1)′(6) = g′(1) · 1

f ′(1)
= − 9

10
.

4.12. Derivada logaŕıtmica

1. Derivar y =
(2x− 1)2

√
3x+ 2

3
√
x

.

2. Derivar y = xx.
3. Hallar la derivada de la función y = xsenx.
4. Hallar la derivada de la función y = (cosx)senx.
5. Hallar la derivada de la función y = xx

x

6. Siendo f(x) =

(
x− 1

x+ 1

)x
, calcular f ′(2).

Solución. 1. Tomando logaritmos:

log y = 2 log(2x− 1) +
1

2
(3x+ 2)− 1

3
log x.

Derivando:
y′

y
= 2

2

2x− 1
+

1

2

3

3x+ 2
− 1

3

1

x
.

Pasando y al segundo miembro y sustituyendo por su valor:

y′ =
(2x− 1)2

√
3x+ 2

3
√
x

(
1

2x− 1
+

3

2(3x+ 2)
− 1

3x

)
.

2. Tomando logaritmos: log y = x log x. Derivando:

y′

y
= 1 log x+ x

1

x
= 1 + log x.
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Pasando y al segundo miembro y sustituyendo por su valor:

y′ = xx (1 + log x) .

3. Tomando logaritmos: log y = (senx)(log x). Derivando:

y′

y
= (cosx) log x+ (senx)

1

x
.

Pasando y al segundo miembro y sustituyendo por su valor:

y′ = xsenx
(

(cosx) log x+
senx

x

)
.

4. Tomando logaritmos: log y = (senx)(log cosx). Derivando:

y′

y
= (cosx)(log cosx) + senx

− senx

cosx
.

Pasando y al segundo miembro y sustituyendo por su valor:

y′ = (cosx)senx

(
(cosx)(log cosx)− sen2 x

cosx

)
.

5. Tomando logaritmos: log y = xx log x. Derivando:

y′

y
= (xx)′ log x+ xx

1

x
.

En un ejercicio anterior, ya vimos usando derivación logaŕıtmica que:

(xx)′ = xx (1 + log x) ,

por tanto,
y′

y
= xx (1 + log x) log x+

xx

x
.

Pasando y al segundo miembro y sustituyendo por su valor:

y′ = xx
x

(
xx (1 + log x) log x+

xx

x

)
.

Simplificando, y′ = xx
x
xx
(

log x+ log2 x+
1

x

)
.

6. Tomando logaritmos: log f(x) = x log
x− 1

x+ 1
= x (log(x− 1)− log(x+ 1)) .

Derivando:

f ′(x)

f(x)
= log(x− 1)− log(x+ 1) + x

(
1

x− 1
− 1

x+ 1

)
.

Sustituyendo x = 2 :

f ′(2)

(1/3)2
= log 1− log 3 + 2

(
1− 1

3

)
⇒ f ′(2) =

1

9

(
4

3
− log 3

)
.
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4.13. Derivadas de órdenes superiores

1. Hallar las derivadas hasta orden 3 de la función y =
√
x.

2. Demostrar que la función f(x) = e−x cosx satisface la relación f (4)(x) +
4f(x) = 0.

3. Calcular la derivada enésima de la función f(x) =
1

x− 1
.

4. Hallar la derivada enésima de la función f(x) =
2x+ 1

x2 + x− 2
.

5. Calcular f (n)(x) siendo f(x) = e−kx, (k ∈ R).
6. Se considera la función f : R→ R definida por:

f(x) =

{
e−1/x2 si x 6= 0

0 si x = 0.

Demostrar que es indefinidamente derivable en R. Determinar f (n)(0).
7. Hallar la derivada enésima de la función f(x) = ex + e−x.
8. Hallar la derivada enésima de la función f(x) =

√
x.

9. Hallar la derivada enésima de la función f : R − {−1, 0} → R dada por

f(x) =
1

x3 + x2
.

Solución. 1. Como y = x1/2, tenemos: y′ =
1

2
x−1/2, y′′ = −1

4
x−3/2, y′′′ =

3

8
x−5/2.

O bien, y′ =
1

2
√
x
, y′′ = − 1

4x
√
x
, y′′′ =

3

8x2
√
x
.

2. Las derivadas hasta orden 4 son:
f ′(x) = −e−x cosx+ e−x(− senx) = −e−x(cosx+ senx).
f ′′(x) = e−x(cosx+ senx)− e−x(− senx+ cosx) = 2e−x senx.
f (3)(x) = −2e−x senx+ 2e−x cosx = 2e−x(cosx− senx).
f (4)(x) = −2e−x(cosx− senx) + 2e−x(− senx− cosx) = 2e−x(−2 cosx)
= −4e−x cosx.
Por tanto, f (4)(x) + 4f(x) = −4e−x cosx+ 4e−x cosx = 0.

3. Hallemos las primeras derivadas de f :
f(x) = (x− 1)−1, f ′(x) = −(x− 1)−2, f ′′(x) = 2(x− 1)−3,
f (3)(x) = −6(x− 1)−4, f (4)(x) = 24(x− 1)−5.
El cálculo de las anteriores derivadas permite conjeturar la fórmula:

f (n)(x) = (−1)nn!(x− 1)−n−1. (1)

Demostremos (1) por inducción. El paso base ya está verificado, veamos el
paso de inducción. Supongamos que la fórmula es cierta para n. Entonces,
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f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=
(
(−1)nn!(x− 1)−n−1

)′
= (−1)nn!(−n− 1)(x− 1)−n−2 = (−1)n+1n!(n+ 1)(x− 1)−(n+1)−1

= (−1)n+1(n+ 1)!(x− 1)−(n+1)−1.
Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

4. Descompongamos previamente f(x) en suma de fracciones racionales sim-
ples. Las ráıces del denominador son 1 y −2, por tanto:

2x+ 1

x2 + x− 2
=

A

x− 1
+

B

x+ 2
=
A(x+ 2) +B(x− 1)

(x− 1)(x+ 2)
.

La igualdad anterior implica 2x+1 = A(x+2)+B(x−1). Para x = 1 queda
3 = 3A, es decir A = 1. Para x = −2 queda −3 = 3B, es decir B = 1. La
función dada se puede pues expresar en la forma

f(x) = g(x) + h(x) con g(x) =
1

x− 1
, g(x) =

1

x+ 2
.

Entonces, f (n)(x) = g(n)(x) +h(n)(x). La derivada g(n)(x) ya la hallamos en
el ejercicio anterior, y la derivada h(n)(x) se calcula de manera totalmente
análoga. Quedaŕıa:

f (n)(x) = (−1)nn!(x− 1)−n−1 + (−1)nn!(x+ 2)−n−1,

que podemos expresar en la forma:

f (n)(x) = (−1)nn!

(
1

(x− 1)n+1
+

1

(x+ 2)n+1

)
.

5. Tenemos

f ′(x) = −ke−kx, f ′′(x) = k2e−kx, f (3)(x) = −k3e−kx.

El cálculo de las anteriores derivadas permite conjeturar la fórmula: f (n)(x) =
(−1)nkne−kx. Vamos a demostrarla por inducción. El paso base ya está ve-
rificado, veamos el paso de inducción. Supongamos que la fórmula es cierta
para n. Entonces,

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=
(

(−1)nkne−kx
)′

= (−1)n(−k)kne−kx

= (−1)n+1kne−kx.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.



Caṕıtulo 4. Derivadas 77

6. Primer caso: x 6= 0. Existe un intervalo abierto que contiene a x en el
cual la función es elemental. Aplicando conocidas reglas de derivación:

f(x) = e−1/x2 = e−x
−2

f ′(x) = 2x−3e−x
−2

= 2x−3f(x).

f ′′(x) = −6x−4e−x
−2

+ 2x−3(2x−3)e−x
−2

= x−6(−6x2 + 4)f(x).

Observemos que las derivadas anteriores cumplen la relación:

f (n)(x) = pn(x)x−3nf(x), (pn(x) polinomio de grado 2n− 2) .

Demostremos por inducción que la fórmula anterior es cierta para todo n. El
paso base ya está verificado para n = 1 y n = 2. Sea cierta para n. Entonces,

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=
(
pn(x)x−3nf(x)

)′
= p′n(x)x−3nf(x) + pn(x)(−3nx−3n−1)f(x) + pn(x)x−3n(2x−3f(x))

=
[
x−3np′n(x)− 3nx−3n−1pn(x) + 2x−3n−3pn(x)

]
f(x)

=
[
x3p′n(x)− 3nx2pn(x) + 2pn(x)

]
x−3(n+1)f(x).

Ahora bien, pn+1(x) = x3p′n(x)− 3nx2pn(x) + 2pn(x) es un polinomio cuyos
términos son todos de grado ≤ 2n = 2(n+ 1)− 2.

Segundo caso: x = 0. La derivada primera es:

f ′(0) = ĺım
h→0

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0

e−1/h2

h
= 0.

Supongamos que se verifica f (n)(0) = 0. Entonces,

f (n+1)(0) = ĺım
h→0

f (n)(h)− f (n)(0)

h
= ĺım

h→0

pn(h)e−1/h2

h3n+1
= 0.

Es decir, f (n)(0) = 0 para todo n.

7. Hallemos las primeras derivadas:

f ′(x) = ex − e−x, f ′′(x) = ex + e−x, f ′′′(x) = ex − e−x.

El cálculo de estas derivadas permite conjeturar la fórmula:

f (n)(x) = ex + (−1)ne−x. (1)
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Demostremos (1) por inducción. El paso base ya está verificado, veamos el
paso de inducción. Supongamos que la fórmula (1) es cierta para n, entonces:

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=
(
ex + (−1)ne−x

)′
= ex − (−1)ne−x = ex + (−1)n+1ex.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

8. Escribamos f(x) = x1/2. Hallemos las primeras derivadas:

f ′(x) =
1

2
x−1/2, f ′′(x) = −1

4
x−3/2,

f ′′′(x) =
3

8
x−5/2, f (4)(x) = −15

16
x−7/2.

Podemos expresar las anteriores derivadas en la forma:

f ′(x) =
1

2
x−1/2, f ′′(x) = − 1

22
x−3/2,

f ′′′(x) =
3

23
x−5/2, f (4)(x) = −3 · 5

24
x−7/2,

lo cual permite conjeturar la fórmula:

f (n)(x) = (−1)n+1 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2n
x−(2n−1)/2 (n > 1). (1)

Demostremos (1) por inducción. El paso base ya está verificado, veamos el
paso de inducción. Supongamos que la fórmula (1) es cierta para n, entonces:

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
= (−1)n+1 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2n
−(2n− 1)

2
x−(2n−1)/2−1

= (−1)n+1 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) (2n− 1)

2n+1
x−(2n+1)/2

= (−1)n+1 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) (2(n+ 1)− 3)

2n+1
x−(2(n+1)−1)/2.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

9. El denominador es x2(x + 1) y la función está por tanto definida en
R− {−1, 0}. Descomponiendo en fracciones simples:

1

x3 + x2
=
A

x
+
B

x2
+

C

x+ 1
=
Ax(x+ 1) +B(x+ 1) + Cx2

x2(x+ 1)
.
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Se verifica 1 = Ax(x + 1) + B(x + 1) + Cx2 e identificando coeficientes,
1 = B, 0 = A+B, y 0 = A+C. Resolviendo el sistema obtenemos A = −1,
B = C = 1. La función dada se puede pues expresar en la forma

f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) con f1(x) = −1

x
, f2(x) =

1

x2
, f3(x) =

1

x+ 1
.

Entonces, f (n)(x) = f
(n)
1 (x) + f

(n)
2 (x) + f

(n)
3 (x). Siguiendo el procedimiento

estándar usado en otros apartados para la derivada enésima de funciones de
la forma 1/(x+ a) deducimos fácilmente que:

f (n)(x) = (−1)nn!

(
− 1

xn+1
+
n+ 1

xn+2
+

1

(x+ 1)n+1

)
.

4.14. Fórmula de Leibniz de la derivada enésima

1. Desarrollar la fórmula de Leibniz en el caso n = 4.
2. Siendo f(x) =

√
x log(x+1) calcular f (4)(1) usando la fórmula de Leibniz.

3. Siendo f(x) = ex senx calcular f (4)(π/2).
4. Usando la fórmula de Leibniz, hallar la derivada enésima de la función
f(x) = eαxx2.
5. Demostrar la fórmula de Leibniz en los casos n = 2 y n = 3.
6. Demostrar la fórmula de Leibniz para la derivada enésima del producto:
Sean u, v : I → R dos funciones con derivadas hasta orden n en todos los
puntos del intervalo I ⊂ R. Entonces, se verifica en I :

(uv)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k)v(k),

en donde u(0) denota u y v(0) denota v.
7. Usando la fórmula de Leibniz, calcular y(n) para y = xex.

Solución. 1. Tenemos

(uv)(4) =

(
4

0

)
u(4)v(0) +

(
4

1

)
u(3)v(1) +

(
4

2

)
u(2)v(2) +

(
4

3

)
u(1)v(3)

+

(
4

4

)
u(0)v(4) = u(4)v + 4u′′′v′ + 6u′′v′′ + 4u′v′′′ + uv(4).
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2. Llamemos u =
√
x y v = log(x+ 1). Entonces,

u = x1/2, u(1) = 1

u′ =
1

2
x−1/2, u′(1) =

1

2

u′′ = −1

4
x−3/2, u′′(1) = −1

4

u(3) =
3

8
x−5/2, u(3)(1) =

3

8

u(4) = −15

16
x−7/2, u(4)(1) = −15

16

v = log(x+ 1), v(1) = log 2

v′ = (x+ 1)−1, v′(1) =
1

2

v′′ = −(x+ 1)−2, v′′(1) = −1

4

v(3) = 2(x+ 1)−3, v(3)(1) =
1

4

v(4) = −6(x+ 1)−4, v(4)(1) = −3

8
.

Usando la fórmula de Leibniz:

f (4)(1) =

4∑
k=0

(
4

k

)
u(4−k)(1)v(k)(1)

= −15

16
log 2 + 4

3

8

1

2
+ 6
−1

4

−1

4
+ 4

1

2

1

4
− 3

8

= −15

16
log 2 +

12

16
+

6

16
+

8

16
− 6

16

=
20− 15 log 2

16
=

5

4
− 15

16
log 2.

3. Llamemos u = ex y v = senx. Entonces,

u = ex, u(π/2) = eπ/2

u′ = ex, u′(π/2) = eπ/2

u′′ = ex, u′′(π/2) = eπ/2

u(3) = ex, u(3)(π/2) = eπ/2

u(4) = ex, u(4)(π/2) = eπ/2

v = senx, v(π/2) = 1

v′ = cosx, v′(π/2) = 0

v′′ = − senx, v′′(π/2) = −1

v(3) = − cosx, v(3)(π/2) = 0

v(4) = senx, v(4)(π/2) = 1.

Usando la fórmula de Leibniz:

f (4)(π/2) =
4∑

k=0

(
4

k

)
u(4−k)(π/2)v(k)(π/2)

= eπ/2 + 0 + 6eπ/2(−1) + 0 + eπ/2 = −4eπ/2.

4. Llamando u(x) = eαx y v(x) = x2 obtenemos

u(0)(x) = eαx

u(1)(x) = αeαx

u(2)(x) = α2eαx

u(3)(x) = α3eαx

. . .

u(n)(x) = αneαx



v(0)(x) = x2

v(1)(x) = 2x

v(2)(x) = 2

v(3)(x) = 0
. . .

v(n)(x) = 0
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Entonces,

(uv)(n)(x) =

(
n

0

)
αneαxx2 +

(
n

1

)
αn−1eαx · 2x+

(
n

2

)
αn−2eαx · 2

= αneαxx2 + 2nαn−1eαxx+ n(n− 2)αn−2eαx

= αn−2eαx(α2x2 + 2nαx+ n2 − 2n).

5. Tenemos (uv)′ = u′v + uv′. Derivando:

(uv)′′ =
(
(uv)′

)′
=
(
u′v + uv′

)′
= u′′v + u′v′ + u′v′ + uv′′

= u′′v + 2u′v′ + uv′′ =

(
2

0

)
u(2)v(0) +

(
2

1

)
u(1)v(1) +

(
2

2

)
u(0)v(2).

Derivando de nuevo:

(uv)′′′ =
(
u′′v + 2u′v′ + uv′′

)′
= u′′′v + u′′v′ + 2u′′v′ + 2u′v′′ + u′v′′ + uv′′′

= u′′′v + 3u′′v′ + 3u′v′′ + uv′′′

=

(
3

0

)
u(3)v(0) +

(
3

1

)
u(2)v(1) +

(
3

2

)
u(1)v(2) +

(
3

3

)
u(0)v(3).

6. La fórmula es cierta para n = 1, en efecto

(uv)(1) = (uv)′ = u′v + uv′

=

(
1

0

)
u(1)v(0) +

(
1

1

)
u(0)v(1) =

1∑
k=0

(
1

k

)
u(1−k)v(k).

Supongamos que la fórmula es cierta para n. Entonces,

(uv)(n+1) =

( n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k)v(k)

)′
=

n∑
k=0

((
n

k

)
u(n−k)v(k)

)′

=
n∑
k=0

(
n

k

)(
u(n−k+1)v(k) + u(n−k)v(k+1)

)

=

n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k+1)v(k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k)v(k+1)

Haciendo un cambio de ı́ndices y usando las conocidas fórmulas combinato-
rias (

n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
,
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(
n

0

)
= 1 =

(
n+ 1

0

)
,

(
n

n

)
= 1 =

(
n+ 1

n+ 1

)
podemos escribir

(uv)(n+1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k+1)v(k) +

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
u(n−k+1)v(k)

=

(
n

0

)
u(n+1)v(0) +

n∑
k=1

(
n

k

)
u(n−k+1)v(k)

+

n∑
k=1

(
n

k − 1

)
u(n−k+1)v(k) +

(
n

n

)
u(0)v(n+1)

=

(
n+ 1

0

)
u(n+1)v(0) +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
u(n+1−k)v(k) +

(
n+ 1

n+ 1

)
u(0)v(n+1)

=

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
u(n+1−k)v(k),

lo cual implica que la fórmula es cierta para n+ 1.

7. Llamando u = ex y v = x obtenemos

u(0) = ex

u(1) = ex

u(2) = ex

u(3) = ex

. . .

u(n) = ex



v(0) = x

v(1) = 1

v(2) = 0

v(3) = 0
. . .

v(n) = 0.

Por tanto,

y(n) = (uv)(n) =

(
n

0

)
exx+

(
n

1

)
ex · 1 = xex + nex = (x+ n)ex.

4.15. Aplicaciones geométricas de la derivada

1. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y =
x3 − x2 + 2x+ 3 en el punto de abscisa x = 0.
2. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y = cosx
en el punto de abscisa x = π.
3. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la catenaria y =
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cosh(x/2), en el punto de abscisa x = 2 log 2.
4. Calcular el ángulo que forman las curvas y = f(x) e y = g(x), siendo
f(x) = x3, g(x) = 1/x2.

Solución. 1. Tenemos y(1) = 5. Derivando, y′ = 3x2 − 2x + 2 con lo cual
y′(1) = 3. La ecuación de la recta tangente es por tanto y − 5 = 3(x− 1), o
bien 3x− y + 2 = 0.

La ecuación de la recta normal es y−5 = (−1/3)(x−1), o bien x+3y−16 = 0.

2. Tenemos y(π) = −1. Derivando, y′ = senx con lo cual y′(π) = 0. La
ecuación de la recta tangente es por tanto y = −1, y la de la normal x = π.

3. Tenemos

y(2 log 2) =
elog 2 + e− log 2

2
=

2 +
1

2
2

=
5

4
.

Derivando, y′ = (1/2) senh(x/2), con lo cual

y′(2 log 2) =
1

2

elog 2 − e− log 2

2
=

2− 1

2
4

=
3

8
.

La ecuación de la recta tangente es por tanto

y − 5

4
=

3

8
(x− 2 log 2), o bien 3x− 8y + 10− 6 log 2 = 0.

La ecuación de la recta normal es

y − 5

4
= −8

3
(x− 2 log 2), o bien 32x− 12y − 15− 64 log 2 = 0.

4. Hallemos los puntos de corte. Para x 6= 0 :

x3 =
1

x2
⇔ x5 = 1⇔ x = 1.

Las derivadas son f ′(x) = 3x2 y g′(x) = −2/x3, con lo cual f ′(1) = 3 y
g′(1) = −2. El ángulo α que forman las curvas en el punto de abscisa x = 1
es por tanto:

α = arctan

∣∣∣∣ 3 + 2

1 + 3 · (−2)

∣∣∣∣ = arctan 1 =
π

4
.
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4.16. Aplicaciones f́ısicas de la derivada

1. El espacio s recorrido en función del tiempo t está definido por la ecua-
ción s = t log(t + 1) (t es segundos y s en metros). Hallar la velocidad del
movimiento cuando han transcurrido dos segundos.
2. Por el eje OX se mueven dos puntos que tienen respectivamente las leyes
de movimiento

x = 100 + 5t, x =
1

2
t2,

donde t ≥ 0. ¿ Con qué velocidad se alejaran estos puntos, el uno del otro,
en el momento de su encuentro (x se da en cent́ımetros y t en segundos)?

3. Un punto se mueve sobre la hipérbola y =
10

x
de tal manera, que su abscisa

x aumenta uniformemente con la velocidad de una unidad por segundo. ¿Con
qué velocidad variará su ordenada cuando el punto pase por la posición
(5, 2)?

Solución. 1. Derivando: s′ = log(t+ 1) +
t

t+ 1
. La velocidad en t = 2s es:

s′(2) = log 3 +
2

3
≈ 1,76 m/s.

2. En el momento de su encuentro, coinciden los espacios:

1

2
t2 = 100 + 5t⇔ t2 − 10t− 200 = 0,

t =
10±

√
900

2
=

10± 30

2
= {20,−10}.

Por hipótesis, t ≥ 0 y por tanto los móviles se encuentran en el instante
t = 20. Las funciones velocidades son x′ = 5 para el primer móvil y x′ = t
para el segundo, y para t = 2, x′(2) = 5 y x′(2) = 20. Los móviles se alejan
el uno del otro con una velocidad de 20− 5 = 15 (cm/s).

3. Que la velocidad de la abscisa x sea constante e igual a 1 significa que

x = t (t tiempo). La ley de movimiento de la ordenada es por tanto y =
10

t

y su velocidad, y′ = −10

t2
. Entonces, y′(5) = −10

24
= −0,4, es decir decrece

con una velocidad de 0,4.

4.17. Derivadas infinitas y laterales

1. Hallar f ′+(0) si f(x) =
√
x.

2. Hallar f ′+(0) y f ′−(0) si f(x) = |sen 2x| .
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3. Calcular f ′(x), siendo f(x) =

{
3x2 + x si x ≥ 1
7x− 3 si x < 1.

4. Calcular (cuando exista) f ′(x), siendo f(x) = |x| .
5. Se considera la función

f(x) =

{
x3sen

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

(a) Demostrar que f es derivable en R. (b) Demostrar que f ′ es continua
pero no derivable en 0.
6. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la función

f(x) =
√
xbxc − bxc

en x = 1, en donde bxc denota la parte entera de x.
7. Demostrar que las funciones:

1) f(x) = 3
√
x, 2) g(x) =

{
1/x si x 6= 0
0 si x = 0,

tienen en el punto x = 0 derivada infinita.

Solución. 1. Tenemos

f ′+(0) = ĺım
h→0+

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0+

√
h

h
= ĺım

h→0+

1√
h

= +∞.

2. Tenemos

f ′+(0) = ĺım
h→0+

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0+

|sen 2h|
h

= ĺım
h→0+

sen 2h

h
= ĺım

h→0+

2h

h
= 2.

f ′−(0) = ĺım
h→0−

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0−

|sen 2h|
h

= ĺım
h→0−

− sen 2h

h
= ĺım

h→0−

−2h

h
= −2.

3. Primer caso: x > 1. Existe un intervalo abierto que contiene a x en el
cual la función es elemental. Aplicando las conocidas reglas de derivación,
f ′(x) = 6x+ 1.

Segundo caso: x < 1. Existe un intervalo abierto que contiene a x en el
cual la función es elemental. Aplicando las conocidas reglas de derivación,
f ′(x) = 7.
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Tercer caso: x = 1. En todo intervalo abierto que contiene a 1 la función
no es elemental. Aplicamos pues la definición de derivada. La función a la
derecha y a la izquierda de 1 está expresada por fórmulas distintas, por tanto
hallamos las derivadas por la derecha y por la izquierda.

f ′+(1) = ĺım
h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
= ĺım

h→0+

3(1 + h)2 + (1 + h)− 4

h

= ĺım
h→0+

3h2 + 7h

h
= ĺım

h→0+
(3h+ 7) = 7.

f ′−(1) = ĺım
h→0−

f(1 + h)− f(1)

h

= ĺım
h→0−

7(1 + h)− 3− 4

h
= ĺım

h→0−
7 = 7.

Existe por tanto f ′(1) y es igual a 7. Podemos pues concluir que

f ′(x) =

{
6x+ 1 si x ≥ 1

7 si x < 1.

4. Sabemos que la función valor absoluto está definida por

f(x) = |x| =
{

x si x ≥ 0
−x si x < 0.

Primer caso: x > 0. Existe un intervalo abierto que contiene a x en el cual la
función es elemental. Aplicando las conocidas reglas de derivación, f ′(x) = 1.

Segundo caso: x > 0. Existe un intervalo abierto que contiene a x en el
cual la función es elemental. Aplicando las conocidas reglas de derivación,
f ′(x) = −1.

Tercer caso: x = 0. En todo intervalo abierto que contiene a 0 la función
no es elemental. Aplicamos pues la definición de derivada. La función a la
derecha y a la izquierda de 0 está expresada por fórmulas distintas, por tanto
hallamos las derivadas por la derecha y por la izquierda.

f ′+(0) = ĺım
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= ĺım

h→0+

h

h
= ĺım

h→0+
1 = 1.

f ′−(0) = ĺım
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= ĺım

h→0−

−h
h

= ĺım
h→0−

−1 = −1

No coinciden las derivadas por la derecha y por la izquierda de f en 0, por
tanto no existe f ′(0). Podemos pues concluir que

f ′(x) =

{
1 si x > 0
−1 si x < 0.
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5. (a) Primer caso: x 6= 0. Existe un intervalo abierto que contiene a x en el
cual la función es elemental. Aplicando las conocidas reglas de derivación:

f ′(x) = 3x2sen
1

x
+ x3

(
cos

1

x

)
−1

x2
= 3x2sen

1

x
− x cos

1

x
.

Segundo caso: x = 0. En todo intervalo abierto que contiene a 0 la función
no es elemental. Aplicamos pues la definición de derivada.

f ′(0) = ĺım
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
= ĺım

h→0

h3sen (1/h)

h
= ĺım

h→0
h2sen (1/h) = 0.

Hemos usado que el ĺımite de una función que tiende a cero por otra acotada,
también tiende a 0. La función f es derivable en R y además

f ′(x) =

{
3x2sen

1

x
− x cos

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

(b) Aplicando la propiedad anteriormente mencionada:

ĺım
x→0

f ′(x) = ĺım
x→0

(
3x2sen

1

x
− x cos

1

x

)
= 0 = f ′(0).

Es decir, f ′ es continua en 0. Veamos que f ′ no es derivable en 0.

f ′′(0) = ĺım
h→0

f ′(0 + h)− f ′(0)

h
= ĺım

h→0

3h2sen (1/h)− h cos(1/h)

h

= ĺım
h→0

(3hsen (1/h)− cos(1/h)) .

Ahora bien, si h → 0 entonces 3hsen (1/h) → 0 y cos(1/h) es oscilante, en
consecuencia no existe f ′′(0).

6. En el intervalo abierto (0, 2) la función bxc está definida por

bxc =

{
0 si 0 < x < 1
1 si 1 ≤ x < 2.

Por tanto

f(x) =

{
0 si 0 < x < 1√
x− 1 si 1 ≤ x < 2.

Se verifica
ĺım
x→1−

f(x) = ĺım
x→1−

0 = 0,

ĺım
x→1+

f(x) = ĺım
x→1+

(
√
x− 1) = 0,



88 4.18 Derivación de funciones impĺıcitas

en consecuencia ĺımx→1 f(x) = 0 = f(1), por tanto f es continua en x = 1.
Veamos si derivable en ese punto.

f ′+(1) = ĺım
h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
= ĺım

h→0+

√
1 + h− 1

h

= ĺım
h→0+

(
√

1 + h− 1)(
√

1 + h+ 1)

h(
√

1 + h+ 1)
= ĺım

h→0+

h

h(
√

1 + h+ 1)

= ĺım
h→0+

1√
1 + h+ 1

=
1

2
.

f ′−(1) = ĺım
h→0−

f(1 + h)− f(1)

h
= ĺım

h→0−

0

h
= ĺım

h→0−
0 = 0.

Dado que f ′+(1) 6= f ′−(1) concluimos que f no es derivable en x = 1.

7. 1) f ′(0) = ĺım
h→0

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0

3
√
h

h
= ĺım

h→0

1
3
√
h2

= +∞.

2) g′(0) = ĺım
h→0

g(h)− g(0)

h
= ĺım

h→0

1/h

h
= ĺım

h→0

1

h2
= +∞.

4.18. Derivación de funciones impĺıcitas

1. Hallar y′ para la función impĺıcita dada por x sen y + y senx = 0.

2. Hallar la ecuación de la recta tangente a la hipérbola
x2

9
− y

2

8
= 1 trazada

en el punto P (−9,−8).
3. Hallar y′ para la función y dada en forma impĺıcita por:

sen(y − x2)− log(y − x2) + 2
√
y − x2 − 3 = 0.

4. Demostrar que la ecuación de la recta tangente a la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1

en el punto P (x0, y0) es
x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

Solución. 1. Derivando respecto de x :

sen y + x(cos y)y′ + y′ senx+ y cosx = 0.

Queda (x cos y + senx)y′ = −y cosx− sen y. Por tanto,

y′ = −y cosx+ sen y

x cos y + senx
.

2. Efectivamente, el punto P satisface la ecuación dada. Derivando respecto
de x :

2x

9
− 2yy′

8
= 0, y′ =

8x

9y
.
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Particularizando en el punto P, obtenemos y′(−9) = 1. La ecuación de la
recta tangente en P es por tanto y + 8 = 1(x+ 9), o bien x− y + 1 = 0.

3. Hallar y′ para la función y dada en forma impĺıcita por:

sen(y − x2)− log(y − x2) + 2
√
y − x2 − 3 = 0.

4. Derivando respecto de x y particularizando en P :

2x

a2
+

2yy′

b2
= 0, y′ = − b

2x

a2y
, y′(x0) = −b

2x0

a2y0
.

La ecuación de la recta tangente es:

y − y0 = −b
2x0

a2y0
(x− x0).

Quitando denominadores y ordenando:

b2x0x+ a2y0y = b2x2
0 + a2y2

0.

Dividiendo entre a2b2 :

x0x

a2
+
y0y

b2
=
x2

0

a2
+
y2

0

b2
.

Pero el punto P pertenece a la elipse, por tanto el segundo miembro de la
ecuación es igual a 1. Queda:

x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

4.19. Diferencial de una función

1. Hallar la diferencial de la función y = 3
√
x+ cosx.

2. Hallar la diferencial y el incremento de la función y = x3 para x y dx
genéricos.
3. Usando diferenciales, determinar aproximadamente en cuanto aumen-
tará esl área de un cuadrado cuando su lado aumenta de 4 cm a 4,1 cm.
4. Usando diferenciales, hallar aproximadamente

√
3,98.

5. Sea y = f(x) una función derivable en x. Demostrar que

ĺım
dx→0

|∆y − dy|
|dx|

= 0.

6. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado del área de un ćırculo
cuyo radio es igual a 3,02 cm.

7. Deducir la fórmula aproximada 3
√
x+ dx ≈ 3

√
x+

dx

3
3
√
x2
, y calcular apro-

ximadamente 3
√

10.
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Solución. 1. dy = f ′(x)dx =

(
1

3
3
√
x2
− senx

)
dx.

2. dy = f ′(x)dx = 3x2dx.

∆y = f(x+ dx)− f(x) = (x+ dx)3 − x3 = x3 + 3x2dx+ 3xd2x+ d3x− x3

= 3x2dx+ 3xd2x+ d3x.

3. El área se un cuadrado de lado x es A = x2. Entonces, ∆A ≈ dA = 2xdx.

Para x = 4 y dx = 0,1 : ∆A ≈ dA = 2 · 4 · 0,1 = 0,8 cm2.

4. Sea y =
√
x. Su diferencial es dy =

1

2
√
x

Si x = 4 y dx = −0,02, entonces,

∆y =
√

4 + (−0,02)−
√

4 =
√

3,98− 2.

Obtenemos:
√

3,98 = 2 + ∆y ≈ 2 +
1

2
√

4
(−0,02) = 2− 0,005 = 1,995.

5. Tenemos las implicaciones:

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
⇒ ĺım

h→0

(
f(x+ h)− f(x)

h
− f ′(x)

)
= 0

⇒ ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h

h
= 0

⇒ ĺım
h→0

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h

h

∣∣∣∣ = 0⇒ ĺım
dx→0

|∆y − dy|
|dx|

= 0.

6. Usando la fórmula del área de un ćırculo A = πr2 y haciendo r = 3,
dr = 0,02 : ∆A ≈ dA = 2πrdr = 2π · 3 · 0,02 = 0,12π.

7. Sea y = 3
√
x, entonces:

∆y =
3
√
x+ dx− 3

√
x, dy =

1

3
3
√
x2
dx.

Por tanto, ∆y ≈ dy equivale a:

3
√
x+ dx ≈ 3

√
x+

dx

3
3
√
x2
. (1)

Eligiendo x = 8, dx = 2 y usando (1) :

3
√

10 ≈ 3
√

8 +
2

3
3
√

82
= 2 +

1

6
=

13

6
.
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4.20. Derivabilidad según parámetros

Sea la función f : R→ R definida por

f(x) =


x− 1

x2
+ β si x ≥ 1

arctan (log x) si 0 < x < 1
senx+ α si x ≤ 0,

donde arctan t ∈ (−π/2, π/2) para todo t. Analizar la derivabilidad de f en
cada punto de su dominio de definición, según los valores de α y β ∈ R.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Primer caso: x ∈ (1,+∞). Existe un intervalo abierto I ⊂
(1,+∞) que contiene a x en donde la función f está definida, es elemental
y viene dada por

f : I → R , f(t) =
t− 1

t2
+ β.

Aplicando conocidos teoremas de derivación:

f ′(t) =
1 · t2 − 2t(t− 1)

t4
=
−t2 + 2t

t4
=
−t+ 2

t3
.

Podemos pues concluir que f es derivable en x y que

f ′(x) =
−x+ 2

x3
.

Segundo caso: x ∈ (0, 1). Existe un intervalo abierto J ⊂ (0, 1) que contiene
a x en donde la función f está definida, es elemental y viene dada por

f : J → R , f(t) = arctan (log t).

Aplicando conocidos teoremas de derivación:

f ′(t) =
1

1 + log2 t
· 1

t
.

Podemos pues concluir que f es derivable en x y que

f ′(x) =
1

1 + log2 x
· 1

x
.

Tercer caso: x ∈ (−∞, 0). Procedemos de manera análoga a los casos ante-
riores. Existe un intervalo abierto K ⊂ (−∞, 0) que contiene a x en donde
la función f está definida, es elemental y viene dada por f : K → R, f(t) =
sen t+α.De nuevo, aplicando conocidos teoremas de derivación, f ′(t) = cos t.
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Podemos pues concluir que f es derivable en x y que f ′(x) = cosx.

Cuarto caso: x = 1. La función no es elemental en ningún intervalo abierto
que contiene a 1, por tanto aplicaremos a este punto la definición de deriva-
bilidad. Para que sea derivable ha de ser continua, veamos cuando ocurre.

ĺım
x→1−

f(x) = ĺım
x→1−

arctan (log x) = arctan 0 = 0,

ĺım
x→1+

f(x) = ĺım
x→1+

(
x− 1

x2
+ β

)
= β.

Existe pues ĺımx→1 f(x) si y sólo si β = 0, siendo en éste caso f(1) = 0 =
ĺımx→1 f(x) (y por tanto continua en 1). Es decir, para que f sea derivable
en 1, obligatoriamente β = 0. Analicemos las derivadas laterales:

f ′+(0) = ĺım
h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
=

ĺım
h→0+

h
(1+h)2

− 0

h
= ĺım

h→0+

1

(1 + h)2
= 1.

Usando arctan ε ∼ ε y log(1 + ε) ∼ ε cuando ε→ 0 :

f ′−(0) = ĺım
h→0−

f(1 + h)− f(1)

h
=

ĺım
h→0−

arctan (log(1 + h))

h
= ĺım

h→0−

log(1 + h)

h
= 1.

Por tanto, f sólo es derivable en x = 1 cuando β = 0, siendo f ′(1) = 1.

Quinto caso: x = 0. Como antes, la función no es elemental en ningún
intervalo abierto que contiene a 0, por tanto aplicaremos a este punto la
definición de derivabilidad. Veamos primeramente cuando es continua.

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

(senx+ α) = α,

ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

arctan(log x) = arctan(−∞) = −π/2.

Como f(0) = α, la función es continua en 0 si y sólo si α = −π/2. Veamos
si en este caso es derivable.

f ′−(0) = ĺım
h→0−

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0−

senh− π
2 + π

2

h
= 1,

f ′+(0) = ĺım
h→0+

f(h)− f(0)

h
= ĺım

h→0+

arctan(log h) + π
2

h
= +∞.

No existe f ′+(0) finita y por tanto, f no es derivable en 0. De todos los casos
analizados podemos concluir que para todo α y para todo β, f es derivable
en R−{0, 1}, es derivable en 1 si y sólo si β = 0, y no es derivable en 0 para
ningún α y β.
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4.21. Familia de funciones de clase 1

Sea C el conjunto de las funciones f de R en R de clase 1 y que cumplen las
condiciones siguientes:

∀x ∈ R f ′(f(x)) · f ′(x) = 1, f ′(0) > 0, f(1) = 1.

Se pide:
1. Comprobar que la función identidad I pertenece a C.
2. Verificar que f ∈ C ⇒ f ◦ f = I.
3. Demostrar que f ∈ C ⇒ f es creciente.
4. Demostrar que I es el único elemento de C.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. La función identidad es I(x) = x, ∀x ∈ R. Dado que I ′(x) = 1
para todo x ∈ R se verifica:

∀x ∈ R I ′(I(x)) · I ′(x) = I ′(x) · 1 = 1 · 1 = 1, I ′(0) = 1 > 0, I(1) = 1.

Es decir, f ∈ C.

2. Por el teorema de la derivada de la función compuesta, (f ◦ f)′(x) =
f ′(f(x)) · f ′(x). Por las hipótesis dadas, (f ◦ f)′(x) = 1 lo cual implica que
f ◦ f ha de ser de la forma (f ◦ f)(x) = x + k con k constante. Usando la
condición f(1) = 1, obtenemos (f ◦ f)(1) = f [f(1)] = f(1) = 1. Por otra
parte:

(f ◦ f)(1) = f [f(1)] = f(1 + k) = (1 + k) + k = 1 + 2k.

Es decir, 1 = 1 + 2k o equivalentemente k = 0, por tanto, f ◦ f = I.

3. De la condición ∀x ∈ R f ′(f(x)) · f ′(x) = 1, deducimos que f ′(x) 6= 0
para todo x ∈ R. Como f ′ es continua en R, se verifica f ′(x) > 0 ∀x ∈ R
o bien f ′(x) < 0 ∀x ∈ R (en caso contrario iŕıa en contradicción con
el teorema de Bolzano). Dado que f ′(0) > 0 ha de ser necesariamente
f ′(x) > 0 ∀x ∈ R lo cual implica que f es creciente (estrictamente) en
R.

4. Sea f ∈ C, veamos que para todo x ∈ R se verifica f(x) = x. En efecto,
usando los apartados 2. y 3. tenemos

x > f(x)⇒ f(x) > f(f(x)) = (f ◦ f)(x) = I(x) = x (absurdo),

x < f(x)⇒ f(x) < f(f(x)) = (f ◦ f)(x) = I(x) = x (absurdo).

Para todo x ∈ R no puede ocurrir ni x > f(x) ni x < f(x) y por tanto ha
de ser necesariamente f(x) = x ∀x ∈ R. Concluimos que C = {I}.
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4.22. Desigualdad y número de ráıces

(a) Demostrar la desigualdad:

1

e
≥ log x

x
, ∀x > 0.

(b) Hallar razonadamente el número exacto de soluciones de la ecuación

e(log x)2 = 2x.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Como x > 0, se verifican las equivalencias:

1

e
≥ log x

x
⇔ x

e
≥ log x⇔ x

e
− log x ≥ 0. (1)

Definamos la función:

f : (0,+∞)→ R , f(x) =
x

e
− log x

y estudiemos sus posibles extremos. Derivando:

f ′(x) =
1

e
− 1

x
=
x− e
ex

= 0⇔ x = e.

Si x ∈ (0, e) se verifica x − e < 0 y ex > 0, por tanto f ′(x) < 0. Es decir,
en (0, e) la función es decreciente. Si x ∈ (e,+∞) se verifica x − e > 0 y
ex > 0, por tanto f ′(x) > 0. Es decir, en (0,+∞) la función es creciente.
Deducimos que la función tiene un mı́nimo absoluto en x = e, siendo éste
mı́nimo f(e) = 0. Esto implica que se verifica la última desigualdad de (1)
y en consecuencia se verifica la igualdad dada.

(b) La igualdad e(log x)2 = 2x sólo tiene sentido para x > 0. Definamos la
función:

g : (0,+∞)→ R , g(x) = e(log x)2 − 2x.

Ésta función es continua para todo x > 0 y verifica:

g(1/e) = e(−1)2 − 2

e
=
e2 − 2

e
> 0 , g(1) = 0− 2 = −2 < 0.

Como consecuencia del teorema de Bolzano, existe un ξ ∈ (1/e, 1) tal que
g(ξ) = 0, es decir la ecuación dada tiene al menos una solución. Veamos si
ésta solución es única. La derivada de g es:

g′(x) = 2e(log x) · 1

x
− 2 = 2

(
e log x

x
− 1

)
.
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Ahora bien, como x > 0 se verifican las equivalencias:

e log x

x
− 1 ≤ 0⇔ 1 ≥ e log x

x
⇔ 1

e
≥ log x

x
. (2)

Según el apartado (a) las tres desigualdades de (2) son cierta y por tanto
g′(x) ≤ 0 para todo x > 0 siendo g′(x) = 0 sólo para x = e. La función g es
estrictamente decreciente en (0,+∞) de lo cual se deduce que la ecuación
dada tiene una única solución real.

4.23. Derivada simétrica

Sea f : R→ R una función. Se define la derivada simétrica de f en un punto
x0 y se designa por f ′s(x0), al siguiente ĺımite si existe y es finito

f ′s(x0) = ĺım
h→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
.

(a) Estudiar la existencia en el punto x0 = 0 de la derivada simétrica, y
calcularla en los casos que exista, para las siguientes funciones

f1(x) = ex , f2(x) = |x| , f3(x) =

{
x sin

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

(b) Demostrar que si existe la derivada ordinaria f ′(x0) de la función f
en el punto x0, entonces existe la derivada simétrica f ′s(x0), y hallar la
relación entre ambas. Enunciar el rećıproco y estudiar su validez, dando una
demostración o construyendo un contraejemplo.
(c) Demostrar que si existen las derivadas a la derecha y a la izquierda f ′+(x0)
y f ′−(x0) de la función f en el punto x0, entonces existe la derivada simétrica
f ′s(x0) y hallar la relación entre ambas. Enunciar el rećıproco y estudiar su
validez, dando una demostración o construyendo un contraejemplo.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Tenemos

(f1)′s(0) = ĺım
h→0

eh − e−h

2h
=

{
0

0

}
= ĺım

h→0

eh + e−h

2
= 1.

Hemos usado la regla de L’Hopital.

(f2)′s(0) = ĺım
h→0

|h| − | − h|
2h

= ĺım
h→0

0

2h
= ĺım

h→0
0 = 0.

(f3)′s(0) = ĺım
h→0

h sin 1
h − (−h) sin

(
− 1
h

)
2h

= ĺım
h→0

0

2h
= ĺım

h→0
0 = 0.
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Hemos usado que el producto de un infinitésimo por una función acotada es
también un infinitésimo. Podemos concluir que existen las derivadas simétri-
cas de las tres funciones dadas en x0 = 0.

(b) Podemos expresar

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
=
f(x0 + h)− f(x0) + f(x0)− f(x0 − h)

2h

=
1

2

f(x0 + h)− f(x0)

h
+

1

2

f(x0 − h)− f(x0)

−h
.

Tomando ĺımites y teniendo en cuenta que existe f ′(x0) :

f ′s(x0) =
1

2
f ′(x0) +

1

2
f ′(x0) = f ′(x0).

Es decir, si existe la derivada ordinaria de una función en un punto, enton-
ces existe también su derivada simétrica en dicho punto y ambas coinciden.
El enunciado rećıproco es: Si existe la derivada simétrica f ′s(x0), entonces
existe la derivada ordinaria f ′(x0). Este enunciado es falso. En efecto, es
bien sabido que para la función f2(x) = |x| no existe la derivada f ′2(0), sin
embargo existe (f ′2)s(0) como se demostró en el apartado anterior.

(c) Por hipótesis existen f ′+(x0) y f ′−(x0). Veamos que existe f ′s(x0). Tene-
mos:

ĺım
h→0+

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
= ĺım

h→0+

f(x0 + h)− f(x0) + f(x0)− f(x0 − h)

2h

=
1

2
ĺım
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
+

1

2
ĺım
h→0+

f(x0 − h)− f(x0)

−h

=
1

2
f ′+(x0) +

1

2
f ′−(x0).

En la última igualdad hemos usado que −h < 0. Razonando de manera
análoga obtenemos:

ĺım
h→0−

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
= . . . =

1

2
f ′−(x0) +

1

2
f ′+(x0).

Hemos demostrado por tanto que si existen f ′+(x0) y f ′−(x0), entonces existe
f ′s(x0) y además f ′s(x0) = (1/2)(f ′+(x0) + f ′−(x0)). El enunciado rećıproco
es: Si existe la derivada simétrica f ′s(x0), entonces existen las derivadas
f ′+(x0) y f ′−(x0). Este enunciado es falso. En efecto, para la función f3(x)
del apartado (a) existe la derivada simétrica en 0 según demostramos. Ahora
bien,

f3(0 + h)− f3(0)

h
=
h sin(1/h)− 0

h
= sin(1/h).

Si h→ 0+ entonces 1/h→ +∞, por tanto no existe (f ′3)+(0).
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4.24. Derivabilidad absoluta

Sea f una función real y sea a un punto interior del dominio de f. Diremos
que f es absolutamente derivable en a si la función |f | es derivable en a.
Estudiar si son ciertas o no, las siguientes proposiciones:
a.- Si f es absolutamente derivable en a, entonces f es continua en a.
b.- Si f es derivable en a, entonces f es absolutamente derivable en a.
c.- Si f es derivable en a, y f(a) 6= 0 entonces f es absolutamente derivable
en a.
d.- Si f es absolutamente derivable en a, y f(a) 6= 0 entonces f es derivable
en a.
e.- Si f es absolutamente derivable en a, continua en a y f(a) 6= 0 entonces
f es derivable en a.
f.- Supongamos que f(a) = 0 y que f es derivable en a. Entonces f es
absolutamente derivable en a, si y sólo si f ′(a) = 0.
g.- Si f y g son absolutamente derivable en a entonces f · g (producto) es
absolutamente derivable en a.
h.- Si f y g son absolutamente derivable en a entonces f + g (suma) es
absolutamente derivable en a.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. a.- La proposición es falsa. En efecto, consideremos la función:

f : R→ R , f(x) =

{
1 si x ≥ 0
−1 si x < 0.

Entonces, |f |(x) = 1 para todo x ∈ R con lo cual |f |′(x) = 0 para todo x ∈ R
y en particular |f |′(0) = 0. La función f es pues absolutamente derivable en
a = 0, sin embargo es claro que no es continua en a.

b.- La proposición es falsa. En efecto, consideremos la función f(x) = x y el
punto a = 0. Entonces f ′(0) = 1, sin embargo |f |(x) = |x| no es derivable
en 0 como bien es conocido.

c.- La proposición es cierta. En efecto, si f es derivable en a, entonces es
continua en a. Al ser f(a) 6= 0 y por una conocida propiedad, existe un
ε > 0 tal que f(x) tiene el mismo signo que f(a) en I = (a − ε, a + ε). Si
f(a) > 0, entonces |f | = f en I y por tanto |f |′(a) = f ′(a). Si f(a) < 0,
entonces |f | = −f en I y por tanto |f |′(a) = −f ′(a). Concluimos que f es
absolutamente derivable en a.

d.- La proposición es falsa. En efecto, consideremos la función f del apar-
tado a.- y a = 0. Esta función es absolutamente derivable en a según vimos
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y cumple f(a) 6= 0. Sin embargo no es derivable en a al no ser continua en
este punto.

e.- La proposición es cierta. En efecto, si f es continua en a y f(a) 6= 0 existe
un ε > 0 tal que f(x) tiene el mismo signo que f(a) en I = (a− ε, a+ ε). Si
f(a) > 0, entonces f = |f | en I y por ser f absolutamente derivable en a,
f ′(a) = |f |′(a). Si f(a) < 0, entonces f = −|f | en I y por ser f absoluta-
mente derivable en a, f ′(a) = −|f |′(a). Es decir, f es derivable en a.

f.- La proposición es cierta. En efecto, sea f(a) = 0 y f derivable en a.
Veamos que f es absolutamente derivable en a⇔ f ′(a) = 0.
⇒) Por ser f derivable en a y f(a) = 0, existe y es finito:

f ′(a) = ĺım
h→0

f(a+ h)

h
. (1)

Por ser f absolutamente derivable en a y f(a) = 0, existe y es finito:

ĺım
h→0

|f(a+ h)|
h

. (2)

Tomando valor absoluto en (1):

|f ′(a)| = ĺım
h→0

|f(a+ h)|
|h|

.

Por tanto

|f ′+(a)| = ĺım
h→0+

|f(a+ h)|
|h|

= ĺım
h→0+

|f(a+ h)|
h

,

|f ′−(a)| = ĺım
h→0−

|f(a+ h)|
|h|

= − ĺım
h→0−

|f(a+ h)|
h

.

Por (2), existe ĺımh→0 |f(a + h)|/h y por tanto los ĺımites por la derecha e
izquierda coinciden. Es decir,

|f ′(a)| = −|f ′(a)| ⇒ 2|f ′(a)| = 0⇒ |f ′(a)| = 0⇒ f ′(a) = 0.

⇐) Por hipótesis f(a) = 0 y f es derivable en a con f ′(a) = 0. Veamos que f
es absolutamente derivable en a. En efecto, f(a) = 0 y f ′(a) = 0 implica que
ĺımh→0 f(a+ h)/h = 0. Entonces, dado un ε > 0 se verifica |f(a+ h)/h| < ε
para h suficientemente próximo a 0. Ahora bien,∣∣∣∣ |f(a+ h)|

h

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(a+ h)

h

∣∣∣∣ .
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Se deduce que ĺımh→0 |f(a+ h)|/h = 0, es decir, f es absolutamente deriva-
ble en a.

g.- La proposición es cierta. En efecto, si f y g son absolutamente deriva-
bles en a, las funciones |f | y |g| son derivables en a. Como el producto de
funciones derivables es derivable, |f ||g| = |fg| es derivable en a. Es decir,
fg es absolutamente derivable en a.

h.- La proposición es falsa. En efecto, elijamos las funciones

f(x) =

{
x+ 1 si x ≥ 0
−x− 1 si x < 0,

g(x) =

{
x− 1 si x ≥ 0
−x+ 1 si x < 0.

En un entorno de 0 tenemos |f(x)| = x+ 1 y |g(x)| = −x+ 1 lo cual implica
que f y g son absolutamente derivables en 0. Por otra parte:

f(x) + g(x) =

{
2x si x ≥ 0
−2x si x < 0.

Por tanto, |f(x) + g(x)| = |2x|, que no es derivable en a = 0, basta usar el
hecho de que |x| no es derivable en a = 0.

4.25. Ecuación diferencial y fórmula de Leibniz

Dada la función y = (Argsh x)2,
a) Demostrar que se verifica la igualdad (1 + x2)y′′ + xy′ = 2.
b) Utilizando la igualdad anterior y la fórmula de Leibniz hallar una expre-
sión que proporcione la derivada de cualquier orden en x = 0.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Minas, UPM).

Solución. a) Tenemos y′ = 2(Argsh x)
1√

1 + x2
o bien

√
1 + x2y′ = 2Argsh x.

Derivando la última expresión:

x√
1 + x2

y′ +
√

1 + x2y′′ =
2√

1 + x2
.

Multiplicando ambos miembros por
√

1 + x2 obtenemos:

(1 + x2)y′′ + xy′ = 2. (1)

b) La fórmula de Leibniz para la derivada de orden n − 2 del producto de
dos funciones u y v es:

(uv)(n−2) = u(n−2)v +

(
n− 2

1

)
u(n−3)v′ +

(
n− 2

2

)
u(n−4)v′′ + . . .+ uv(n−2).
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Eligiendo u = y′′, v = 1 + x2 obtenemos

(y′′(1 + x2))(n−2) = y(n)(1 + x2) +

(
n− 2

1

)
y(n−1)2x+

(
n− 2

2

)
y(n−2)2

+0 + . . .+ 0.

Para x = 0 :

(y′′(1 + x2))(n−2)(0) = y(n)(0) + 2

(
n− 2

2

)
y(n−2)(0)

= y(n)(0) + (n− 2)(n− 3)y(n−2)(0). (2)

Eligiendo ahora u = y′, v = x :

(y′x)(n−2) = y(n−1)x+

(
n− 2

1

)
y(n−2)1 + 0 + . . .+ 0.

Para x = 0 :

(y′x)(n−2)(0) =

(
n− 2

1

)
y(n−2)(0) = (n− 2)y(n−2)(0). (3)

Derivando n − 2 veces la igualdad (1), sustituyendo x = 0 y usando (2) y
(3):

y(n)(0) + (n− 2)(n− 3)y(n−2) + (n− 2)y(n−2) = 0.

Despejando y(n)(0) obtenemos y(n)(0) = −(n− 2)2y(n−2)(0). Por tanto, co-
nociendo y′(0), y′′(0) tendremos la fórmula que nos da la derivada de orden
n de y en x = 0. Del apartado a) deducimos que y′(0) = 0 y que y′′(0) = 2.
Esto implica que las derivadas de orden impar son todas nulas. Hallemos las
de orden par:

y′′(0) = 2,

y(4)(0) = −(4− 2)22 = −222,

y(6)(0) = −(6− 2)2(−222) = 42222,

y(8)(0) = −(8− 2)2(42222) = −6242222,

. . .

y(n)(0) = (−1)
n
2

+12(n− 2)2(n− 4)2 · . . . · 22.

Podemos pues expresar y(n)(0) (n ≥ 1) de la siguiente manera:

y(n)(0) =

{
0 si n impar

(−1)
n
2

+12((2n− 2)!!)2 si n par.



Caṕıtulo 5

Teoremas del valor medio

5.1. Teorema de Rolle

1. Verificar la validez del Teorema de Rolle para la función

f(x) = x3 + 4x2 − 7x− 10

en el intervalo [−1, 2]. Hallar el c o los c correspondientes.
2. Verificar la validez del Teorema de Rolle para la función f(x) = log(sinx)
en el intervalo [π/6, 5π/6]
3. Aplicar el Teorema de Rolle para demostrar que para todo m ∈ R la
ecuación 2x5 + x+m = 0 no puede tener dos soluciones reales.
4. Demostrar el teorema de Rolle:
Sea f : [a, b]→ R una función. Supongamos que se verifica: (i) f es continua
en [a, b]. (ii) f es derivable en (a, b). (iii) f(a) = f(b). Entonces, existe al
menos un c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.
5. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función f : [1, 2] → R
definida por f(x) = 3

√
x2 − 3x+ 2.

6. Demostrar que la ecuación x3− 3x+α = 0 con α ∈ R no puede tener dos
soluciones distintas en el intervalo (0, 1).
7. Sea f(x) = 1 +xm(x−1)n en donde m,n son enteros positivos. Sin hallar
f ′(x) demostrar que la ecuación f ′(x) = 0 tiene al menos una solución en el
intervalo (0, 1).
8. Se considera el polinomio p(x) ∈ R[x] :

p(x) = a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n.

Demostrar que si x0 es una ráız positiva de p(x), entonces el polinomio
a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1 tiene una ráız positiva menor que x0.
9. Sin calcular la derivada de la función

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4),

101
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establecer cuantas ráıces tiene f ′(x) e indicar en qué intervalos están.
10. Demostrar que la función f(x) = xn + px + q con n ≥ 2 entero y p, q
reales no puede tener más de dos soluciones reales siendo n par, ni más de
tres siendo n impar.

Solución. 1. Veamos que se verifican las hipótesis del teorema.
(i) f es evidentemente continua en [−1, 2] (teorema de continuidad de las
funciones elementales).
(ii) f es derivable en (−1, 2) (teoremas de derivación de funciones elemen-
tales) siendo su derivada f ′(x) = 3x2 + 8x− 7.
(iii) f(−1) = . . . = 0 y f(2) = . . . = 0 , tenemos por tanto f(−1) = f(2).
Como consecuencia del Teorema de Rolle existe al menos un c ∈ (−1, 2) tal
que f ′(c) = 0. Procedamos a hallar estos valores de c :

f ′(c) = 0⇔ 3c2 +8c−7 = 0⇔ c =
−8±

√
148

6
=
−8± 2

√
37

6
=
−4±

√
37

3
.

Por tanto c =
−4 +

√
37

3
≈ 0,69 o c =

−4−
√

37

3
≈ −3,36. El primer c

pertenece al intervalo (−1, 2) y el segundo, no.

2. Veamos que se verifican las hipótesis del teorema.
(i) Para todo x ∈ [π/6, 5π/6] tenemos sinx > 0 por tanto f(x) = log(sinx)
está definida en dicho intervalo y es continua por el teorema de continuidad
de las funciones elementales.
(ii) f es derivable en (π/6, 5π/6) (teoremas de derivación de funciones ele-
mentales) siendo su derivada f ′(x) = cosx/ sinx.
(iii) f(π/6) = log sin(π/6) = log(1/2) y por otra parte f(5π/6) = log sin(5π/6) =
log(1/2), por tanto f(π/6) = f(5π/6).
Como consecuencia del Teorema de Rolle existe al menos un c ∈ (π/6, 5π/6)
tal que f ′(c) = 0. Procedamos a hallar estos valores de c en tal intervalo:

f ′(c) = 0⇔ cos c

sin c
= 0⇔ cos c = 0⇔ c =

π

2
.

3. Supongamos que la ecuación dada tuviera dos soluciones reales a, b con
a < b. Consideremos la función f(x) = 2x5 + x+m definida en el intervalo
[a, b]. Entonces, tendŕıamos f(a) = f(b) = 0 y es claro que f cumple las otras
dos hipótesis del Teorema de Rolle. En consecuencia existiŕıa un c ∈ (a, b)
tal que f ′(c) = 0, es decir existiŕıa un c ∈ (a, b) tal que 10c4 + 1 = 0. Pero
esto es absurdo pues el primer miembro es un número mayor que 0.

Es decir, si suponemos que la ecuación dada tiene dos soluciones reales lle-
gamos a un absurdo. Se concluye pues que la ecuación no puede tener dos
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soluciones reales.

4. Por el teorema de Weierstrass, la función f tiene un máximo y un mı́ni-
mo absolutos en el intervalo [a, b]. Si ambos se alcanzan en los extremos del
intervalo, llamemos K = f(a) = f(b). Entonces K ≤ f(x) ≤ K para todo
x ∈ [a, b] lo cual implica que f(x) = K (función constante en [a, b]) y en con-
secuencia f ′(c) = 0 para todo c ∈ (a, b). Si alguno de ellos se alcanza en un
c ∈ (a, b) entonces tenemos en c un extremo relativo, con lo cual f ′(c) = 0.
Queda pues demostrado el teorema.

5. La función f(x) = 3
√
x2 − 3x+ 2 es elemental y está definida en R, por

tanto es continua en R (en particular en [1, 2]). Por otra parte, aplicando un
conocido teorema de derivación:

f ′(x) =
2x− 3

3 3
√

(x2 − 3x+ 2)2
(si x2 − 3x+ 2 6= 0).

Pero x2 − 3x+ 2 = 0 para x = 2 o x = 1. Es decir, f es derivable en (1, 2).
Además, f(1) = f(2) (ambos 0). Como consecuencia del teorema de Rolle
existe un c ∈ (1, 2) tal que f ′(c) = 0 o equivalentemente

∃c ∈ (1, 2) :
2c− 3

3 3
√

(c2 − 3c+ 2)2
= 0.

La igualdad anterior se cumple para c = 3/2 (que pertenece a (1, 2).

6. Supongamos que la ecuación tuviera dos soluciones a, b con 0 < a < b < 1
y consideremos la función

f : [a, b]→ R, f(x) = x3 − 3x+ α.

La función f(x) = x3 − 3x − α es claramente continua en [a, b] y derivable
en (a, b). Además, se verificaŕıa f(a) = f(b) = 0. Como consecuencia del
teorema de Rolle existiŕıa un c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0, es decir 3c2−3 = 0
cuyas soluciones son c = 1, c = −1. Pero esto contradice

0 < a < c < b < 1.

Concluimos que la ecuación dada no puede tener dos soluciones distintas en
el intervalo (0, 1).

7. La función f es polinómica y por tanto, continua en [0, 1] y derivable
en (0, 1). Además f(0) = f(1) (ambos igual a 1). Como consecuencia del
teorema de Rolle existe un c ∈ (0, 1) tal que f ′(c) = 0.



104 5.2 Teorema de Lagrange

8. La función p(x) es polinómica y por tanto continua en [0, x0] y derivable
en (0, x0). Además p(0) = p(x0) (ambos iguales a 0). Como consecuencia del
teorema de Rolle, existe un c ∈ (0, x0) tal que p′(c) = 0, o equivalentemente

a1 + 2a2c+ . . .+ nanc
n−1 = 0,

lo cual implica que a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1 tiene una ráız positiva menor

que x0.

9. Se verifica f(1) = f(2) = f(4) = f(4) = 0 y la función f al ser polinómica
es derivable (y por tanto continua) en R. Se verifican por tanto las hipótesis
del teorema de Rolle para la función f en los intervalos [1, 2], [2, 3] y [3, 4].
Como consecuencia existen c1 ∈ (1, 2), c2 ∈ (2, 3) y c3 ∈ (3, 4) tales que
f ′(c1) = f ′(c2) = f ′(c3) = 0. Es decir, f ′(x) tiene al menos tres ráıces reales
y dado que es polinomio de tercer grado, tiene exactamente 3.

10. La función f es polinómica, por tanto continua en todo intervalo cerrado
[a, b] y derivable en todo intervalo abierto (a, b). Sea n par y supongamos
que f tuviera tres ráıces reales r1 < r2 < r3. Se verificaŕıan las hipótesis
del teorema de Rolle para f en los intervalos [r1, r2] y [r2, r3]. Por tanto
existiŕıan c1 ∈ (r1, r2), c2 ∈ (r2, r3) tales que f ′(c1) = f ′(c2) = 0 siendo
c1 6= c2. Pero

f ′(x) = 0⇔ nxn−1 + p = 0⇔ x = n−1
√
−p/n,

y al ser n− 1 impar, la ráız n−1
√
−p/n es única (contradicción).

Sea n impar y supongamos que f tuviera cuatro ráıces reales r1 < r2 < r3 <
r4. Se verificaŕıan las hipótesis del teorema de Rolle para f en los intervalos
[r1, r2], [r2, r3] y [r3, r4]. Por tanto existiŕıan c1 ∈ (r1, r2), c2 ∈ (r2, r3),
c3 ∈ (r3, r4) tales que f ′(c1) = f ′(c2) = f ′(c3) = 0 siendo c1, c2, c3 distintos
dos a dos. Pero de nuevo,

f ′(x) = 0⇔ nxn−1 + p = 0⇔ x = n−1
√
−p/n,

y al ser n par, la ráız n−1
√
−p/n tiene a lo sumo dos soluciones (contradic-

ción).

5.2. Teorema de Lagrange

1. Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema de Lagrange para la
función f(x) = x − x3 en el intervalo [−2, 1]. Hallar el c o los c correspon-
dientes.
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2. Aplicar el teorema de Lagrange para acotar el error que se comete al to-
mar 100 como valor aproximado de

√
10 001.

3. Demostrar que |sen x − sen y| ≤ |x − y| para todo x, y números reales,
usando el teorema del valor medio de Lagrange.
4. Demostrar el teorema del valor medio de Lagrange:
Sea f : [a, b]→ R una función. Supongamos que se verifica:
(i) f es continua en [a, b]. (ii) f es derivable en (a, b).

Entonces, existe al menos un c ∈ (a, b) tal que f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

5. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la función f(x) = x4/3

en el intervalo [−1, 1].
6. En el segmento de la parábola y = x2 comprendido entre los puntos
A(1, 1) y B(3, 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda AB.
7. Aplicar el teorema de Lagrange para demostrar la fórmula

sen (x+ h)− sen x = h cos c (x < c < x+ h).

8. Si f es derivable en [0.+∞) y ĺım
x→+∞

f ′(x) = A, calcular el ĺımite

ĺım
x→+∞

f(2x)− f(x)

x
.

9. Demostrar que si f ′(x) = 0 en un intervalo (a, b) entonces f es constante
en (a, b).

Solución. 1. Veamos que se verifican las hipótesis del teorema. (i) f es
evidentemente continua en [−2, 1] (teorema de continuidad de las funciones
elementales). (ii) f es derivable en (−2, 1) (teoremas de derivación de fun-
ciones elementales) siendo su derivada f ′(x) = 1− 3x2. Como consecuencia
del Teorema de Lagrange, existe al menos un c ∈ (−2, 1) tal que

f ′(c) =
f(1)− f(−2)

1− (−2)
.

Procedamos a hallar estos valores de c :

f ′(c) =
f(1)− f(−2)

1− (−2)
⇔ 1− 3c2 = −2⇔ c2 = 1

⇔ c = 1 ∨ c = −1.

El primer c no pertenece al intervalo (−2, 1) y el segundo, śı.

2. Consideremos la función f : [10 000, 10 001] → R, f(x) =
√
x. Ésta

función es elemental y está definida en el intervalo cerrado elegido, por tanto
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es continua en él. Por un conocido teorema de derivación, f ′(x) =
1

2
√
x

derivada que existe en el correspondiente intervalo abierto. De acuerdo con
el teorema de Lagrange existe un c en el intervalo abierto (10000, 10001) tal
que

f ′(c) =
f(10 001)− f(10 000)

10 001− 10 000
, o bien

1

2
√
c

=
√

10 001− 100.

Dado que 10 000 < c se verifica:

√
10 001− 100 =

1

2
√
c
<

1

2
√

10 000
<

1

2 · 100
=

1

200
= 0,005.

El error es por tanto menor que 0,005.

3. Si x = y queda |sen x − sen y| = |x − y| = 0 y por tanto la desigualdad
es válida. Supongamos que x < y. Aplicando el teorema de Lagrange a la
función seno en el intervalo [x, y] :

sen x− sen y = (x− y) cos c, para algún c ∈ (x, y).

Tomando valores absolutos y usando que | cos c| ≤ 1 :

|sen x− sen y| = | cos c||x− y| ≤ |x− y|.

Si x > y obtenemos la misma desigualdad intercambiando los papeles de x
e y.

4. Consideremos la función g : [a, b]→ R definida por

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a).

Es fácil demostrar que la función g satisface las hipótesis del teorema de Ro-
lle. Como consecuencia, existe c ∈ (a, b) tal que g′(c) = 0. Equivalentemente

f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0 o bien, f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

5. La función f(x) = x4/3 =
3
√
x4 es función elemental y está definida en todo

R, en consecuencia es continua en R (en particular en [−1, 1]). Su derivada
existe en todo R y es f ′(x) = (4/3)x1/3 = (4/3) 3

√
x. Como consecuencia del

teorema de Lagrange, existe al menos un c ∈ (−1, 1) tal que

f ′(c) =
f(1)− f(−1)

1− (−1)
o bien

4 3
√
c

3
= 0.
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Esta igualdad se verifica para c = 0 ∈ (−1, 1).

6. La función f(x) = x2 satisface claramente las hipótesis del teorema de
Lagrange en el intervalo [1, 3]. La abscisa del punto pedido sabemos que
corresponde a cualquier c satisfaciendo:

f ′(c) =
f(3)− f(1)

3− 1
, o equivalentemente 2c = 4.

Es decir, c = 2 y el punto pedido es por tanto P (2, 22) = P (2, 4).

7. La función f(t) = sen t es derivable (y por tanto continua) en R. En
consecuencia satisface las hipótesis del teorema de Lagrange en el intervalo
[x, x+ h]. Esto implica que existe c ∈ (x, x+ h) tal que

f ′(c) =
f(x+ h)− f(x)

(x+ h)− x
=

sen (x+ h)− sen x

h
.

Dado que f ′(c) = cos c, queda sen (x+h)−sen x = h cos c con x < c < x+h.

8. Para todo x > 0 tenemos x < 2x. Al ser f derivable en [0. +∞), es
continua en [x, 2x] y derivable en (x, 2x). Por el teorema de Lagrange, existe
un c (que depende de x) tal que

f ′(c) =
f(2x)− f(x)

2x− x
=
f(2x)− f(x)

x
.

Teniendo en cuenta que si x→ +∞ entonces c→ +∞ :

ĺım
x→+∞

f(2x)− f(x)

x
= ĺım

x→+∞
f ′(c) = ĺım

c→+∞
f ′(c) = A.

9. Sean x1 y x2 dos puntos de (a, b) con x1 < x2. Como f es derivable
en (a, b), es derivable en (x1, x2) y continua en [x1, x2]. Por tanto podemos
aplicar el teorema de Lagrange a la función f en el intervalo [x1, x2], es decir
existe c ∈ (x1, x2) tal que

f(x1)− f(x2) = f ′(c)(x2 − x1).

Como f ′(x) = 0 para todo x ∈ (a, b) se deduce f(x1) − f(x2) = 0 o equi-
valentemente f(x1) = f(x2). Hemos demostrado que f(x1) = f(x2) para
cualquier par de números x1 y x2 en (a, b) lo cual implica que f es constante
en (a, b).
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5.3. Teorema del valor medio de Cauchy

1. Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema del valor medio de
Cauchy para las funciones f, g : [1, 2]→ R definidas por:

f(x) = x2 + 2, g(x) = x3 − 1.

Hallar el c o los c correspondientes.
2. Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema del valor medio de
Cauchy para las funciones f, g : [0, π/2]→ R definidas por

f(x) = sen x, g(x) = cosx.

Hallar el c o los c correspondientes.
3. Demostrar el teorema del valor medio de Cauchy:
Sean f, g : [a, b] → R dos funciones tales que: (i) f y g son continuas en
[a, b]. (ii) f y g son derivables en (a, b). (iii) g′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b).
Entonces, existe un c ∈ (a, b) tal que

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Solución. 1. (i) f y g son continuas en [1, 2] (teorema de continuidad de
las funciones elementales).

(ii) f y g son derivables en (1, 2) (teorema de derivabilidad de las funciones
elementales), siendo sus derivadas f ′(x) = 2x y g′(x) = 3x2.

(iii) Tenemos g′(x) = 0⇔ 3x2 = 0⇔ x = 0, lo cual implica que g′(x) 6= 0
para todo x ∈ (1, 2). Como consecuencia del teorema del valor medio de
Cauchy, existe un c ∈ (1, 2) tal que

f ′(c)

g′(c)
=
f(2)− f(1)

g(2)− g(1)
.

Hallemos c :

f ′(c)

g′(c)
=
f(2)− f(1)

g(2)− g(1)
⇔ 2c

3c2
=

6− 3

7− 0
⇔ 2

3c
=

3

7
⇔ c = 14/9.

Claramente c = 14/9 ∈ (1, 2).

2. i) f y g son continuas en [0, π/2] (teorema de continuidad de las funciones
elementales).

(ii) f y g son derivables en (0, π/2) (teorema de derivabilidad de las funciones
elementales), siendo sus derivadas f ′(x) = cosx y g′(x) = −sen x.
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(iii) En [0, π/2] tenemos g′(x) = 0 ⇔ −sen x = 0 ⇔ x = 0, lo cual implica
que g′(x) 6= 0 para todo x ∈ (0, π/2). Como consecuencia del teorema del
valor medio de Cauchy, existe un c ∈ (0, π/2) tal que

f ′(c)

g′(c)
=
f(π/2)− f(0)

g(π/2)− g(0)
.

Hallemos c :

f ′(c)

g′(c)
=
f(π/2)− f(0)

g(π/2)− g(0)
⇔ cos c

−sen c
=

1− 0

0− 1
⇔ cot c = 1⇔ c = π/4.

Claramente c = π/4 ∈ (0, π/2).

3. Veamos que no se puede cumplir g(a) = g(b). En efecto, si fuera g(a) =
g(b) se cumpliŕıan para la función g las hipótesis del teorema de Rolle. Como
consecuencia, existiŕıa un c ∈ (a, b) tal que g′(c) = 0 lo cual es absurdo por
la hipótesis (iii).

Dado que g(a) 6= g(b), podemos definir la función F : [a, b]→ R :

F (x) = f(x)− f(b)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(b)).

Es fácil verificar que F satisface las hipótesis del teorema de Rolle en el in-
tervalo [a, b], por tanto existe c ∈ (a, b) tal que F ′(c) = 0. Equivalentemente:

f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) = 0, o bien

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

5.4. Una aplicación del teorema de Rolle

Sea f : [3, 5] → R una función continua que es derivable en (3, 5) y tal que
f(3) = 6 y f(5) = 10.

(a) Consideremos la función g : [3, 5] → R definida por g(x) =
f(x)

x
. De-

mostrar que existe un x0 ∈ (3, 5) tal que g′(x0) = 0. Deducir que f ′(x0)x0−
f(x0) = 0.
(b) Demostrar que entre todas las rectas tangentes a la gráfica de f , al me-
nos una de ellas pasa por el origen de coordenadas.
(c) Sea [a, b] un intervalo que no contiene al 0. Sea h : [a, b] → R una fun-

ción continua que es derivable en (a, b) y tal que
h(a)

a
=
h(b)

b
. Demostrar

que existe un x0 ∈ (a, b) tal que la tangente a la gráfica de h en el punto
(x0, h(x0)) pasa por (0, 0).
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(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Veamos que la función g cumple las hipótesis del Teorema
de Rolle. (i) g es continua en [3, 5] pues es cociente de continuas y el de-
nominador no se anula en [3, 5]. (ii) g es derivable en (3, 5). Efectivamente,
g′(x) = (xf ′(x)− f(x))/x2 con x2 6= 0 en (3, 5). (iii) g(3) = f(3)/3 = 6/3 =
2, g(5) = f(5)/5 = 10/5 = 2, es decir g(3) = g(2).

Existe pues x0 ∈ (3, 5) tal que g′(x0) = (x0f
′(x0) − f(x0))/x2

0 = 0. Como
x2

0 6= 0 concluimos que ∃x0 ∈ (3, 5) tal que f ′(x0)x0 − f(x0) = 0.

(b) La ecuación de la recta tangente a una curva y = f(x) en el punto
de abscisa x0 es r ≡ y − y0 = f ′(x0)(x− x0). Si x0 es el correspondiente al
apartado anterior entonces la recta r pasa por el origen de coordenadas pues
para x = y = 0 obtenemos la relación −f(x0) = f ′(x0)(−x0) o equivalente-
mente f ′(x0)x0−f(x0) = 0, igualdad que se cumple según lo ya demostrado.

(c) Veamos que se verifican las hipótesis del Teorema de Rolle para la fun-
ción ϕ = h(x)/x en el intervalo [a, b]. (i) ϕ es continua en [a, b] pues es
cociente de funciones continuas y el denominador no se anula (por hipóte-
sis 0 6∈ [a, b]). (ii) ϕ es derivable en (a, b) pues ϕ′(x) = (xh′(x) − h(x))/x2

con x2 6= 0 en (a, b). (iii) Tenemos por hipótesis h(a)/a = h(b)/b por tanto
ϕ(a) = h(a)/a = h(b)/b = ϕ(b).

Existe pues un x0 ∈ (a, b) tal que ϕ′(x0) = 0 o bien (x0h
′(x)0 − h(x0))/x2

0 o
bien x0h

′(x0) − h(x0) = 0 (pues x2
0 6= 0). La ecuación de la recta tangente

a la gráfica de h en este mismo x0 es y − h(x0) = h′(x0)(x − x0). Pasa por
(0, 0) pues 0− h(x0) = h′(x0)(0− x0) equivale a x0h

′(x0)− h(x0) = 0.

5.5. Diámetro de un subconjunto de R

Dado un subconjunto acotado A ⊂ R, se define el diámetro del conjunto A
como

d(A) = sup{|x− y| : x, y ∈ R}.

Considérese una función derivable f : R → R tal que existe M > 0 con
|f ′(x)| ≤M para todo x ∈ R.

(a) Dado r > 0 compruébese que si A es tal que d(A) ≤ r

M
entonces

d((f(A)) ≤ r.
(b) Sea S ⊂ R acotado y supongamos que M < 1. Calcular ĺım

n→∞
d (fn(S))

en donde fn(A) = {(f ◦ f ◦ . . . ◦ f)(x) : x ∈ A}.
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(Propuesto en examen, Cálculo, ETS, Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Sean x, y ∈ A con x < y. Como f es derivable en R, podemos
aplicar el Teorema del valor medio de Lagrange a la función f en el intervalo

[x, y], es decir existe ξ ∈ (x, y) tal que f ′(ξ) =
f(y)− f(x)

y − x
, por tanto

∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ = |f ′(ξ)| ⇒ |f(y)− f(x)| = |f ′(ξ)||y − x| ≤M · r
M

= r.

Es decir, r es cota superior del conjunto {|f(y)− f(x) : x, y ∈ A|}. Como
el supremo de un conjunto es la menor de las cotas superiores del conjunto,
se concluye que

d (f(A)) = sup{|f(y)− f(x) : x, y ∈ A|} ≤ r.

(b) Tenemos d (fn(S)) = sup{|fn(x)− f(y)|}. Por otra parte

(f2)′(x) = f ′[f(x)]f ′(x)⇒ |(f2)′(x)| = |f ′[f(x)]||f ′(x)| < M ·M = M2.

Aplicando el método de inducción es inmediato comprobar que |(fn)′(x)| <
Mn. Además, la función fn es derivable en R (composición de derivables
en R) con lo cual podemos aplicar de nuevo el teorema del valor medio de
Lagrange a la función fn en el intervalo [x, y] con x < y elementos de S :

∃ξ ∈ (x, y) :
fn(y)− fn(x)

y − x
= (fn)′(ξ).

Como S está acotado, tiene supremo y por tanto existe d(S). Entonces:

|fn(y)− fn(x)| = (fn)′(ξ)|y − x| < Mn|y − x| ≤Mnd(S).

Es decir, Mnd(S) es una cota superior {|fn(y) − fn(x)| : x, y ∈ S}. En
consecuencia 0 ≤ d (fn(S)) = sup{|fn(y) − fn(x)| : x, y ∈ S} ≤ Mnd(S).
Teniendo en cuenta que M < 1 y tomando ĺımites obtenemos

0 ≤ ĺım
n→∞

d (fn(S)) ≤ 0.

Por tanto, el ĺımite pedido es igual a 0.

5.6. Ĺımite de las ráıces de pn(x) = xn+2 − 2x+ 1

Se considera la sucesión de polinomios dada por

pn(x) = xn+2 − 2x+ 1 n = 1, 2, 3, . . .
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Se pide:
1) Comprobar que todos estos polinomios tienen un cero común.
2) Demostrar que cada polinomio tiene como máximo un cero en el intervalo
abierto (0, 1).
3) Comprobar que cada polinomio tiene de hecho un cero en (0, 1).
4) Sea (x)n≥1 la sucesión formada por los ceros de los polinomios pn en (0, 1).
Comprobar que esta sucesión converge.
5) Calcular ĺım

n→∞
xn.

Sugerencia: Inténtese una interpretación geométrica de la ecuación xn+2 −
2x+ 1 = 0.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1) Para todo n = 1, 2, 3, . . . se verifica pn(1) = 12n+1− 2 · 1 + 1 =
1−2+1 = 0, lo cual implica que 1 es un cero común a todos los polinomios pn.

2) Supongamos que pn tuviera mas de un cero en el intervalo (0, 1). Sean a, b
con 0 < a < b < 1 dos de estos ceros, es decir pn(a) = pn(b) = 0. La función
pn es polinómica y por tanto derivable en todo R. Como consecuencia es
continua en [a, b], derivable en (a, b) y además cumple pn(a) = pn(b). Como
consecuencia del teorema de Rolle, existiŕıa un ξ1 ∈ (a, b) tal que p′n(ξ1) = 0.

También pn es continua en [b, 1], derivable en (b, 1) y además cumple pn(b) =
pn(1). De nuevo, como consecuencia del teorema de Rolle, existiŕıa un ξ2 ∈
(b, 1) tal que p′n(ξ2) = 0. Dado que 0 < ξ1 < ξ2 < 1, el polinomio p′n tendŕıa
al menos dos ráıces en (0, 1). Ahora bien,

p′n(x) = (n+ 2)xn+1 − 2 = 0⇔ x = n+1

√
2

n+ 2
.

Como 0 < 2/(n+2) < 1 para todo n = 1, 2, 3, . . . , la ráız rn = n+1
√

2/(n+ 2)
sólo puede tomar un valor en (0, 1), lo cual es absurdo.

3. El único punto cŕıtico de pnen (0, 1 es rn. Tenemos p′′n(x) = (n+2)(n+1)xn

y p′′n(r) > 0, lo cual implica que pn tiene en rn un mı́nimo relativo. Dado
que pn es estrictamente creciente en (rn, 1] y que pn(1) = 0, ha de ser nece-
sariamente pn(r) < 0. Como pn(0) = 1 > 0 y pn es continua en [0, rn], por
el teorema de Bolzano existe xn ∈ (0, rn) tal que pn(xn) = 0. Más aún, al
ser pn(1/2) = 1/2n+2 > 0, podemos asegurar que xn ∈ (1/2, rn).

De todo lo anterior, concluimos que todo polinomio pn tiene exactamente
una ráız en (0, 1) y además se verifica 1/2 < xn < rn.
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4. La sucesión (x)n≥1 está acotada inferiormente por 1/2, si demostramos que
es monótona decreciente quedará demostrado que es convergente. Tenemos

pn(x)− pn+1(x) = xn+2 − 2x+ 1− (xn+3 − 2x+ 1)

= xn+2 − xn+3 = xn+2(1− x).

Como xn+2(1 − x) > 0 en (0, 1) se deduce que pn(x) > pn+1(x) en (0, 1).
De la interpretación de las gráficas de y = pn(x) concluimos que xn > xn+1

para todo n = 1, 2, 3, . . . , y por tanto la sucesión es monótona decreciente.

y

x1

1 pn(x) > pn+1(x)
xn > xn+1

5. Sea l = ĺımn→∞ xn. Necesariamente es 1/2 < l < 1, y por tanto xn+2
n →

l+∞ = 0 cuando n→ +∞. Como xn es ráız de pn, se verifica xn+2
n −2xn+1 =

0. Tomando ĺımites en esta última igualdad obtenemos 0 − 2l + 1 = 0, es
decir l = 1/2. Por tanto:

ĺım
x→∞

xn =
1

2
.
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Caṕıtulo 6

Fórmula de Taylor

6.1. Polinomio de Taylor

1. Hallar el polinomio de Maclaurin p(x) de orden 5 para la función f(x) =
senx.
2. Hallar el polinomio de Taylor p(x) de orden 3 en x0 = π para la función
f(x) = cosx.
3. Hallar el polinomio de Maclaurin p(x) de orden n para la función f(x) =

1

x+ 1
.

4. Obtener el polinomio de Taylor de orden 3 centrado en x = 0 de la función
f(x) = arctanx.

Solución. 1. Tenemos:

f(x) = senx⇒ f(0) = 0,

f ′(x) = cosx⇒ f ′(0) = 1,

f ′′(x) = − senx⇒ f ′′(0) = 0,

f ′′′(x) = − cosx⇒ f ′′′(0) = −1,

f (4)(x) = senx⇒ f (4)(0) = 0,

f (5)(x) = cosx⇒ f (5)(0) = 1.

Por tanto, el polinomio pedido es:

p(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (5)(0)

5!
x5

= x− x3

3!
+
x5

5!

= x− 1

6
x3 +

1

120
x3.

115
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2. Tenemos:
f(x) = cosx⇒ f(π) = −1,

f ′(x) = − senx⇒ f ′(π) = 0,

f ′′(x) = − cosx⇒ f ′′(π) = 1,

f (3)(x) = senx⇒ f (3)(π) = 0.

Por tanto,

p(x) = f(π) +
f ′(π)

1!
(x− π) +

f (2)(π)

2!
(x− π)2 +

f (3)(π)

3!
(x− π)3

= −1 +
1

2
(x− π)2.

3. Hallemos las primeras derivadas de f :

f(x) = (x+ 1)−1 ⇒ f(0) = 1 = 0!,

f ′(x) = −(x+ 1)−2 ⇒ f ′(0) = −1!,

f ′′(x) = 2(x+ 1)−3 ⇒ f ′′(0) = 2 = 2!,

f (3)(x) = −6(x+ 1)−4 ⇒ f (3)(0) = −6 = −3!,

f (4)(x) = 24(x+ 1)−5 ⇒ f (3)(0) = 24 = 4!.

Fácilmente podemos demostrar por inducción que f (n)(0) = (−1)nn!, por
tanto:

p(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 + ·+ f (n)(0)

n!
xn

= 1− x+ x3 − x4 + · · ·+ (−1)nxn.

4. Tenemos

f(x) = arctanx,

f ′(x) =
1

1 + x2
,

f ′′(x) = −2
x

(1 + x2)2
,

f ′′′(x) = −2
(1 + x2)2 − 2(1 + x2)2x(x)

(1 + x2)4
= −2

1− 3x2

(1 + x2)3
.

Particularizando en x = 0 :

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −2.

En consecuencia, el polinomio pedido es:

p(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 = x− x3

3
.
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6.2. Fórmula de Taylor

1. Escribir la fórmula de Maclaurin de orden 2 para las funciones: (a) f(x) =√
1 + x. (b) g(x) = 3

√
1 + x.

2. Escribir la fórmula de Maclaurin de orden 5 para la función f(x) = senx.
3. Escribir la fórmula de Taylor de orden 3 en x0 = 4 para la función
f(x) =

√
x.

4. Escribir la fórmula de Maclaurin de orden n para la función f(x) =
log(1 + x).

Solución. 1. (a) Derivamos hasta orden 3:

f(x) = (1 + x)1/2 ⇒ f(0) = 1,

f ′(x) =
1

2
(1 + x)−1/2 ⇒ f ′(0) =

1

2
,

f ′′(x) = −1

4
(1 + x)−3/2 ⇒ f ′′(0) = −1

4
,

f ′′′(x) =
3

8
(1 + x)−5/2 ⇒ f ′′′(ξ) =

3

8(1 + ξ)2
√

1 + ξ
.

Entonces,

√
1 + x = f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(ξ)

3!
x3

= 1 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

16(1 + ξ)2
√

1 + ξ
x3,

estando ξ comprendido entre 0 y x.

(b) Tenemos:

g(x) = (1 + x)1/3 ⇒ g(0) = 1,

g′(x) =
1

3
(1 + x)−2/3 ⇒ g′(0) =

1

3
,

g′′(x) = −2

9
(1 + x)−5/3 ⇒ g′′(0) = −2

9
,

g′′′(x) =
10

27
(1 + x)−8/3 ⇒ g′′′(ξ) =

10

27(1 + ξ)2 3
√

(1 + ξ)2
.

Por tanto,

3
√

1 + x = g(0) +
g′(0)

1!
x+

g′′(0)

2!
x2 +

g′′′(ξ)

3!
x3

= 1 +
1

3
x− 1

9
x2 +

5

81(1 + ξ)2 3
√

(1 + ξ)2
x3,
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estando ξ comprendido entre 0 y x.

2. Tenemos:
f(x) = senx⇒ f(0) = 0,

f ′(x) = cosx⇒ f ′(0) = 1,

f ′′(x) = − senx⇒ f ′′(0) = 0,

f ′′′(x) = − cosx⇒ f ′′′(0) = −1,

f (4)(x) = senx⇒ f (4)(0) = 0,

f (5)(x) = cosx⇒ f (5)(0) = 1,

f (6)(x) = − senx⇒ f (6)(ξ) = − sen ξ.

Entonces,

senx = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (5)(0)

5!
x5 +

f (6)(ξ)

6!
x6

= x− x3

3!
+
x5

5!
− sen ξ

6!
,

estando ξ comprendido entre 0 y x.

3. Para todo x > 0 :

f(x) = x1/2 ⇒ f(4) = 2,

f ′(x) =
1

2
x−1/2 ⇒ f ′(4) =

1

4
,

f ′′(x) = −1

4
x−3/2 ⇒ f ′′(4) = − 1

32
,

f ′′′(x) =
3

8
x−5/2 ⇒ f ′′′(4) =

3

256
,

f (4)(x) = −15

16
x−7/2 ⇒ f (4)(ξ) = − 15

16ξ3
√
ξ
.

Entonces,

√
x = f(4) +

f ′(4)

1!
(x− 4) +

f ′′(4)

2!
(x− 4)2 +

f ′′′(4)

3!
(x− 4)3 +

f (4)(ξ)

4!
(x− 4)4

= 2 +
1

4
(x− 4)− 1

64
(x− 4)2 +

1

512
(x− 4)3 − 5(x− 4)4

128ξ3
√
ξ
,

estando ξ comprendido entre 4 y x.
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4. Hallemos las primeras derivadas de f :

f(x) = log(1 + x)⇒ f(0) = 0,

f ′(x) = (x+ 1)−1 ⇒ f ′(0) = 1 = 0!,

f ′′(x) = −(x+ 1)−2 ⇒ f ′′(0) = −1!,

f (3)(x) = 2(x+ 1)−3 ⇒ f (3)(0) = 2!,

f (4)(x) = −2 · 3 (x+ 1)−4 ⇒ f (4)(0) = −3!,

f (5)(x) = 2 · 3 · 4 (x+ 1)−5 ⇒ f (5)(0) = 4!.

Fácilmente podemos demostrar por inducción que

f (n)(x) = (−1)n+1(n− 1)!(x+ 1)−n,

por tanto:

f (n)(0) = (−1)n+1(n− 1)! , f (n+1)(ξ) =
(−1)nn!

(ξ + 1)n+1
.

Entones,

log(1 + x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + + ·+f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− · · ·+ (−1)n+1xn

n
+

(−1)nxn+1

(n+ 1)(ξ + 1)n+1
,

estando ξ comprendido entre 0 y x.

6.3. Aproximación de funciones por polinomios

1. Aproximar la función f(x) = log(1 + x) por un polinomio de grado 9 en
el intervalo [0, 1]. Estimar el error debido a la supresión del resto.

2. Acotar el error de la fórmula aproximada: e ≈ 2 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
.

3. Calcular aproximadamente log 2, usando el polinomio de Maclaurin de
grado 5 de la función f(x) = log(x+ 1). Dar una cota del error cometido.
4. Expresar el polinomio f(x) = x3 − 2x2 + 6x − 7 en potencias enteras y
positivas de x+ 1.
5. Averiguar cuantos términos hay que tomar en la fórmula de Maclaurin
aplicada a la función f(x) = ex, para obtener un polinomio que la represente
en el intervalo [−1, 1], con tres cifras decimales exactas.
6. Determinar un intervalo verificando que la fórmula aproximada cosx ≈

1− x2

2!
+
x4

4!
tiene un error menor que 0,00005.
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7. Demostrar que la diferencia entre sen(a+h) y sen a+h cos a no es mayor
que h2/2.
8. Expresar el polinomio f(x) = x3 − 2x2 + 3x + 5 en potencias enteras y
positivas de x− 2.
9. Un hilo pesado, bajo la acción de la gravedad se comba formando la

catenaria y = a ch
x

a
. Demostrar que para valores pequeños de |x| , la forma

que toma el hilo se puede representar aproximadamente por la parábola

y = a+
x2

2a
.

10. Calcular
√
e con un error menor que 10−3.

11. (a) Escribir la fórmula de Taylor de orden 3 en x0 = 1 para la función
f(x) = 3

√
x

(b) Siendo |x− 1| < 0,01, acotar el error de la fórmula:

3
√
x ≈ 5x3 − 24x2 + 60x+ 40

81
.

12. Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 4 de la función f(x) = cosx.
Usando dicho polinomio, hallar un valor aproximado de cos 0,1, dando una
cota del error cometido.

Solución. 1. Vimos en un ejercicio anterior que

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n+1xn

n
+

(−1)nxn+1

(n+ 1)(ξ + 1)n+1
,

estando ξ comprendido entre 0 y x. Para n = 9 queda:

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ x9

9
− x10

10(ξ + 1)10
.

Acotemos el resto. Teniendo en cuenta que ahora 0 < ξ < 1 :∣∣∣∣− x10

10(ξ + 1)10

∣∣∣∣ =
x10

10(ξ + 1)10
<

110

10(0 + 1)10
=

1

10
= 0,1.

2. Aplicando la fórmula de Maclaurin de orden 4 a la función f(x) = ex

obtenemos:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
eξx5

5!
.

Para x = 1 queda:

e = 2 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+
eξ

5!
,

estando ξ entre 0 y 1, es decir 0 < ξ < 1. Acotemos el resto o error:

eξ

5!
<
e1

5!
≤ 3

5!
=

1

40
.
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3. Vimos en un ejercicio anterior que

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n+1xn

n
+

(−1)nxn+1

(n+ 1)(ξ + 1)n+1
,

estando ξ comprendido entre 0 y x. Para n = 5 queda:

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− x6

6(ξ + 1)6
.

Para x = 1 :

log 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6(ξ + 1)6
=

47

60
− 1

6(ξ + 1)6 .

Acotemos el resto:∣∣∣∣− 1

6(ξ + 1)6

∣∣∣∣ =
1

6(ξ + 1)6
<

1

6(0 + 1)6
=

1

6
.

Entonces, log 2 ≈ 47

60
= 0,783333 . . . con error menor que

1

6
.

4. Apliquemos la fórmula de Taylor a la función f en x0 = −1 :

f(x) = x3 − 2x2 + 6x− 7⇒ f(−1) = −16,

f ′(x) = 3x2 − 4x+ 6⇒ f ′(−1) = 13,

f ′′(x) = 6x− 4⇒ f ′′(−1) = −10,

f ′′′(x) = 6⇒ f ′′′(−1) = 6,

f (4)(x) = 0⇒ f (4)(ξ) = 0.

Entonces,

f(x) = f(−1) +
f ′(−1)

1!
(x+ 1) +

f (2)(−1)

2!
(x+ 1)2

+
f (3)(−1)

3!
(x+ 1)3 +

f (4)(ξ)

4!
(x+ 1)4

= −16 + 13(x+ 1)− 5(x+ 1)2 + (x+ 1)3.

5. De manera inmediata, deducimos la fórmula de Maclaurin de orden n
para f(x) = ex :

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+

eξxn+1

(n+ 1)!
,
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estando ξ comprendido entre 0 y x. Acotemos el resto en [−1, 1] :∣∣∣∣ eξxn+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ =
eξ |x|n+1

(n+ 1)!
≤ e1 · 1n+1

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!
.

Para obtener un polinomio que represente a la función en el intervalo [−1, 1]
con tres cifras decimales exactas, basta que ocurra:

3

(n+ 1)!
< 0,001.

Ahora bien,

3

(n+ 1)!
< 0,001⇔ 3

0,001
< (n+ 1)!⇔ 30000 < (n+ 1)!.

Dando valores a n = 1, 2, . . . , verificamos que el primer n que satisface la
última desigualdad es n = 6.

6. Tenemos
f(x) = cosx⇒ f(0) = 1,

f ′(x) = − senx⇒ f ′(0) = 0,

f ′′(x) = − cosx⇒ f ′′(0) = −1,

f (3)(x) = senx⇒ f (3)(0) = 0,

f (4)(x) = cosx⇒ f (4)(0) = 1,

f (5)(x) = − senx⇒ f (5)(ξ) = − sen ξ.

Por tanto,

cosx = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4 +

f (5)(ξ)

5!
x5

= 1− x2

2!
+
x4

4!
− sen ξ

5!
x5,

estando ξ comprendido entre 0 y x.

Acotando el resto: ∣∣∣∣−sen ξ

5!
x5

∣∣∣∣ =
|sen ξ| |x|5

5!
≤ |x|

5

5!
.

En consecuencia,

|x|5

5!
< 0,00005⇔ |x|5 < 5! · 5 · 10−5 = 6 · 10−3 ⇔ |x| < 5

√
6 · 10−3,
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y un intervalo que cumple la condición dada es
(
− 5
√

6 · 10−3,
5
√

6 · 10−3
)
.

7. Apliquemos la fórmula de Taylor de orden 2 en x0 = a a la función
f(x) = senx.

f(x) = senx⇒ f(a) = sen a,

f ′(x) = cosx⇒ f ′(a) = cos a,

f ′′(x) = − senx⇒ f ′′(ξ) = − sen ξ.

Entonces,

senx = sen a+
cos a

1!
(x− a)− sen ξ

2!
(x− a)2,

estando ξ comprendido entre a y x. Llamando h = x− a queda:

sen(a+ h)− (sen a+ h cos a) = −h
2 sen ξ

2
,

estando ξ comprendido entre a y a+ h. Acotando el resto:∣∣∣∣−h2 sen ξ

2

∣∣∣∣ =
h2 |sen ξ|

2
≤ h2

2
.

8. Apliquemos la fórmula de Taylor a la función f en x0 = 2 :

f(x) = x3 − 2x2 + 3x+ 5⇒ f(2) = 11,

f ′(x) = 3x2 − 4x+ 3⇒ f ′(2) = 7,

f ′′(x) = 6x− 4⇒ f ′′(2) = 8,

f ′′′(x) = 6⇒ f ′′′(2) = 6,

f (4)(x) = 0⇒ f (4)(ξ) = 0.

Entonces,

f(x) = f(2) +
f ′(2)

1!
(x− 2) +

f (2)(2)

2!
(x− 2)2

+
f (3)(2)

3!
(x− 2)3 +

f (4)(ξ)

4!
(x− 2)4

= 11 + 7(x− 2) + 4(x− 2)2 + (x− 2)3.

9. Hallemos las derivadas hasta orden 2 de y = a ch
x

a
:

y = a ch
x

a
⇒ y(0) = a,

y′ = sh
x

a
⇒ y′(0) = 0,

y′′ =
1

a
ch
x

a
⇒ y′′(0) =

1

a
.
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La correspondiente fórmula de Maclaurin para la catenaria es:

y = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +R2(y) = a+

x2

2a
+R2(y).

Sabemos que si |x| → 0, entonces R2(y) → 0, por tanto para valores pe-
queños de |x| , la forma que toma el hilo puede representarse aproximada-

memte por la parábola y = a+
x2

2a
.

10. La fórmula de Maclaurin de orden n para f(x) = ex es:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+

eξxn+1

(n+ 1)!
,

estando ξ comprendido entre 0 y x. Si x = 1/2 obtenemos

√
e = 1 +

1

1! · 2
+

1

2! · 22
+

1

3! · 23
+ · · ·+ 1

n! · 2n
+

eξ

(n+ 1)! · 2n+1
,

estando ξ comprendido entre 0 y 1/2. Acotemos el resto:∣∣∣∣ eξ

(n+ 1)! · 2n+1

∣∣∣∣ < e1/2

(n+ 1)! · 2n+1
≤ e

(n+ 1)! · 2n+1
<

3

(n+ 1)! · 2n+1
.

Entonces,

3

(n+ 1)! · 2n+1
< 10−3 ⇔ 3000 < (n+ 1)! · 2n+1.

Dando valores n = 1, 2, . . . en la última desigualdad, verificamos que el
primer n que la cumple es n = 4. Por tanto:

√
e ≈ 1 +

1

1! · 2
+

1

2! · 22
+

1

3! · 23
+

1

4! · 24
=

211

128
= 1,6484375,

con error menor que 10−3.

11. (a) Tenemos:

f(x) = x1/3 ⇒ f(1) = 1,

f ′(x) =
1

3
x−2/3 ⇒ f ′(1) =

1

3
,

f ′′(x) = −2

9
x−5/3 ⇒ f ′′(1) = −2

9
,

f (3)(x) =
10

27
x−8/3 ⇒ f (3)(1) =

10

27
,

f (4)(x) = −80

81
x−11/3 ⇒ f (4)(ξ) = −80

81
ξ−11/3,
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estando ξ comprendido entre 1 y x. La fórmula de Taylor pedida es:

3
√
x =1 +

x− 1

3
− (x− 1)2

9
+

5(x− 1)3

81
− 10ξ−11/3(x− 1)4

243

=
5x3 − 24x2 + 60x+ 40

81
− 10ξ−11/3(x− 1)4

243
.

(b) La condición |x− 1| < 0,01 equivale a 0,99 < x < 1,01, com lo cual el
valor absoluto del resto se puede acotar en la forma:

|Rn(x)| = 10 |x− 1|4

243ξ3 3
√
ξ2

<
10 · 0,014

243 · 0,993 3
√

0,992
= 4,26971 . . .× 10−10.

12. Tenemos:
f(x) = cosx⇒ f(0) = 1,

f ′(x) = − senx⇒ f ′(0) = 0,

f ′′(x) = − cosx⇒ f ′′(0) = −1,

f (3)(x) = senx⇒ f (3)(0) = 0,

f (4)(x) = cosx⇒ f (4)(0) = 1,

f (5)(ξ) = − senx⇒ f (5)(ξ) = − sen ξ.

Usando la fórmula de Maclaurin, y sustituyendo x por 0,1 :

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− sen ξ

5!
x5

cos 0,1 = 1− 0,12

2!
+

0,14

4!
− sen ξ

5!
0,15.

Entonces, cos 0,1 ≈ 1− 0,12

2!
+

0,14

4!
= 0,99500416̄. Una cota del error es:

∣∣∣∣−sen ξ

5!
0,15

∣∣∣∣ ≤ 0,15

120
= 8.3̄× 10−8.

6.4. La notación o minúscula de Landau

1. Demostrar que cosx− 1 +
x2

2
= o(x2) cuando x→ 0.

2. Demostrar que senx− x+
x3

6
= o(x3) cuando x→ 0.

3. Demostrar que
√
x− 1− x

4
= o(x− 4) cuando x→ 4.
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Solución. 1. Aplicando la regla de L’Hopital:

ĺım
x→0

cosx− 1 +
x2

2
x2

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

− senx+ x

2x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

− cosx+ 1

2
=

0

2
= 0.

Es decir, cosx− 1 +
x2

2
= o(x2) cuando x→ 0.

2. Aplicando la regla de L’Hopital:

ĺım
x→0

senx− x+
x3

6
x3

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

cosx− 1 +
x2

2
3x2

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

− senx+ x

6x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

− cosx+ 1

6
=

0

6
= 0.

Es decir, senx− x+
x3

6
= o(x3) cuando x→ 0.

3. Aplicando la regla de L’Hopital:

ĺım
x→4

√
x− 1− x

4
x− 4

=

{
0

0

}
= ĺım

x→4

1

2
√
x
− 1

4

1
=

0

1
= 0.

Es decir,
√
x− 1− x

4
= o(x− 4) cuando x→ 4.

6.5. Fórmula de Taylor con o minúscula, cálculo
de ĺımites

1. Escribir la fórmula de Maclaurin de f(x) = log(1− x) hasta o(x4).
2. Escribir la fórmula de Maclaurin de la función f(x) = chx hasta o(x8).

3. Calcular L = ĺım
x→0

ex − 1

senx
, usando fórmulas de Maclaurin.

4. Usando fórmulas de Maclaurin, calcular L = ĺım
x→0

tanx− senx

x3
.

5. Usando fórmulas de Maclaurin, calcular L = ĺım
x→0

arctanx− x
2x3

.

6. Usando fórmulas de Maclaurin, calcular L = ĺım
x→0

√
1 + x− cosx

senx
.

7. Calcular L = ĺım
x→0+

√
x−
√

senx

x2
√
x

.
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Solución. 1. Derivamos hasta orden 4 :

f(x) = log(1− x)⇒ f(0) = 0,

f ′(x) = −(1− x)−1 ⇒ f ′(0) = −1

f ′′(x) = −(1− x)−2 ⇒ f ′′(0) = −1,

f ′′′(x) = −2(x− 1)−3 ⇒ f ′′′(0) = −2,

f (4)(x) = −6(x− 1)−4 ⇒ f (4)(0) = −6.

Por tanto, log(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
+ o(x4).

2. Derivamos hasta orden 8 :

f(x) = chx⇒ f(0) = 1,

f ′(x) = shx⇒ f ′(0) = 0,

f ′′(x) = chx⇒ f ′′(0) = 1,

. . .

f (8)(x) = chx⇒ f (8)(0) = 1.

Por tanto, chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+
x8

8!
+ o(x8).

3. Tenemos ex = 1 + x+ o(x), senx = x+ o(x). Por tanto:

L = ĺım
x→0

1 + x+ o(x)− 1

x+ o(x)
= ĺım

x→0

x+ o(x)

x+ o(x)
= ĺım

x→0

1 +
o(x)

x

1 +
o(x)

x

=
1 + 0

1 + 0
= 1.

4. Sabemos que senx = x − x3

3!
+ o(x3), y de manera sencilla podemos

demostrar que

tanx = x+
x3

3
+ o(x3).

Entonces:

L = ĺım
x→0

x+
x3

3
+ o(x3)− x+

x3

3!
− o(x3)

x3
= ĺım

x→0

x3

2
+ o(x3)− o(x3)

x3

= ĺım
x→0

(
1

2
+
o(x3)

x3
− o(x3)

x3

)
=

1

2
+ 0− 0 =

1

2
.

5. Teniendo en cuenta que arctanx = x− x3

3
+ o(x3) :

L = ĺım
x→0

x− x3

3
+ o(x3)− x

2x3
=

1

2
ĺım
x→0

−x
3

3
+ o(x3)

x3
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=
1

2
ĺım
x→0

(
−1

3
+
o(x3)

x3

)
=

1

2

(
−1

3
+ 0

)
= −1

6
.

6. Se verifican las igualdades:

√
1 + x = (x+ 1)1/2 = 1 +

x

2
+ o(x),

cosx = 1 + 0x+ o(x), senx = x+ o(x).

En consecuencia,

L = ĺım
x→0

1 +
x

2
+ o(x)− 1− o(x)

x+ o(x)
= ĺım

x→0

x

2
+ o(x)− o(x)

x+ o(x)

= ĺım
x→0

1

2
+
o(x)

x
− o(x)

x

1 +
o(x)

x

=

1

2
+ 0− 0

1 + 0
=

1

2
.

7. Tenemos una indeterminación de la forma 0/0. Usando senx = x−x3/3!+
o(x3) y multiplicando y dividiendo por la expresión conjugada del numera-
dor: √

x−
√

senx

x2
√
x

=

√
x−

√
x− x3/3! + o(x3)

x2
√
x

=
x3/3!− o(x3)

x2
√
x
(√

x+
√
x− x3/3! + o(x3)

) .
Dividiendo numerador y denominador entre x3 :

√
x−
√

senx

x2
√
x

=
1/3!− o(x3)/x3

1 +
√

1− x2/3! + o(x3)/x
.

Ahora bien,

ĺım
x→0+

o(x3)

x
= ĺım

x→0+

o(x3)

x3
· x2 = 0 · 0 = 0.

En consecuencia,

L = ĺım
x→0+

1/3!− o(x3)/x3

1 +
√

1− x2/3! + o(x3)/x
=

1/6− 0

1 +
√

1− 0 + 0
=

1

12
.

6.6. Una aplicación de la fórmula de Taylor

De una función f : (−2, 2)→ R sabemos que admite derivadas de cualquier
orden y que las derivadas se pueden acotar del siguiente modo

|f (n)(x)| ≤ 2n+2n!

3n+1
(∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1/2]).
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Además conocemos que f(0) = 1 y f (n)(0) =
n!

2n
. Calcúlese f(1/2).

Indicación: Puede ser útil encontrar una expresión para Pf,n,0 (1/2) donde
Pf,n,0 es el polinomio de Taylor de orden n de la función f en 0.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Si pn es el polinomio de Taylor de orden n de f en 0, tenemos

pn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk,

f(x) = pn(x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1,

con ξ comprendido entre 0 y x. Por hipótesis f(0) = 1 y f (k)(0) = k!/2k, es
decir

pn(x) =
n∑
k=0

k!

2k
1

k!
xk =

n∑
k=0

xk

2k
= 1 +

x

2
+
x2

22
+ . . .+

xn

2n
.

Si x = 1/2 entonces ξ ∈ (0, 1/2) y por la hipótesis dada sobre la acotación,
|f (n+1)(ξ)| ≤ 2n+3(n+ 1)!/3n+2. En consecuencia∣∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

(
1

2

)n+1
∣∣∣∣∣ ≤ 2n+3 (n+ 1)!

3n+2 (n+ 1)!
· 1

2n+1
=

4

3n+2
.

Escribamos la fórmula de Taylor para x = 1/2

f(1/2) = 1 +
1/2

2
+

(1/2)2

22
+ . . .+

(1/2)n

2n
+ En =

1 +
1

4
+

1

42
+ . . .+

1

4n
+ En , En =

f (n)(ξ)

(n+ 1)!

(
1

2

)n+1

.

Por otra parte y aplicando la fórmula de la suma de los n + 1 primeros
términos de una progresión geométrica

f(1/2) =
1(1/4n+1 − 1)

1/4− 1
+ En =

4

3

(
1− 1

4n+1

)
+ En. (1)

Como 0 ≤ En ≤ 4/3n+2 y ĺımn→+∞ 4/3n+2 = 0 deducimos que

ĺım
n→+∞

En = 0.

Tomando ĺımites en (1) cuando n→ +∞ obtenemos

f(1/2) = 4/3(1− 0) + 0 =
4

3
.
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6.7. Una aproximación racional de la ráız de 5

Sea f(x) =
√
x y x0 > 0.

a) Determinar razonadamente el polinomio de Taylor de orden n, en el punto
x0 de la función f, Pn,f,x0(x) y su resto Rn,f,x0(x).
b) Mediante una adecuada elección de x0, calcular una aproximación racional
de
√

5 con un error menor que 10−3.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. a) Hallemos las primeras derivadas de f en (0,+∞) :

f(x) = x1/2, f ′(x) =
1

2
x−1/2, f ′′(x) =

1

2
· −1

2
x−3/2,

f ′′′(x) =
1

2
· −1

2
· −3

2
x−5/2, f (4)(x) =

1

2
· −1

2
· −3

2
· −5

2
x−7/2.

El cálculo de estas primeras derivadas sugiere la fórmula general:

f (n)(x) =
(−1)n−1

2n
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) x

1−2n
2 (n ≥ 2). (∗)

Demostremos ésta fórmula por inducción. Efectivamente, (∗) es cierta para
n = 2. Sea cierta para un n ≥ 2, veamos que también es cierta para n + 1.
Tenemos:

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=

(
(−1)n−1

2n
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) x

1−2n
2

)′
=

(−1)n−1

2n
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) · 1− 2n

2
x
−1−2n

2 .

Usando que −1− 2n = 1− 2(n+ 1) y que 1− 2n = (−1)(2(n+ 1)− 3) :

f (n+1)(x) =
(−1)(n+1)−1

2n+1
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) · (2(n+ 1)− 3) x

−1−2(n+1)
2

y por tanto, la fórmula (∗) es cierta para n + 1. El polinomio de Taylor
pedido es

Pn,f,x0(x) = x
1
2
0 +

1

2
x
− 1

2
0 (x− x0) +

1

2!

−1

22
x
− 3

2
0 (x− x0)2+

+ . . .+
1

n!

(−1)n−1

2n
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3) x

1−2n
2

0 (x− x0)n,

y el correspondiente resto:

Rn,f,x0(x) =
(−1)n · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

(n+ 1)! 2n+1
ξ
−1−2n

2 (x− x0)n+1,
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en donde ξ está comprendido entre x0 y x.

b) Elijamos x0 = 4, x = 5 y acotemos el valor absoluto del resto. Teniendo
en cuenta que 4 < ξ < 5 :

|Rn,f,4(x)| =
∣∣∣∣(−1)n · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

(n+ 1)! 2n+1
· 1

(
√
ξ)2n+1

∣∣∣∣ ≤
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

(n+ 1)! 2n+1
· 1

22n+1
=

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

(n+ 1)! 23n+2
.

Obliguemos a que este valor absoluto sea menor que 10−3 = 1/1000 :

Si n = 1,
1

2! 25
=

1

64
6< 1

1000
.

Si n = 2,
1 · 3
3! 28

=
1

512
6< 1

1000
.

Si n = 3,
1 · 3 · 5
4! 211

=
5

16384
<

5

5000
=

1

1000
.

Para n = 3, el resto en valor absoluto es por tanto menor que 10−3. Entonces,

P3,f,4(5) = 4
1
2 +

1

2
4−

1
2 +

1

2!

−1

22
4−

3
2 +

1

3!

(−1)2 · 1 · 3
23

4−
5
2 =

2 +
1

2
· 1

2
− 1

8
· 1

23
+

1

24
· 1

25
= . . . =

1145

512
.

Es decir, una aproximación racional de
√

5 con error menor que 10−3 es
1145/512.
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Caṕıtulo 7

Regla de L’Hôpital

7.1. Ĺımites de funciones por la definición

1. Demostrar que:

a) ĺım
x→1

(2x+ 3) = 5. b) ĺım
x→2

(
2

3
x− 1

)
=

1

3
. c) ĺım

x→1/2
(−x− 1) = −3

2
.

2. Demostrar que a) ĺım
x→0

x2 = 0. b) ĺım
x→0

x3 senx = 0.

3. Demostrar que: ĺım
x→2

(
x2 + x− 2

)
= 4.

4. Demostrar que ĺım
x→3

2

x+ 1
=

1

2
.

5. Demostrar que ĺım
x→+∞

1

x
= 0.

Solución. 1. Recordamos que si L ∈ R,

ĺım
x→x0

f(x) = L⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε) .

a) Sea ε > 0. Entonces,

|(2x+ 3)− 5| < ε⇔ |2x− 2| < ε⇔ 2 |x− 1| < ε⇔ |x− 1| < ε/2.

Es decir, tomando δ = ε/2, se verifica |(2x+ 3)− 5| < ε si |x− 1| < δ, luego
ĺımx→1 (2x+ 3) = 5.

b) Sea ε > 0. Entonces,∣∣∣∣(2

3
x− 1

)
− 1

3

∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣23x− 4

3

∣∣∣∣ < ε

⇔ 2

3
|x− 2| < ε⇔ |x− 2| < 3ε

2

133
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Es decir, tomando δ = 3ε/2, se verifica |(2x/3− 1)− 1/3| < ε si |x− 2| < δ,
luego ĺımx→2 (2x/3− 1) = 1/3.

c) Sea ε > 0. Entonces,∣∣∣∣(−x− 1)−
(
−3

2

)∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣−x+

1

2

∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ < ε.

Es decir, tomando δ = ε, se verifica |(−x− 1)− (−3/2)| < ε si |x− 1/2| < δ,
luego ĺımx→1/2 (−x− 1) = −3/2.

2. a) Sea ε > 0. Entonces,∣∣x2 − 0
∣∣ < ε⇔ |x|2 < ε⇔ |x| <

√
ε.

Es decir, tomando δ =
√
ε, se verifica

∣∣x2 − 0
∣∣ < ε si |x− 0| < δ, luego

ĺımx→0 x
2 = 0.

b) Sea ε > 0. Entonces,∣∣x3 − 0
∣∣ < ε⇔ |x|3 < ε⇔ |x| < 3

√
ε.

Eligiendo δ = 3
√
ε y usando que |senx| ≤ 1 para todo x ∈ R,

|x| < δ ⇒
∣∣x3
∣∣ < ε⇒

∣∣x3 senx
∣∣ < ε.

Es decir, ĺım
x→0

x3 senx = 0.

3. Sea ε > 0. Entonces,∣∣(x2 + x− 2
)
− 4
∣∣ < ε⇔

∣∣x2 + x− 6
∣∣ < ε

⇔ |(x− 2)(x+ 3)| < ε⇔ |x− 2| |x+ 3| < ε. (1)

Acotemos superiormente la expresión |x+ 3| en el intervalo centrado en
2, |x− 2| ≤ 1, es decir en [1, 3]. Claramente, en este intervalo se verifica
4 ≤ |x+ 3| ≤ 6. Elijamos ahora

δ = mı́n
{

1,
ε

6

}
.

Si δ = 1, se verifica 1 ≤ ε/6 y por tanto,

|x− 2| < δ ⇒ |x− 2| < 1⇒ x ∈ [1, 3]⇒ |x+ 3| ≤ 6

⇒ |x− 2| |x+ 3| < 1 · 6⇒ |x− 2| |x+ 3| ≤ ε

6
· 6 = ε
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⇒ (por (1))
∣∣(x2 + x− 2

)
− 4
∣∣ < ε.

Si δ = ε/6, entonces, δ ≤ 1 y sigue siendo válida la acotación |x+ 3| ≤ 6,
por tanto

|x− 2| < δ ⇒ |x− 2| < ε

6

⇒ |x− 2| |x+ 3| < ε

6
· 6 = ε

⇒ (por (1))
∣∣(x2 + x− 2

)
− 4
∣∣ < ε.

4. Sea ε > 0, entonces∣∣∣∣ 2

x+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε⇔
∣∣∣∣4− (x+ 1)

2(x+ 1)

∣∣∣∣ < ε

⇔
∣∣∣∣ 3− x
2(x+ 1)

∣∣∣∣ < ε⇔ |x− 3|
2|x+ 1|

< ε. (1)

Acotemos superiormente la expresión
1

2 |x+ 1|
en el intervalo centrado en

3, |x− 3| ≤ 1, es decir en [2, 4]. Claramente, en este intervalo se verifica

1

10
≤ 1

2 |x+ 1|
≤ 1

6
.

Elijamos ahora δ = mı́n {1, 6ε} . Si δ = 1, se verifica 1 ≤ 6ε y por tanto,

|x− 3| < δ ⇒ |x− 3| < 1⇒ x ∈ [2, 4]⇒ 1

2 |x+ 3|
≤ 1

6

⇒ |x− 3|
2 |x+ 1|

< 1 · 1

6
⇒ |x− 3|

2 |x+ 1|
≤ 6ε · 1

6
= ε

⇒ (por (1))

∣∣∣∣ 2

x+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε.

Si δ = 6ε, entonces, δ ≤ 1 y sigue siendo válida la acotación
1

2 |x+ 1|
≤ 1

6
,

por tanto
|x− 3| < δ ⇒ |x− 3| < 6ε

⇒ |x− 3|
2 |x+ 1|

< 6ε · 1

6
= ε

⇒ (por (1))

∣∣∣∣ 2

x+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε.

5. Recordamos que si L ∈ R,

ĺım
x→+∞

f(x) = L⇔ ∀ε > 0 ∃K : (x > K ⇒ |f(x)− L| < ε) .
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ĺım
x→−∞

f(x) = L⇔ ∀ε > 0 ∃K : (x < K ⇒ |f(x)− L| < ε) .

Sea ε > 0. Entonces, ∣∣∣∣1x − 0

∣∣∣∣ < ε⇔ 1

|x|
< ε⇔ |x| > 1

ε
.

Eligiendo K =
1

ε
> 0, si x > K se verifica

∣∣∣∣1x − 0

∣∣∣∣ < ε, por tanto ĺım
x→+∞

1

x
=

0.

7.2. Concepto de indeterminación

1. Demostrar que 0/0 es es una forma indeterminada considerando los ĺımites

ĺım
x→0

2x

x
, ĺım

x→0

3x

x
.

2. Demostrar que∞/∞ es una forma indeterminada considerando los ĺımites

ĺım
x→∞

5x

x
y ĺım
x→∞

x

2x
.

3. Demostrar que 0 ·∞ es una forma indeterminada considerando los ĺımites

ĺım
x→∞

1

x
· 6x y ĺım

x→∞

1

x
· 4x.

4. Demostrar que ∞ − ∞ es una forma indeterminada considerando los
ĺımites: ĺım

x→∞
((x+ 1)− x) y ĺım

x→∞
((x+ 2)− x) .

5. Demostrar que 1∞ es una forma indeterminada considerando los ĺımites:

L1 = ĺım
x→∞

(
1 +

1

x

)x
y L2 = ĺım

x→∞

(
1 +

2

x

)x
.

Solución. 1. En ambos casos, los numeradores y denominadores tiene ĺımite
0, es decir en ambos aparece la expresión 0/0 Los anteriores ĺımites los
podemos calcular sencillamente simplificando:

ĺım
x→0

2x

x
= ĺım

x→0
2 = 2 , ĺım

x→0

3x

x
= ĺım

x→0
3 = 3.

La conclusión es obvia: si al calcular un ĺımite, aparece la expresión 0/0,
con ese único conocimiento no podemos asegurar cual es el valor del ĺımite,
dependerá de las funciones que intervienen. Por esa razón, decimos que 0/0
es una forma indeterminada, expresión indeterminada, o indeterminación.

2. En ambos casos aparece la expresión ∞/∞. De nuevo, podemos calcular
los ĺımites simplificando:

ĺım
x→∞

5x

x
= ĺım

x→∞
5 = 5, ĺım

x→∞

x

2x
= ĺım

x→∞

1

2
=

1

2
.
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Por tanto, ∞/∞ es una forma indeterminada.

3. En ambos casos aparece la expresión 0 · ∞, y se verifica:

ĺım
x→∞

1

x
· 6x = ĺım

x→∞
6 = 6, ĺım

x→∞

1

x
· 4x = ĺım

x→∞
4 = 4

Por tanto, 0 · ∞ es una forma indeterminada.

4. En ambos casos aparece la expresión ∞−∞, y se verifica:

ĺım
x→∞

((x+ 1)− x) = ĺım
x→∞

1 = 1, ĺım
x→∞

((x+ 2)− x) = ĺım
x→∞

2 = 2.

Por tanto, ∞−∞ es una forma indeterminada.

5. En ambos casos aparece la expresión 1∞. Por definición del número e,
L1 = e. Por otra parte,

L2 = ĺım
x→∞

(
1 +

2

x

)x
= ĺım

x→∞

(
1 +

1

x/2

)(x/2)·2
=

= ĺım
x→∞

[(
1 +

1

x/2

)x/2]2

= e2.

Por tanto, 1∞ es una forma indeterminada.

7.3. Regla de L’Hôpital para 0/0

1. Calcular ĺım
x→0

senx

2x
.

2. Calcular L = ĺım
x→2

x3 − 3x2 + 4

x2 − 4x+ 4
.

3. Calcular L = ĺım
x→0

x+ sen 2x

x− sen 2x
.

4. Calcular L = ĺım
x→0

ex − 1

x2
.

5. Calcular L = ĺım
x→0

ex + e−x − x2 − 2

x2 − sen2 x
.

6. Demostrar la regla de L’Hôpital para 0/0:
Sean f y g funciones derivables en el intervalo abierto (a, b) tales que:
1) ĺım

x→a+
f(x) = ĺım

x→a+
g(x) = 0.

2) f y g son derivables en (a, b) y g′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b).
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3) Existe ĺım
x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

Entonces, ĺım
x→a+

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a+
f ′(x)

g′(x)
.

Solución. 1. Claramente, si x→ 0, entonces senx→ 0 y 2x→ 0. El cociente

de las derivadas es
cosx

2
cuyo ĺımite es

1

2
. Según la Regla de L’Hôpital:

ĺım
x→0

senx

2x
= ĺım

x→0

cosx

2
=

1

2
.

Convendremos en escribir abreviadamente los cálculos de la siguiente mane-
ra:

ĺım
x→0

senx

2x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

cosx

2
=

1

2
.

2. Tenemos

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→2

3x2 − 6x

2x− 4
=

{
0

0

}
= ĺım

x→2

6x− 6

2
=

6

2
= 3.

3.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→0

1 + 2 cos 2x

1− 2 cos 2x
=

1 + 2 · 1
1− 2 · 1

= −3.

4.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex

2x
=

1

0
=∞.

Nota. Podemos matizar: el ĺımite es +∞ si x→ 0+, y −∞ si x→ 0−.

5.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex − e−x − 2x

2x− 2 senx cosx
= ĺım

x→0

ex − e−x − 2x

2x− sen 2x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex + e−x − 2

2− 2 cos 2x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex − e−x

4 sen 2x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex + e−x

8 cos 2x

=
2

8
=

1

4
.

6. Consideremos las funciones:

F (x) =

{
f(x) si x ∈ (a, b)

0 si x = a
, G(x) =

{
g(x) si x ∈ (a, b)

0 si x = a.

Por la hipótesis 1), F y G son continuas en a y por la hipótesis 3), son
derivables en (a, b) con G′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b). Esto implica que
se verifican las hipótesis del teorema del valor medio de Lagrange para las
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funciones F y G en todo intervalo cerrado [a, x] con a < x < b. Existe por
tanto un c ∈ (a, x) tal que:

F ′(c)

G′(c)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
.

Según se han definido F y G, la anterior igualdad equivale a:

f ′(c)

g′(c)
=
f(x)

g(x)
.

Si x→ a+, entonces c→ a+, pues a < c < x. Dado que por hipótesis existe
el ĺımite de 3), se verifica:

ĺım
x→a+

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a+
f ′(x)

g′(x)
.

7.4. Distintas formas indeterminadas

1. Calcular L = ĺım
x→0

8x − 2x

4x
.

2. Calcular L = ĺım
x→+∞

log x

x
.

3. Calcular L = ĺım
x→0+

(x2 log x).

4. Calcular L = ĺım
x→2

(
4

x2 − 4
− 1

x− 2

)
.

5. Calcular L = ĺım
x→0+

xx.

6. Calcular L = ĺım
x→+∞

x1/x.

7. Calcular L = ĺım
x→0

(ex + 3x)1/x.

Solución. 1.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→0

8x log 8− 2x log 2

4
=

log 8− log 2

4

=
log(8/2)

4
=

log 4

4
=

log 22

4
=

2 log 2

4
=

1

2
log 2.

2.

L =

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

1/x

1
= ĺım

x→+∞

1

x
=

1

+∞
= 0.

3.

L = {0 · (−∞)} = ĺım
x→0+

log x

1/x2
=

{
−∞
+∞

}
= ĺım

x→0+

1/x

−2/x3
= ĺım

x→0+

x2

−2
= 0.
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4.

L = {∞−∞} = ĺım
x→2

(
4

x2 − 4
− x+ 2

x2 − 4

)
= ĺım

x→2

2− x
x2 − 4

=

{
0

0

}
= ĺım

x→2

−1

2x
= −1

4
.

5. Aparece la indeterminación 00. Tenemos:

λ = ĺım
x→0+

log xx = ĺım
x→0+

x log x = ĺım
x→0+

log x

1/x
=

{
−∞
+∞

}
= ĺım

x→0+

1/x

−1/x2
= ĺım

x→0+
(−x) = 0.

Por tanto, L = e0 = 1.

6. Aparece la indeterminación (+∞)0. Tenemos:

λ = ĺım
x→+∞

log x1/x = ĺım
x→+∞

log x

x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

1/x

1
=

0

1
= 0.

Por tanto, L = e0 = 1.

7. Aparece la indeterminación 1∞. Tenemos:

λ = ĺım
x→0

log(ex + 3x)1/x = ĺım
x→0

log(ex + 3x)

x
=

{
0

0

}

= ĺım
x→0

ex + 3

ex + 3x
1

= ĺım
x→0

ex + 3

ex + 3x
=

1 + 3

1 + 0
= 4.

Por tanto, L = e4. También podemos calcular λ de la forma:

λ = ĺım
x→0

(ex + 3x− 1)
1

x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex + 3

1
=

1 + 3

1
= 4.

Es decir, L = e4.

7.5. Problemas diversos (1)

1. Calcular L = ĺım
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
.

2. Calcular L = ĺım
x→+∞

√
1 + x2

x
.

3. Calcular L = ĺım
x→2

ex − e2

x− 2
.
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4. Calcular L = ĺım
x→0

xex

1− ex
.

5. Calcular L = ĺım
x→+∞

log x√
x
.

6. Calcular L = ĺım
x→0

(ex − 1) cotx.

7. Calcular L = ĺım
x→−∞

x2ex.

8. Calcular L = ĺım
x→0

(
1

x
− 1

senx

)
.

9. Calcular L = ĺım
x→0

x− arctanx

x3
.

10. Calcular L = ĺım
x→1

x10 − 10x+ 9

x5 − 5x+ 4
.

Solución. 1. Si x → 0+, entonces 1/x → +∞ y 1/(ex − 1) → +∞. Si
x → 0−, entonces 1/x → −∞ y 1/(ex − 1) → −∞. Es decir, en ambos
casos obtenemos una indeterminación. Para calcular el ĺımite operamos la
fracción:

L = ĺım
x→0

ex − 1− x
x(ex − 1)

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex − 1

ex − 1 + xex

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex

ex + ex + xex
=

1

1 + 1 + 0
=

1

2
.

2.

L = ĺım
x→+∞

√
1 + x2

x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

2x

2
√

1 + x2

1
= ĺım

x→+∞

x√
1 + x2

=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

1
2x

2
√

1 + x2

= ĺım
x→+∞

√
1 + x2

x
= L.

Después de aplicar dos veces la regla de L’Hopital, obtenemos el ĺımite de
partida, con lo cual, la mencionada regla no resuelve el problema. Podemos
proceder de la siguiente manera:

L = ĺım
x→+∞

√
1 + x2

x
= ĺım

x→+∞

√
1 + x2

x2
= ĺım

x→+∞

√
1

x2
+ 1 =

√
0 + 1 = 1.

3.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→2

ex

1
=
e2

1
= e2.

4.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex + xex

−ex
=

1 + 0

−1
= −1.
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5.

L =

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

1/x
1

2
√
x

= ĺım
x→+∞

2√
x

=
2

+∞
= 0.

6.

L = {0 · ∞} = ĺım
x→0

(ex − 1) cosx

senx
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

ex cosx+ (ex − 1)(− senx)

cosx
=

1 + 0

1
= 1.

7.

L = {(+∞) · 0} = ĺım
x→−∞

x2

e−x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→−∞

2x

−e−x

=

{
−∞
−∞

}
= ĺım

x→−∞

2

e−x
=

2

+∞
= 0.

8.

L = {∞−∞} = ĺım
x→0

senx− x
x senx

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

cosx− 1

senx+ x cosx

=

{
0

0

}
= ĺım

x→0

− senx

cosx+ cosx− x senx
=

0

1 + 1− 0
= 0.

9.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→0

1− 1

1 + x2

3x2
= ĺım

x→0

x2

3x2(1 + x2)
= ĺım

x→0

1

3(1 + x2)
=

1

3
.

10.

L =

{
0

0

}
= ĺım

x→1

10x9 − 10

5x4 − 5
=

{
0

0

}
= ĺım

x→1

90x8

20x3
=

90

20
=

9

2
.

7.6. Problemas diversos (2)

1. Calcular L = ĺım
x→+∞

2x3 + 7x2 + x+ 1

5x3 + 8x2
.

2. Calcular L = ĺım
x→1

(
x

x− 1
− 1

log x

)
.

3. Calcular L = ĺım
x→1

(1− x) tan
πx

2
.

4. Calcular L = ĺım
x→0+

xsenx.

5. Calcular L = ĺım
x→0+

(
1

x

)tanx

.

6. Calcular L = ĺım
x→0

(1 + x2)3/x.



Caṕıtulo 7. Regla de L’Hôpital 143

7. Demostrar que el ĺımite L = ĺım
x→0

x2 sen
1

x
senx

, no se puede calcular mediante

la regla de L’Hôpital. Calcularlo por otro método.

Solución. 1.

L =

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

6x2 + 14x+ 1

15x2 + 16x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

12x+ 14

30x+ 16
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

12

30
=

12

30
=

2

5
.

2.

L = {∞−∞} = ĺım
x→1

x log x− x+ 1

(x− 1) log x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→1

1 · log x+ x · 1

x
− 1

1 · log x+ (x− 1) · 1

x

= ĺım
x→1

log x

log x+ 1− 1

x

=

{
0

0

}
= ĺım

x→1

1

x
1

x
+

1

x2

=
1

2
.

3.

L = {0 · ∞} = ĺım
x→1

(1− x) sen
πx

2

cos
πx

2

=

{
0

0

}

= ĺım
x→1

− sen
πx

2
+ (1− x)

π

2
cos

πx

2

−π
2

sen
πx

2

=
−1 + 0

−π
2
· 1

=
2

π
.

4. Aparece la indeterminación 00. Usando la equivalencia senx ∼ x cuando
x→ 0 :

λ = ĺım
x→0+

log xsenx = ĺım
x→0+

senx log x = ĺım
x→0+

x log x

= ĺım
x→0+

log x

1/x
=

{
−∞
+∞

}
= ĺım

x→0+

1/x

−1/x2
= ĺım

x→0+
(−x) = 0.

Por tanto, L = e0 = 1.

5. Aparece la indeterminación∞0. Usando la equivalencia tanx ∼ x cuando
x→ 0 :

λ = ĺım
x→0+

log

(
1

x

)tanx

= ĺım
x→0+

tanx log
1

x
= ĺım

x→0+
x (− log x)

= ĺım
x→0+

− log x

1/x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→0+

−1/x

−1/x2
= ĺım

x→0+
x = 0.
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Por tanto, L = e0 = 1.

6. Aparece la indeterminación 1∞. Tenemos:

λ = ĺım
x→0

log(1 + x2)3/x = ĺım
x→0

3 log(1 + x2)

x
=

{
0

0

}

= ĺım
x→0

6x

1 + x2

1
= ĺım

x→0

6x

1 + x2
=

0

1
= 0.

Por tanto, L = e0 = 1. También podemos hallar λ de la forma:

λ = ĺım
x→0

(1 + x2 − 1)
3

x
= ĺım

x→0

3x2

x
= ĺım

x→0
3x = 0.

Es decir, L = e0 = 1.

7. Si x → 0, entonces senx → 0 y x2 sen(1/x) → 0 (infinitésimo por aco-
tada). Aparece pues la indeterminación 0/0. Ahora bien, las derivadas de
numerador y denominador son:

d

dx

(
x2 sen

1

x

)
= 2x sen

1

x
+ x2

(
cos

1

x

)(
− 1

x2

)
= 2x sen

1

x
− cos

1

x
,

d

dx
(senx) = cosx.

Si x → 0, entonces cosx → 1, 2x sen(1/x) → 0 (infinitésimo por acotada),
1/x→∞ y cos(1/x) oscila entre −1 y 1. Es decir, no existe el ĺımite:

ĺım
x→0

d

dx

(
x2 sen

1

x

)
d

dx
(senx)

,

con lo cual, no podemos aplicar la regla de L’Hôpital. Podemos calcular el
ĺımite L, usando senx ∼ x cuando x→ 0 :

L = ĺım
x→0

x2 sen
1

x
x

= ĺım
x→0

x sen
1

x
= 0

(infinitésimo por acotada).
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Integrales indefinidas

8.1. Integral de la función potencial

1. Calcular:

a)

∫
x3dx. b)

∫
x21dx. c)

∫
1

x7
dx. d)

∫ √
x dx. e)

∫
1
3
√
x
dx.

2. Calcular:

a)

∫
(2x3 − 5x2 + 6x− 11) dx. b)

∫
x3 − 8x+ 2

x
dx.

3. Calcular:

a)

∫
t(t+ 1)(t+ 2) dt. b)

∫
x+ 2

4
√
x
dx.

4. Demostrar que:

a)

∫
xpdx =

xp+1

p+ 1
+ C (p ∈ R, p 6= −1). b)

∫
1

x
dx = log |x|+ C.

5. Calcular

∫
|x| dx.

Solución. 1. Usando la conocida fórmula

∫
xpdx =

xp+1

p+ 1
+ C (p 6= −1) :

a)

∫
x3dx =

x4

4
+ C.

b)

∫
x21dx =

x22

22
+ C.

c)

∫
1

x7
dx =

∫
x−7dx =

x−6

−6
+ C = − 1

6x6
+ C.

145
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d)

∫ √
x dx =

∫
x1/2dx =

x3/2

3/2
+ C =

2x
√
x

3
+ C.

e)

∫
1
3
√
x
dx =

∫
x−1/3dx =

x2/3

2/3
+ C =

3
3
√
x2

2
+ C.

2. Usando la propiedad de linealidad de la integral indefinida y que

∫
1

x
dx =

log |x|+ C :

a)

∫
(2x3 − 5x2 + 6x− 11) dx = 2 · x

4

4
− 5 · x

3

3
+ 6 · x

2

2
− 11x+ C

=
x4

2
− 5x3

3
+ 3x2 − 11x+ C.

b)

∫
x3 − 8x+ 2

x
dx =

∫ (
x2 − 8 +

2

x

)
dx =

x3

3
− 8x+ 2 log |x|+ C.

3. a)

∫
t(t+ 1)(t+ 2) dt =

∫
(t3 + 3t2 + 2t) dt =

t4

4
+ t3 + t2 + C.

b)

∫
x+ 2

4
√
x
dx =

∫
x+ 2

x1/4
dx =

∫ (
x3/4 + 2x−1/4

)
dx =

x7/4

7/4
+ 2

x3/4

3/4
+ C

=
4x7/4

7
+

8x3/4

3
+ C =

4x3/4

21
(3x+ 56) + C.

4. a) En efecto,

(
xp+1

p+ 1
+ C

)′
=

(p+ 1)xp

p+ 1
+ 0 = xp.

b) Si x > 0, entonces (log |x| + C)′ = (log x + C)′ =
1

x
+ 0 =

1

x
. Si x < 0,

entonces (log |x|+ C)′ = (log(−x) + C)′ =
−1

−x
+ 0 =

1

x
.

5. Hallemos una función F (x) tal que F ′(x) = |x| . Dado que la función valor
absoluto de x es:

|x| =
{
x si x ≤ 0
−x si x < 0,

la función

F (x) =


x2

2
si x ≥ 0

−x
2

2
si x < 0

satisface F ′(x) = x si x > 0 y F ′(x) = −x si x < 0, es decir, satisface
F ′(x) = |x| si x 6= 0. Por otra parte:

F ′+(0) = ĺım
h→0+

h2

2

h
= 0 y F ′−(0) = ĺım

h→0−

−h2

2

h
= 0,

es decir, F ′(0) = 0. Por tanto, F ′(x) = |x| en todo R.
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Una primitiva de |x| en el intervalo (−∞,+∞) es F (x) y por tanto, todas son
de la forma F (x) + C con C constante. Nótese que F (x) se puede expresar
en la forma x |x| /2, por tanto:∫

|x| dx =
x|x|

2
+ C.

8.2. Integrales inmediatas

1. Calcular las integrales inmediatas

a)

∫
2x

3x2 + 1
dx. b)

∫
3x√

2x2 + 1
dx. c)

∫
x senx2 dx.

2. Calcular las integrales:

a)

∫
dx

6 + 5x2
dx. b)

∫
x25x

3
dx. c)

∫
e3 cosx senx dx.

3. Calcular:

a)

∫
sen2 x dx. b)

∫
cos2 x dx. c)

∫
(senx+ cosx)2 dx.

4. Calcular:

a)

∫
3x+ 5

x+ 6
dx. b)

∫
x3

x2 + 1
dx. c)

∫
ex

cos2 ex
dx.

Solución. 1. a) Usando (log u) = u′/u :∫
2x

3x2 + 1
dx =

2

6

∫
6x

3x2 + 1
dx =

1

3
log(3x2 + 1) + C.

b) Usando (
√
u) = u′/(2

√
u) :∫

3x√
2x2 + 1

dx =
3

2

∫
4x

2
√

2x2 + 1
dx =

3

2

√
2x2 + 1 + C.

c) Usando (cosu)′ = −u′ senu :∫
x senx2 dx = −1

2

∫
(−2x) senx2 dx = −cos2 x

2
+ C.

2. a) Usaremos la fórmula (arctanu)′ = u′(1 + u2) :∫
dx

6 + 5x2
dx =

1

6

∫
dx

1 +
5x2

6

dx =
1

6

∫
dx

1 +

(√
5√
6
x

)2
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=
1

6

√
6√
5

∫ √
5√
6
dx

1 +

(√
5√
6
x

)2 =
1√
30

arctan

(√
5√
6
x

)
+ C.

b) Usando (au)′ = u′au log a :∫
x25x

3
dx =

1

3 log 5

∫
(3x2)5x

3
log 5 dx =

5x
3

3 log 5
+ C.

c) Usando (eu)′ = u′eu :∫
e3 cosx senx dx = −1

3

∫
e3 cosx(−3 senx) dx = −e

3 cosx

3
+ C.

3. Consideremos las fórmulas trigonométricas sen2 x+ cos2 x = 1 y cos2 x−
sen2 x = cos 2x. Sumando y restanto ambas:

cos2 x =
1

2
+

1

2
cos 2x, sen2 x =

1

2
− 1

2
cos 2x (1).

a) Usando la primera igualdad de (1) y que (senu)′ = u′ cosu :∫
sen2 x dx =

∫ (
1

2
+

1

2
cos 2x

)
dx =

x

2
+

sen 2x

4
+ C.

b) Usando la segunda igualdad de (1) y que (senu)′ = u′ cosu :∫
cos2 x dx =

∫ (
1

2
− 1

2
cos 2x

)
dx =

x

2
− sen 2x

4
+ C.

c) Usando sen 2x = 2 senx cosx :∫
(senx+ cosx)2 dx =

∫
(sen2 x+ 2 senx cosx+ cos2 x) dx

=

∫
(1 + sen 2x) dx = x− cos 2x

2
+ C.

4. a) Efectuando la división eucĺıdea de 3x+ 5 entre x+ 6, obtenemos:

3x+ 5

x+ 6
= 3− 13

x+ 6
,

por tanto

∫
3x+ 5

x+ 6
dx = 3x− 13

∫
dx

x+ 6
= 3x− 13 log |x+ 6|+ C.
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b) Efectuando la división eucĺıdea de x3 entre x2 + 1, obtenemos:

x3

x2 + 1
= x− x

x2 + 1
,

por tanto

∫
x3 dx

x2 + 1
=
x2

2
−
∫

x dx

x2 + 1
=
x2

2
− 1

2
log(x2 + 1) + C.

c) Usando (tanu)′ = u′/ cos2 u, obtenemos

∫
ex

cos2 ex
dx = tan ex + C.

8.3. Integrales por sustitución o cambio de varia-
ble

1. Calcular las siguientes integrales, efectuando el cambio de variable indi-
cado:

a)

∫
x(4x2 + 7)9dx, t = 5x2 + 7. b)

∫
x√
x+ 1

dx, t =
√
x+ 1.

2. Efectuando sustituciones o cambios de variable adecuados, hallar las in-
tegrales:

a)

∫
x3 3
√
x4 + 1 dx. b)

∫
(2x+ 1)25dx. c)

∫
(2 log x+ 3)3

x
dx.

3. Efectuando sustituciones o cambios de variable adecuados, hallar las in-
tegrales:

a)

∫
dx

ex + 1
. b)

∫
senx cos7 x dx. c)

∫
sen 2x√

1− cos4 x
dx.

4. Calcular

∫ √
a2 − x2dx, (a 6= 0) usando la sustitución trigonométrica

x = a sen t.

5. Con la sustitución x = sh t, calcular∫
dx√

1 + x2
.

Solución. 1. a) Diferenciando t = 4x2 + 7, queda dt = 8x dx, luego dx =
dt/(8x). Tenemos:∫

x(4x2 + 7)9dx =

∫
t9dt

8
=

1

8

t10

10
+ C =

(4x2 + 7)

80
+ C.
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b) Diferenciando t =
√
x+ 1, queda dt =

dx

2
√
x+ 1

. Además, x = t2 − 1.

Tenemos: ∫
x√
x+ 1

dx =

∫
2(t2 − 1) dt =

2t3

3
− 2t+ C =

2t

3
(t2 − 3) + C =

2
√
x+ 1(x− 2)

3
+ C.

2. a) Efectuemos la sustitución t = x4 + 1, entonces dt = 4x3 dx, luego
dx = dt/(4x3). Tenemos:∫

x3 3
√
x4 + 1 dx =

1

4

∫
t1/3 dt =

1

4

t4/3

4/3
+ C =

3(x4 + 1) 3
√
x4 + 1

16
+ C.

b) Efectuemos la sustitución t = 2x+1, entonces dt = 2 dx, luego dx = dt/2.
Tenemos:∫

(2x+ 1)25dx =
1

2

∫
t25 dt =

1

2

t26

26
+ C =

(2x+ 1)26

52
+ C.

c) Efectuemos la sustitución t = 2 log x + 3, entonces dt = 2dx/x, luego
dx = (x dt)/2. Tenemos:∫

(2 log x+ 3)3

x
dx =

1

2

∫
t3dt =

t4

8
+ C =

(2 log x+ 3)4

8
+ C.

3. a) Efectuando el cambio t = e−x,

t = e−x ⇒ dt = −e−xdx⇒ dt = −t dx⇒ dx = −dt
t
⇒
∫

dx

ex + 1

=

∫
−dt

t
(

1
t + 1

) =

∫
−dt
1 + t

= − log |1 + t|+ C = − log(1 + e−x) + C.

b) Efectuando el cambio t = cosx, queda dt = − senx dx. Entonces,∫
senx cos7 x dx = −

∫
t7dt =

t8

8
+ C =

cos8 x

8
+ C.

c) Efectuando el cambio t = cos2 x, queda dt = −2 senx cosx dx = − sen 2x dx.
Entonces,∫

sen 2x√
1− cos4 x

dx = −
∫

dt√
1− t2

= − arcsen t+ C = − arcsen(cos2 x) + C.
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4. Tenemos dx = a cos t, por tanto,∫ √
a2 − x2dx =

∫ √
a2 − a2 sen2 t a cos t dt = a2

∫ √
1− sen2 t cos t dt

= a2

∫
cos2 t dt = a2

∫ (
1

2
+

1

2
cos 2t

)
dt =

a2t

2
+
a2 sen 2t

4
+ C.

Por otra parte, x = a sen t⇒ t = arcsen(x/a), y además

sen 2t = 2 sen t cos t = 2
x

a

√
1− sen2 t =

2x

a

√
1− x2

a2
=

2x

a2

√
a2 − x2.

Es decir,

∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
arcsen

x

a
+
x

2

√
a2 − x2 + C.

5. Usando la conocida fórmula Arg sh x = log
(
x+
√

1 + x2
)

:∫
dx√

1 + x2
=

∫
ch t dt√
1 + sh 2t

=

∫
ch t dt√

ch 2t

=

∫
dt = t+ C = Arg sh x+ C

= log
(
x+

√
1 + x2

)
+ C.

8.4. Integración por partes

1. Usando integración por partes, calcular:

a)

∫
log x dx. b)

∫
xexdx. c)

∫
x2exdx.

2. Usando integración por partes, calcular:

a)

∫
arctanx dx. b)

∫
x cos 5x dx. c)

∫
x3−xdx.

3. Usando integración por partes, calcular:

a)

∫
x dx

sen2 x
. b)

∫
2x cosx dx.

4. Calcular I =

∫
eax sen bx dx (a 6= 0, b 6= 0), usando el método de integra-

ción por partes.
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5. Sea P (x) un polinomio real de grado 2 y a 6= 0 un número real.
(i) Demostrar que

∫
P (x)eaxdx = Q(x)eax, para algún polinomio real Q(x)

de grado 2.
(ii) Calcular

∫
(x2 + 3x− 1)e2xdx, usando el apartado anterior.

(iii) Calcular la misma integral usando integración por partes.

6. Demostrar la fórmula de la integración por partes:∫
u dv = uv −

∫
v du.

Solución. 1. a) Las relaciones

{
u = log x
dv = dx,

implican

{
du =

1

x
dx

v = x,
por tanto:

∫
log x dx = x log x−

∫
dx = x log x− x+ C = x(log x− 1) + C.

b) Las relaciones

{
u = x

dv = exdx,
implican

{
du = dx
v = ex,

por tanto:

∫
xex dx = xex −

∫
exdx = xex − ex + C = ex(x− 1) + C.

c) Las relaciones

{
u = x2 dx
dv = exdx,

implican

{
du = 2x dx
v = ex,

por tanto, y usando la

integral calculada en el apartado anterior.∫
x2ex dx = x2ex − 2

∫
xexdx = x2ex − 2 (ex(x− 1)) + C

= ex
(
x2 − 2x+ 2

)
+ C.

2. a) Las relaciones

{
u = arctanx
dv = dx,

implican

du =
1

1 + x2
dx

v = x,
por tanto:

∫
arctanx dx = x arctanx−

∫
x dx

1 + x2
= x arctanx− 1

2
log(1 + x2) + C.

b) Las relaciones

{
u = x

dv = cos 5x dx,
implican

{
du = dx

v =
1

5
sen 5x,

por tanto:

∫
x cos 5x dx =

x sen 5x

5
− 1

5

∫
sen 5x dx =

x sen 5x

5
+

cos 5x

25
+ C.
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c) Las relaciones

{
u = x

dv = 3−x dx,
implican

 du = dx

v = − 1

log 3
3−x,

por tanto:

∫
x3−xdx = −x3−x

log 3
+

1

log 3

∫
3−xdx = −x3−x

log 3
− 3−x

log2 3
+ C.

= −x log 3 + 1

3x log2 3
+ C.

3. a) Las relaciones

{
u = x

dv =
dx

sen2 x
,

implican

{
du = dx

v = − cotx,
por tanto:

∫
x dx

sen2 x
= −x cotx+

∫
cotx dx = −x cotx+

∫
cosx dx

senx

= −x cotx+ log | senx|+ C.

b) Las relaciones

{
u = 2x

dv = cosx dx,
implican

{
du = 2x log 2 dx

v = senx,
por tanto:

∫
2x cosx dx = 2x senx− log 2

∫
2x senx dx. (1)

Calculemos ahora

∫
2x senx dx. Las relaciones

{
u = 2x

dv = senx dx,
implican{

du = 2x log 2 dx
v = − cosx,

por tanto:

∫
2x senx dx = −2x cosx+ log 2

∫
2x cosx dx. (2)

Llamando I =

∫
2x cosx dx, y usando las igualdades (1) y (2) :

I = 2x senx− log 2 (−2x cosx+ I log 2) .

Resolviendo la ecuación anterior obtenemos:

I =

∫
2x cosx dx =

2x(senx− log 2 · cosx)

1 + log2 2
+ C.

4. Las relaciones

{
u = eax

dv = sen bx dx,
implican

{
du = aeax dx

v = −1

b
cos bx,

por tanto:

I =

∫
eax sen bx dx = −1

b
eaxcosbx+

a

b

∫
eax cos bx dx. (1)
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Calculemos ahora J =

∫
eax cos bx dx. Las relaciones

{
u = eax

dv = cos bx dx,
im-

plican

{
du = aeax dx

v =
1

b
sen bx,

por tanto:

J =

∫
eax cos bx dx =

1

b
eax cos bx− a

b

∫
eax sen bx dx.

=
1

b
eax cos bx− a

b
I. (2)

Usando las igualdades (1) y (2) :

I = −1

b
eax cos bx+

a

b

(
1

b
eax sen bx− a

b
I

)
=
eax

b2
(a sen bx− b cos bx)− a2

b2
I.

Despejando I en la igualdad anterior:

I =
eax(a sen bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C.

5. (i) Derivando ambos miembros de la igualdad:

P (x)eax = Q′(x)eax + aQ(x)eax.

Dado que eax 6= 0 para todo x ∈ R, la igualdad anterior equivale a

P (x) = Q′(x) + aQ(x).

Si P (x) = αx2 +βx+γ y Q(x) = Ax2 +Bx+C, la igualdad anterior equivale
a αx2 + βx + γ = 2Ax + B + a(Ax2 + Bx + C). Identificando coeficientes,
obtenemos el sistema en las incógnitas A,B,C :

aA = α
2A+ aB = β
B + aC = γ

El determinante de la matriz del sistema es:

det

a 0 0
2 a 0
0 1 a

 = a3 6= 0,

por tanto el sistema es compatible, siendo además A = α/a 6= 0, lo cual im-
plica que existe el polinomio de segundo grado Q(x) satisfaciendo la igualdad
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dada.

(ii) Expresando

∫
(x2 + 3x− 1)e2xdx = (Ax2 +Bx+ C)e2x, y derivando:

(x2 + 3x− 1)e2x = (2Ax+B)e2x + 2(Ax2 +Bx+ C)e2x.

Dividiendo entre e2x e identificando coeficientes:
2A = 1

2A+ 2B = 3
B + 2C = −1.

Resolviendo el sistema, obtenemos A = 1/2, B = 1, C = −1. La integral
pedida es por tanto:∫

(x2 + 3x− 1)e2xdx =

(
1

2
x2 + x− 1

)
e2x +K, (K constante).

(iii) Las relaciones

{
u = x2 + 3x− 1
dv = e2xdx,

implican

{
du = (2x+ 3)dx

v =
1

2
e2x,

por tanto:

∫
(x2 + 3x− 1)e2xdx =

1

2
(x2 + 3x− 1)e2x − 1

2

∫
(2x+ 3)e2xdx. (1)

Calculemos
∫

(2x+ 3)dx. Las relaciones

{
u = 2x+ 3
dv = e2xdx,

implican

{
du = 2dx

v =
1

2
e2x,

por tanto:∫
(2x+ 3)dx =

1

2
(2x+ 3)e2x −

∫
e2xdx = (x+ 1) e2x. (2)

Usando la igualdades (1) y (2) :∫
(x2 + 3x− 1)e2xdx =

1

2
(x2 + 3x− 1)e2x − 1

2
(x+ 1) e2x +K

=

(
1

2
x2 + x− 1

)
e2x +K.

6. Si u = u(x) y v = v(x) son funciones derivables, entonces (uv)′ = u′v+v′u.
La diferencial de uv es por tanto:

d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = (u′dx)v + u(v′dx) = vdu+ udv.

En consecuencia, podemos escribir udv = d(uv) − vdu. Integrando ambos
miembros, y teniendo en cuenta que integración y derivación son procesos
inversos: ∫

u dv = uv −
∫
v du.
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8.5. Integración de funciones racionales (1)

1. Calcular

∫
dx

x2 − 5x+ 6
.

2. Calcular

∫
x3 dx

x3 − 2x2 − x+ 2
.

3. Calcular

∫
x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
dx.

4. Calcular

∫
dx

x4 − x3
.

5. Calcular

∫
(x+ 1) dx

(x2 + x− 2)2
.

Solución. 1. Las ráıces del polinomio x2 − 5x + 6 son x = 2 y x = 3, por
tanto x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3). Tenemos:

1

(x− 2)(x− 3)
=

A

x− 2
+

B

x− 3
=
A(x− 3) +B(x− 2)

(x− 2)(x− 3)
.

Igualando numeradores y dando a x los valores x = 2 y x = 3, obtenemos
A = −1 y B = 1. Entonces,∫

dx

x2 − 5x+ 6
= −

∫
dx

x− 2
+

∫
dx

x− 3
= − log |x− 2|+ log |x− 3|+ C

= log

∣∣∣∣x− 3

x− 2

∣∣∣∣+ C.

2. Efectuando la división eucĺıdea, obtenemos

x3

x3 − 2x2 − x+ 2
= 1 +

2x2 + x− 2

x3 − 2x2 − x+ 2
,

por tanto∫
x3 dx

x3 − 2x2 − x+ 2
= x+

∫
2x2 + x− 2

x3 − 2x2 − x+ 2
dx. (1)

Una ráız del polinomio x3 − 2x2 − x + 2 es x = 1. Usando el algoritmo de
Ruffini, obtenemos la descomposición x3−2x2−x+2 = (x−1)(x+1)(x−2)
Tenemos:

2x2 + x− 2

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x− 2
=

A(x+ 1)(x− 2) +B(x− 1)(x− 2) + C(x− 1)(x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)
.
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Igualando numeradores y dando a x los valores x = 1, x = −1 y x = 2
obtenemos A = −1/2, B = −1/6 y C = 8/3. Entonces,∫

2x2 + x− 2

x3 − 2x2 − x+ 2
dx = −1

2

∫
dx

x− 1
− 1

6

∫
dx

x+ 1
+

8

3

∫
dx

x− 2

= −1

2
log |x− 1| − 1

6
log |x+ 1|+ 8

3
log |x− 2|+ C.

Usando (1) y simplificando las expresiones con logaritmos:∫
x3 dx

x3 − 2x2 − x+ 2
= x+

1

6
(−3 log |x− 1| − log |x+ 1|+ 16 log |x+ 2|) + C

= x+
1

6
log

∣∣∣∣ (x+ 2)16

(x− 1)3(x+ 1)

∣∣∣∣+ C.

3. Expresamos

x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
=

A

x− 1
+

B

x+ 2
+

C

(x+ 2)2

=
A(x+ 2)2 +B(x− 1)(x+ 2) + C(x− 1)

(x− 1)(x+ 2)2
.

Igualando los numeradores:

x+ 1 = A(x+ 2)2 +B(x− 1)(x+ 2) + C(x− 1). (1)

Para determinar los coeficientes indeterminados, podemos dar en (1) valores
a x, y para mayor simplicidad, los primeros que damos son los de las ráıces
del denominador, en este caso x = 1 y x = −2. Tenemos:

x = 1⇒ 2 = 9A⇒ A = 2/9.

x = −2⇒ −1 = −3C ⇒ C = 1/3.

x = 0⇒ 1 = 4A− 2B − C ⇒ B = −2/9.

La integral pedida es por tanto:∫
x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
dx =

2

9

∫
dx

x− 1
− 2

9

∫
dx

x+ 2
+

1

3

∫
dx

(x+ 2)2

=
2

9
log |x− 1| − 2

9
log |x+ 2| − 1

3(x+ 2)
+ C.

=
2

9

(
log

∣∣∣∣x− 1

x+ 2

∣∣∣∣− 3

2(x+ 2)

)
+ C.
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4. El denominador es x3(x− 1), por tanto:

1

x3(x− 1)
=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

D

x− 1

=
Ax2(x− 1) +Bx(x− 1) + C(x− 1) +Dx3

x3(x− 1)
.

Igualando numeradores y dando a x los valores 1, 0,−1 y 2 :

x = 1⇒ 1 = D, x = 0⇒ 1 = −C.
x = −1⇒ 1 = −2A+ 2B − 2C −D.
x = 2⇒ 1 = 4A+ 2B + C + 8D.

Resolviendo el sistema, obtenemos A = −1, B = −1, C = −1, y D = 1.
Entonces,∫

dx

x4 − x3
= −

∫
dx

x
−
∫
dx

x2
−
∫
dx

x3
+

∫
dx

x− 1

= − log |x|+ 1

x
+

1

2x2
+ log |x− 1|+ C =

1

x
+

1

2x2
+ log

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣+ C.

5. Las ráıces de x2 + x − 2 son x = 1 y x = −2, luego (x2 + x − 2)2 =
(x− 1)2(x+ 2)2.

x+ 1

(x− 1)2(x+ 2)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 2
+

D

(x+ 2)2

=
A(x− 1)(x+ 2)2 +B(x+ 2)2 + C(x− 1)2(x+ 2) +D(x− 1)2

(x− 1)2(x+ 2)2
.

Igualando numeradores y dando a x los valores 1,−2, 0 y −1 :

x = 1⇒ 2 = 9B, x = −2⇒ −1 = 9D.

x = 0⇒ 1 = −4A+ 4B + 2C +D.

x = −1⇒ 0 = −2A+B + 4C + 4D.

Resolviendo el sistema, obtenemos A = −1/27, B = 2/9, C = 1/27, y
D = −1/9. Entonces,∫

(x+ 1) dx

(x2 + x− 2)2
= − 1

27

∫
dx

x− 1
+

2

9

∫
dx

(x− 1)2
+

1

27

∫
dx

x+ 2

− 1

9

∫
dx

(x+ 2)2
= − 1

27
log |x− 1| − 2

9(x− 1)

+
1

27
log |x+ 2|+ 1

9(x+ 2)
+ C.

Agrupando logaritmos y simplificando:∫
(x+ 1) dx

(x2 + x− 2)2
=

1

27

(
3

x+ 2
− 6

x− 1
+ log

∣∣∣∣x+ 2

x− 1

∣∣∣∣)+ C.
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8.6. Integración de funciones racionales (2)

1. Calcular

∫
dx

3x2 − x+ 1
.

2. Calcular

∫
4x− 5

3x2 − x+ 1
dx.

3. Sea el trinomio ax2 + bx+ c (a > 0). Demostrar que si dicho trinomio no
tiene ráıces reales, entonces∫

dx

ax2 + bx+ c
=

2√
4ac− b2

arctan
2ax+ b√
4ac− b2

+ C.

Solución. 1. El denominador no tiene ráıces. Completemos cuadrados:

3x2 − x+ 1 = 3(x+ k)2 + l = 3x2 + 6kx+ 3k2 + l.

Identificando coeficientes, 3 = 3, 6k = −1, 3k2 + l = 1. Resolviendo, queda
k = −1/6 y l = 11/12, con lo cual

3x2 − x+ 1 = 3

(
x− 1

6

)2

+
11

12
.

Entonces,∫
dx

3x2 − x+ 1
=

∫
dx

3
(
x− 1

6

)2
+ 11

12

=
12

11

∫
dx

36
11

(
x− 1

6

)2
+ 1

=

12

11

∫
dx(

6√
11

(
x− 1

6

))2
+ 1

=
12

11

√
11

6

∫ 6√
11
dx(

6√
11

(
x− 1

6

))2
+ 1

=
2√
11

arctan

(
6√
11

(
x− 1

6

))
+ C =

2√
11

arctan
6x− 1√

11
+ C.

2. La derivada del denominador es 6x−1. Escribamos 4x−5 = α(6x−1)+β.
Identificando coeficientes, obtenemos 4 = 6α y −5 = −α + β, con lo cual
α = 2/3 y β = −13/3. Entonces,∫

4x− 5

3x2 − x+ 1
dx =

∫ 2
3(6x− 1)− 13

3

3x2 − x+ 1
dx =

2

3

∫
6x− 1

3x2 − x+ 1
dx

− 13

3

∫
1

3x2 − x+ 1
dx =

2

3
log |3x2 − x+ 1| − 13

3

∫
1

3x2 − x+ 1
dx.

Ahora bien, la última integral ya la hab́ıamos calculado en el ejercicio ante-
rior: ∫

dx

3x2 − x+ 1
=

2√
11

arctan
6x− 1√

11
+ C.
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Queda:∫
3x+ 1

x2 + 2x+ 5
dx =

2

3
log |x2 + 2x+ 5| − 26

3
√

11
arctan

6x− 1√
11

+ C.

3. Completemos cuadrados:

ax2 + bx+ c = a(x+ k)2 + l = ax2 + 2akx+ ak2 + l.

Identificando coeficientes, a = a, 2ak = b, ak2 + l = c. Resolviendo, queda
k = b/2a y l = (4ac− b2)/4a, con lo cual

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
. (1)

Por hipótesis, el trinomio ax2 + bx + c no tiene ráıces reales, por tanto
4ac− b2 > 0, y al ser a > 0, el último término de (1) es positivo. Entonces,∫

dx

ax2 + bx+ c
=

∫
dx

a
(
x+ b

2a

)2
+ 4ac−b2

4a

=
4a

4ac− b2

∫
dx

4a2

4ac−b2
(
x+ b

2a

)2
+ 1

=
4a

4ac− b2

∫
dx(

2a√
4ac−b2

(
x+ b

2a

))2
+ 1

=
4a

4ac− b2

√
4ac− b2

2a

∫ 2a√
4ac−b2dx(

2a√
4ac−b2

(
x+ b

2a

))2
+ 1

=
2√

4ac− b2
arctan

2ax+ b√
4ac− b2

+ C.

8.7. Integración de funciones racionales (3)

1. Calcular

∫
dx

x3 − 1
.

2. Calcular I =

∫
x dx

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
.
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Solución. 1. El denominador tiene la ráız x = 1. Aplicando la regla de
Ruffini, obtenemos x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1), y el polinomio x2 + x+ 1
no tiene ráıces reales. La descomposición en suma de fracciones simples es:

1

x3 − 1
=

1

(x− 1)(x2 + x+ 1)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1

=
A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x− 1)

(x− 1)(x2 + x+ 1)
.

Igualando numeradores y dando a x los valores 1, 0 y −1 :

x = 1⇒ 1 = 3A

x = 0⇒ 1 = A− C.
x = −1⇒ 1 = A+ (−B + C)(−2).

Resolviendo el sistema, obtenemos A = 1/3, B = −1/3 y C = −2/3. Enton-
ces, ∫

dx

x3 − 1
=

1

3

∫
dx

x− 1
− 1

3

∫
x+ 2

x2 + x+ 1
dx

=
1

3
log|x− 1| − 1

3

∫
x+ 2

x2 + x+ 1
dx. (1)

Calculemos la última integral. La derivada de x2+x+1 es 2x+1. Escribamos
x + 2 = α(2x + 1) + β. Identificando coeficientes, obtenemos 1 = 2α y
2 = α+ β, con lo cual α = 1/2 y β = 3/2. Tenemos:∫

x+ 2

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx+

3

2

∫
dx

x2 + x+ 1

=
1

2
log|x2 + x+ 1|+ 3

2

∫
dx(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

. (2)

Por otra parte:∫
dx(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

=
4

3

∫
dx

4
3

(
x+ 1

2

)2
+ 1

=
4

3

∫
dx(

2√
3

(
x+ 1

2

))2
+ 1

=
4

3

√
3

2

∫ 2√
3
dx(

2√
3

(
x+ 1

2

))2
+ 1

=
2√
3

arctan
2√
3

(
x+

1

2

)
+ C. (3)

Usando (1), (2), y (3) :∫
dx

x3 − 1
=

1

3
log|x− 1| − 1

6
log|x2 + x+ 1| − 1√

3
arctan

2x+ 1√
3

+ C.
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2. El denominador tiene la ráız x = 1. Aplicando la regla de Ruffini, obte-
nemos la descomposición:

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2(x2 + 1),

y el polinomio x2 + 1 no tiene ráıces reales. La descomposición en suma de
fracciones simples es:

1

(x− 1)2(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+
Cx+D

x2 + 1

=
A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2

(x− 1)2(x2 + 1)
.

Igualando numeradores y dando a x los valores 1, 0, −1 y 2 :

x = 1⇒ 1 = 2B

x = 0⇒ 0 = −A+B +D.

x = −1⇒ −1 = −4A+ +2B + 4(−C +D).

x = 2⇒ 2 = 5A+ 5B + 2C +D.

Resolviendo el sistema, obtenemos A = 0, B = 1/2, C = 0 y D = −1/2.
Entonces,

I =
1

2

∫
dx

(x− 1)2
− 1

2

∫
dx

x2 + 1
= − 1

2(x+ 1)
− 1

2
arctanx+ C.

8.8. Integración de funciones racionales, método
de Hermite (4)

1. Calcular

∫
dx

(x2 + 1)2
.

2. Calcular

∫
3x+ 5

(x2 + 2x+ 2)2
dx.

3. Calcular I =

∫
dx

(x− 1)2(x2 + x+ 1)2
.

4. a) Descomponer en suma de fracciones racionales simples:

f(x) =
1

(x+ 1)2(x2 + 1)2
.

b) Usando la descomposición del apartado anterior, hallar

∫
f(x) dx.
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Solución. 1. Recordemos el método de Hermite. Si en la fracción racio-
nal P (x)/Q(x), el denominador contiene un factor de segundo grado sin
ráıces reales y elevado a una potencia mayor que 1, se verifica la fórmula de
Hermite-Ostrogradski:∫

P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx, (∗)

siendo Q1(x) = mcd{Q(x), Q′(x)} y Q2(x) =
Q(x)

Q1(x)
.

P1(x) y P2(x) son polinomios con coeficientes indeterminados con grados
menores en una unidad que los grados de Q1(x) y Q2(x) respectivamente.
Estos coeficientes indeterminados se calculan derivando ambos miembros de
la igualdad (∗).

El polinomio x2 + 1 no tiene ráıces reales. En este caso, Q(x) = (x2 + 1)2.
Entonces:

Q1(x) = mcd{(x2 + 1)2, 2(x2 + 1)(2x)} = x2 + 1,

Q2(x) =
(x2 + 1)2

x2 + 1
= x2 + 1}.

La igualdad (∗), se transforma en:∫
dx

(x2 + 1)2
=
Ax+B

x2 + 1
+

∫
Cx+D

x2 + 1
dx.

Derivando, obtenemos:

1

(x2 + 1)2
=
A(x2 + 1)− 2x(Ax+B)

(x2 + 1)2
+
Cx+D

x2 + 1

=
A(x2 + 1)− 2x(Ax+B) + (Cx+D)(x2 + 1)

(x2 + 1)2
.

Igualando numeradores, identificando coeficientes y resolviendo el corres-
pondiente sistema obtenemos A = D = 1/2 y B = C = 0, con lo cual:∫

dx

(x2 + 1)2
=

x

2(x2 + 1)
+

1

2

∫
dx

x2 + 1
=

x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctanx+ C.

2. El polinomio x2 + 2x+ 2 no tiene ráıces reales. Apliquemos la fórmula de
Hermite-Ostrogradski:∫

P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx. (∗)
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En este caso, Q(x) = (x2 + 2x+ 2)2. Entonces:

Q1(x) = mcd{(x2 + 2x+ 2)2, 2(x2 + 1)(2x+ 2)} = x2 + 2x+ 2,

Q2(x) =
(x2 + 2x+ 2)2

x2 + 2x+ 2
= x2 + 2x+ 2.

La igualdad (∗), se transforma en:∫
3x+ 5

(x2 + 2x+ 2)2
dx =

Ax+B

x2 + 2x+ 2
+

∫
Cx+D

x2 + 2x+ 2
dx.

Derivando, obtenemos:

3x+ 5

(x2 + 2x+ 2)2
=
A(x2 + 2x+ 2)− (2x+ 2)(Ax+B)

(x2 + 2x+ 2)2
+

Cx+D

x2 + 2x+ 2

=
A(x2 + 2x+ 2)− (2x+ 2)(Ax+B) + (Cx+D)(x2 + 2x+ 2)

(x2 + 2x+ 2)2
.

Igualando numeradores, identificando coeficientes y resolviendo el corres-
pondiente sistema obtenemos A = 1, B = −1/2, C = 0, y D = 1, con lo
cual: ∫

3x+ 5

(x2 + 2x+ 2)2
dx =

x− 1
2

2(x2 + 2x+ 2)
+

∫
dx

x2 + 2x+ 2

=
2x− 1

4(x2 + 2x+ 2)
+

∫
dx

(x+ 1)2 + 1

=
2x− 1

4(x2 + 2x+ 2)
+ arctan(x+ 1) + C.

3. El polinomio x2+x+1 no tiene ráıces reales. Además, (x−1)(x2+x+1) =
x3 − 1, con lo cual,

I =

∫
dx

(x− 1)2(x2 + x+ 1)2
=

∫
dx

(x3 − 1)2
.

Apliquemos la fórmula de Hermite-Ostrogradski:∫
P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx. (∗)

En este caso, Q(x) = (x3 − 1)2. Entonces:

Q1(x) = mcd{(x3 − 1)2, 6x2(x3 − 1)} = x3 − 1,

Q2(x) =
(x3 − 1)2

x3 − 1
= x3 − 1.
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La igualdad (∗), se transforma en:∫
dx

(x3 − 1)2
=
Ax2 +Bx+ C

x3 − 1
+

∫
Dx2 + Ex+ F

x3 − 1
dx.

Como hicimos en otros ejercicios, derivando, identificando coeficientes y re-
solviendo el sistema correspondiente, obtenemos:

A = 0, B = −1

3
, C = 0, D = 0, E = 0, F = −2

3
,

con lo cual,

I = − x

3(x3 − 1)
− 2

3

∫
dx

x3 − 1
.

Ahora bien, la última integral ya la hab́ıamos calculado en otro ejercicio:∫
dx

x3 − 1
=

1

3
log|x− 1| − 1

6
log|x2 + x+ 1| − 1√

3
arctan

2x+ 1√
3

+ C.

Por tanto:

I = − x

3(x3 − 1)
− 2

9
log|x− 1|+ 1

9
log|x2 + x+ 1|+ 2

3
√

3
arctan

2x+ 1√
3

+C.

4. a) El polinomio x2 + 1 no tiene ráıces reales, luego la descomposición
pedida es de la forma:

f(x) =
1

(x+ 1)2(x2 + 1)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
+

Ex+ F

(x2 + 1)2
.

Equivalentemente,

f(x) =
1

(x+ 1)2(x2 + 1)2
=
A(x+ 1)(x2 + 1)2 +B(x2 + 1)2

(x+ 1)2(x2 + 1)2

+
(Cx+D)(x+ 1)2(x2 + 1) + (Ex+ F )(x+ 1)2

(x+ 1)2(x2 + 1)2
.

Igualando numeradores, identificando coeficientes, y resolviendo el corres-
pondiente sistema obtenemos:

A =
1

2
, B =

1

4
, C = −1

2
, D =

1

4
, E = −1

2
, F = 0,

con lo cual,

f(x) =
1/2

x+ 1
+

1/4

(x+ 1)2
+

(−1/2)x+ 1/4

x2 + 1
+

(−1/2)x

(x2 + 1)2
.
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b) Aparecen las integrales inmediatas:∫
dx

x+ 1
= log|x+ 1|,

∫
dx

(x+ 1)2
= − 1

x+ 1
,

∫
x dx

x2 + 1
=

1

2
log(x2 + 1),∫

dx

x2 + 1
= arctanx,

∫
x dx

(x2 + 1)2
= − 1

2(x2 + 1)
.

Usando la linealidad de la integral indefinida y simplificando, obtenemos:∫
f(x) dx =

−x2 + x

4(x+ 1)(x2 + 1)
− 1

2
log|x+1|− 1

4
log(x2 +1)+

1

4
arctanx+C.

8.9. Integración de funciones irracionales (1)

1. Calcular

∫
dx√

3x+ 1− 4
√

3x+ 1
.

2. Calcular

∫
x3 dx√
x+ 2

.

3. Calcular I =

∫
dx

(2x− 5)2/3 − (2x− 5)1/2
.

Solución. Recordamos que las integrales del tipo:∫
R

[
x,

(
ax+ b

cx+ d

)p1/q1
, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

)pm/qm]
dx

en donde R es una función racional y los pi, qi, son enteros, se transforman
en integrales racionales efectuando la sustitución:

tn =
ax+ b

cx+ d
, n = mcm{q1, . . . , qm}.

1. Si t4 = 3x+ 1, entonces 4t3dt = 3 dx, por tanto:∫
dx√

3x+ 1− 4
√

3x+ 1
=

4

3

∫
t3 dt

t2 − t
=

4

3

∫
t2 dt

t− 1

=
4

3

∫ (
t+ 1 +

1

t− 1

)
dt =

4

3

(
t2

2
+ t+ log|t− 1|

)
+ C

=
2

3

√
3x+ 1 +

4

3
4
√

3x+ 1 + | 4
√

3x+ 1− 1|+ C.

2. Si t2 = x+ 2, entonces 2t dt = dx, por tanto:∫
x3 dx√
x+ 2

= 2

∫
(t2 − 2)3t dt

t
= 2

∫
(t2 − 2)3 dt =

= 2

∫
(t6 − 6t4 + 12t2 − 8) dt = 2

(
t7

7
− 6t5

5
+ 4t3 − 8t

)
+ C.
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Sustituyendo t =
√
x+ 2 y simplificando:∫

x3 dx√
x+ 2

=
2
√
x+ 2

35

(
5(x+ 2)3 − 42(x+ 2)2 + 140(x+ 2)− 280

)
+ C.

3. Si t6 = 2x− 5, entonces 6t5 dt = 2 dx, por tanto:

I =

∫
dx

(2x− 5)2/3 − (2x− 5)1/2
=

∫
3t5dt

t4 − t3
= 3

∫
t2dt

t− 1
=

= 3

∫ (
t+ 1 +

1

t− 1

)
dt =

3t2

2
+ 3t+ 3 log|t− 1|+ C.

Sustituyendo t = (2x− 5)1/6 :

I =
3 3
√

2x− 5

2
+ 3 6
√

2x− 5 + 3 log| 6
√

2x− 5− 1|+ C.

8.10. Integración de funciones irracionales (2)

1. Calcular

∫
dx√

2 + 3x− 2x2
.

2. Calcular las integrales:

I1 =

∫
dx√

x2 + 2x+ 6
, I2 =

∫
x+ 3√

x2 + 2x+ 6
dx.

3. Calcular las integrales:

I1 =

∫
dx√

1− 2x− x2
, I2 =

∫
2x− 3√

1− 2x− x2
dx.

4. Calcular I =

∫
dx

x
√

1− x2
.

5. Se consideran las integrales:

I =

∫
dx

(mx+ n)
√
ax2 + bx+ c

, J =

∫
dx√

Ax2 +Bx+ C
,

con m 6= 0. Demostrar que la sustitución t =
1

mx+ n
, transforma las inte-

grales del tipo I en integrales del tipo J.

Solución. Recordemos las siguientes cuestiones teóricas:
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(a) Integrales del tipo ∫
dx√

ax2 + bx+ c
.

Para resolver estas integrales, basta descomponer el trinomio en la forma

ax2 + bx+ c = a(x+ k)2 + l,

y aplicar alguna de las fórmulas:

(i)

∫
u′dx√
u2 + a

= log|u+
√
u2 + a|+ C (a 6= 0).

(ii)

∫
u′dx√
a2 − u2

= arcsen
u

a
+ C (a 6= 0).

(b) Integrales del tipo ∫
mx+ n√

ax2 + bx+ c
dx.

La derivada de ax2 + bx+ c es 2ax+ b. Expresemos:

mx+ n = α(2ax+ b) + β.

Identificando coeficientes, obtenemos m = 2αa, n = αb + β, con lo cual,
α = m/2a y β = (2na−mb)/2a. Entonces,∫

mx+ n√
ax2 + bx+ c

dx =

∫ m
2a(2ax+ b) + 2na−mb

2a√
ax2 + bx+ c

dx

=
m

2a

∫
2ax+ b√

ax2 + bx+ c
dx+

2na−mb
2a

∫
dx√

ax2 + bx+ c
.

La primera integral es inmediata, y la segunda es del tipo (a).

1. Expresando −2x2 + 3x + 2 = −2(x + k)2 + l = −2x2 − 4kx − 2k2 + l,
e identificando coeficientes obtenemos −2 = −2, 3 = −4k y 2 = −2k2 + l.
Resolviendo obtenemos k = −3/4 y l = 25/8, por tanto:

2 + 3x− 2x2 =
25

8
− 2

(
x− 3

4

)2

=

(
5√
8

)2

−
(√

2

(
x− 3

4

))2

.

Entonces, aplicando la fórmula (ii) :∫
dx√

2 + 3x− 2x2
=

1√
2

∫ √
2 dx√(

5√
8

)2
−
(√

2
(
x− 3

4

))2
=

1√
2

arcsen

√
2
(
x− 3

4

)
5√
8

+ C =
1√
2

arcsen
4x− 3

5
+ C.
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2. Podemos expresar x2 + 2x+ 6 = (x+ 1)2 + 5. Usando∫
u′dx√
u2 + a

= log|u+
√
u2 + a|+ C,

I1 =

∫
dx√

(x+ 1)2 + 5
= log|x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 6|+ C.

La derivada de x2 + 2x + 6 es 2x + 2. Expresemos x + 3 = α(2x + 2) + β.
Identificando coeficientes obtenemos α = 1/2 y β = 2. Entonces,

I2 =

∫ 1
2(2x+ 2) + 2
√
x2 + 2x+ 6

dx =

∫
2x+ 2

2
√
x2 + 2x+ 6

dx+ 2I1

=
√
x2 + 2x+ 6 + 2 log|x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 6|+ C.

3. Expresando 1− 2x− x2 = 2− (x+ 1)2 y usando∫
u′dx√
a2 − u2

= arcsen
u

a
+ C,

I1 =

∫
dx√(√

2
)2 − (x+ 1)2

= arcsen
x+ 1√

2
+ C.

La derivada de 1−2x−x2 es −2x−2. Expresemos 2x−3 = α(−2x−2)+β.
Identificando coeficientes obtenemos α = −1 y β = −5. Entonces,

I2 =

∫
−(−2x− 2)− 5√

1− 2x− x2
dx = −

∫
−2x− 2√

1− 2x− x2
dx− 5I1

= −2
√

1− 2x− x2 − 5 arcsen
x+ 1√

2
+ C.

4. Efectuando la sustitución t =
1

x
, dt = − 1

x2
dx = −t2 dx y x =

1

t
. Entones,

I =

∫ dt
−t2

1
t

√
1− 1

t2

= −
∫

dt

t
√

t2−1
t2

= −
∫

dt√
t2 − 1

− = log
∣∣∣t+

√
t2 − 1

∣∣∣+ C.

Sustituyendo t = 1/x :

I = − log

∣∣∣∣∣1x +

√
1

x2
− 1

∣∣∣∣∣+ C = − log

∣∣∣∣∣1 +
√

1− x2

x

∣∣∣∣∣+ C

= log

∣∣∣∣ x

1 +
√

1− x2

∣∣∣∣+ C.
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5. Despejando x en t =
1

mx+ n
y diferenciando:

x =
1− nt
mt

, dt = − m

(mx+ n)2
dx = −mt2dx.

Entonces,

I =

∫ dt
−mt2

1
t

√
a
(

1−nt
mt

)2
+ b

(
1−nt
mt

)
+ c

= − 1

m

∫
dt

t
√

a(1−nt)2+b(1−nt)mt+cm2t2

m2t2

= −
∫

dt√
a(1− nt)2 + b(1− nt)mt+ cm2t2

.

El radicando es de la forma At2 + Bt + C, en consecuencia obtenemos una
integral del tipo J.

8.11. Integración de funciones irracionales (3)

1. Calcular

∫
x2

√
x2 − x+ 1

dx.

2. Calcular

∫
x3 + 2x2 + 3x+ 4√

x2 + 2x+ 2
dx.

3. Mediante un adecuado cambio de variable, transformar la integral

I =

∫
dx

x5
√
x2 − 1

,

en otra en la que sea aplicable el método alemán.

Solución. Recordamos las siguientes cuestiones teóricas:

(i) Método alemán. Las integrales del tipo∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx,

en donde Pn(x) es un polinomio de grado n, se resuelven usando la igualdad:∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Qn−1(x)

√
ax2 + bx+ c+ λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

siendo Qn−1(x) un polinomio de grado n−1 con coeficientes indeterminados,
y λ un número real. Estos coeficientes, y λ se calculan derivando la igualdad
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anterior.

(ii) Las integrales del tipo∫
Pn(x)

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

dx,

se reducen a las del tipo (i) mediante la sustitución t =
1

x− α
.

1. Usemos el método alemán. Expresemos∫
x2

√
x2 − x+ 1

dx = (Ax+B)
√
x2 − x+ 1 + λ

∫
dx√

x2 − x+ 1
.

Derivando:
x2

√
x2 − x+ 1

= A
√
x2 − x+ 1

+ (Ax+B)
2x− 1

2
√
x2 − x+ 1

+
λ√

x2 − x+ 1
.

Tomando común denominador 2
√
x2 − x+ 1, e igualando numeradores:

2x2 = 2A(x2 − x+ 1) + (Ax+B)(2x− 1) + 2λ.

Identificando coeficientes: 
4A = 2

−3A+ 2B = 0
2A−B + 2λ = 0.

Resolviendo el sistema obtenemos A = 1/2, B = 3/4 y λ = −1/8. Por tanto:∫
x2

√
x2 − x+ 1

dx =

(
1

2
x+

3

4

)√
x2 − x+ 1− 1

8

∫
dx√

x2 − x+ 1
.

La última integral, corresponde a un tipo conocido:∫
dx√

x2 − x+ 1
= . . . = log|2x− 1 +

√
x2 − x+ 1|+ C.

Por tanto, la integral I pedida es:

I =
1

8

(√
x2 − x+ 1 (4x+ 6)− log|2x− 1 +

√
x2 − x+ 1|

)
+ C.

2. Usemos el método alemán. Expresemos∫
x3 + 2x2 + 3x+ 4√

x2 + 2x+ 2
dx = (Ax2+Bx+C)

√
x2 + 2x+ 2+λ

∫
dx√

x2 + 2x+ 2
.
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Derivando:

x3 + 2x2 + 3x+ 4√
x2 + 2x+ 2

= (2Ax+B)
√
x2 + 2x+ 2

+ (Ax2 +Bx+ C)
2x+ 2

2
√
x2 + 2x+ 2

+
λ√

x2 + 2x+ 2
.

Tomando común denominador
√
x2 + 2x+ 2, e igualando numeradores:

x3 + 2x2 + 3x+ 4 = (2Ax+B)(x2 + 2x+ 2) + (Ax2 +Bx+ C)(x+ 1) + λ

Desarrollando el segundo miembro:

x3 + 2x2 + 3x+ 4 = 3Ax3 + (5A+ 2B)x2 + (4A+ 3B +C)x+ 2B +C + λ.

Identificando coeficientes: 
3A = 1

5A+ 2B = 2
4A+ 3B + C = 3
2B + C + λ = 4

Resolviendo el sistema obtenemos A = 1/3, B = 1/6, C = 7/6 y λ = 5/2.
Por tanto:∫

x3 + 2x2 + 3x+ 4√
x2 + 2x+ 2

dx =

(
1

3
x2 +

1

6
x+

7

6

)√
x2 + 2x+ 2

+
5

2

∫
dx√

x2 + 2x+ 2
.

La última integral, corresponde a un tipo conocido:∫
dx√

x2 + 2x+ 2
= . . . = log|x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 2|+ C.

Por tanto, la integral I pedida es:

I =
1

6

√
x2 + 2x+ 2

(
2x2 + x+ 7

)
+

5

2
log|x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 2|+ C.

3. Efectuando la sustitución t =
1

x
, queda dt = − 1

x2
dx = −t2 dx. Entonces,

I =

∫ −dt
t2(

1
t

)5√(1
t

)2 − 1
= −

∫
t3 dt√

1−t2
t2

=

∫
−t4 dt√
1− t2

,

integral a la cual es aplicable el método alemán.
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8.12. Integración de funciones irracionales (4)

1. Calcular I =

∫ √
x2 + 2x+ 7 dx.

2. Calcular I =

∫ √
x− x2 dx.

3. Demostrar que∫ √
A+ u2 u′ dx =

u

2

√
A+ u2 +

A

2
log|u+

√
A+ u2|+ C.

4. Demostrar que:∫ √
A2 − u2 u′ dx =

u

2

√
A2 − u2 +

A2

2
arcsen

u

A
+ C (A 6= 0).

Solución. Recordamos que las integrales del tipo

∫ √
ax2 + bx+ x dx (a 6=

0) se resuelven efectuando la conocida descomposición ax2 + bx+ c = a(x+
k)2 + l, y usando alguna de las fórmulas:∫ √

A+ u2 u′ dx =
u

2

√
A+ u2 +

A

2
log|u+

√
A+ u2|+ C (A 6= 0),

∫ √
A2 − u2 u′ dx =

u

2

√
A2 − u2 +

A2

2
arcsen

u

A
+ C (A 6= 0).

1. Descomponiendo x2 + 2x + 7 = (x + k)2 + l, obtenemos x2 + 2x + 7 =
(x+ 1)2 + 6. Usando∫ √

A+ u2 u′ dx =
u

2

√
A+ u2 +

A

2
log|u+

√
A+ u2|+ C,

I =

∫ √
6 + (x+ 1)2 dx

=
x+ 1

2

√
x2 + 2x+ 7 + 3 log|x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 7|+ C.

2. Descomponiendo x−x2 = −(x+k)2 +l, obtenemos x−x2 = 1
4−
(
x− 1

2

)2
.

Usando ∫ √
A2 − u2 u′ dx =

u

2

√
A2 − u2 +

A2

2
arcsen

u

A
+ C,

I =

∫ √(
1

2

)2

−
(
x− 1

2

)2

dx

=
2x+ 1

4

√
x− x2 +

1

8
arcsen(2x− 1) + C.
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3. Para u = x, se verifica:

d

dx

(
x

2

√
A+ x2 +

A

2
log|x+

√
A+ x2|+ C

)

=
1

2

√
A+ x2 +

x

2

x√
A+ x2

+
A

2

1 + x√
A+x2

x+
√
A+ x2

=
A+ x2 + x2

2
√
A+ x2

+
A

2

√
A+ x2 + x(

x+
√
A+ x2

)√
A+ x2

=
A+ 2x2

2
√
A+ x2

+
A

2
√
A+ x2

=
A+ x2

√
A+ x2

=
√
A+ x2.

Para u = u(x), y usando la regla de la cadena:

d

dx

(
u

2

√
A+ u2 +

A

2
log|u+

√
A+ u2|+ C

)
=
√
A+ u2 u′,

lo cual demuestra la validez de la fórmula dada.

4. Para u = x, se verifica:

d

dx

(
x

2

√
A2 − x2 +

A2

2
arcsen

x

A
+ C

)
=

1

2

√
A2 − x2 +

x

2

−x√
A2 − x2

+
A2

2

1/A√
1− x2

A2

=
A2 − x2 − x2

2
√
A2 − x2

+
A

2

1√
A2−x2
A2

=
A2 − x2

√
A2 − x2

=
√
A2 − x2.

Para u = u(x), y usando la regla de la cadena:

d

dx

(
u

2

√
A2 − u2 +

A2

2
arcsen

u

A
+ C

)
=
√
A2 − u2 u′,

lo cual demuestra la validez de la fórmula dada.

8.13. Integración de diferenciales binomias

1. Calcular I =

∫
dx

√
x ( 4
√
x+ 1)

10 .

2. Calcular I =

∫
x3dx

(a2 − x2)
√
a2 − x2

.

3. Calcular I =

∫
dx

x4
√

1 + x2
.
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Solución. Recordamos que se llaman integrales de diferenciales binomias a
las integrales del tipo: ∫

xm(a+ bxn)pdx, (∗)

dondem,n y p son números racionales y los coeficientes a y b, números reales.
Estas integrales se pueden expresar en términos de funciones elementales en
los siguientes casos:
1) p ∈ Z. Entonces, la sustitución x = ts, con s el mı́nimo común múltiplo
de los denominadores de m y n, convierte (∗) en una integral racional.

2)
m+ 1

n
∈ Z. Entonces, la sustitución a+bxn = ts, siendo s el denominador

de la fracción p, convierte (∗) en una integral racional.

3) p+
m+ 1

n
∈ Z. Entonces, la sustitución a+ bx−n = ts, siendo s el deno-

minador de la fracción p, convierte (∗) en una integral racional.

1. Podemos expresar I =

∫
x−1/2

(
1 + x1/4

)−10
dx. Se trata pues de una

diferencial binomia con p = −10, m = −1/2 y n = 1/4. Dado que p es entero,
estamos en el primer caso de integrabilidad. El mı́nimo común múltiplo de
los denominadores de m y n es 4. Efectuando el cambio x = t4, dx = 4t3dt.
Entonces,

I =

∫
t−2(1 + t)−104t3dt = 4

∫
t dt

(t+ 1)10
= 4

∫
(t+ 1)− 1

(t+ 1)10
dt

= 4

(∫
(t+ 1)−9dt−

∫
(t+ 1)−10dt

)
= 4

(
− 1

8(t+ 1)8
+

1

9(t+ 1)9

)
+ C

=
4

(t+ 1)8

(
1

9(t+ 1)
− 1

8

)
+ C =

4

(t+ 1)8

8− 9(t+ 1)

72(t+ 1)
+ C

=
1

18

−9t− 1

(t+ 1)9
+ C = − 9 4

√
x+ 1

18 ( 4
√
x+ 1)

9 + C.

2. Podemos expresar I =

∫
x3
(
a2 − x2

)−3/2
dx. Se trata pues de una dife-

rencial binomia con p = −3/2, m = 3 y n = 2. Dado que (m+ 1)/n = 2 es
entero, estamos en el segundo caso de integrabilidad y el denominador de p
es 2. Efectuando el cambio a2 − x2 = t2, −2x dx = 2t dt. Entonces,

I =

∫
x2(a2 − x2)−3/2x dx =

∫
(a2 − t2)t−3(−t dt)

=

∫
(1− a2t−2) dt = t+

a2

t
+ C =

t2 + a2

t
+ C =

2a2 − x2

√
a2 − x2

+ C.
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3. Podemos expresar I =

∫
x−4

(
1 + x2

)−1/2
dx. Se trata pues de una dife-

rencial binomia con p = −1/2, m = −4 y n = 2.Dado que p+(m+1)/n = −2
es entero, estamos en el tercer caso de integrabilidad y el denominador de p
es 2. Efectuando el cambio x−2 + 1 = t2 :

−x−3dx = t dt, t =
√

1 + x−2 =

√
1 +

1

x2
=

√
x2 + 1

x
.

Entonces,

I =

∫
x−4

(
x2(x−2 + 1)

)−1/2
dx =

∫
x−5

(
x−2 + 1

)−1/2
dx

=

∫
x−2

(
x−2 + 1

)−1/2
(x−3dx) =

∫
(t2 − 1)t−1(−t dt)

=

∫
(1− t2) dt = t− t3

3
+ C = t

(
1− t2

3

)
+ C

=

√
x2 + 1

x

(
1− x2 + 1

3x2

)
+ C =

(2x2 − 1)
√
x2 + 1

3x3
+ C.

8.14. Integración de funciones trigonométricas (1)

1. Calcular I =

∫
sen4 x cos5 x dx.

2. Calcular I =

∫
sen5 x dx.

3. Calcular I =

∫
sen10 x cos3 x dx.

4. Calcular I =

∫
sen2 x cos2 x dx.

5. Calcular I =

∫
sen4 x dx.

Solución. Consideremos las integrales del tipo:∫
senm x cosn x dx, (m,n enteros).

(a) Si m es impar y positivo, efectuamos la sustitución t = cosx, y si n es
impar y positivo, la sustitución t = senx.
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(b) Si m y n son pares y positivos, usamos las fórmulas:

sen2 x =
1

2
(1− cos 2x),

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x),

senx cosx =
1

2
sen 2x,

las cuales permiten ir rebajando sucesivamente los exponentes m y n hasta
obtener una integral inmediata.

1. Efectuando la sustitución t = senx, dt = cosx dx y por tanto:

I =

∫
sen4 x cos4 x cosx dx =

∫
sen4 x

(
cos2 x

)2
cosx dx

=

∫
sen4 x

(
1− sen2 x

)2
cosx dx =

∫
t4
(
1− t2

)2
dt

=

∫
t4
(
1− 2t2 + t4

)
dt =

∫ (
t4 − 2t6 + t8

)
dt

=
t5

5
− 2t7

7
+
t9

9
+ C =

sen5 x

5
− 2 sen7 x

7
+

sen9 x

9
+ C.

2. Efectuando la sustitución t = cosx, dt = − senx dx y por tanto:

I =

∫
sen4 x senx dx =

∫ (
1− cos2 x

)2
senx dx

= −
∫ (

1− t2
)2

dt = −
∫ (

1− 2t2 + t4
)
dt

= −t+
2t3

3
− t5

5
+ C = − cosx+

2 cos3 x

3
− cos5 x

5
+ C.

3. Efectuando la sustitución t = senx, dt = cosx dx y por tanto:

I =

∫
sen10 x cos2 x cosx dx =

∫
sen10 x

(
1− sen2 x

)
cosx dx

=

∫
t10
(
1− t2

)
dt =

t11

11
− t13x

13
+ C =

sen11 x

11
− sen13 x

13
+ C.

4. Usando senx cosx = 1
2 sen 2x y sen2 x = 1

2(1− cos 2x) :

I =

∫
(senx cosx)2 dx =

∫
1

4
sen2 2x dx =

1

4

∫
1

2
(1− cos 4x) dx
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=
1

8

(
x− 1

4
sen 4x

)
+ C =

x

8
− sen 4x

32
+ C.

5. Usando sen2 x = 1
2(1− cos 2x) :

I =

∫
1

4
(1− cos 2x)2 dx =

1

4

∫
(1− 2 cos 2x+ cos2 2x) dx

=
x

4
− sen 2x

4
+

1

4

∫
cos2 2x dx. (∗)

Usando cos2 2x = 1
2(1 + cos 4x) :∫

cos2 2x dx =
1

2

∫
(1 + cos 4x) dx =

x

2
+

sen 4x

8
+ C.

Sustituyendo en (∗) :

I =
3x

8
− sen 2x

4
+

sen 4x

32
+ C.

8.15. Integración de funciones trigonométricas (2)

1. Calcular I =

∫
tan4 x dx.

2. Calcular I =

∫
tan5 x dx.

3. Calcular I =

∫
cot4 x dx.

4. Calcular I =

∫
tan2 7x dx.

Solución. Consideremos las integrales:

(i)

∫
tanm x dx. (ii)

∫
cotm x dx. (m entero positivo).

La integral (i) se pueden reducir sucesivamente de grado, usando la fórmula
de trigonometŕıa tan2 x = sec2 x− 1 :∫

tanm x dx =

∫
tanm−2 x tan2 x dx =

∫
tanm−2 x (sec2 x− 1) dx

=

∫
tanm−2 x sec2 x dx−

∫
tanm−2 x dx.

La integral

∫
tanm−2 x sec2 x dx se convierte en inmediata con la sustitu-

ción t = tanx y la integral

∫
tanm−2 x dx es la de partida, con el exponente
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rebajado. Para la integral del tipo (ii) se procede de la misma manera, usan-
do la fórmula de trigonometŕıa cot2 x = csc2 x− 1.

1. Tenemos:

I =

∫
tan4 x dx =

∫
tan2 x tan2 x dx =

∫
tan2 x (sec2 x− 1) dx

=

∫
tan2 x sec2 x dx−

∫
tan2 x dx.

Efectuando el cambio t = tanx, dt = sec2 x, por tanto∫
tan2 x sec2 x dx =

∫
t2dt =

t3

3
+ C =

tan3 x

3
+ C.

Por otra parte:∫
tan2 x dx =

∫
(sec2 x− 1) dx = tanx− x+ C.

En consecuencia,

I =
tan3 x

3
− tanx+ x+ C.

2. Tenemos:

I =

∫
tan5 x dx =

∫
tan3 x tan2 x dx =

∫
tan3 x (sec2 x− 1) dx

=

∫
tan3 x sec2 x dx−

∫
tan3 x dx.

Efectuando el cambio t = tanx, dt = sec2 x, por tanto∫
tan3 x sec2 x dx =

∫
t3dt =

t4

4
+ C =

tan4 x

4
+ C.

Por otra parte:∫
tan3 x dx =

∫
tanx tan2 x dx =

∫
tanx (sec2 x− 1) dx

=

∫
tanx sec2 x dx−

∫
tanx dx =

tan2 x

2
− log|cosx|+ C.

En consecuencia,

I =
tan4 x

4
− tan2 x

2
+ log|cosx|+ C.
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3. Tenemos:

I =

∫
cot4 x dx =

∫
cot2 x cot2 x dx =

∫
cot2 x (csc2 x− 1) dx

=

∫
cot2 x csc2 x dx−

∫
cot2 x dx.

Efectuando el cambio t = cotx, dt = − csc2 x, por tanto∫
cot2 x csc2 x dx = −

∫
t2dt = − t

3

3
+ C = −cot3 x

3
+ C.

Por otra parte:∫
cot2 x dx =

∫
(csc2 x− 1) dx = − cotx− x+ C.

En consecuencia,

I = −cot3 x

3
+ cotx+ x+ C.

4. Tenemos:

I =

∫
tan2 7x dx =

∫
(sec2 7x− 1) dx =

1

7
tan 7x− x+ C.

8.16. Integración de funciones trigonométricas (3)

1. Calcular

∫
sen 5x cos 7x dx.

2. Calcular

∫
sen 13x sen 8x dx.

3. Calcular

∫
cos(ax+ b) cos(ax− b) dx.

4. Demostrar:

(a) sen px cos qx =
1

2
[sen(p+ q)x+ sen(p− q)x] .

(b) sen px sen qx =
1

2
[cos(p− q)x− cos(p+ q)x] .

(c) cos px cos qx =
1

2
[cos(p− q)x+ cos(p+ q)x] .

Solución. Las integrales de los tipos:∫
sen px cos qx dx,

∫
sen px sen qx dx,

∫
cos px cos qx dx,
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con p, q números reales, se transforman en inmediatas usando las fórmulas
de trigonometŕıa:

sen px cos qx =
1

2
[sen(p+ q)x+ sen(p− q)x] ,

sen px sen qx =
1

2
[cos(p− q)x− cos(p+ q)x] ,

cos px cos qx =
1

2
[cos(p− q)x+ cos(p+ q)x] .

1. Usando sen px cos qx = 1
2 [sen(p+ q)x+ sen(p− q)x] :∫

sen 5x cos 7x dx =
1

2

∫
(sen 12x+ sen(−2x)) dx

=
1

2

∫
sen 12x dx− 1

2

∫
sen 2x dx = − 1

24
cos 12x+

1

4
cos 2x+ C.

2. Usando sen px sen qx =
1

2
[cos(p− q)x− cos(p+ q)x] :∫

sen 13x sen 8x dx =
1

2

∫
(cos 5x− cos 21x) dx

=
1

10
sen 5x− 1

42
sen 21x+ C.

3. Usando cos px cos qx = 1
2 [cos(p− q)x+ cos(p+ q)x] :∫

cos(ax+ b) cos(ax− b) dx =
1

2

∫
(cos 2b− cos 2ax) dx

=
x sen 2b

2
+

sen 2ax

4a
+ C.

4. Consideremos las conocidas fórmulas:

sen(p+ q)x = sen(px+ qx) = sen px cos qx+ cos px sen qx. (1)

sen(p− q)x = sen(px− qx) = sen px cos qx− cos px sen qx. (2)

cos(p+ q)x = cos(px+ qx) = cos px cos qx− sen px sen qx. (3)

cos(p− q)x = cos(px− qx) = cos px cos qx+ sen px sen qx. (4)

Sumando (1) y (2) : sen px cos qx = 1
2 [sen(p+ q)x+ sen(p− q)x] .

Restando (3) a (4) : sen px sen qx = 1
2 [cos(p− q)x− cos(p+ q)x] .

Sumando (3) y (4) : cos px cos qx = 1
2 [cos(p− q)x+ cos(p+ q)x] .
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8.17. Integración de funciones trigonométricas (4)

1. Calcular I =

∫
dx

5 + 4 senx+ 3 cosx
.

2. Calcular I =

∫
dx

1 + senx+ cosx
.

3. Calcular I =

∫
dx

3 + 5 cosx
.

4. Calcular I =

∫
dx

1 + cos2 x
.

5. Demostrar que si t = tan
x

2
, entonces:

senx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2 dt

1 + t2
.

6. Demostrar que si t = tanx, entonces:

senx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2
.

Solución. Sean las integrales del tipo∫
R(senx, cosx) dx, (∗)

en donde R es una función racional. Efectuando el cambio de variable t =
tan x

2 (llamado cambio universal), se verifica:

senx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2 dt

1 + t2
,

con lo cual las integrales (∗) se transforman en integrales de funciones ra-
cionales en t.
Si R(− senx,− cosx) = R(senx, cosx), es más conveniente usar el cambio
t = tanx, verificándose:

senx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2
.

1. Efectuando la sustitución t = tan
x

2
:

I =

∫ 2 dt

1 + t2

5 + 4 · 2t

1 + t2
+ 3 · 1− t2

1 + t2

=

∫
2 dt

5(1 + t2) + 8t+ 3(1− t2)
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=

∫
2 dt

2t2 + 8t+ 8
=

∫
dt

(t+ 2)2
= − 1

t+ 2
+ C = − 1

tan
x

2
+ 2

+ C.

2. Efectuando la sustitución t = tan
x

2
:

I =

∫ 2 dt

1 + t2

1 +
2t

1 + t2
+

1− t2

1 + t2

=

∫
2 dt

1 + t2 + 2t+ 1− t2

=

∫
2 dt

2t+ 2
=

∫
dt

t+ 1
= log |1 + t|+ C = log

∣∣∣1 + tan
x

2

∣∣∣+ C.

3. Efectuando la sustitución t = tan
x

2
:

I =

∫ 2 dt

1 + t2

3 + 5 · 1− t2

1 + t2

=

∫
2 dt

3(1 + t2) + 5(1− t2)

=

∫
dt

4− t2
=

∫ (
1/4

2 + t
+

1/4

2− t

)
dt =

1

4
log |2 + t| − 1

4
log |2− t|+ C

=
1

4
log

∣∣∣∣2 + t

2− t

∣∣∣∣+ C =
1

4
log

∣∣∣∣∣∣
2 + tan

x

2

2− tan
x

2

∣∣∣∣∣∣+ C

4. Claramente la función integrando R satisface

R(− senx,− cosx) = R(senx, cosx),

con lo cual, es más conveniente usar el cambio t = tanx. Tenemos:

I =

∫ dt

1 + t2

1 +
1

1 + t2

=

∫
dt

t2 + 2
=

1√
2

arctan
t√
2

+ C

=
1√
2

arctan

(
tanx√

2

)
+ C.

5. Usando 1 + tan2 α = sec2 α y cos
α

2
=

√
1 + cosα

2
:

1 + tan2 x

2
= sec2 x

2
⇒ 1 + t2 =

1

cos2
x

2

⇒ 1 + t2 =
1

1 + cosx

2
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⇒ 1 + t2 =
2

1 + cosx
⇒ 1 + cosx =

2

1 + t2

⇒ cosx =
2

1 + t2
− 1 =

2− 1− t2

1 + t2
=

1− t2

1 + t2
.

Usando sen2 α+ cos2 α = 1 :

senx =
√

1− cos2 x =

√
1−

(
1− t2
1 + t2

)2

=

√
(1 + t2)2 − (1− t2)2

(1 + t2)2
=

√
4t2

1 + t2
=

2t

1 + t2
.

Diferenciando t = tan
x

2
:

dt =
1

2
sec2 x

2
dx =

1

2

(
1 + tan2 x

2

)
dx =

1 + t2

2
dx⇒ dx =

2 dt

1 + t2
.

6. Si t = tanx, entonces 1 + t2 = sec2 x =
1

cos2 x
y por tanto,

cosx =
1√

1 + t2
.

Por otra parte:

senx =
√

1− cos2 x =

√
1− 1

1 + t2
=

√
t2

1 + t2
=

t√
1 + t2

.

Diferenciando t = tanx :

dt = sec2 x dx = (1 + tan2 x) dx = (1 + t2) dx⇒ dx =
dt

1 + t2
.

8.18. Integración de funciones hiperbólicas

1. Calcular

∫
cosh2 x dx.

2. Calcular

∫
senh3 x dx.

3. Calcular

∫
senh3 x coshx dx.

4. Calcular I =

∫
senh2 x cosh2 x dx.

5. Calcular

∫
tanh3 x dx.
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Solución. La integración de funciones hiperbólicas es análoga a la integra-
ción de funciones trigonométricas. Recordamos algunas fórmulas relativas a
las funciones hiperbólicas:

cosh2 x− senh2 x = 1

sech2 x = 1− tanh2 x

csch2 x = coth2 x− 1

senh2 x =
1

2
(cosh 2x− 1).

cosh2 x =
1

2
(cosh 2x+ 1).

senhx coshx =
1

2
senh 2x.

d

dx
senhx = coshx,

d

dx
coshx = senhx,

d

dx
tanhx = sech2 x.

1. Tenemos:∫
cosh2 x dx =

∫
1

2
(1 + cosh 2x) dx =

1

2
coshx+

1

4
cosh 2x+ C.

2. Si t = coshx, entonces dt = senhx dx, por tanto:∫
senh3 x dx =

∫
senh2 x senhx dx =

∫
(cosh2 x− 1) senhx dx

=

∫
(t2 − 1) dt =

t3

3
− t+ C =

cosh3 x

3
− coshx+ C.

3. Si t = senhx, entonces dt = coshx dx, por tanto:∫
senh3 x coshx dx =

∫
t3dt =

t4

4
+ C =

senh4 x

4
+ C.

4. Usando senhx coshx =
1

2
senh 2x y senh2 x =

1

2
(cosh 2x− 1) :

I =

∫
(senhx coshx)2 dx =

∫
1

4
senh2 2x dx =

1

4

∫
1

2
(cosh 4x− 1) dx

=
1

8

(
1

4
senh 4x− x

)
+ C =

senh 4x

32
− x

8
+ C.

5. Tenemos:∫
tanh3 x dx =

∫
tanh2 x tanhx dx =

∫
(1− sech2 x) tanhx dx

=

∫
tanhx dx−

∫
sech2 x tanhx dx = log(coshx)− tanh2 x

2
+ C.
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8.19. Miscelánea (1)

1. Calcular:

a)

∫ (
eax + e−ax

)2
dx, (a 6= 0).

b)

∫
2x 32x 53x dx.

c)

∫
(tanx+ cotx)2 dx.

2. Usando integración por partes, calcular I =

∫ √
a2 − x2dx, (a 6= 0).

3. Usando integración por partes, calcular I =

∫ √
A+ x2dx.

Nota. Se puede usar la igualdad

∫
dx√
A+ x2

= log
∣∣∣x+

√
A+ x2

∣∣∣ .
4. Calcular

∫
x2 dx

(x+ 1)6
.

Sugerencia. Puede ser útil buscar una alternativa a la tradicional descom-
posición en suma de fracciones racionales simples.

5. Calcular

∫
mx+ n

x2 + px+ q
dx siendo m 6= 0 y x2 + px+ q sin ráıces reales.

6. Se considera la integral I =

∫
dx

x(x7 + 1)
.

a) Esbozar una posible solución por descomposición en suma de fracciones
simples.
b) Efectuar una adecuada manipulación en el numerador, que transforme I
en una integral inmediata.

7. ¿ Existe

∫ √
−x2 + 6x− 10 dx? Justificar la respuesta.

Solución. 1. a)

∫ (
eax + e−ax

)2
dx =

∫ (
e2ax + 2 + e−2ax

)
dx

=
e2ax

2a
+ 2x− e−2ax

2a
+ C = 2x+

sh 2ax

a
+ C.

b)

∫
2x 32x 53x dx =

∫
2x 9x 125x dx =

∫
(2 · 9 · 125)x dx

=

∫
2250x dx =

2250x

log 2250
+ C.

c)

∫
(tanx+ cotx)2 dx =

∫ (
tan2 x+ 2 + cot2 x

)
dx

=

∫ (
tan2 x+ 1

)
dx+

∫ (
cot2 x+ 1

)
dx
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=

∫
sec2 x dx+

∫
cosec2 x dx = tanx− cotx+ C.

2. {
u =
√
a2 − x2

dv = dx
⇒

du =
−x√
a2 − x2

dx

v = x.

Usando la fórmula de la integración por partes:

I =

∫ √
a2 − x2dx = x

√
a2 − x2 +

∫
x2

√
a2 − x2

dx. (1)

Transformemos la última integral:∫
x2

√
a2 − x2

dx = −
∫

(a2 − x2)− a2

√
a2 − x2

dx = −
∫ √

a2 − x2dx

+ a2

∫
dx√
a2 − x2

dx = −I + a2 arcsen
x

a
. (2)

De las relaciones (1) y (2), obtenemos:

I =
x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsen

x

a
+ C.

3. {
u =
√
A+ x2

dv = dx
⇒

du =
−x√
A+ x2

dx

v = x.

Usando la fórmula de la integración por partes:

I =

∫ √
A+ x2dx = x

√
A+ x2 +

∫
x2

√
A+ x2

dx. (1)

Transformemos la última integral:∫
x2

√
A+ x2

dx = −
∫

(A− x2)−A√
A+ x2

dx = −
∫ √

A+ x2dx

+A

∫
dx√
A+ x2

= −I +A log
∣∣∣x+

√
A+ x2

∣∣∣ . (2)

De las relaciones (1) y (2), obtenemos:

I =
x

2

√
A+ x2 +

A

2
log
∣∣∣x+

√
A+ x2

∣∣∣+ C.

4. Podŕıamos usar el método tradicional, es decir, expresar:

x2

(x+ 1)6
=

A1

x+ 1
+

A2

(x+ 1)2
+ · · ·+ A6

(x+ 1)6
,
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etc. Ahora bien, en este caso es más conveniente usar la sustitución t = x+1,
con lo cual: ∫

x2 dx

(x+ 1)6
=

∫
(t− 1)2

t6
dt =

∫
t2 − 2t+ 1

t6
dt

=

∫
dt

t4
− 2

∫
dt

t5
+

∫
dt

t6
= − 1

3t3
+

1

2t4
− 1

5t5
+ C.

Por tanto,∫
x2 dx

(x+ 1)6
= − 1

3(x+ 1)3
+

1

2(x+ 1)4
− 1

5(x+ 1)5
+ C.

5. La derivada de x2 + px+ q es 2x+ p. Expresemos:

mx+ n = α(2x+ p) + β.

Identificando coeficientes, m = 2α y n = αp + β, por tanto α = m/2 y
β = (2n− pm)/2. En consecuencia,∫

mx+ n

x2 + px+ q
dx =

m

2

∫
2x+ p

x2 + px+ q
dx+

2n− pm
2

∫
dx

x2 + px+ q
. (1)

Descompongamos x2 + px+ q es suma de cuadrados:

x2 + px+ q = 1(x+ h)2 + k = x2 + 2hx+ k2 + l.

Identificando coeficientes, queda h = p/2 y l = (4q − p2)/4, es decir:

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2
+

4q − p2

4
.

Nótese que al no tener x2 + px + p ráıces reales, (4q − p2)/4 es positivo.
Tenemos: ∫

dx

x2 + px+ q
=

∫
dx(

x+ p
2

)2
+ 4q−p2

4

=
4

4q − p2

∫
dx

4
4q−p2

(
x+ p

2

)2
+ 1

=
4

4q − p2

∫
dx(

2√
4q−p2

(
x+ p

2

))2

+ 1

=
4

4q − p2

√
4q − p2

2

∫ 2√
4q−p2

dx(
2√

4q−p2
(
x+ p

2

))2

+ 1
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=
2√

4q − p2
arctan

2x+ p√
4q − p2

+ C.

Usando ahora (1) :∫
mx+ n

x2 + px+ q
dx =

m

2
log(x2 + px+ q) +

2n− pm√
4qp2

arctan
2x+ p√
4q − p2

+ C.

6. a) Una ráız de g(x) = x7 + 1 es x = −1. Dado que g′(x) = 7x6 es
positiva tanto en (−∞, 0) como en (0. +∞), es estrictamente creciente en
estos intervalos. Como g(−1) = 0, se deduce que x = −1 es la única ráız de
g(x). Es además simple pues g′(−1) 6= 0. Entonces, g(x) se factoriza en la
forma:

g(x) = (x+ 1)q1(x)q2(x)q3(x),

con los qi(x), polinomios de segundo grado sin ráıces reales. Incluso en el
caso de ser factible determinar los polinomios qi(x), esto nos conduciŕıa a
un largo proceso de descomposición en suma de fracciones simples para la
función integrando.

b) Usemos la igualdad 1 = (x7 + 1)− x7. Tenemos,

I =

∫
dx

x(x7 + 1)
=

∫
(x7 + 1)− x7

x(x7 + 1)
dx =

∫ (
1

x
− x6

x7 + 1

)
dx

= log|x| − 1

7
log|x7 + 1|+ C.

7. Efectuando la descomposición −x2 + 6x− 10 = −(x+ k)2 + l :

−x2 + 6x− 10 = −x2 − 2kx− k2 + l.

Identificando coeficientes, obtenemos −1 = −1, 6 = −2k y −10 = −k2 + l,
es decir k = −3 y l = −1. Por tanto, para todo x ∈ R :

−x2 + 6x− 10 = −(x− 3)2 − 1 < 0,

es decir f(x) =
√
−x2 + 6x− 10 no representa una función real de variable

real, luego no existe

∫
f(x) dx.

8.20. Miscelánea (2)

1. Sea la integral de diferencial binomia I =

∫
xm(a+ bxn)pdx. Demostrar

que si p ∈ Z, entonces la sustitución x = ts en donde s es el mı́nimo común
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múltiplo de los denominadores de m y n, transforma I en una integral ra-
cional en t.

2. Sea la integral de diferencial binomia I =

∫
xm(a+ bxn)pdx. Demostrar

que si (m+ 1)/n ∈ Z, entonces la sustitución a+ bxn = ts en donde s es el
denominador de la fracción p, transforma I en una integral racional en t.

3. Sea la integral de diferencial binomia I =

∫
xm(a+ bxn)pdx. Demostrar

que si p +
m+ 1

n
∈ Z, entonces la sustitución ax−n + b = ts en donde s es

el denominador de la fracción p, transforma I en una integral racional en t.

4. Calcular

∫
cos6 x dx.

5. Calcular I =

∫
senx sen 2x sen 3x dx.

6. Calcular I =

∫
dx

(a2 + b2)− (a2 − b2) cosx
.

Solución. 1. Llamemos:

m =
m1

m2
, n =

n1

n2
(m1,m2, n1, n2 ∈ Z).

Si x = ts, entonces dx = sts−1dt. Por otra parte, s es múltiplo de m2 y de
n2, por tanto s/m2 y s/n2 son enteros. Tenemos:

I =

∫
tm1(s/m2)

(
a+ btn1(s/n2)

)p
sts−1dt.

Todos los exponentes son enteros, en consecuencia I es una integral racional
en t.

2. Llamemos p = p1/s con p1, s enteros. Si a+ bxn = ts :

nbxn−1dx = sts−1dt, x =

(
ts − a
b

)1/n

.

Entonces,

I =

∫
xm tsp

sts−1 dt

nbxn−1
=

s

nb

∫
xm−n+1 tsp+s−1 dt

=
s

nb

∫ (
ts − a
b

)m−n+1
n

tp1+s−1dt =
s

nb
m+1
n

∫ (
ts − a
b

)m+1
n
−1

tp1+s−1dt.

Dado que s,
m+ 1

n
− 1, y p1 + s− 1 son enteros, la integral I es racional en

t.
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3. Llamemos p = p1/s con p1, s enteros. Si ax−n + b = ts :

−nax−n−1dx = sts−1dt, x =

(
a

ts − b

)1/n

.

Entonces,

I =

∫
xm xnp

[
x−n (a+ bxn)

]p
dx =

∫
xm+np

(
ax−n + b

)p sts−1 dt

−nax−n−1

= − s

na

∫
xm+np+n+1tspts−1 dt = − s

na

∫ (
a

ts − b

)p+m+1
n

+1

tsp+s−1 dt

Dado que s, p+
m+ 1

n
+ 1, y sp+ s− 1 = p1 + s− 1 son enteros, la integral

I es racional en t.

4. Usando cos2 α =
1 + cos 2α

2
:

∫
cos6 x dx =

∫
(cos2 x)3 dx =

∫ (
1 + cos 2x

2

)2

dx

=
1

8

∫
(1 + 3 cos 2x+ 3 cos2 2x+ cos3 2x) dx

x

8
+

3 sen 2x

16
+

3

8

∫
1 + cos 4x

2
dx+

1

8

∫
cos3 2x dx.

=
x

8
+

3 sen 2x

16
+

3x

16
+

3 sen 4x

64
+

1

8

∫
cos3 2x dx. (∗)

Efectuando la sustitución t = sen 2x, queda dt = 2 cos 2x dx, por tanto:∫
cos3 2x dx =

∫
cos2 2x cos 2x dx =

1

2

∫
(1− t2) dt

=
t

2
− t3

6
+ C =

sen 2x

2
− sen3 2x

6
+ C.

Sustituyendo en (∗) :∫
cos6 x dx =

5x

16
+

sen 2x

4
+

3 sen 4x

64
− sen3 2x

48
+ C.

5. Usando sen px sen qx = 1
2 [cos(p− q)x− cos(p+ q)x] :

I =

∫
senx sen 2x sen 3x dx =

∫
1

2
(cos(−x)− cos 3x) sen 3x dx
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=
1

2

∫
cosx sen 3x dx− 1

2

∫
cos 3x sen 3x dx. (1)

Usando sen px cos qx = 1
2 [sen(p+ q)x+ sen(p− q)x] :∫

cosx sen 3x dx =
1

2

∫
(sen 4x+ sen 2x) dx

= −cos 4x

8
− cos 2x

4
+ C. (2)

Por otra parte:∫
cos 3x sen 3x dx =

∫
1

2
sen 6x dx = −cos 6x

12
+ C. (3)

Sustituyendo los resultados de (2) y (3) en (1) :

I =
cos 6x

24
− cos 4x

16
− cos 2x

8
+ C.

6. Efectuando la sustitución t = tan
x

2
:

I =

∫ 2 dt

1 + t2

a2 + b2 − (a2 − b2)
1− t2

1 + t2

=

∫
2 dt

(a2 + b2)(1 + t2)− (a2 − b2)(1− t2)

=

∫
2 dt

a2t2 + b2
=

2

b2

∫
dt(

a
b t
)2

+ 1
=

2

b2
b

a

∫ a
b dt(

a
b t
)2

+ 1

=
2

ab
arctan

at

b
+ C =

2

ab
arctan

(
a tan (x/2)

b

)
+ C.



Caṕıtulo 9

Integrales definidas

9.1. Integral definida como ĺımite de sumas

1. Sea f : [a, b]→ R una función continua. Demostrar las fórmulas:∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n−1∑
k=0

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
,

∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

2. Calcular

∫ 10

1
(1 + x) dx por medio del ĺımite de una sucesión de sumas

integrales.

3. Calcular

∫ a

0
x2dx por medio del ĺımite de una sucesión de sumas integra-

les.

Solución. 1. La longitud de cada subintervalo es (b− a)/n. Los correspon-
dientes subintervalos son[

a, a+
b− a
n

]
,

[
a+

b− a
n

, a+ 2
b− a
n

]
,

[
a+ 2

b− a
n

, a+ 3
b− a
n

]
,

. . . ,

[
a+ (n− 1)

b− a
n

, a+ n
b− a
n

]
.

Eligiendo el extremo izquierdo de cada subintervalo:∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n−1∑
k=0

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

193
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Eligiendo el extremo derecho:∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

2. Particionamos [1, 10] en n partes iguales. La longitud de cada intervalo
será (10− 1)/n = 9/n. La partición correspondiente es:

1, 1 + 1 · 9

n
, 1 + 2 · 9

n
, . . . , 1 + n · 9

n
= 10.

Elijamos como punto de cada subintervalo el extremo izquierdo del mismo.
La suma integral correspondiente será:

Sn = f(1) · 9

n
+ f

(
1 + 1 · 9

n

)
· 9

n
+ f

(
1 + 2 · 9

n

)
· 9

n

+ · · ·+ f

(
1 + (n− 1) · 9

n

)
· 9

n

=
9

n

[
2 +

(
2 + 1 · 9

n

)
+

(
2 + 2 · 9

n

)
+ · · ·+

(
2 + (n− 1) · 9

n

)]
.

Simplifiquemos la expresión anterior usando la conocida fórmula

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
(n− 1)n

2
.

Sn =
9

n

[
2n+

9

n

(n− 1)n

2

]
=

9

n

4n2 + 9n2 − 9n

2n

=
117n2 − 81n

2n2
.

Por tanto,∫ 10

1
(1 + x) dx = ĺım

n→+∞
Sn = ĺım

n→+∞

117n2 − 81n

2n2
=

117

2
.

3. Particionamos [0, a] en n partes iguales. La longitud de cada intervalo
será a/n. La partición correspondiente es:

0,
a

n
,

2a

n
, . . . ,

na

n
= a.

Elijamos como punto de cada subintervalo el extremo derecho del mismo.
La suma integral correspondiente será:

Sn = f
(a
n

)
· a
n

+ f

(
2a

n

)
· a
n

+ f

(
3a

n

)
· a
n

+ · · ·+ f
(na
n

)
· a
n

=
a

n

(
a2

n2
+

22a2

n2
+

32a2

n2
+ · · ·+ n2a2

n2

)
=
a3

n3

(
12 + 22 + 33 + · · ·+ n2

)
.
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Usando la conocida fórmula

12 + 23 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

obtenemos la integral pedida:∫ a

0
x2dx = ĺım

n→+∞
Sn = ĺım

n→+∞

a3n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3
=
a3

3
.

9.2. Cálculo de ĺımites de sucesiones mediante in-
tegrales

1. Calcular ĺım
n→+∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ · · ·+ n− 1

n2

)
.

2. Calcular ĺım
n→+∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

n+ n

)
.

3. Calcular L = ĺım
n→+∞

1p + 2p + 3p + · · ·+ np

np+1
(p > 0).

4. Calcular L = ĺım
n→+∞

1

n

n∑
k=1

k2

n2
.

5. Relacionar el ĺımite

ĺım
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n

)

con la integral

∫ 2

1

1

x
dx. Calcular el ĺımite anterior.

Solución. Las conocidas fórmulas de la integral de Riemann de una función
continua f en un intervalo cerrado [a, b]:∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n−1∑
k=0

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
,

∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

se pueden usar para calcular ĺımites de sucesiones. En particular, para el
intervalo [0, 1] :

ĺım
n→+∞

n−1∑
k=0

1

n
f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx, ĺım

n→+∞

n∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx.
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1. Llamemos L al ĺımite pedido. Entonces,

L = ĺım
n→+∞

1

n

(
1

n
+

2

n
+

3

n
+ · · ·+ n− 1

n

)
= ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

k

n
=

∫ 1

0
x dx =

1

2
.

2. Llamemos L al ĺımite pedido. Entonces,

L = ĺım
n→+∞

1

n
· n
(

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

n+ n

)
= ĺım

n→+∞

1

n

n∑
k=1

n

n+ k
= ĺım

n→+∞

1

n

n∑
k=1

1

1 + k/n
=

∫ 1

0

dx

1 + x
.

Por tanto,

L =

∫ 1

0

dx

1 + x
= [log(1 + x)]10 = log 2.

3. Tenemos

L = ĺım
n→+∞

1

n

((
1

n

)p
+

(
2

n

)p
+ · · ·+

(n
n

)p)
= ĺım

n→+∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)p
=

∫ 1

0
xpdx =

[
xp+1

p+ 1

]1

0

=
1

p+ 1
.

4. Tenemos

L = ĺım
n→+∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)2

=

∫ 1

0
x2dx =

[
x2

3

]1

0

=
1

3
.

5. La función f(x) = 1/x es continua en el intervalo [1, 2]. Dividiendo este
intervalo en n partes iguales obtenemos la partición

x0 = 1, x1 = 1 +
1

n
, x2 = 1 +

2

n
, . . . , xn = 1 +

n

n

La integral de Riemann de la función f(x) = 1/x en [1, 2] es∫ 2

1
dx/x = ĺım

n→∞
Sn,
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siendo

Sn = f

(
1 +

1

n

)
1

n
+ f

(
1 +

2

n

)
1

n
+ . . .+ f

(
1 +

n

n

) 1

n

= f

(
n+ 1

n

)
1

n
+ f

(
n+ 2

n

)
1

n
+ . . .+ f

(
n+ n

n

)
1

n

=
n

n+ 1

1

n
+

n

n+ 2

1

n
+ . . .+

n

n+ n

1

n

=
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n

El ĺımite pedido es por tanto

ĺım
n→∞

Sn =

∫ 2

1

1

x
dx = [log x]21 = log 2− log 1 = log 2

9.3. Teorema fundamental del Cálculo

1. Demostrar el teorema fundamental del Cálculo:
Sea f : [a, b]→ R una función continua, y sea la función

F : [a, b]→ R, F (x) =

∫ x

a
f(t) dt.

Entonces, F es derivable en [a, b] y F ′(x) = f(x) para todo x ∈ [a, b].
2. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

(a) F (x) =

∫ x

1
log t dt. (b) G(x) =

∫ x

3

√
1 + t2 dt.

3. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

(a) F (x) =

∫ x3+1

2x+3
sen t dt. (b) G(x) = F (x) =

∫ x2

x
e−t

2
dt.

4. Calcular ĺım
x→0+

1

x3/2

∫ x2

0
sen t1/4 dt.

Solución. 1. Sean x y x+h dos puntos del intervalo [a, b]. Usando el teorema
de la media del cálculo integral:

F (x+ h)− F (x) =

∫ x+h

a
f(t) dt−

∫ x

a
f(t) dt

=

∫ a

x
f(t) dt+

∫ x+h

a
f(t) dt =

∫ x+h

x
f(t) dt = hf(c),
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en donde c está comprendido entre x y x+ h. Entonces,

F ′(x) = ĺım
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= ĺım

h→0

hf(c)

h
= ĺım

h→0
f(c).

Dado que c→ x cuando h→ 0, se verifica F ′(x) = f(x).

2. Usando el teorema fundamental del cálculo:
(a) F ′(x) = log x ∀x > 0.
(b) G′(x) =

√
1 + x2 ∀x ∈ R.

3. Como consecuencia del teorema fundamental del Cálculo y de la regla de
la cadena, se verifica:

F (x) =

∫ h(x)

g(x)
f(t) dt⇒ F ′(x) = f (h(x))h′(x)− f (g(x)) g′(x),

en el supuesto de que existan los objetos que aparecen en la fórmula anterior.
En consecuencia,
(a) F ′(x) = 3x2 sen

(
x3 + 1

)
− 2 sen (2x+ 3) ∀x ∈ R.

(b) G′(x) = 2xe−x
4 − e−x2 ∀x ∈ R.

4. Aparece una indeterminación del tipo 0/0 y la función sen t1/4 es con-
tinua en todo intervalo [0, x2]. Usando la regla de L’Hopital, el teorema
fundamental del Cálculo y que sen ε ∼ ε cuando ε→ 0 :

ĺım
x→0+

∫ x2

0
sen t1/4 dt

x3/2
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0+

2x sen (x2)1/4

(3/2)x1/2

= ĺım
x→0+

4

3
x · senx1/2

x1/2
=

4

3
· 0 · 1 = 0.

9.4. Regla de Barrow

1. Calcular

∫ 2

−1
x3 dx.

2. Calcular I =

∫ π

0
sen5 x dx.

3. Demostrar la regla de Barrow:
Sea f : [a, b]→ R una función continua y sea F una primitiva de f en [a, b].
Entonces, ∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).
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Solución. 1. Usando la regla de Barrow:∫ 2

−1
x3 dx =

[
x4

4

]2

−1

=
24

4
− (−1)4

4
=

15

4
.

2. Hallemos una primitiva de f(x) = sen5 x. Efectuando la sustitución t =
cosx, dt = − senx dx y por tanto:

I =

∫
sen4 x senx dx =

∫ (
1− cos2 x

)2
senx dx

= −
∫ (

1− t2
)2

dt = −
∫ (

1− 2t2 + t4
)
dt

= −t+
2t3

3
− t5

5
= − cosx+

2 cos3 x

3
− cos5 x

5
.

Usando la regla de Barrow:∫ π

0
sen5 x dx =

[
− cosx+

2 cos3 x

3
− cos5 x

5

]π
0

=

(
− cosπ +

2 cos3 π

3
− cos5 π

5

)
−
(
− cos 0 +

2 cos3 0

3
− cos5 0

5

)

=

(
1− 2

3
+

1

5

)
−
(
−1 +

2

3
− 1

5

)
=

16

15
.

3. Consideremos la función

G : [a, b]→ R, G(x) =

∫ x

a
f(t) dt.

Como consecuencia del teorema fundamental del Cálculo, G es una primitiva
de f que además se anula en a. Pero la función F (x)−F (a) es también una
primitiva de f que se anula en a, lo cual implica

G(x) = F (x)− F (a) + C (C constante),

y para a = 0 queda 0 = C, luego G(x) = F (x) − F (a) para todo x ∈ [a, b].
Haciendo x = b : ∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).
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9.5. Miscelánea

1. Calcular la integral de la función f(x) =
√

32 + 4x− x2 en el intervalo en
donde esta función está definida.

2. Calcular

∫ e

1

log2 x

x
dx mediante la sustitución t = log x.

3. Ordenar, sin calcularlas, las siguientes integrales

I1 =

∫ 1

0

√
1 + x2dx, I2 =

∫ 1

0
x dx.

4. Calcular I =

∫ 1

0
(|x|+ |3x− 1|) dx.

5. Acotar las siguientes integrales

a)

∫ 1

0

√
4 + x2dx. b)

∫ 1

−1

dx

8 + x3
. c)

∫ 2π

0

dx

10 + 3 cosx
.

6. Calcular f ′(π/2) siendo

f(x) =

∫ senx

cosx

dt

1 + 7t+ 5t2
.

7. Deducir la fórmula del área de un ćırculo.

Solución. 1. Factorizando obtenemos 32 + 4x − x2 = (8 − x)(x + 4) que
toma valores ≥ 0 en el intervalo [−4, 8]. Tenemos pues que calcular

I =

∫ 8

−4

√
32 + 4x− x2dx.

Podemos calcular I hallando previamente la integral indefinida, sin embargo
usaremos en su lugar una elegante interpretación geométrica. Elevando al
cuadrado y = f(x) obtenemos

y2 = 32 + 4x− x2, o bien (x− 2)2 + y2 = 36.

que representa una circunferencia de centro el punto (2, 0) y radio 6. La
circunferencia corta al eje OX en los puntos (−4, 0) y (8, 0), luego I es el
área del semićırculo superior limitado por la circunferencia. Es decir,

I =
1

2
π · 62 = 18π.

2. Si x = 1, t = log x = 0 y si x = e, t = log x = 1. Por otra parte dt = dx/x.
en consecuencia: ∫ e

1

log2 x

x
dx =

∫ 1

0
t2dt =

[
t3

3

]1

0

=
1

3
.
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3. Tenemos

x ∈ [0, 1]⇒ x2 ≤ 1 + x2 ⇒ x ≤
√

1 + x2

⇒ I2 =

∫ 1

0
x dx ≤

∫ 1

0

√
1 + x2dx = I1,

es decir I2 ≤ I1.

4. Tenemos 3x−1 = 3(x−1/3), con lo cual 3x−1 ≤ 0 si x ≤ 1/3 y 3x−1 ≥ 0
si x ≥ 1/3. Entonces,

|x|+ |3x− 1| =
{
x− 3x+ 1 = −2x+ 1 si x ∈ [0, 1/3]
x+ 3x− 1 = 4x− 1 si x ∈ [1/3, 1].

Por tanto,

I =

∫ 1/3

0
(−2x+ 1) dx+

∫ 1

1/3
(4x− 1) dx

=
[
−x2 + x

]1/3
0

+
[
2x2 − x

]1
1/3

= . . . =
4

3
.

5. Llamemos I1, I2, I3 a las integrales de los apartados a), b) y c) respecti-
vamente.
a) x ∈ [0, 1]⇒

√
4 ≤

√
4 + x2 ≤

√
5

⇒ 2(1− 0) ≤
∫ 1

0

√
4 + x2dx ≤

√
5(1− 0)⇒ I1 ∈ [2

√
5].

b) x ∈ [0, 1]⇒ 7 ≤ 8 + x3 ≤ 9⇒ 1

9
≤ 1

8 + x3
≤ 1

8

⇒ 1

9
((1− (−1)) ≤

∫ 1

−1

dx

8 + x3
≤ 1

7
((1− (−1))⇒ I2 ∈ [2/9, 2/7].

c) x ∈ [0, 2π]⇒ −1 ≤ cosx ≤ 1⇒ 7 ≤ 10 + 3 cosx ≤ 13

⇒ 1

13
≤ 1

10 + 3 cosx
≤ 1

7
⇒ 1

13
(2π − 0) ≤

∫ 2π

0

dx

10 + 3 cosx
≤ 1

7
(2π − 0)

⇒ I3 ∈ [2π/13, 2π/7].

6. Usando el teorema fundamental del Cálculo:

f ′(x) =
1

1 + 7 senx+ 5 sen2 x
· cosx

− 1

1 + 7 senx+ 5 sen2 x
· (− senx).

Por tanto, f ′(π/2) =
0

13
+

1

1
= 1.
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7. Consideremos el ćırculo de centro el origen y radio r. La circunferencia que
lo delimita tiene por ecuación x2 + y2 = r2. Por razones de simetŕıa, el área
A del ćırculo será cuatro veces el área correspondiente al primer cuadrante.
Es decir:

A = 4

∫ r

0

√
r2 − x2 dx.

Efectuando la sustiución x = r sen t :

A = 4

∫ π/2

0

√
r2 − r2 sen2 t r cos t dt = 4r2

∫ π/2

0

√
1− sen2 t cos t dt

= 4r2

∫ π/2

0
cos2 t dt = 4r2

∫ π/2

0

(
1

2
+

1

2
cos 2t

)
dt

= 4r2

[
t

2
+

sen 2t

4

]π/2
0

= 4r2 · π
4

= πr2.

9.6. Cotas de la longitud de una elipse

El objeto de este problema es encontrar cotas de la longitud de una elipse.

1. Demostrar que el cálculo de la longitud de una elipse se reduce al cálculo
de la integral ∫ π/2

0

√
1 + k2sen2θ dθ.

2. Verificar que la integral del apartado anterior coincide con la integral∫ π/4

0

(√
1 + k2 sen2 θ +

√
1 + k2 cos2 θ

)
dθ.

3. Determinar los extremos de la función integrando de la integral del apar-
tado anterior en el intervalo de integración.

4. Aplicar a demostrar que si L es la longitud de la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1, se

tiene

a+ b <
L

π
< (a+ b)

√
1 +

(
a− b
a+ b

)2

.

(Propuesto en examen de Cálculo, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Consideremos la elipse

E :

{
x = a cos θ
y = b sen θ

, θ ∈ [0, 2π], a > b > 0.
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Su longitud es

L = 4

∫ π/2

0

√
x′(θ)2 + y′(θ)2 dθ = 4

∫ π/2

0

√
a2 sen2 θ + b2 cos2 θ dθ =

4

∫ π/2

0

√
a2 sen2 θ + b2(1− sen2 θ) dθ = 4

∫ π/2

0

√
b2 + (a2 − b2) sen2 θ dθ

= 4b

∫ π/2

0

√
1 +

a2 − b2
b2

sen2 θ dθ = 4b

∫ π/2

0

√
1 + k2 sen2 θ dθ,

siendo k2 =
a2 − b2

b2
> 0.

2. Consideremos la integral

I =

∫ π/2

π/4

√
1 + k2sen2θ dθ.

Efectuando el cambio de variable θ = π/2− t :

I = −
∫ 0

π/4

√
1 + k2 cos2 t dt =

∫ π/4

0

√
1 + k2 cos2 t dt.

Por tanto∫ π/2

0

√
1 + k2sen2θ dθ =

∫ π/4

0

√
1 + k2sen2θ dθ +

∫ π/2

π/4

√
1 + k2sen2θ dθ

=

∫ π/4

0

√
1 + k2sen2θ dθ +

∫ π/4

0

√
1 + k2 cos2 θ dθ

=

∫ π/4

0

(√
1 + k2 sen2 θ +

√
1 + k2 cos2 θ

)
dθ.

3. Sea la función

f : [0, π/4]→ R, f(θ) =
√

1 + k2 sen2 θ +
√

1 + k2 cos2 θ.

Hallemos sus puntos cŕıticos

f ′(θ) =
k2 sen θ cos θ√
1 + k2 sen2 θ

− k2 sen θ cos θ√
1 + k2 cos2 θ

= 0,

k2 sen θ cos θ
(√

1 + k2 cos2 θ −
√

1 + k2 sen2 θ
)

= 0.

Los puntos cŕıticos de f corresponden a los valores de θ en [0, π/4] tales que:
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a) sen θ = 0. Solamente se verifica para θ = 0.
b) cos θ = 0. No se verifica en [0, π/4].
c)
√

1 + k2 cos2 θ =
√

1 + k2 sen2 θ.

Elevando al cuadrado queda sen2 θ = cos2 θ, lo cual implica sen θ = ± cos θ,
relación que sólo se cumple en [0, π/4] para θ = π/4.
En (0, π/4), sen θ < cos θ lo cual implica f ′(θ) > 0. La función es f es
estrictamente creciente, por tanto:

f(0) = 1 +
√

1 + k2 es mı́nimo absoluto de f,

f(π/4) = 2

√
1 +

k2

2
es máximo absoluto de f.

4. La longitud de la elipse es L = 4b

∫ π/4

0
f(θ) dθ. Por otra parte,

1 +
√

1 + k2 ≤ f(θ) ≤ 2

√
1 +

k2

2
∀x ∈ [0, π/4],

y las igualdades sólo se verifican para θ = 0 y θ = π/4 respectivamente. Por
tanto, integrando:

4b

∫ π/4

0

(
1 +

√
1 + k2

)
dθ ≤ L ≤ 4b

∫ π/4

0

(
2

√
1 +

k2

2

)
dθ

⇒ πb
(

1 +
√

1 + k2
)
≤ L ≤ 2πb

(√
1 +

k2

2

)

⇒ b
(

1 +
√

1 + k2
)
≤ L

π
≤ 2b

(√
1 +

k2

2

)
Teniendo en cuenta que k2 = (a2 − b2)/b2 :

b
(

1 +
√

1 + k2
)

= b

(
1 +

√
1 +

a2 − b2
b2

)

= b

(
1 +

√
a2

b2

)
= b

(
1 +

a

b

)
= b · a+ b

b
= a+ b.

Por otra parte,

2b

√
1 +

k2

2
= 2b

√
1 +

a2 − b2
2b2

=
√

4b2 + 2(a2 − b2)
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=
√

2a2 − 2b2 =
√

(a+ b)2 + (a− b)2

=

√√√√(a+ b)2

(
1 +

(
a− b
a+ b

)2
)

= (a+ b)

√
1 +

(
a− b
a+ b

)2

.

En consecuencia

a+ b <
L

π
< (a+ b)

√
1 +

(
a− b
a+ b

)2

.

9.7. Pi es irracional

En este problema se demuestra que el número pi es irracional.

1. Sean p, q, n ∈ N∗. Se considera la función polinómica

Pn(x) =
1

n!
xn(qx− p)n.

Demostrar que P
(r)
n (0) ∈ Z para todo r = 0, 1, 2, . . .

2. Demostrar P
(r)
n (p/q) ∈ Z para todo r = 0, 1, 2, . . .

3. Hallar el máximo de la función |Pn(x)| sobre el intervalo [0, p/q].
4. Sean p y q tales que π ≤ p/q. Demostrar que ĺımn→∞ In = 0, siendo:

In =

∫ π

0
Pn(x) sinx dx.

5. Supongamos que π sea racional e igual a p/q, demostrar que |In| es entero
positivo para todo n. ¿Qué conclusión se saca de estos resultados?

Solución. 1. El polinomio Pn(x) tiene grado 2n. Esto implica que P
(r)
n (0) =

0 para r > 2n. Aplicando la fórmula de Maclaurin a Pn(x) obtenemos:

Pn(x) =
2n∑
r=0

p
(r)
n (0)

r!
xr =

n−1∑
r=0

p
(r)
n (0)

r!
xr +

2n∑
r=n

p
(r)
n (0)

r!
xr. (1)

Aplicando la fórmula del binomio de Newton:

Pn(x) =
1

n!
xn

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
qn−kpkxn−k =

n∑
k=0

(−1)k

n!

(
n

k

)
qn−kpkx2n−k. (2)

Cuando k vaŕıa de 0 a n, 2n−k vaŕıa de 2n a n. En consecuencia, P
(r)
n (0) = 0

si 0 ≤ r < n. Falta pues demostrar que P
(r)
n (0) ∈ Z si n ≤ r ≤ 2n. Haciendo

el cambio r = 2n− k e identificando coeficientes en (1) y (2) obtenemos:

P (r)
n (0) =

r!

n!
(−1)2n−r

(
n

2n− r

)
qr−np2n−r ∈ Z.
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2. Se verifica:

Pn

(
p

q
− x
)

=
1

n!

(
p

q
− x
)n

(−qx)n =
1

n!
(qx− p)nxn = Pn(x). (3)

Derivando la igualdad Pn(p/q − x) = Pn(x) deducida de (3) y sustituyendo
en 0 obtenemos:

P (r)
n

(
p

q
− x
)

= (−1)rP (r)
n (x), P (r)

n

(
p

q

)
= (−1)rP (r)

n (0) ∈ Z.

3. Podemos escribir |Pn(x)| = (1/n!) |x(qx− p)|n, por tanto el máximo
de |Pn(x)| sobre [0, p/q] se obtiene en el mismo punto que el máximo de
|x(qx− p)|. La función f(x) = x(qx− p) = qx2− px representa una parábo-
la. Tenemos:

f ′(x) = 0⇔ 2qx− p = 0⇔ x = p/2q, f(0) = f(p/q) = 0.

El máximo de f en [0, p/q] es 0 y el mı́nimo f(p/(2q)) = −p2/(4q). El
máximo de |f(x)| en [0, p/q] es por tanto p2/(4q) y el de |Pn(x)| es:

M =
1

n!

(
p2

4q

)n
.

4. Por el teorema de la media del cálculo integral podemos escribir:

In =

∫ π

0
Pn(x) sinx dx = πPn(c) sin c, (0 < c < π ≤ p/q).

Por el apartado anterior 0 ≤ |In| ≤ πM . Como M es de la forma an/n!,
tiende a 0. En consecuencia |In| → 0 cuando n→ 0.

5. Sea Q(x) un polinomio cualquiera. Aplicando dos veces la fórmula de
integración por partes obtenemos:∫ π

0
Q(x) sinx dx = Q(π) +Q(0) +

∫ π

0
Q′(x) cosx dx

= Q(π) +Q(0)−
∫ π

0
Q′′(x) sinx dx. (4)

Aplicando reiteradamente (4) obtenemos:

In = [Pn(π) + Pn(0)]− [P ′′n (π) + P ′′n (0)] + . . .+ (−1)n[P (2n)
n (π) + P (2n)

n (0)]

Usando los resultados del segundo apartado:

P (r)
n (π) = P (r)

n

(
p

q

)
= (−1)rP (r)

n (0) ∈ Z.
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Con lo cual obtenemos:

In = 2[Pn(0)− P ′′n (0) + P (4)
n (0)− . . .+ (−1)nP (2n)

n (0)] ∈ Z.

Por otra parte, In = πPn(c) sin c con 0 < c < π ≤ p/q. Del estudio hecho de
la parábola f(x) = x(qx − p) deducimos que Pn(c) 6= 0, además sin c 6= 0.
Esto implica que In es un entero no nulo, en consecuencia |In| ≥ 1 para
todo n. Entonces, de la hipótesis de ser π = p/q un número racional hemos
demostrado que existe una sucesión |In| con ĺımite 0 tal que |In| ≥ 1 para
todo n lo cual es absurdo. Se concluye pues que π es un número irracional.

9.8. Fórmula de Wallis

En este problema se demuestra la fórmula de Wallis.

Sea In =

∫ π/2

0
sinn x dx, ∀n ∈ N.

(a) Establecer una relación de recurrencia entre In e In−2.
(b) Establecer una fórmula que permita calcular In conocido n.

(c) Demostrar que ĺım
n→∞

I2n+1

I2n
= 1 y deducir que:

ĺım
n→∞

1√
n

(2n)!!

(2n− 1)!!
=
√
π.

Solución. (a) Usando integración por partes con u = sinn−1 x y dv =
sinx dx :

In =

∫ π/2

0
sinn x dx =

∫ π/2

0
sinn−1 x sinx dx

=
[
− sinn−1 x cosx

]π/2
0

+ (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x cos2 x dx

= (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x(1− sin2 x) dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Obtenemos por tanto la relación:

In =
n− 1

n
In−2 (∀n ≥ 2).

(b) Para n par obtenemos:

In =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 1
n(n− 2) · . . . · 2

I0 =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 1
n(n− 2) · . . . · 2

∫ π/2

0
dx
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=
(n− 1)(n− 3) · . . . · 1
n(n− 2) · . . . · 2

π

2
=

(n− 1)!!

n!!

π

2
.

Para n impar:

In =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 2
n(n− 2) · . . . · 3

I1 =
(n− 1)(n− 3) · . . . · 2
n(n− 2) · . . . · 3

∫ π/2

0
sinx dx

=
(n− 1)(n− 3) · . . . · 2
n(n− 2) · . . . · 3

· 1 =
(n− 1)!!

n!!
.

(c) Veamos que (In) es una sucesión decreciente de términos positivos. En
efecto, para todo x ∈ [0, π/2] y para todo n ≥ 1 se verifica 0 ≤ sinn x ≤
sinn−1 x ≤ 1. Tenemos pues la relación 1/In−1 ≤ 1/In ≤ 1/In+1. Multipli-
cando por In+1 y por el apartado (a):

n

n+ 1
=
In+1

In−1
≤ In+1

In
≤ In+1

In+1
= 1⇒ ĺım

n→∞

In+1

In
= 1.

Teniendo en cuenta que (a2n) = (I2n+1/I2n) es una subsucesión de (In+1/In),
se verifica ĺımn→∞ a2n = 1. Es decir:

ĺım
n→∞

I2n+1

I2n
= ĺım

n→∞

(2n)2(2n− 2)2 . . . 22

(2n− 1)2(2n− 3)2 . . . 32
· 2

(2n+ 1)π
.

Por otra parte, ĺımn→∞ 1/(n+ 1/2) = ĺımn→∞ 1/n y la función f(x) =
√
x

es continua, por tanto:

ĺım
n→∞

1√
n

(2n)!!

(2n− 1)!!
=
√
π.

9.9. Concepto de integral impropia en intervalos
infinitos

1. Calcular:

(a)

∫ +∞

1

dx

x
. (b)

∫ +∞

1

dx

x3
. (c)

∫ +∞

0
sen x dx.

2. Calcular: (a)

∫ −1

−∞

dx

x2
. (b)

∫ 0

−∞

dx

4 + x2
.

3. Calcular (a)

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 1
. (b)

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x+ 9
.

4. Calcular I =

∫ +∞

1

dx

xp
con p ∈ R.
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5. Sean f, g : [a,+∞) continuas a trozos en todo intervalo [a, b] y suponga-
mos que

∫ +∞
a f(x) dx y

∫ +∞
a g(x) dx son convergentes. Demostrar que:

a)

∫ +∞

a
(f(x) + g(x)) dx es convergente y∫ +∞

a
(f(x) + g(x)) dx =

∫ +∞

a
f(x) dx+

∫ +∞

a
g(x) dx.

b) Para todo λ ∈ R,
∫ +∞

a
λf(x) dx es convergente y∫ +∞

a
λf(x) dx = λ

∫ +∞

a
f(x) dx.

6. Calcular

∫ +∞

2

dx

x
√
x2 − 1

.

7. Calcular

∫ +∞

2

dx

1− x3
.

8. (a) Estudiar la convergencia de la integral∫ s

−∞

t

t4 + 1
dt

en función del valor s ∈ R.
(b) Calcular los ĺımites ĺım

x→+∞
F (x) y ĺım

x→−∞
F (x) siendo

F (x) =

∫ x

−∞

t

t4 + 1
dt.

9. Sabiendo que

∫ +∞

0

senx

x
dx =

π

2
, calcular

(a)

∫ +∞

0

1− cosx

x2
dx. (b)

∫ +∞

0

sen2 x

x2
dx. (c)

∫ +∞

0

sen4 x

x2
dx.

10. Sea f : [a,+∞) → R continua a trozos en cualquier intervalo [a, b] tal
que ∫ +∞

a
f(x) dx es convergente, y ĺım

x→+∞
f(x) = A ∈ R.

Demostrar que A = 0.

Solución. 1. Recordemos que si f : [a,+∞) → R es continua a trozos en
todo intervalo [a, b], entonces∫ +∞

a
f(x) dx =︸︷︷︸

def.

ĺım
b→+∞

∫ b

a
f(x) dx.



210 9.9 Concepto de integral impropia en intervalos infinitos

Si el ĺımite anterior existe y es finito, la integral se dice que es convergente.
Si es infinito, o no existe, la integral se dice que es divergente. �

(a)

∫ +∞

1

dx

x
= ĺım

b→+∞

∫ b

1

dx

x
= ĺım

b→+∞
[log x]b1 = ĺım

b→+∞
(log b− log 1) = +∞.

La integral es divergente.

(b)

∫ +∞

1

dx

x3
= ĺım

b→+∞

∫ b

1

dx

x3
= ĺım

b→+∞

[
− 1

2x2

]b
1

= ĺım
b→+∞

(
− 1

2b2
+

1

2

)
=

1

2
.

La integral es convergente.

(c)

∫ +∞

0
sen x dx = ĺım

b→+∞

∫ b

1
sen x dx = ĺım

b→+∞
[− cosx]b0 = ĺım

b→+∞
(− cos b+

1).
No existe ĺım

b→+∞
cos b, por tanto la integral es divergente.

2. Recordemos que si f : (−∞, b]→ R es continua a trozos en todo intervalo
[a, b], entonces ∫ b

−∞
f(x) dx =︸︷︷︸

def.

ĺım
a→−∞

∫ b

a
f(x) dx.

Si el ĺımite anterior existe y es finito, la integral se dice que es convergente.
Si es infinito, o no existe, la integral se dice que es divergente. �

(a)

∫ −1

−∞

dx

x2
= ĺım

a→−∞

∫ −1

a

dx

x2
= ĺım

a→−∞

[
−1

x

]−1

a

= ĺım
a→−∞

(
1 +

1

a

)
= 1.

La integral es convergente.

(b)

∫ 0

−∞

dx

4 + x2
= ĺım

a→−∞

∫ 0

a

dx

4 + x2
= ĺım

a→−∞

[
1

2
arctan

x

2

]0

a

= ĺım
a→−∞

−1

2
arctan

a

2
=
π

4
.

La integral es convergente.

3. Recordemos que si f : R→ R es continua a trozos en todo intervalo [a, b]
y existe un c ∈ R tal que

∫ c
−∞ f(x) dx y

∫ +∞
c f(x) dx son convergentes,∫ +∞

−∞
f(x) dx =︸︷︷︸

def.

∫ c

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

c
f(x)

y la integral del primer miembro se dice que es convergente. Si no existe
tal c, la integral se dice que es divergente. Además, si la integral del primer
miembro es convergente, para todo c′ ∈ R se verifica∫ c

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

c
f(x) dx =

∫ c′

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

c′
f(x) dx,
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con lo cual podemos escribir∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ 0

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

0
f(x) dx. �

(a) Tenemos∫ +∞

−∞

dx

x2 + 1
=

∫ 0

−∞

dx

x2 + 1
+

∫ +∞

0

dx

x2 + 1
= [arctanx]0−∞ + [arctanx]+∞0

= (arctan 0−arctan(−∞))+(arctan(+∞)−arctan 0 = 0−
(
−π

2

)
+
π

2
−0 = π.

(b) Tenemos∫
dx

x2 + 4x+ 9
=

∫
dx

(x+ 2)2 + 5
=

1√
5

arctan
x+ 2√

5

⇒
∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x+ 9
=

∫ 0

−∞

dx

x2 + 4x+ 9
+

∫ +∞

0

dx

x2 + 4x+ 9

=
1√
5

[
arctan

x+ 2√
5

]0

−∞
+

1√
5

[
arctan

x+ 2√
5

]+∞

0

=
1√
5

(
arctan

2√
5

+
π

2

)
+

1√
5

(
π

2
− arctan

2√
5

)
=

π√
5
.

4. Caso 1. p = 1. Tenemos

I =

∫ +∞

1

dx

x
= [log x]+∞1 = log(+∞)− log 1 = +∞.

Caso 2. p 6= 1. En este caso,

I =

∫ +∞

1
x−pdx =

1

1− p
[
x1−p]+∞

1
=

1

1− p

(
ĺım

x→+∞

1

xp−1
− 1

)
.

Si p > 1, p− 1 > 0, por tanto

I =
1

1− p

(
ĺım

x→+∞

1

xp−1
− 1

)
=

1

1− p
(0− 1) =

1

p− 1
.

Si p < 1, 1− p > 0. Entonces,

I =
1

1− p

(
ĺım

x→+∞
x1−p − 1

)
=

1

1− p
· (+∞− 1) = +∞.
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Podemos concluir en que

∫ +∞

1

dx

xp
=


1

1− p
si p > 1

+∞ si p ≤ 1.

5. a) Usando la convergencia de
∫ +∞
a f(x) dx y

∫ +∞
a g(x) dx,∫ +∞

a
(f(x) + g(x)) dx = ĺım

b→+∞

∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx

= ĺım
b→+∞

(∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx

)
= ĺım

b→+∞

∫ b

a
f(x) dx+ ĺım

b→+∞

∫ b

a
g(x)

=

∫ +∞

a
f(x) dx+

∫ +∞

a
g(x) dx.

b) Usando la convergencia de
∫ +∞
a f(x) dx,∫ +∞

a
λf(x) dx = ĺım

b→+∞

∫ b

a
λf(x) dx = ĺım

b→+∞
λ

∫ b

a
f(x) dx

= λ ĺım
b→+∞

∫ b

a
f(x) dx = λ

∫ +∞

a
f(x) dx.

6. Tenemos∫
dx

x
√
x2 − 1

=︸︷︷︸
t=1/x

∫
dt/(−t2)

(1/t)
√

(1/t2)− 1
= −

∫
dt

t
√

(1− t2)/t2

= −
∫

dt√
1− t2

= arc cos t = arc cos
1

x
⇒
∫ +∞

2

dx

x
√
x2 − 1

= ĺım
b→+∞

∫ b

2

dx

x
√
x2 − 1

= ĺım
b→+∞

[
arc cos

1

x

]b
2

= ĺım
b→+∞

(
arc cos

1

b
− arc cos

1

2

)
= arc cos 0− arc cos

1

2
=
π

2
− π

3
=
π

6
.

7. Efectuando la descomposición en fracciones simples obtenemos

1

1− x3
=

1

3

1

1− x
+

1

3

x+ 2

x2 + x+ 1
.

Las respectivas integrales indefinidas son∫
dx

1− x
= − log |1− x| = − log(x− 1),
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∫
x+ 2

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
(2x+ 1) + 3

x2 + x+ 1
dx

=
1

2

[∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx+ 3

∫
dx

(x+ 1/2)2 + 3/4

]

=
1

2
log(x2 + x+ 1) +

√
3 arctan

2√
3

(
x+

1

2

)
.

Entonces, ∫ +∞

2

dx

1− x3
= ĺım

b→+∞

∫ b

2

dx

1− x3

= ĺım
b→+∞

[
1

6
log

x2 + x+ 1

(x− 1)2
+

√
3

3
arctan

2√
3

(
x+

1

2

)]b
2

= ĺım
b→+∞

(
1

6
log

b2 + b+ 1

(b− 1)2
+

√
3

3
arctan

2√
3

(
b+

1

2

))

−1

6
log 7−

√
3

3
arctan

5√
3

=
1

6
log 1 +

√
3

3
arctan(+∞)

−1

6
log 7−

√
3

3
arctan

5√
3

=

√
3

3

π

2
− 1

6
log 7−

√
3

3
arctan

5√
3
.

Por tanto, ∫ +∞

2

dx

1− x3
=

1

6

(√
3π − log 7− 2

√
3 arctan

5√
3

)
.

8. (a) La función integrando es continua en R, luego existen y son finitas las
integrales ∫ s

−1

t

t4 + 1
dt si s > −1 y

∫ −1

s

t

t4 + 1
dt si − 1 > s.

En consecuencia, la convergencia de la integral dada equivale a la conver-
gencia de ∫ −1

−∞

t

t4 + 1
dt

y dado que la función integrando es impar, la convergencia a su vez equivale
a la de la integral ∫ +∞

1

t

t4 + 1
dt.
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Ahora bien,

ĺım
t→+∞

(
t

t4 + 1
:

1

t3

)
= ĺım

t→+∞

t4

t4 + 1
= 1 6= 0.

Dado que
∫ +∞

1 dt/t3 es convergente, la integral dada es convergente para
todo valor de s ∈ R.

(b) Tenemos∫
t

t4 + 1
dt =

∫
t

(t2)2 + 1
dt =

1

2

∫
2t

(t2)2 + 1
dt =

1

2
arctan t2.

Entonces,

F (x) =

∫ x

−∞

t

t4 + 1
dt =

[
1

2
arctan t2

]x
−∞

=
1

2

(
arctanx2 − arctan(+∞)

)
=

1

2

(
arctanx2 − π

2

)
.

Por tanto,

ĺım
x→+∞

F (x) = ĺım
x→+∞

1

2

(
arctanx2 − π

2

)
=

1

2

(
arctan(+∞)− π

2

)
=

1

2

(π
2
− π

2

)
= 0,

ĺım
x→−∞

F (x) = ĺım
x→−∞

1

2

(
arctanx2 − π

2

)
=

1

2

(
arctan(+∞)− π

2

)
=

1

2

(π
2
− π

2

)
= 0.

9. Recordemos el siguiente teorema:

Sean −∞ ≤ a < b ≤ +∞, y u, v ∈ C1[a, b]. Si dos de los siguientes términos
son convergentes, lo es el tercero y se verifica la igualdad.∫ b

a
u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]ba −

∫ b

a
u′(x)v(x) dx.

(Fórmula de integración por partes).

(a) Llamando u = 1 − cosx y dv = 1/x2, tenemos du = senx y v = −1/x.
Por tanto ∫ +∞

0

1− cosx

x2
dx =

[
−1− cosx

x

]+∞

0

+

∫ +∞

0

senx

x
dx.
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Por otra parte,[
−1− cosx

x

]+∞

0

= − ĺım
x→+∞

1− cosx

x
+ ĺım
x→0+

1− cosx

x
.

Estos ĺımites son

ĺım
x→+∞

1− cosx

x
= ĺım

x→+∞

(
1

x
− 1

x
· cosx

)
= 0− 0 = 0,

ĺım
x→0+

1− cosx

x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0+

senx

1
= 0.

En consecuencia, ∫ +∞

0

1− cosx

x2
dx =

∫ +∞

0

senx

x
dx =

π

2
.

(b) Llamando u = sen2 x y dv = 1/x2, tenemos du = sen 2x y v = −1/x.
Por tanto ∫ +∞

0

sen2 x

x2
dx =

[
−sen2 x

x

]+∞

0

+

∫ +∞

0

sen 2x

x
dx.

Por otra parte, [
sen2 x

x

]+∞

0

= ĺım
x→+∞

sen2 x

x
− ĺım
x→0+

sen2 x

x
.

Estos ĺımites son

ĺım
x→+∞

sen2 x

x
= ĺım

x→+∞

1

x
· sen2 x = 0,

ĺım
x→0+

sen2 x

x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0+

sen 2x

1
= 0.

En consecuencia,∫ +∞

0

sen2 x

x2
dx =

∫ +∞

0

sen 2x

x
dx =︸︷︷︸

t=2x

∫ +∞

0

sen t

t
dt =

π

2
.

(c) Podemos expresar

sen4 x = (sen2 x)2 =

(
1− cos 2x

2

)2

=
1− 2 cos 2x+ cos2 2x

4

=
1− 2 cos 2x+ 1− sen2 2x

4
=

2(1− cos 2x)− sen2 2x

4
.
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Por tanto,∫ +∞

0

sen4 x

x2
dx =

1

2

∫ +∞

0

1− cos 2x

x2
dx− 1

4

∫ +∞

0

sen2 2x

x2
dx

=︸︷︷︸
t=2x

∫ +∞

0

1− cos t

t2
dt− 1

2

∫ +∞

0

sen2 t

t2
dt =

π

2
− π

4
=
π

4
.

10. Demostremos el resultado por reducción al absurdo. Supongamos que
fuera A 6= 0. Eligiendo ε = |A| /2 y usando que ĺımx→+∞ f(x) = A, existe
M con M ≥ a y tal que |f(x)−A| < ε si x ≥M. Equivalentemente

A− ε = A− |A|
2
< f(x) < A+ ε = A+

|A|
2

si x ≥M.

Si A > 0, para todo x ≥M se verifica 0 ≤ A/2 < f(x), por tanto

0 ≤
∫ x

M

A

2
dt ≤

∫ x

M
f(t) dt.

Integrando obtenemos

0 ≤ A(x−M)

2
≤
∫ x

M
f(t) dt.

PeroA(x−M)/2→ +∞ cuando x→ +∞, lo cual implica que
∫ +∞
M f(x) dx =

+∞ y por ende,
∫ +∞
a f(x) dx = +∞ en contradicción con la hipótesis.

Si A < 0, entonces |A| = −A y para todo x ≥M se verifica

f(x) < A+
|A|
2

= − |A|+ |A|
2

= −|A|
2

por tanto ∫ x

M
f(t) dt ≤ −

∫ x

M

|A|
2
dt = − |A| (x−M)

2
.

Pero− |A| (x−M)/2→ −∞ cuando x→ +∞, lo cual implica que
∫ +∞
M f(x) dx

= −∞ y por ende,
∫ +∞
a f(x) dx = −∞ en contradicción con la hipótesis.

9.10. Criterios de convergencia

1. Sea f : [a,+∞] → R continua a trozos en todo intervalo [a, b] y a′ ≥ a.
Demostrar que∫ +∞

a
f(x) dx es convergente⇔

∫ +∞

a′
f(x) dx es convergente.
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2. Sea f ≥ 0 en [a,+∞) y continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Demos-

trar que

∫ +∞

a
f(x) dx existe, pudiendo ser finita o no serlo.

3. Sean f, g : [a,+∞) funciones tales que 0 ≤ f ≤ g y continuas a trozos en
todo intervalo [a, b]. Demostrar que

(i)

∫ +∞

a
g(x) dx es convergente⇒

∫ +∞

a
f(x) dx es convergente.

(ii)

∫ +∞

a
f(x) dx es divergente⇒

∫ +∞

a
g(x) dx es convergente.

4. Sean f, g : [a,+∞) funciones tales que f ≥ 0, g ≥ 0 y continuas a trozos
en todo intervalo [a, b]. Supongamos que f(x) ∼ g(x) cuando x → +∞, es
decir

ĺım
x→+∞

f(x)

g(x)
= L 6= 0.

Demostrar que las integrales
∫ +∞
a f(x) dx y

∫ +∞
a g(x) dx son ambas con-

vergentes o ambas divergentes.

5. Dada la integral impropia

∫ +∞

1

x+ 2

x3 + x
dx,

(a) Estudiar su convergencia.
(b) Calcularla caso de ser convergente.

6. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias

(a)

∫ +∞

1

dx√
x3 + 1

. (b)

∫ +∞

1

x+ 1√
x3

dx. (c)

∫ +∞

1

dx√
x+ cos2 x

.

7. Analizar la convergencia de la integral de Euler

∫ +∞

0
e−x

2
dx.

8. Estudiar si la integral

∫ +∞

1

3x dx√
x4 + 2x+ 1

es convergente o divergente.

Solución. 1. Dado que
∫ b
a f(x) dx =

∫ a′
a f(x) dx +

∫ b
a′ f(x) dx, y que∫ a′

a f(x) dx es finita,∫ +∞

a
f(x) dx es convergente⇒ ∃ ĺım

b→+∞

∫ b

a
f(x) dx = L ∈ R

⇒
∫ +∞

a′
f(x) dx = ĺım

b→+∞

∫ b

a′
f(x) dx = ĺım

b→+∞

(∫ b

a
f(x) dx−

∫ a′

a
f(x) dx

)
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= L−
∫ a′

a
f(x) dx ∈ R⇒

∫ +∞

a′
f(x) dx es convergente.

Rećıprocamente,∫ +∞

a′
f(x) dx es convergente⇒ ∃ ĺım

b→+∞

∫ b

a′
f(x) dx = L′ ∈ R

⇒
∫ +∞

a
f(x) dx = ĺım

b→+∞

∫ b

a
f(x) dx = ĺım

b→+∞

(∫ a′

a
f(x) dx+

∫ b

a′
f(x) dx

)

=

∫ a′

a
f(x) dx+ L′ ∈ R⇒

∫ +∞

a
f(x) dx es convergente.

2. Si b′ ≥ b ≥ a, tenemos∫ b′

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b′

b
f(x) dx ≥ 0,

luego la función b →
∫ b
a f(x) dx es creciente en [a,+∞). En consecuencia,

tiene ĺımite cuando b→ +∞ pudiendo ser finito o no serlo.

3. Dado que f ≥ 0 y g ≥ 0, existen
∫ +∞
a f(x) dx e

∫ +∞
a g(x) dx pudiendo

ser cada una de ellas finita o no. Al ser 0 ≤ f ≤ g, se verifica para todo
b ≥ a ∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

Tomando ĺımites cuando b→ +∞,∫ +∞

a
f(x) dx ≤

∫ +∞

a
g(x) dx

y las implicaciones (i) y (ii) son consecuencias inmediatas de la desigualdad
anterior.

4. Como L 6= 0, ha de ser necesariamente L > 0. Eligiendo ε = L/2, existe
c ≥ a tal que |f(x)/g(x)− L| < L/2 si x ≥ c. De forma equivalente,

L

2
<
f(x)

g(x)
<

3L

2
si x ≥ c.

Entonces,∫ +∞

a
g(x) dx conv.⇒

∫ +∞

c
g(x) dx conv.⇒

∫ +∞

c

3L

2
g(x) dx conv.



Caṕıtulo 9. Integrales definidas 219

⇒︸︷︷︸
0≤f(x)<(3L/2)g(x)

∫ +∞

c
f(x) dx conv.⇒

∫ +∞

a
f(x) dx conv.

Análogamente∫ +∞

a
f(x) dx conv.⇒

∫ +∞

c
f(x) dx conv.⇒

∫ +∞

c

2

L
f(x) dx conv.

⇒︸︷︷︸
0≤g(x)<(2/L)f(x)

∫ +∞

c
g(x) dx conv.⇒

∫ +∞

a
g(x) dx conv.

5. (a) Tenemos

ĺım
x→+∞

(
x+ 2

x3 + x
:

1

x2

)
= 1 6= 0⇒ x+ 2

x3 + x
∼ 1

x2
(x→ +∞),

y la integral
∫ +∞

1 dx/x2 es convergente, lo cual implica que la integral dada
también es convergente.

(b) Descomponiendo en fracciones simples:

x+ 2

x3 + x
=

2

x
+
−2x+ 1

x2 + 1
.

Por tanto ∫ a

1

x+ 2

x3 + x
dx = 2

∫ a

1

dx

x
+

∫ a

1

−2x

x2 + 1
dx+

∫ a

1

dx

x2 + 1

= 2 [log x]a1 −
[
log(x2 + 1)

]a
1

+ [arctanx]a1

= 2 log a− log(a2 + 1) + log 2 + arctan a− π

4

⇒
∫ +∞

1

x+ 2

x3 + x
dx = ĺım

a→+∞

(
log

a2

a2 + 1
+ arctan a+ log 2− π

4

)
= log 1 + arctan(+∞) + log 2− π

4
= 0 +

π

2
+ log 2− π

4
=
π

4
+ log 2.

6. (a) La función integrando es positiva en [1,+∞). Además,

ĺım
x→+∞

(
1√

x3 + 1
:

1√
x3

)
= ĺım

x→+∞

√
x3

x3 + 1
=
√

1 = 1 6= 0.

La integral dada tiene el mismo carácter que∫ +∞

1

dx√
x3

=

∫ +∞

1

dx

x3/2
(convergente),
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y por tanto es convergente.

(b) La función integrando es positiva en [1,+∞). Además,

ĺım
x→+∞

(
x+ 1√
x3

:
1√
x

)
= ĺım

x→+∞

x
√
x+
√
x

x
√
x

= ĺım
x→+∞

(
1 +

1

x

)
= 1 6= 0.

La integral dada tiene el mismo carácter que∫ +∞

1

dx√
x

=

∫ +∞

1

dx

x1/2
(divergente),

y por tanto es divergente.

(c) La función integrando es positiva en [1,+∞). Además,

L = ĺım
x→+∞

(
1√

x+ cos2 x
:

1√
x

)
= ĺım

x→+∞

√
x√

x+ cos2 x
= ĺım

x→+∞

1

1 + cos2 x√
x

.

Pero cos2 x/
√
x → 0 cuando x → +∞ (acotada por infinitésimo), luego

L = 1 6= 0. La integral dada tiene el mismo carácter que∫ +∞

1

dx√
x

=

∫ +∞

1

dx

x1/2
(divergente),

y por tanto es divergente.

7. Podemos expresar∫ +∞

0
e−x

2
dx =

∫ 1

0
e−x

2
dx+

∫ +∞

1
e−x

2
dx.

El primer sumando del segundo miembro es la integral de una función con-
tinua en un intervalo cerrado, en consecuencia existe y es finita. Por otra
parte,

x ≥ 1⇒ x ≤ x2 ⇒ −x2 ≤ x⇒ 0 ≤ e−x2 ≤ e−x.

Ahora bien,∫ +∞

1
e−xdx =

[
−e−x

]+∞
1

= −e−∞ + e0 = 1 (convergente).

Por tanto, es convergente
∫ +∞

1 e−x
2
dx, y también

∫ +∞
0 e−x

2
dx.
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8. La función integrando es continua y positiva en [1,+∞). Tenemos

ĺım
x→+∞

(
3x√

x5 + 2x+ 1
:

1

x3/2

)
= ĺım

x→+∞

3x5/2

√
x5 + 2x+ 1

= 3 ĺım
x→+∞

√
x5

√
x5 + 2x+ 1

= 3 ĺım
x→+∞

√
x5

x5 + 2x+ 1
= 3
√

1 = 3 6= 0.

Pero
∫ +∞

1 dx/x3/2 es la integral
∫ +∞

1 dx/xp con p = 3/2 > 1 (convergente),
luego la integral dada es convergente.

9.11. Criterio de Cauchy para integrales impro-
pias en intervalos infinitos

Demostrar el criterio de Cauchy para integrales impropias en intervalos in-
finitos:
Sea f : [a,+∞) → R continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Demostrar
que ∫ +∞

a
f(x) dx es convergente

⇔ ∀ε > 0 ∃b0 tal que b′ ≥ b ≥ b0 ⇒

∣∣∣∣∣
∫ b′

b
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε

Solución. Se verifica∣∣∣∣∣
∫ b′

b
f(x) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b′

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣∣ .
Basta ahora aplicar el criterio de Cauchy a la función b→

∫ b
a f(x) dx.

9.12. Convergencia de las integrales de Fresnel

Demostrar que las integrales de Fresnel∫ +∞

0
cosx2 dx,

∫ +∞

0
sen x2 dx,

son convergentes.

Solución. Haremos la demostración para
∫ +∞

0 cosx2 dx, el razonamiento
es análogo para la otra integral. Efectuando el cambio de variable t = x2

(x > 0), obtenemos para 0 < b ≤ b′ :∫ b′

b
cosx2 dx =

∫ b′2

b2
(cos t)

1

2
√
t
dt.
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Aplicando el método de integración por partes, con u = 1/(2
√
t) y dv = cos t,

obtenemos du = −(1/4)t−3/2 y v = sen t, por tanto

∫ b′2

b2
(cos t)

1

2
√
t
dt =

[
(sen t)

1

2
√
t

]b′2
b2

+
1

4

∫ b′2

b2
(sen t)t−3/2dt

=
sen b′2

2b′
− sen b2

2b
+

1

4

∫ b′2

b2

sen t

t3/2
dt

Entonces, ∣∣∣∣∣
∫ b′

b
cosx2 dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2b′
+

1

2b
+

1

4

∣∣∣∣∣
∫ b′2

b2

sen t

t3/2
dt

∣∣∣∣∣
≤ 1

2b′
+

1

2b
+

1

4

∫ b′2

b2

∣∣∣∣sen t

t3/2

∣∣∣∣ dt ≤ 1

2b′
+

1

2b
+

1

4

∫ b′2

b2

1

t3/2
dt.

Sea ahora ε > 0. Dado que
∫ +∞

1 dt/t3/2 es convergente, existe (criterio de
Cauchy) b0 > 0 tal que a′ ≥ a ≥ b0 implica∫ a′

a

dt

t3/2
< ε.

Por otra parte, existe b1 tal que

b ≥ b1 ⇒
1

2b
<
ε

3
.

Entonces, para b′ ≥ b ≥ máx
{
b1,
√
b0
}

se verifica∣∣∣∣∣
∫ b′

b
cosx2 dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

4
=

11ε

12
< ε.

Como consecuencia del criterio de Cauchy, la integral
∫ +∞

0 cosx2 dx es con-
vergente.

9.13. Convergencia absoluta en intervalos infinitos

1. Sea f : [a,+∞)→ R continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Demostrar
que si

∫ +∞
a f(x) dx es absolutamente convergente, entonces es convergente.

2. Demostrar que

∫ +∞

π

senx

x
dx es convergente pero no absolutamente con-

vergente.
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Solución. 1. Si
∫ +∞
a f(x) dx es absolutamente convergente, entonces

∫ +∞
a |f(x)| dx

es convergente (definición de convergencia absoluta). Aplicando el criterio
de Cauchy a esta ultima integral,

∀ε > 0 ∃b0 tal que b′ ≥ b ≥ b0 ⇒
∫ b′

b
|f(x)| dx < ε.

Dado que
∣∣∣∫ b′b f(x) dx

∣∣∣ ≤ ∫ b′b |f(x)| dx :

∀ε > 0 ∃b0 tal que b′ ≥ b ≥ b0 ⇒

∣∣∣∣∣
∫ b′

b
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Por tanto, la integral
∫ +∞
a f(x) dx satisface el criterio de Cauchy, en conse-

cuencia es convergente.

2. Apliquemos el método de integración por partes. Si u = 1/x y dv = senx,
entonces du = −dx/x2 y v = cosx, por tanto∫ b

π

senx

x
dx =

[
−cosx

x

]b
π
−
∫ b

π

cosx

x2
dx. (∗)

Por otra parte,

0 ≤ |cosx|
x2

≤ 1

x2
∧
∫ +∞

π

dx

x2
convergente

⇒
∫ +∞

π

cosx

x2
dx abs. convergente⇒

∫ +∞

π

cosx

x2
dx convergente.

Tomando ĺımites en (∗) cuando b→ +∞ :∫ +∞

π

senx

x
dx = ĺım

b→+∞

(
−cos b

b
− −1

π

)
−
∫ +∞

π

cosx

x2
dx

=
1

π
−
∫ +∞

π

cosx

x2
dx⇒

∫ +∞

π

senx

x
dx convergente.

Veamos que no converge absolutamente por reducción al absurdo. Efectiva-

mente, si

∫ +∞

π

|senx|
x

dx fuera convergente, también lo seŕıa

∫ +∞

π

|cosx|
x

dx

pues ∫ +∞

π

|cosx|
x

dx =

∫ +∞

π

∣∣sen
(
x+ π

2

)∣∣
x

dx =︸︷︷︸
t=x+π/2

∫ +∞

3π/2

|sen t|
t− π/2

dx
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y esta última integral es convergente al ser

|sen t|
t− π/2

∼ |sen t|
t

(t→ +∞).

En consecuencia, la integral

∫ +∞

π

|senx|+ |cosx|
x

dx seŕıa convergente. Pe-

ro esto es absurdo pues
|senx|+ |cosx|

x
≥ 1

x
y la integral

∫ +∞

π

1

x
dx es

divergente.

Concluimos que

∫ +∞

π

senx

x
dx es convergente pero no absolutamente con-

vergente.

9.14. Valor principal de Cauchy de una integral
impropia

1. Sea f : R → R continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Definimos el
valor principal de Cauchy (VP) de la integral

∫ +∞
−∞ f(x) dx como

VP

∫ +∞

−∞
f(x) dx = ĺım

t→+∞

∫ t

−t
f(x) dx.

Demostrar que si
∫ +∞
−∞ f(x) dx es convergente, entonces∫ +∞

−∞
f(x) dx = VP

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

2. Demostrar que el valor principal de Cauchy de una integral puede ser
finito, siendo la integral divergente.

Solución. 1. Si
∫ +∞
−∞ f(x) dx es convergente, lo son

∫ 0
−∞ f(x) dx y

∫ +∞
0 f(x) dx.

Entonces, ∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ 0

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

0
f(x) dx

= ĺım
t→+∞

∫ 0

−t
f(x) dx+ ĺım

t→+∞

∫ t

0
f(x) dx

= ĺım
t→+∞

(∫ 0

−t
f(x) dx+

∫ t

0
f(x) dx

)
= ĺım

t→+∞

∫ t

−t
f(x) dx = VP

∫ +∞

−∞
f(x) dx.
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2. Consideremos la integral
∫ +∞
−∞ x dx. Entonces,

VP

∫ +∞

−∞
x dx = ĺım

t→+∞

∫ t

−t
x dx = ĺım

t→+∞

[
x2

2

]t
−t

= ĺım
t→+∞

0 = 0.

Sin embargo,∫ +∞

0
x dx = ĺım

a→+∞

∫ a

0
x dx = ĺım

a→+∞

[
x2

2

]a
0

= ĺım
a→+∞

a2

2
= +∞,

luego
∫ +∞
−∞ x dx es divergente.

9.15. Integrales impropias en intervalos finitos

1. Calcular (a)

∫ 1

0

dx√
x
. (b)

∫ 2

−1

dx

x
.

2. Calcular I =

∫ 1

0

dx

xp
con p ∈ R.

3. Calcular

∫ 3

0

dx

(x− 1)2
.

4. Calcular

∫ 1

0

dx√
1− x2

.

5. Calcular

∫ 1/2

0

dx

x log x
.

6. Estudiar la convergencia de la integral

∫ 2

1

dx

log x
.

7. Estudiar la convergencia de la integral

∫ 1

0

cos2 x
3
√

1− x2
dx.

8. Analizar la convergencia de la integral

∫ 1

0

log (1 + 3
√
x)

esenx − 1
dx.

9. Estudiar el carácter de la integral

∫ 1

0

cos 1
x

3
√
x
dx.

10. Calcular

∫ 4

2

1
E(x)
√
|x− 3|

dx, siendo E(x) la función parte entera de de x.

Solución. 1. (a) La función integrando es continua salvo en x = 0, que tiene
un punto de discontinuidad infinita. Entonces,∫ 1

0

dx√
x

= ĺım
ε→0+

∫ 1

ε

dx√
x

= ĺım
ε→0+

[
2
√
x
]1
ε

= ĺım
ε→0+

(2− 2
√
ε) = 2.

La integral es convergente.
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(b) La función integrando es continua salvo en x = 0 (punto interior del
intervalo), que tiene un punto de discontinuidad infinita. Entonces,∫ 2

−1

dx

x
=

∫ 0

−1

dx

x
+

∫ 2

0

dx

x
,

en el supuesto de que las dos integrales del segundo miembro sean conver-
gentes. Tenemos∫ 2

0

dx

x
= ĺım

ε→0+

∫ 2

ε

dx

x
= ĺım

ε→0+
[log x]1ε = ĺım

ε→0+
(− log ε) = +∞.

La integral dada es divergente.

2. Para p = 1 tenemos∫ 1

0

dx

x
= ĺım

ε→0+

∫ 1

ε

dx

x
= ĺım

ε→0+
[log x]1ε = ĺım

ε→0+
(− log ε) = +∞.

Si p 6= 1 tenemos∫ 1

ε

dx

xp
=

[
x−p+1

−p+ 1

]1

ε

=
1

−p+ 1
− ε−p+1

−p+ 1
.

Si p < 1, es −p+ 1 > 0, por tanto

ε−p+1

−p+ 1
→ 0 si ε→ 0+,

con lo cual I = 1/(1− p). Si p > 1 es −p+ 1 < 0, por tanto

ε−p+1

−p+ 1
→ −∞ si ε→ 0+,

con lo cual I = +∞. Podemos concluir en que

∫ 1

0

dx

xp
=


1

1− p
si p < 1

+∞ si p ≥ 1.

3. La función integrando es continua en [0, 3] salvo en x = 1 que tiene un
punto de discontinuidad infinita. Entonces,∫ 3

0

dx

(x− 1)2
= ĺım

ε→0+

∫ 1−ε

0

dx

(x− 1)2
+ ĺım
δ→0+

∫ 3

1+δ

dx

(x− 1)2



Caṕıtulo 9. Integrales definidas 227

= ĺım
ε→0+

[
− 1

x− 1

]1−ε

0

+ ĺım
ε→0+

[
− 1

x− 1

]3

1+δ

= ĺım
ε→0+

(
−1 +

1

ε

)
+ ĺım
δ→0+

(
−1

2
+

1

δ

)
= (+∞) + (+∞) = +∞.

La integral dada es divergente.

4. La función integrando es continua salvo en x = 1, que tiene un punto de
discontinuidad infinita. Entonces,∫ 1

0

dx√
x

= ĺım
ε→0+

∫ 1−ε

0

dx√
1− x2

= ĺım
ε→0+

[arcsen x]1−ε0

= arcsen (1− ε)− arcsen 0 = (arcsen 1)− 0 =
π

2
.

La integral es convergente.

5. La función integrando es continua en (0, 1/2]. Analicemos su comporta-
miento cuando x→ 0+. Usando la regla de L?Hôpital,

ĺım
x→0+

1

x log x
= ĺım

x→0+

1/x

log x
=

{
+∞
−∞

}

= ĺım
x→0+

−1/x2

1/x
= ĺım

x→0+

−1

x
= −∞.

Entonces, ∫ 1/2

0

dx

x log x
= ĺım

ε→0+

∫ 1/2

ε

dx

x log x
= ĺım

ε→0+
[log |log x|]1/2ε

= ĺım
ε→0+

(log(log 1/2)− log |log ε|) = log(log 1/2)− (+∞) = −∞.

La integral es divergente.

6. Recordemos el siguiente teorema:
Teorema. Sea f ≥ 0 continua (o continua a trozos) en [a, b] salvo en c ∈ [a, b]
que presenta un punto de discontinuidad infinita. Supongamos que existe
p ∈ R tal que

L = ĺım
x→c

f(x)
1

|x− c|p
6= 0 y finito.

Entonces,
∫ b
a f(x) dx es convergente si, y sólo si p < 1.
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La función f(x) = 1/ log x es positiva y continua en (1, 2] y presenta en
x = 1 un punto de discontinuidad infinita. Eligiendo p = 1 tenemos

L = ĺım
x→1

1

log x
1

|x− 1|

= ĺım
x→1

1

log x
1

x− 1

= ĺım
x→1

x− 1

log x

=

{
0

0

}
=︸︷︷︸

L?Hôpital

ĺım
x→1

1

1/x
= 1 6= 0.

La integral es divergente.

7. La función integrando es positiva y continua en [0, 1) y presenta en x = 1
un punto de discontinuidad infinita. Podemos escribir

cos2 x
3
√

1− x2
=

cos2 x
3
√

1 + x
· 1

(1− x)1/3
.

Entonces,

L = ĺım
x→1

cos2 x
3
√

1− x2

1

(1− x)1/3

= ĺım
x→1

cos2 x
3
√

1 + x
=

cos2 1
3
√

2
6= 0.

Dado que p = 1/3 < 1, la integral dada es convergente.

8. La función integrando es continua y positiva en (0, 1]. Analicemos su
comportamiento cuando x→ 0+. Se verifica

log
(
1 + 3
√
x
)
∼ 3
√
x (x→ 0+)

pues

ĺım
y→0+

log(1 + y)

y
=

{
0

0

}
=︸︷︷︸

L?Hôpital

ĺım
y→0+

1
1+y

1
= 1.

Por otra parte

esenx − 1 ∼ senx, (x→ 0+)

pues

ĺım
y→0+

ey − 1

y
=

{
0

0

}
=︸︷︷︸

L?Hôpital

ĺım
y→0+

et

1
= 1.
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En consecuencia

log (1 + 3
√
x)

esenx − 1
∼︸︷︷︸

x→0+

3
√
x

senx
∼︸︷︷︸

x→0+

3
√
x

x
=

1

x2/3
,

con lo cual la función integrando tiene un punto de discontinuidad infinita
en x = 0 y

ĺım
x→0+

(
log (1 + 3

√
x)

esenx − 1
:

1

x2/3

)
= 1 6= 0.

Como p = 2/3 < 1, la integral dada es convergente.

9. La función integrando es continua en (0, 1] y tiene un punto de disconti-
nuidad infinita en x = 0. Por otra parte,∣∣∣∣∣cos 1

x
3
√
x

∣∣∣∣∣ ≤ 1
3
√
x

en (0, 1].

Como ∫ 1

0

1
3
√
x
dx =

∫ 1

0

1

x1/3
dx

es convergente (p = 1/3 < 1), la integral dada es absolutamente convergente
y por tanto, convergente.

10. Denominemos g(x) = E(x)
√
|x− 3|. Entonces,

x ∈ [2, 3)⇒ |x− 3| = 3− x, E(x) = 2⇒ g(x) =
√

3− x,

x ∈ [3, 4)⇒ |x− 3| = x− 3, E(x) = 3⇒ g(x) = 3
√
x− 3,

g(4) =
4
√

1 = 1.

Podemos por tanto escribir

g(x) =

{√
3− x si x ∈ [2, 3)

3
√
x− 3 si x ∈ [3, 4].

La función integrando es continua en [2, 4] salvo en x = 3 que tiene un punto
de discontinuidad infinita. Entonces,∫ 4

2

1
E(x)
√
|x− 3|

dx = ĺım
ε→0+

∫ 3−ε

2

dx√
3− x

+ ĺım
δ→0+

∫ 4

3+δ

dx
3
√
x− 3

= ĺım
ε→0+

[
−2
√

3− x
]3−ε
2

+ ĺım
δ→0+

[
3

2
3
√

(x− 3)2

]4

3+δ

ĺım
ε→0+

(−2
√
ε+ 2) + ĺım

δ→0+

3

2
(

3
√

1− 3
√
δ2) = 2 +

3

2
=

7

2
.
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9.16. Función Gamma de Euler

1. Para todo p ∈ R se considera la integral

I(p) =

∫ +∞

0
xp−1e−x dx.

Demostrar que esta integral es convergente śı y solamente si p > 0. Esta
condición se supondrá en todo lo siguiente.
2. Demostrar que I(p) > 0.
3. Demostrar que I(p) = (p − 1)I(p − 1) para todo p > 1 Calcular I(n)
siendo n un entero positivo.
4. Demostrar que para n entero positivo y β > 0 las siguientes integrales
son convergentes:

ϕn(β) =

∫ +∞

0
xβ−1e−x(log x)ndx.

5. Para x > 0, demostrar

xh − 1 = h log x+
h2

2
(log x)2 +

h3

6
xθh(log x)3 (0 < θ < 1).

6. Cuando h tiende a 0 y p > 0 podemos elegir |h| < p/2. Demostrar aśı que

I(p+ h)− I(p)− hϕ1(x)− h2

2
ϕ2(x) está comprendido entre

h3

6
ϕ3

(p
2

)
y
h3

6
ϕ3

(
3p

2

)
.

7. Demostrar que I(p) es continua y derivable para todo p > 0, que su
derivada es ϕ1(p) y su derivada segunda ϕ2(p).
Nota La función I(p) aśı construida se denomina función gamma de Euler
y en general se escribe en la forma

Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

8. Demostrar la existencia de un p0 ∈ (1, 2) tal que (dI/dp)(p0) = 0.

9. Estudiar el signo de d2I/dp2 . Deducir el sentido de las variaciones de
dI/dp , el signo de dI/dp y el sentido de las variaciones de I.

10. Sea 0 < p < 1 , comparar I(p) con I(p + 2) y demostrar que 1/2p <
I(p) < 2/p . Deducir el ĺımite de I(p) cuando p→ 0+.
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Solución. 1. Tenemos

ĺım
x→0+

xp−1e−x

1/x1−p = ĺım
x→0+

e−x = 1 6= 0.

Esto implica que la integral
∫ 1

0 x
p−1e−x dx es convergente sii lo es

∫ 1
0 dx/x

1−p,
es decir sii 1− p < 1 o de forma equivalente cuando p > 0. Por otra parte

ĺım
x→+∞

e−xxp−1

1/x2
= ĺım

x→+∞

xp+1

ex
= 0.

Esto implica que 0 ≤ e−xxp−1 ≤ 1/x2 para x suficientemente grande. Dado
que la integral

∫ +∞
1 dx/x2 es convergente, aśı lo es

∫ +∞
1 e−xxp−1dx. Con-

cluimos pues que I(p) es convergente sii p > 0.

2. Escribamos I(p) en la forma

I(p) = ĺım
t→+∞

f(t) , f(t) =

∫ t

0
xp−1e−x dx.

Por el teorema de la media para integrales podemos expresar f(t) = tξp−1e−ξ >
0 con 0 < ξ < t. Por otra parte df/dt = tp−1e−t > 0, es decir f(t) crece con
t . Se concluye que I(p) > 0.

3. Usando la fórmula de integración por partes con u = xp−1, dv = e−x

obtenemos

I(p) =

∫ +∞

0
xp−1e−xdx =

[
−e−xxp−1

]+∞
0

+ (p− 1)

∫ +∞

0
xp−2e−xdx.

Por otra parte, ĺımx→+∞ x
p−1e−x = ĺımx→0+ x

p−1e−x = 0, lo cual implica
que

I(p) = (p− 1)I(p− 1) si p > 1,

Para n entero positivo y teniendo en cuenta que I(1) =
∫ +∞

0 e−xdx = 1,

I(n) = (n− 1)(n− 2) · . . . · 2 · 1 · I(1) = (n− 1)! · I(1) = (n− 1)!.

4. Tenemos

ĺım
x→+∞

e−x

1/xβ+1
= 0 , ĺım

x→+∞

log x

x1/2n
.

Esto implica que e−x < 1/xβ+1 y log x < 1/x2n para x suficientemente
grande. Es decir

0 < xβ−1e−x(log x)n < xβ−1 · 1

xβ+1
· x1/2 =

1

1/x3/2
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Como
∫ +∞

1 dx/x3/2 es convergente, concluimos por el criterio de compa-

ración que la integral
∫ +∞

1 xβ−1e−x(log x)ndx también es convergente. Por
otra parte cuando x → 0+, xβ−1| log x|ne−x es equivalente a xβ−1| log x|n.
Ahora bien, | log x|n es menor que x−β/2n, por tanto

xβ−1| log x|n < 1

x1−β
2

.

Dado que 1−β/2 < 1 la integral
∫ 1

0 dx/x
1−β/2 es convergente. Como conse-

cuencia también lo es
∫ 1

0 x
β−1e−x(log x)ndx. De todo lo anterior deducimos

que ϕn(β) es convergente.

5 La función f(h) = xh se puede escribir en la forma f(h) = eh log x. Entonces

f ′(h) = (log x)eh log x, f ′′(h) = (log x)2eh log x, f ′′′(h) = (log x)3eh log x.

Tenemos pues f(0) = 1, f ′(0) = log x, f ′′(0) = (log x)2, f ′′′(c) = (log x)3ec log x.
La fórmula de Maclaurin aplicada a f(h) proporciona

xh − 1 = h log x+
h2

2
(log x)2 +

h3

6
xθh(log x)3 (0 < θ < 1).

6. Multiplicando por xp−1e−x obtenemos

xp+h−1e−x − xp−1e−x

= hxp−1e−x log x+
h2

2
xp−1e−x(log x)2 +

h3

6
xp+θh−1e−x(log x)3.

Eligiendo |h| < p/2 tenemos 0 < p/2 < p+ θh < 3p/2. Si 0 < x < 1

x
p
2
−1 > xp+θh−1 > x

3p
2
−1

x
p
2
−1(log x)3 < xp+θh−1(log x)3 < x

3p
2
−1(log x)3.

Si 1 < x,

x
p
2
−1 < xp+θh−1 < x

3p
2
−1 , x

p
2
−1(log x)3 < xp+θh−1(log x)3 < x

3p
2
−1(log x)3.

Es decir, para cualquier x > 0 la expresión

xp+h−1e−x − xp−1e−x − hxp−1e−x log x− h2

2
xp−1e−x(log x)2

está comprendida entre

h3

6
x
p
2
−1(log x)3e−x y

h3

6
x

3p
2
−1(log x)3e−x.
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Por integración, I(p+h)− I(p)−hϕ1(x)− h
2

2
ϕ2(x) está comprendido entre

h3

6
ϕ3

(p
2

)
y
h3

6
ϕ3

(
3p

2

)
.

7. Del apartado anterior deducimos

ĺım
h→0

( I(p+ h)− I(p) ) = 0 , ĺım
h→0

I(p+ h)− I(p)

h
= ϕ1(p),

ĺım
h→0

I(p+ h)− I(p)

h
− ϕ1(p)

h
= ϕ2(p).

Es decir, I(p) es continua, dI/dp = ϕ1(p) y d2I/dp2 = ϕ2(p).

8. Del apartado 2. deducimos I(1) = I(2) = 1. Esto unido a los resultados
del apartado anterior implica que se cumplen las hipótesis del teorema de
Rolle en el intervalo [1, 2] es decir, existe p0 ∈ (1, 2) tal que (dI/dp)(p0) = 0.

9. La integral
∫ t

0 x
p−1e−x(log x)2 dx es positiva, crece con t y su ĺımite cuando

t → +∞ es ϕ2(p) =
∫ +∞

0 xp−1e−x(log x)2 dx. Es decir, d2I/dp2 > 0, en
consecuencia dI/dp es creciente y y se anula en p0. Entonces

0 < p < p0 ⇒
dI

dp
< 0⇒ I decreciente,

p > p0 ⇒
dI

dp
> 0⇒ I creciente.

10. Si 0 < p < 1 se verifica I(p+ 2) = p(p+ 1)I(p) y 2 < p+ 2 < 3. Como I
es estrictamente creciente en [2, 3] tenemos 1 = I(2) < I(p+ 2) < I(3) = 2.
Entonces

1

p(p+ 1)
< I(p) <

2

p(p+ 1)
, o bien

1

2p
< I(p) <

2

p
.

Por tanto, ĺımp→0+ I(p) = +∞.

9.17. Integral mediante las Gamma y Beta de Eu-
ler

Utilizando las propiedades de las funciones gamma y beta de Euler, calcular

I =

∫ 1

−1

dx
3
√

1 + x− x2 − x3
.
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(Propuesto en examen, Amp. Cálculo, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. Factorizando el radicando obtenemos

1 + x− x2 − x3 = (1− x)(x+ 1)2

con lo cual la integral pedida es∫ 1

−1
(1− x)−1/3(x+ 1)2/3 dx.

La substitución t = (x+ 1)/2 transforma la integral dada en

I =

∫ 1

0
(2− 2t)−1/3(2t)−2/3 · 2 dt = 2 · 2−1/3 · 2

∫ 1

0
(1− t)1−2/3(t)1−1/3 dt

= B(1/3, 2/3) =
Γ(1/3)Γ(2/3)

Γ(1/3 + 2/3)
= Γ(1/3)Γ(2/3).

Usando la fórmula del complemento Γ(p)Γ(1 − p) = π/ sin(pπ) (0 < p < 1)
obtenemos

I = Γ(1/3)Γ(2/3) =
π

sin(π/3)
=

π√
3/2

=
2π√

3
.

9.18. Convolución de dos campanas de Gauss

La convolución de dos funciones f, g : R → R continuas en R es la función
f ∗ g : R→ R definida mediante

(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt

en el supuesto de que la integral anterior sea convergente para cada valor
del parámetro x. Este problema tiene por objeto determinar la convolución
de dos campanas de Gauss.

(a) Calcular para cada valor real del parámetro p la integral

I(p) =

∫ +∞

−∞
e−t

2+pt dt.

(b) Dados dos números reales λ y µ, considérense las funciones ϕ y ψ defini-
das a partir de f y g mediante ϕ(x) = f(x−λ), ψ(x) = g(x−µ). Establecer
la relación que expresa la convolución ϕ ∗ ψ en términos de la convolución
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f ∗ g.
(c) Calcular la convolución de las dos funciones

ϕ(x) = exp

{
−(x− λ)2

2a2

}
, ψ(x) = exp

{
−(x− µ)2

2b2

}
,

donde λ, µ, a, b son números reales dados de los cuales los dos últimos son
positivos.

(Propuesto en examen, Amp. de Cálculo, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Sabemos que

∫ +∞

−∞
exp{−u2} du =

√
π (integral de Euler).

Podemos expresar

−t2 + tp = −
(
t− p

2

)2
+
p2

4
.

Usando la igualdad anterior y efectuando el cambio u = t− p/2 :

I(p) =

∫ +∞

−∞
exp

{
−t2 + pt

}
dt = exp

{
p2

4

}∫ +∞

−∞
exp

{
−
(
t− p

2

)2
}
dt

= exp

{
p2

4

}∫ +∞

−∞
exp

{
−u2

}
du = exp

{
p2

4

}√
π.

(b) Usando la definición de convolución y efectuando el cambio u = t− λ :

(ϕ ∗ ψ)(x) =

∫ +∞

−∞
ϕ(t)ψ(x− t) dt =

∫ +∞

−∞
f(t− λ)g(x− µ− t) dt

=

∫ +∞

−∞
f(u)g(x− u− λ− µ) du = (f ∗ g)(x− λ− µ).

(c) Elijamos las funciones f(x) = exp{−x2/2a2}, g(x) = exp{−x2/2b2} y
hallemos f ∗ g :

(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
exp

{
− t2

2a2

}
exp

{
−(x− t)2

2b2

}
dt

= exp

{
− x2

2b2

}∫ +∞

−∞
exp

{
− t2

2a2
+
xt

b2
− t2

2b2

}
dt

= exp

{
− x2

2b2

}∫ +∞

−∞
exp

{
− t

2

2

a2 + b2

a2b2
+
xt

b2

}
dt.
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Efectuando el cambio de variable u =
t√
2

√
a2 + b2

ab
:

(f ∗ g)(x) = exp

{
− x2

2b2

}∫ +∞

−∞
exp

{
−u2 +

x

b2

√
2abu√
a2 + b2

} √
2ab√

a2 + b2
du

=

√
2ab√

a2 + b2
exp

{
− x2

2b2

}∫ +∞

−∞
exp

{
−u2 + pu

}
du

(
p =

√
2ax

b
√
a2 + b2

)
.

Por el apartado (a):

I(p) =

∫ +∞

−∞
exp

{
−u2 + pu

}
du = exp

{
p2

4

}√
π = exp

{
a2x2

2b2(a2 + b2)

}√
π.

Simplificando las exponenciales queda:

(f ∗ g)(x) =

√
2πab√
a2 + b2

exp

{
− x2

2(a2 + b2)

}
.

Usando el apartado (b):

(ϕ ∗ ψ)(x) = (f ∗ g)(x− λ− µ) =

√
2πab√
a2 + b2

exp

{
−(x− λ− µ)2

2(a2 + b2)

}
.

9.19. Integral de Euler-Poisson

Este problema tiene por objeto desarrollar una demostración de la conocida
fórmula: ∫ +∞

−∞
e−t

2
dt =
√
π. (∗)

a) Se considera la función f definida para cada x ≥ 0 mediante

f(x) =

∫ 1

0

e−x(1+t2)

1 + t2
dt.

Calcular f(0) y determinar ĺımx→+∞ f(x).

b) Obtener una expresión de la derivada de la función f en terminos de g y
g′, estando g definida por:

g(x) =

∫ √x
0

e−t
2
dt.

c) Justificar utilizando los dos apartados anteriores la validez de la fórmula
(∗).
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(Propuesto en examen, Amp. de Cálculo, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. a) Hallemos f(0) :

f(0) =

∫ 1

0

dt

1 + t2
= [arctan t]10 = arctan 1− arctan 0 = π/4− 0 = π/4.

Para todo x, t ∈ R se verifica e−x(1+t2)/(1 + t2) > 0, por tanto f(x) ≥ 0.
Por otra parte para x ≥ 0 y t ∈ [0, 1] tenemos x ≤ x(t2 + 1), es decir
e−x(t2+1) ≤ e−x. Queda:

0 ≤ f(x) =

∫ 1

0

e−x(t2+1)

1 + t2
dt ≤

∫ 1

0

e−x

1 + t2
dt = e−x

∫ 1

0

dt

1 + t2
dt =

πe−x

4
.

Como ĺımx→+∞ πe
−x/4 = 0, se concluye ĺımx→+∞ f(x) = 0.

b) Usando el conocido teorema de la derivación bajo el signo integral:

f ′(x) =

∫ 1

0

−(1 + t2)e−x(1+t2)

1 + t2
dt = −

∫ 1

0
e−x(1+t2) dt = −e−x

∫ 1

0
e−xt

2
dt.

Derivemos g(x) usando el teorema fundamental del Cálculo:

g′(x) = e−x · 1

2
√
x
− 0 =

e−x

2
√
x
.

Efectuando ahora el cambio t = u/
√
x tenemos dt = du/

√
x y por tanto:∫ 1

0
e−xt

2
dt =

∫ √x
0

e−u
2

√
x

du =
g(x)√
x
.

Esto nos permite encontrar la expresión pedida:

f ′(x) = −e−x · g(x)√
x

= −2g′(x)g(x).

c) Integrando ambos miembros de la igualdad anterior obtenemos f(x) =
−g2(x) +C. Para x = 0 obtenemos f(0) = −g2(0) +C o bien π/4 = 0 +C.
Es decir, tenemos f(x) = π/4−g2(x) o bien g(x) =

√
π/4− f(x). Teniendo

en cuenta el apartado a) queda:∫ +∞

0
e−t

2
dt = ĺım

x→+∞
g(x) = ĺım

x→+∞

√
π

4
− f(x) =

√
π

2
.

Teniendo en cuenta que h(t) = e−t
2

es par, obtenemos la fórmula de Euler-
Poisson : ∫ +∞

−∞
e−t

2
dt =
√
π.
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9.20. Una integral por derivación paramétrica (1)

Usando derivación paramétrica, calcular la integral∫ π/2

0

arctan(sinx)

sinx
dx.

Solución. En [0, π/2] el denominador se anula sólo para x = 0. Por otra
parte para todo λ ∈ R

ĺım
x→0+

arctan(λ sinx)

sinx
= ĺım

x→0+

λ sinx

sinx
= λ,

por tanto la siguiente función está bien definida (por medio de una integral
convergente)

I : [0,+∞)→ R, I(λ) =

∫ π/2

0

arctan(λ sinx)

sinx
dx.

Se cumplen las hipótesis del teorema de la derivación paramétrica, por tanto

I ′(λ) =

∫ π/2

0

dx

1 + λ2 sin2 x
.

Usando la substitución t = tanx

I ′(λ) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2

1 +
λ2t2

1 + t2

=

∫ +∞

0

dt

(1 + λ2)t2 + 1
.

Usando la substitución u =
√

1 + λ2t

I ′(λ) =
1√

1 + λ2

∫ +∞

0

du

u2 + 1
=

1√
1 + λ2

π

2
.

Integrando ambos miembros

I(λ) =
π

2
log
∣∣∣λ+

√
λ2 + 1

∣∣∣+ C.

Para λ = 0 tenemos 0 = 0 + C es decir C = 0 , entonces

I(λ) =
π

2
log
∣∣∣λ+

√
λ2 + 1

∣∣∣ .
Como consecuencia∫ π/2

0

arctan(sinx)

sinx
dx = I(1) =

π

2
log(1 +

√
2) =

π

2
sinh−1 1.
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9.21. Una integral por derivación paramétrica (2)

Calcular

∫ π

0

1

(5− 3 cosx)3
dx.

Sugerencia: Para adecuados valores de λ considérese:

I(λ) =

∫ π

0

1

λ− 3 cosx
dx

Solución. Consideremos D = [0, π]× (3,+∞) y la función

f : D → R, f(x, λ) =
1

λ− 3 cosx
.

Claramente λ − 3 cosx 6= 0 para todo (x, λ) ∈ D y f ∈ C∞(D). Por otra
parte

∂f

∂λ
=

−1

(λ− 3 cosx)2
,
∂2f

∂λ2
=

2

(λ− 3 cosx)3
.

Es decir, la función integrando es

1

(5− 3 cosx)3
=

1

2

∂2f

∂λ2
(x, 5).

Hallemos ahora I(λ) usando la substitución t = tan(x/2)

I(λ) =

∫ +∞

0

2
1+t2

λ− 31−t2
1+t2

dt = 2

∫ +∞

0

1

(λ+ 3)t2 + λ− 3
dt

=
2

λ− 3

∫ +∞

0

dt(√
λ+3
λ−3 t

)2

+ 1

=
2√

λ2 − 9

[
arctan

√
λ+ 3

λ− 3
t

]+∞

0

=
π√
λ2 − 9

.

Hallemos I ′′(λ)
I(λ) = π(λ2 − 9)−1/2,

I ′(λ) = −πλ(λ2 − 9)−3/2

I ′′(λ) = −π(λ2 − 9)−3/2 + 3πλ2(λ2 − 9)−5/2

= π(λ2 − 9)−3/2
[
−1 + 3λ2(λ2 − 9)−1

]
.

La derivada parcial ∂f∂λ es continua en [0, π]× (3,+∞). Aplicando el teorema
de derivación paramétrica obtenemos para todo λ ∈ (3,+∞)

I ′(λ) =

∫ π

0

∂f

∂λ
dx = −

∫ π

0

dx

(λ− 3 cosx)2
dx.
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Por análogas consideraciones

I ′′(λ) = 2

∫ π

0

dx

(λ− 3 cosx)3
dx , ∀λ ∈ (3,+∞).

La integral pedida es por tanto∫ π

0

dx

(5− 3 cosx)3
dx =

1

2
I ′′(5) = . . . =

59π

2048
.

9.22. Integral de Gauss o de probabilidades

Se consideran las funciones f, g : R→ R :

f(x) =

(∫ x

0
e−t

2
dt

)2

, g(x) =

∫ 1

0

e−x
2(t2+1)

t2 + 1
dt.

(a) Demostrar que las funciones f y g son derivables en R y hallar sus
derivadas.
(b) Para todo x ∈ R, demostrar que f ′(x) + g′(x) = 0 y deducir de ello el
valor de f(x) + g(x).
(c) Encontrar una función h : R→ R tal que |g(x)| ≤ |h(x)| ∀x ∈ R.
(d) Usar el apartado anterior para deducir el valor de la integral de Gauss
o de probabilidades. Es decir, demostrar que∫ +∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Al ser la función e−t
2

continua en R, deducimos por el teorema
fundamental del Cálculo que la función ϕ(x) =

∫ x
0 e
−t2 dt es derivable en R

siendo su derivada φ′(x) = e−x
2
. Al ser la función φ(u) = u2 derivable en R,

es derivable la composición φ ◦ ϕ = f en R. Usando la regla de la cadena:

f ′(x) = 2e−x
2

∫ x

0
e−t

2
dt.

Para todo (t, x) ∈ [0, 1] × R la función integrando en g(x) tiene derivadas
parciales continuas y por el teorema de la derivación paramétrica, existe
g′(x) en R siendo ésta:

g′(x) =

∫ 1

0

∂

∂x

(
e−x

2(t2+1)

t2 + 1

)
dt =

∫ 1

0

−2x(t2 + 1)e−x
2(t2+1)

t2 + 1
dt
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=

∫ 1

0
−2xe−x

2t2e−x
2
dt = −2e−x

2

∫ 1

0
xe−x

2t2 dt.

Efectuando el cambio de variable v = tx obtenemos:∫ 1

0
xe−x

2t2 dt =

∫ x

0
xe−v

2 1

x
dv =

∫ x

0
e−t

2
dt.

En consecuencia, g′(x) = −2e−x
2

∫ x

0
e−t

2
dt.

(b) Del apartado anterior deducimos inmediatamente que f ′(x) + g′(x) = 0
para todo x ∈ R (conjunto conexo), en consecuencia ha de ser f(x)+g(x) =
C (constante) para todo x ∈ R. Para x = 0 :

C = f(0) + g(0) = 0 +

∫ 1

0

dt

t2 + 1
= [arctan t]10 =

π

4
.

Es decir, f(x) + g(x) = π/4 para todo x ∈ R.

(c) Si t ∈ [0,1] es claro que 1 ≤ t ≤ 2. Por otra parte, siempre e−x
2(t2+1) ≤

e−x
2
, en consecuencia:

0 ≤ e−x
2(t2+1)

t2 + 1
≤ e−x2 .

De lo anterior deducimos que

|g(x)| =
∫ 1

0

e−x
2(t2+1)

t2 + 1
dt ≤

∫ 1

0
e−x

2
dt = e−x

2
.

Es decir, la función h(x) = e−x
2

satisface |g(x)| ≤ |h(x)| ∀x ∈ R.

(d) Se verifica ĺımx→+∞ e
−x2 = 0, y de la relación 0 ≤ |g(x)| ≤ |h(x)| ∀x ∈ R

deducimos ĺımx→+∞ |g(x)| = 0 y por tanto ĺımx→+∞ g(x) = 0. De la relación
obtenida en el apartado (b) deducimos que ĺımx→+∞ f(x) = π/4. Entonces:

π

4
= ĺım

x→+∞
f(x) = ĺım

x→+∞

(∫ x

0
e−t

2
dt

)2

=

(
ĺım

x→+∞

∫ x

0
e−t

2
dt

)2

.

Esto implica: ∫ +∞

0
e−t

2
dt = ĺım

x→+∞

∫ x

0
e−t

2
dt =

√
π

2
.

Teniendo en cuenta que la función e−t
2

es par en R queda:∫ +∞

−∞
e−t

2
dt =

√
π.
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9.23. Derivación paramétrica y ĺımite

1. Calcular

∫ +∞

0

dt

x2 + t2
(x > 0).

2. Calcular

∫ +∞

0

dt

(x2 + t2)n+1
.

Indicación: derivar la integral respecto de un parámetro y razonar por in-
ducción.

3. Calcular

∫ +∞

0

dt(
1 + t2

n

)n .
4. Como aplicación de lo anterior, calcular el ĺımite:

ĺım
n→+∞

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2 · 4 · . . . · (2n− 2)
·
√
n.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Tenemos:∫ +∞

0

dt

x2 + t2
=

1

x2

∫ +∞

0

dt

1 + (t/x)2

=
1

x

∫ +∞

0

(1/x) dt

1 + (t/x)2
=

1

x

[
arctan

t

x

]+∞

0

=
π

2x
.

2. Por el apartado anterior,

∫ +∞

0
(x2 + t2)−1 dt =

π

2
x−1. Derivando sucesi-

vamente respecto de x :∫ +∞

0
−2x(x2 + t2)−2 dt = −π

2
x−2

⇒
∫ +∞

0
(x2 + t2)−2 dt =

π

4
x−3,∫ +∞

0
−2(2x)(x2 + t2)−3 dt =

−3π

22
x−4

⇒
∫ +∞

0
(x2 + t2)−3 dt =

3π

24
x−5,∫ +∞

0
−3(2x)(x2 + t2)−4 dt =

(−5)3π

24
x−6

⇒
∫ +∞

0
(x2 + t2)−4 dt =

3 · 5π
2 · 3 · 24

x−7.
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El cálculo de estas primeras derivadas sugiere la fórmula:∫ +∞

0
(x2 + t2)−n−1 dt =

π

2n+1

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

n!
x−2n−1. (∗)

Veamos que la fórmula anterior es cierta aplicando el método de inducción.
Es cierta para n = 1 como inmediatamente se comprueba. Sea cierta para
n, es decir supongamos que se verifica (∗). Derivando respecto de x :∫ +∞

0
(−n− 1)2x(x2 + t2)−n−2 dt

=
π

2n+1

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

n!
(−2n− 1)x−2n−2.

De forma equivalente podemos escribir:∫ +∞

0
(x2 + t2)−(n+1)−1 dt =

π

2n+2

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) · (2n+ 1)

(n+ 1)!
x−2n−3

=
π

2(n+1)+1

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) · (2(n+ 1)− 1)

(n+ 1)!
x−2(n+1)−1.

La fórmula (∗) es por tanto cierta para n+ 1.
3. Efectuando el cambio de variable u = t/

√
n :∫ +∞

0

dt(
1 + t2

n

)n =

∫ +∞

0

dt(
1 +

(
t√
n

)2
)n =

∫ +∞

0

√
n du

(1 + u2)n
.

Usando la fórmula (∗) para n− 1 y x = 1 :∫ +∞

0

dt(
1 + t2

n

)n =

√
nπ

2n
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

(n− 1)!

=

√
nπ

2

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2 · 4 · . . . · (2n− 2).

4. De la igualdad anterior deducimos que el ĺımite pedido es

L = ĺım
n→+∞

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2 · 4 · . . . · (2n− 2)
·
√
n =

2

π
ĺım

n→+∞

∫ +∞

0

dt(
1 + t2

n

)n .
Usando el conocido valor de la integral de Euler:

L = ĺım
n→+∞

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2 · 4 · . . . · (2n− 2)
·
√
n =

2

π
ĺım

n→+∞

∫ +∞

0

dt(
1 + t2

n

)n
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=
2

π

∫ +∞

0

dt

ĺım
n→+∞

(
1 +

t2

n

)n =
2

π

∫ +∞

0

dt

et2
=

2

π

∫ +∞

0
e−t

2
dt

=
2

π

√
π

2
= π−

1
2 .
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Series numéricas reales

10.1. Concepto de serie numérica real

1. Dada la serie
1

2
+

3

22
+

5

23
+

7

24
+ · · · , hallar el término enésimo y escribirla

en forma
+∞∑
n=1

un.

2. Dada la serie
1

4
+

1

42
+

1

43
· · · , hallar el término enésimo, escribirla en

forma
+∞∑
n=1

un y hallar la suma parcial enésima Sn.

Solución. 1. Claramente, el término enésimo es un =
2n− 1

2n
, por tanto

podemos escribir la serie en la forma
+∞∑
n=1

2n− 1

2n
.

2. Claramente, el término enésimo es un =
1

4n
, por tanto podemos escribir

la serie en forma

+∞∑
n=1

1

4n
. Usando la fórmula de la suma de los términos de

una progresión geométrica:

Sn = u1 + u2 + · · ·+ un =
1

4
+

1

42
+ · · ·+ 1

4n

=
(1/4) ((1/4)n − 1)

1/4− 1
=

1

3

(
1− 1

4n

)
.

245
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10.2. Convergencia y divergencia de series numéri-
cas

1. Aplicar a las siguientes series el teorema de la condición necesaria de con-
vergencia

a)

+∞∑
n=1

3n+ 5

7n+ 2
. b)

+∞∑
n=1

1

n
. c)

+∞∑
n=1

1

3n
. d)

+∞∑
n=1

5. e)

+∞∑
n=1

cosn.

2. Demostrar el teorema de la condición necesaria para la convergencia de

una serie, es decir si
+∞∑
n=1

un es convergente, entonces ĺım
n→+∞

un = 0.

3. Sea p > 0 un entero. Demostrar que la serie u1 + u2 + · · · + un + · · · es
convergente si, y sólo si la serie up+1 +up+2 + · · ·+un+p+ · · · es convergente.

4. Calcular la suma de una serie cuyas sumas parciales son

Sn =
4n3 − 3n2 + 6

3n3 + 6n+ 2
.

5. Demostrar que la suma de una serie convergente y una divergente, es di-
vergente.

6. Hallar la suma de la serie

+∞∑
n=1

log cos
1

2n
.

Sugerencia. Usar la fórmula sen 2a = 2 sen a cos a.

7. Calcular
+∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
usando la definición de suma de una serie.

Solución. 1. a) ĺım
n→+∞

3n+ 5

7n+ 2
=

3

7
6= 0, por tanto la serie es divergente.

b) ĺım
n→+∞

1

n
= 0, por tanto no podemos deducir del teorema de la condición

necesaria de convergencia el carácter de la serie.

c) ĺım
n→+∞

1

3n
= 0, por tanto no podemos deducir del teorema de la condición

necesaria de convergencia el carácter de la serie.

d) ĺım
n→+∞

5 6= 0, por tanto la serie es divergente.

e) No existe ĺım
n→+∞

cosn, por tanto la serie es divergente.
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2. Por hipótesis existe S = ĺım
n→+∞

Sn y dicho ĺımite es finito. Por otra parte.

un = Sn − Sn−1 para todo n ≥ 2, por tanto:

ĺım
n→+∞

un = ĺım
n→+∞

(Sn − Sn−1) = ĺım
n→+∞

Sn − ĺım
n→+∞

Sn−1 = S − S = 0.

3. Si llamamos S1, S2, ... a las sumas parciales de la primera serie y S′1, S
′
2,

... a las de la segunda se tiene

S′n = Sn+p − Sp,

luego para que Sn tenga ĺımite finito cuando n → +∞, es necesario y sufi-
ciente que S′n tenga ĺımite finito cuando n→ +∞.

4. Por definición de suma de una serie:

S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

4n3 − 3n2 + 6

3n3 + 6n+ 2
=

4

3
.

5. Supongamos que
∑+∞

n=1 un es convergente de suma U y
∑+∞

n=1 u
′
n es di-

vergente. Sean Sn y S′n las respectivas sumas parciales enésimas. La sumas
parciales enésimas de la serie suma

∑+∞
n=1(un + u′n) son Sn + S′n. Si la serie

suma fuera convergente con suma W, tendŕıamos:

ĺım
n→+∞

S′n = ĺım
n→+∞

(
(Sn + S′n)− Sn

)
= ĺım

n→+∞

(
Sn + S′n

)
− ĺım
n→+∞

Sn = W−U,

lo cual implicaŕıa que la serie
∑+∞

n=1 u
′
n es convergente (contradicción).

6. Se verifica

log sen 2a = log(2 sen a cos a) = log 2 + log sen a+ log cos a. (∗)

Haciendo a = 1/2, 1/22, ... , 1/2n y usando (∗), obtenemos los n primeros
términos de la serie:

u1 = log cos
1

2
= log sen 1− log sen

1

2
− log 2,

u2 = log cos
1

22
= log sen

1

2
− log sen

1

22
− log 2,

...

un = log cos
1

2n
= log sen

1

2n−1
− log sen

1

2n
− log 2.

La suma parcial enésima es por tanto

Sn = u1 + u2 + · · ·+ un = log sen 1− log sen
1

2n
− n log 2,
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y su suma

S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

log
sen 1

2n sen(1/2n)
.

Usando sen(1/2n) ∼ 1/2n para n→ +∞ :

S = ĺım
n→+∞

log
sen 1

2n(1/2n)
= log sen 1.

7. Hallemos las sumas parciales enésimas.

S1 =
3

4
,

S2 =
3

4
+

5

36
=

8

9
,

S3 =
8

9
+

7

144
=

15

16
.

Estas sumas las podemos escribir en la forma

S1 =
1(1 + 2)

(1 + 1)2
, S2 =

2(2 + 2)

(2 + 1)2
, S3 =

3(3 + 2)

(3 + 1)2
,

lo cual sugiere la fórmula Sn =
n(n+ 2)

(n+ 1)2
. Vamos a demostrarla por induc-

ción. Supongamos que es cierta para n, entonces

Sn+1 = Sn + un+1 =
n(n+ 2)

(n+ 1)2
+

2n+ 3

(n+ 1)2(n+ 2)2

=
n(n+ 2)3 + 2n+ 3

(n+ 1)2(n+ 2)2
=
n4 + 6n3 + 12n2 + 10n+ 3

(n+ 1)2(n+ 2)2
.

El numerador es igual a P (n) con P (x) = x4 + 6x3 + 12x2 + 10x+ 3 ∈ R[x].
Este polinomio se anula para x = −1, y usando el algoritmo de Ruffini:

P (x) = (x+ 1)(x3 + 5x2 + 7x+ 3).

El polinomio de la derecha también se anula para x = −1. Usando de nuevo
el algoritmo de Ruffini:

P (x) = (x+ 1)2(x2 + 4x+ 3) = (x+ 1)3(x+ 3),

por tanto Sn+1 es

Sn+1 =
P (n)

(n+ 1)2(n+ 2)2
=

(n+ 1)3(n+ 3)

(n+ 1)2(n+ 2)2
=

(n+ 1)(n+ 3)

(n+ 2)2
,

lo cual implica que la fórmula es cierta para n + 1. La suma de la serie es
por tanto

+∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
= ĺım

n→+∞
Sn = ĺım

n→+∞

n(n+ 2)

(n+ 1)2
= 1.
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10.3. Esquemas de asociación de series

1. Se considera la serie 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · · .
a) Demostrar que no tiene suma.
b) Aplicar un esquema de asociación de términos a la serie anterior, para
obtener una serie que tenga suma.
2. Se considera la serie

1 + (−2) + 2 + (−3) + 3 + (−4) + 4 + · · · .

a) Demostrar que no tiene suma.
b) Aplicar dos esquema de asociación de términos a la serie anterior, uno para
obtener una serie con suma −∞ y otro para obtener una serie convergente
con suma con suma 1.
3. Sea

∑+∞
n=1 un una serie con suma S (finita o no). Demostrar que cualquier

esquema de asociación de términos en paquetes finitos aplicada a dicha serie
da lugar a una nueva serie con la misma suma S.

Solución. Recordamos que dada una serie u1 + u2 + · · · + un + · · · , un
esquema de asociación de términos en paquetes finitos viene dada por(

u1 + · · ·+ uϕ(1)

)
+
(
uϕ(1)+1 + · · ·+ uϕ(2)

)
+ · · ·

en donde 1 ≤ ϕ(1) < ϕ(2) < ϕ(3) < . . . , y ϕ(n) es número natural para
todo n.

1. a) La sucesión de las sumas parciales enésimas es:

S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1, S4 = 0, . . . ,

por tanto no existe ĺımn→+∞ Sn, es decir la serie no tiene suma.
b) Si aplicamos el siguiente esquema de asociación:

(1 + (−1)) + (1 + (−1)) + (1 + (−1)) + · · · ,

obtenemos la serie 0 + 0 + 0 + 0 + · · · , que claramente es convergente con
suma S = 0.

2. a) La sucesión de las sumas parciales enésimas es:

S1 = 1, S2 = −1, S3 = 1, S4 = −2, S5 = 1, S6 = −3, S7 = 1 . . . ,

por tanto no existe ĺımn→+∞ Sn, es decir la serie no tiene suma.
b) Si aplicamos el siguiente esquema de asociación:

(1− 2) + (2− 3) + (3− 4) + (4− 5) + · · · ,
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obtenemos la serie (−1) + (−1) + (−1) + · · · , que claramente es divergente
con suma S = −∞.
Para el esquema de asociación

1 + (−2 + 2) + (−3 + 3) + (−4 + 4) + · · · ,

obtenemos la serie 1 + 0 + 0 + · · · , que claramente es convergente con suma
S = 1.

3. Sea ϕ(n) un esquema de asociación de términos en paquetes finitos. Es
claro que Sϕ(n) es una subsucesión de Sn, por tanto tendrá como ĺımite S.

10.4. Serie geométrica

1. Analizar el carácter de las siguientes series y hallar su suma cuando sean
convergentes.

1)
+∞∑
n=0

(
1

5

)n
. 2)

+∞∑
n=0

(
−1

5

)n
. 3)

+∞∑
n=0

3n

2n
. 4)

+∞∑
n=0

a2. 5) 1−2+22−23 + · · · .

2. Demostrar que:
a) La serie geométrica 1+x+x2 +x3 + · · · es convergente si, y sólo si |x| < 1.

b) Si es convergente, su suma es S =
1

1− x
.

3. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

3

√
1

2n
.

4. Si f(x) = e−x, hallar la suma de la serie

+∞∑
n=0

f (n)(n).

Solución. 1. 1) Es serie geométrica con x = 1/5. Como |x| = 1/5 < 1, la

serie es convergente. Su suma es S =
1

1− 1/5
=

5

4
.

2) Es serie geométrica con x = −1/5. Como |x| = 1/5 < 1, la serie es

convergente. Su suma es S =
1

1 + 1/5
=

5

6
.

3) Es serie geométrica con x = 3/2. Como |x| = 3/2 6< 1, la serie es diver-
gente.
4) Es serie geométrica, con x = a2 que será convergente si, y sólo si

∣∣a2
∣∣ < 1

o de forma equivalente, si, y sólo si |a| < 1 y en este caso su suma es

S =
1

1− a2
.
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5) Es serie geométrica con x = −1. Como |x| = 1 6< 1, la serie es divergente.

2. El término enésimo de la serie es un = xn−1. Si |x| ≥ 1, también
∣∣xn−1

∣∣ =

|x|n−1 ≥ 1. Es decir, {un} no tiende a 0, lo cual implica que la serie no es
convergente.
Sea |x| < 1. La suma parcial enésima es:

Sn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 =
xn − 1

x− 1
,

por tanto,

S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

xn − 1

x− 1
=

0− 1

x− 1
=

1

1− x
,

finito. Quedan pues demostrados los apartados a) y b).

3. Podemos escribir:

S =
+∞∑
n=1

3

√
1

2n
= 3

+∞∑
n=1

(
1√
2

)n
= 3

(
1√
2

+

(
1√
2

)2

+

(
1√
2

)3

+ · · ·

)
.

Ahora bien, usando el teorema relativo a la suma de series geométricas:

1√
2

+

(
1√
2

)2

+

(
1√
2

)3

+ · · ·

= −1 +

(
1 +

1√
2

+

(
1√
2

)2

+

(
1√
2

)3

+ · · ·

)

= −1 +
1

1− 1/
√

2
= −1 +

√
2√

2− 1
=

1√
2− 1

= 1 +
√

2.

La suma pedida es por tanto S = 3(1 +
√

2).

4. Las derivadas sucesivas de f son f ′(x) = −e−x, f ′′(x) = e−x, f ′′′(x) =
−e−x, ... , f (n)(x) = (−1)ne−x. Entonces,

+∞∑
n=0

f (n)(n) =

+∞∑
n=0

(−1)ne−n = 1− 1

e
+

1

e2
− 1

e3
+ · · · .

Es una serie geométrica de razón −1/e, y |−1/e| < 1, por tanto

+∞∑
n=0

f (n)(n) =
1

1 + 1/e
=

e

e+ 1
.
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10.5. Álgebra de series

1. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=0

(
5

2n
− 3

4n

)
.

2. Demostrar el teorema del álgebra de series: supongamos que las series
+∞∑
n=1

un y

+∞∑
n=1

vn son convergentes de sumas respectivas U y V. Entonces,

a) La serie suma
+∞∑
n=1

(un + vn) es convergente con suma U + V.

b) Para todo λ ∈ R, la serie
+∞∑
n=1

λun es convergente con suma λU.

Solución. 1. Usando el teorema del álgebra de series y la fórmula de la
suma de las series geométricas convergentes:

+∞∑
n=0

(
5

2n
− 3

4n

)
=

+∞∑
n=0

5

2n
+

+∞∑
n=0

− 3

4n

= 5
+∞∑
n=0

1

2n
− 3

+∞∑
n=0

1

4n
=

5

1− 1/2
− 3

1− 1/4
= 6.

2. a) Sean Un y Vn las sumas parciales enésimas de las series dadas, respec-
tivamente. Entonces la suma parcial enésima de la serie suma es Un + Vn.
Tenemos

ĺım
n→+∞

(Un + Vn) = ĺım
n→+∞

Un + ĺım
n→+∞

Vn = U + V,

es decir la serie suma es convergente con suma U + V.

b) La suma parcial enésima de la serie
∑+∞

n=1 λun es λUn. Tenemos

ĺım
n→+∞

λUn = λ ĺım
n→+∞

Un = λU,

es decir la serie
∑+∞

n=1 λun es convergente con suma λU.

10.6. Series de términos positivos

1. Analizar el carácter de las series:

a)
+∞∑
n=1

1

n2
. b)

+∞∑
n=1

1
3
√
n
. c)

+∞∑
n=1

n2. d)

+∞∑
n=1

(
2

n4
− 7

n
√
n

)
.
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2. Usando el criterio de comparación por cociente, analizar el carácter de las
series:

a)
+∞∑
n=1

2n2 + n− 1

3n4 + n3 − 2
. b)

+∞∑
n=1

3
√
n+ 2 4

√
n+ 1

2n+ 5
√
n+ 6

.

3. Usando el criterio de las series mayorante y minoramte, analizar el carácter
de las series:

a) 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · · . b) 1 +

22 + 1

23 + 1
+

32 + 1

33 + 1
+

42 + 1

43 + 1
+ · · · .

4. Demostrar que toda serie de términos positivos tiene siempre una suma
y que esta suma es finita, si y sólo si las sumas parciales estén acotadas.

5. Sean
∑+∞

n=1 un y
∑+∞

n=1 vn dos series de términos positivos con un ≤ vn
para todo n. Demostrar que:
a)
∑+∞

n=1 un es divergente⇒
∑+∞

n=1 vn es divergente.
b)
∑+∞

n=1 vn es convergente⇒
∑+∞

n=1 un es convergente.

6. Sean
∑+∞

n=1 un y
∑+∞

n=1 vn dos series de términos positivos tales que existe
L = ĺımn→+∞(un/vn). Demostrar el criterio de comparación por cociente,
es decir:
i) Si L 6= 0 y finito, ambas series tienen el mismo carácter.
ii) Si L = 0 y

∑+∞
n=1 vn es convergente, entonces

∑+∞
n=1 un es convergente.

iii) Si L = +∞ y
∑+∞

n=1 vn es divergente, entonces
∑+∞

n=1 un es divergente.

7. Calcular L = ĺım
n→+∞

(
1

4
+

1

5
+

1

6
+ · · ·+ 1

n+ 3

)
.

Solución. 1. a) Es serie de Riemann con p = 2 > 1, por tanto es conver-
gente.

b) Es serie de Riemann con p = 1/3 ≤ 1, por tanto es divergente.

c) Es serie de Riemann con p = −2 ≤ 1, por tanto es divergente.

d) La series

+∞∑
n=1

1

n4
y

+∞∑
n=1

1

n
√
n

son series de Riemann con p = 4 > 1 y

p = 3/2 > 1 respectivamente, por tanto convergentes. Por el teorema del
álgebra de series, concluimos que la serie dada es convergente.

2. a) La serie es de términos positivos y su término enésimo es función
racional en n. La diferencia entre el grado del denominador y del numerador
es 2. Comparamos con la serie de término general 1/n2 :

ĺım
n→+∞

2n2 + n− 1

3n4 + n3 − 2
:

1

n2
=

2

3
6= 0.
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La serie

+∞∑
n=1

1

n2
es convergente, luego también lo es

+∞∑
n=1

2n2 + n− 1

3n4 + n3 − 2
como

consecuencia del criterio de comparación por cociente.

b) La serie es de términos positivos y la podemos expresar en la forma:

+∞∑
n=1

n1/3 + 2n1/4 + 1

2n+ 5n1/2 + 6
.

La diferencia entre la mayor potencia del denominador y del numerador es
1− 1/3 = 2/3. Comparamos con la serie de término general 1/n2/3 :

ĺım
n→+∞

n1/3 + 2n1/4 + 1

2n+ 5n1/2 + 6
:

1

n2/3
= ĺım

n→+∞

n+ 2n11/12 + n2/3

2n+ 5n1/2 + 6
=

1

2
6= 0.

La serie
+∞∑
n=1

1

n2/3
es divergente, luego también lo es

+∞∑
n=1

3
√
n+ 2 4

√
n+ 1

2n+ 5
√
n+ 6

como

consecuencia del criterio de comparación por cociente.

3. a) La serie es de términos positivos. Como n! ≥ 2n−1,
1

n!
≤ 1

2n−1
. Por

tanto, la serie dada es término a término menor o igual que la geométrica

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · ,

y esta última es convergente, luego también lo es la serie dada.

b) La serie es de términos positivos. Como n(n2 + 1) = n3 + n ≥ n3 + 1,
n2 + 1

n3 + 1
≥ 1

n
. Por tanto, la serie dada es término a término mayor o igual

que la armónica (que es de términos positivos),

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·

y esta última es divergente, luego también lo es la serie dada.

4. Si una serie es de términos positivos, la sucesión de sumas parciales Sn
es creciente. Si está acotada, sabemos por teoŕıa de sucesiones que Sn tiene
ĺımite finito S. Si Sn no está acotada, para todo K > 0 existe n0 natural con
Sn0 ≥ K y al ser Sn creciente, Sn ≥ K para todo n ≥ n0, lo cual implica
que Sn → +∞.
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5. Llamemos Sn y S′n a las sumas parciales de las series
∑+∞

n=1 un y
∑+∞

n=1 vn
respectivamente. Evidentemente, Sn ≤ S′n para todo n.

a) Si
∑+∞

n=1 un es divergente, Sn → +∞ con lo cual la sucesión Sn no está aco-
tada y como consecuencia tampoco lo está S′n, luego

∑+∞
n=1 vn es divergente.

b) Si
∑+∞

n=1 vn es convergente, S′n tiene ĺımite finito con lo cual la sucesión
S′n está acotada y como consecuencia también lo está Sn, luego

∑+∞
n=1 un es

convergente.

6. i) Si L 6= 0, ha de ser necesariamente L > 0. Eligiendo ε = L/2, existe n0

natural tal que |un/vn − L| < L/2 si n ≥ n0. De forma equivalente,

L

2
<
un
vn

<
3L

2
si n ≥ n0.

Si
∑+∞

n=1 vn es convergente, entonces
∑+∞

n=1(3L/2)vn es convergente (álgebra
de series). Como un < (3L/2)vn para todo n ≥ n0 se deduce (criterio de
comparación), que

∑+∞
n=1 un es convergente.

Si
∑+∞

n=1 un es convergente, entonces
∑+∞

n=1(2/L)un es convergente (álgebra
de series). Como vn < (2/L)un para todo n ≥ n0 se deduce (criterio de
comparación), que

∑+∞
n=1 vn es convergente.

Hemos demostrado que
∑+∞

n=1 un es convergente si, y sólo si
∑+∞

n=1 vn es con-
vergente, o equivalentemente que ambas series tienen el mismo carácter.

ii) Si L = 0, para ε = 1 existe n0 natural tal que un/vn < 1 si n ≥ n0. Es
decir un < vn si n ≥ n0. Entonces, si

∑+∞
n=1 vn es convergente, también lo es∑+∞

n=1 un (criterio de comparación).

iii) Si L = +∞, para K = 1 existe n0 natural tal que un/vn > 1 si n ≥ n0.
Es decir un > vn si n ≥ n0. Entonces, si

∑+∞
n=1 vn es divergente, también lo

es
∑+∞

n=1 un (criterio de comparación).

7. La expresión Sn =
1

4
+

1

5
+

1

6
+ · · · + 1

n+ 3
es la suma parcial enésima

de la serie

+∞∑
n=1

1

n+ 3
, por tanto L es la suma de tal serie, que es de térmi-

nos positivos. Si la comparamos por cociente con

+∞∑
n=1

1

n
, deducimos que es

divergente y por tanto L = +∞.
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10.7. Series absolutamente convergentes

1. Demostrar que la serie

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
es convergente.

2. Calcular la suma S de la serie

+∞∑
n=0

(
b0
5n

+
b1

5n−1
+

b2
5n−1

+ · · ·+ bn

)
,

sabiendo que
+∞∑
n=0

bn es absolutamente convergente con suma 3.

3. Demostrar el criterio de Cauchy:
Una serie de números reales u1 + u2 + · · · + un + · · · es convergente si,
y sólo si, para todo ε > 0 existe n0 natural tal que n ≥ m ≥ n0 ⇒
|un + un+1 + · · ·+ um| < ε.
4. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente.

Solución. 1. La serie de los valores absolutos es

+∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n

n2

∣∣∣∣ =
+∞∑
n=1

1

n2
,

que es una serie de Riemann con p = 2 > 1. La serie dada es por tanto
absolutamente convergente, luego es convergente.

2. La serie dada es el producto de Cauchy de las series
∑+∞

n=0 bn y
∑+∞

n=0 1/5n.
La primera es absolutamente convergente por hipótesis. La segunda es de
términos positivos, geométrica y con suma 1/(1−1/5) = 5/4, luego también
es absolutamente convergente. En consecuencia,

S = 3 · 4

5
=

12

5
.

3. Sea Sn = u1 + u2 + · · ·+ un. Se verifica que para n ≥ m,

|Sn − Sm−1| = |un + un+1 + · · ·+ un| ,

por tanto, el teorema resulta del criterio de Cauchy para sucesiones.

4. Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · absolutamente convergente. Sea ε > 0. Por el
criterio de Cauchy para series, existe n0 natural tal que

n ≥ m ≥ n0 ⇒ | |un|+ |un+1|+ · · ·+ |um| |
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= |un|+ |un+1|+ · · ·+ |um| < ε.

Pero |un + un+1 + · · ·+ um| ≤ |un| + |un+1| + · · · + |um| , lo cual implica,
de nuevo por el criterio de Cauchy, que la serie u1 + u2 + · · · + un + · · · es
convergente.

10.8. Criterios de la ráız, cociente y Raabe

1. Usando el criterio de la ráız, analizar el carácter de las siguientes series
de términos positivos:

1)
∑(

n+ 1

2n− 1

)n
. 2)

∑(
3n− 1

2n+ 1

)n+2

. 3)
∑ 1

n
.

2. Usando el criterio del cociente, analizar el carácter de las siguientes series
de términos positivos:

1)
∑ 3n− 1(√

2
)n . 2)

∑ 2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1)

1 · 5 · 9 · . . . · (4n− 3)
. 3)

∑ 1

n
. 4)

∑ n!

3n
.

3. Usando el criterio del cociente, analizar el carácter de las siguientes series
de términos positivos:

1)
∑ (n+ 1)(n+ 2)

n!
. 2)

∑ 5n

n!
. 3)

∑ n

2n
.

4. Usar el criterio del cociente, y después el de Raabe para analizar el carácter

de la serie
∑ 2 · 4 · 6 · . . . · 2n

3 · 5 · 7 · . . . · (2n+ 1)
.

5. Demostrar el criterio de la ráız:
Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie. Supongamos que n

√
|un| tiene ĺımite

L. Entonces: i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. ii) Si L > 1,
la serie es divergente.

6. Demostrar la regla de D’Alembert o criterio del cociente :
Sea u1 +u2 + · · ·+un+ · · · una serie. Supongamos que |un+1/un| tiene ĺımite
L. Entonces: i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. ii) Si L > 1,
la serie es divergente.

7. Demostrar que si para una serie el ĺımite L correspondiente al criterio del
cociente es 1, de este hecho no podemos deducir el carácter de la misma.

8. Demostrar que si para una serie el ĺımite L correspondiente al criterio de
la ráız es 1, de este hecho no podemos deducir el carácter de la misma.
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9. Usando el criterio del cociente, analizar el carácter de las siguientes series
de términos positivos:

1)
∑ 32n−1

n2 − n
. 2)

∑ (n+ 1)2n

n!
. 3)

∑
n

(
3

4

)n
.

10. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series de términos
positivos

1)
∑ 1

n!
. 2)

∑ 1

(n+ 3)2 − 2
. 3)

∑ 1

(4n− 3)(4n+ 1)
. 4)

∑ 2n2

n2 + 1
.

11. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series de términos
positivos

1)
∑(

4n

3n+ 1

)n
. 2)

∑(
2n+ 1

5n+ 2

)n/2
. 3)

∑ n3

en
. 4)

∑ 2n+1

nn
.

12. Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series de términos
positivos

1)
∑

arcsen
1√
n
. 2)

∑
sen

1

n2
. 3)

∑
log

(
1 +

1

n

)
. 4)

∑ 2nn!

nn
.

13. Demostrar que si |a| < 1, la serie
+∞∑
n=1

an log n

n+ 4
es absolutamente conver-

gente.

Solución. 1. Al ser las series de términos positivos, tenemos en cada caso

L = ĺım
n→+∞

n
√
|un| = ĺım

n→+∞
n
√
un = ĺım

n→+∞
u

1
n
n .

1) L = ĺım
n→+∞

[(
n+ 1

2n− 1

)n]1/n

= ĺım
n→+∞

n+ 1

2n− 1
=

1

2
< 1 (convergente).

2) L = ĺım
n→+∞

[(
3n− 1

2n+ 1

)n+2
]1/n

= ĺım
n→+∞

(
3n− 1

2n+ 1

)n+2
n

=

(
3

2

)1

=
3

2
> 1

(divergente).

3) L = ĺım
n→+∞

(
1

n

)1/n

= ĺım
n→+∞

1

n1/n
= ĺım

n→+∞

1
n
√
n

=
1

1
= 1. El criterio

de la ráız no decide. No obstante, es la serie armónica, que sabemos que es
divergente.
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2. Llamemos en cada caso L = ĺımn→+∞ un+1/un.

1) L = ĺım
n→+∞

3n+ 2(√
2
)n+1

(√
2
)n

3n− 1
= ĺım

n→+∞

3n+ 2√
2(3n− 1)

=
1√
2
< 1 (convergen-

te).

2) L = ĺım
n→+∞

2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1)(3n+ 2)

1 · 5 · 9 · . . . · (4n− 3)(4n+ 1)

1 · 5 · 9 · . . . · (4n− 3)

2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1)

= ĺım
n→+∞

3n+ 2

4n+ 1
=

3

4
< 1 (convergente).

3) L = ĺım
n→+∞

1

n+ 1
· n = 1. El criterio del cociente no decide. No obstante,

es la serie armónica, que sabemos que es divergente.

4) L = ĺım
n→+∞

(n+ 1)!

3n+1

3n

n!
= ĺım

n→+∞

n+ 1

3
= +∞ > 1 (divergente).

3. Llamemos en cada caso L = ĺımn→+∞ un+1/un.

1) L = ĺım
n→+∞

(n+ 2)(n+ 3)

(n+ 1)!

n!

(n+ 1)(n+ 2)
= ĺım

n→+∞

(n+ 3)

(n+ 1)2
= 0 < 1 (con-

vergente).

2) L = ĺım
n→+∞

5n+1

(n+ 1)!

n!

5n
= ĺım

n→+∞

5

n+ 1
= 0 < 1 (convergente).

3) L = ĺım
n→+∞

n+ 1

2n+1

2n

n
= ĺım

n→+∞

n+ 1

2n
=

1

2
< 1 (convergente).

4. La serie es de términos positivos. Usando el criterio del cociente:

ĺım
n→+∞

2 · 4 · 6 · . . . · 2n · (2n+ 2)

3 · 5 · 7 · . . . · (2n+ 1) · (2n+ 3)
· 3 · 5 · 7 · . . . · (2n+ 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n

= ĺım
n→+∞

2n+ 2

2n+ 3
= 1 (caso dudoso).

Usando el criterio de Raabe:

ĺım
n→+∞

n

(
1− un+1

un

)
= ĺım

n→+∞
n

(
1− 2n+ 2

2n+ 3

)
= ĺım

n→+∞

n

2n+ 3
=

1

2
< 1,

luego la serie es divergente.

5. i) Como L < 1, consideremos un número r tal que L < r < 1. Por defi-
nición de ĺımite, para n suficientemente grande se verifica n

√
|un| < r, o de

forma equivalente |un| < rn. Como la serie de término general rn es conver-
gente (geométrica de razón un número en módulo menor que 1), se deduce
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que la serie de término general |un| es convergente.

ii) Si L > 1, por definición de ĺımite se verifica para n suficientemente gran-
de n
√
|un| > 1, o de forma equivalente |un| > 1. El ĺımite de un no tiende a

0, luego la serie es divergente.

6. i) Como L < 1, consideremos un número r tal que L < r < 1. Por
definición de ĺımite, para n suficientemente grande se verifica |un+1/un| < r.
Si pérdida de generalidad, podemos suprimir un número finito de términos
de la serie de tal manera que se verifique |un+1/un| < r para todo n. Tenemos
pues

|un| =
∣∣∣∣ unun−1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣un−1

un−2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣un−2

un−3

∣∣∣∣ · . . . · ∣∣∣∣u2

u1

∣∣∣∣ · |u1| < |u1| rn−1.

Como r tiene valor absoluto menor que 1, la serie de término general |u1| rn−1

es convergente (álgebra de series y teorema de convergencia de la serie
geométrica). Por el criterio de comparación, la serie de término general |un|
es convergente.

ii) Si L > 1, entonces para n suficientemente grande se verifica |un+1/un| >
1, o de forma equivalente |un+1| > |un| , luego el término general un no tien-
de a 0 y como consecuencia la serie es divergente.

7. En efecto, elijamos las series

+∞∑
n=1

1

n
,

+∞∑
n=1

1

n2
.

Los ĺımites correspondientes al criterio del cociente son respectivamente

ĺım
n→+∞

1

n+ 1
:

1

n
= 1, ĺım

n→+∞

1

(n+ 1)2
:

1

n2
= 1,

sin embargo, la primera serie es divergente y la segunda convergente, según
el conocido teorema acerca de las series de Riemann.

8. En efecto, elijamos las series

+∞∑
n=1

1

n
,

+∞∑
n=1

1

n2
.

Usando el conocido resultado n
√
n→ 1, obtenemos los ĺımites correspondien-

tes al criterio de la ráız:

ĺım
n→+∞

(
1

n

)1/n

= ĺım
n→+∞

1

n1/n
= 1, ĺım

n→+∞

(
1

n2

)1/n

= ĺım
n→+∞

1(
n1/n

)2 = 1.
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Sin embargo, la primera serie es divergente y la segunda convergente, según
el conocido teorema acerca de las series de Riemann.

9. Llamemos en cada caso L = ĺımn→+∞ un+1/un.

1) L = ĺım
n→+∞

32n+1

(n+ 1)2 − (n+ 1)

n2 − n
32n−1

= ĺım
n→+∞

9(n2 − n)

n2 + n
= 9 > 1 (diver-

gente).

2) L = ĺım
n→+∞

(n+ 2)2n+1

(n+ 1)!

n!

(n+ 1)2n
= ĺım

n→+∞

2(n+ 2)

(n+ 1)2
= 0 < 1 (convergen-

te).

3) L = ĺım
n→+∞

(n + 1)

(
3

4

)n+1

· 1

n

(
4

3

)n
= ĺım

n→+∞

3

4

n+ 1

n
=

3

4
< 1 (conver-

gente).

10. 1) Usamos el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

1

(n+ 1)!
· n!

1
= ĺım

n→+∞

1

n+ 1
= 0 < 1.

La serie es convergente.

2) Usamos el criterio de comparación por cociente:

L = ĺım
n→+∞

1

(n+ 3)2 − 2
:

1

n2
= ĺım

n→+∞

n2

(n+ 3)2 − 2
= 1 6= 0.

La serie tiene el mismo carácter que
∑

1/n2 que es convergente.

3) Usamos el criterio de comparación por cociente:

L = ĺım
n→+∞

1

(4n− 3)(4n+ 1)
:

1

n2
= ĺım

n→+∞

n2

(4n− 3)(4n+ 1)
=

1

16
6= 0.

La serie tiene el mismo carácter que
∑

1/n2 que es convergente.

4) Usamos el teorema de la condición necesaria para la convergencia:

ĺım
n→+∞

2n2

n2 + 1
= 2 6= 0,

por tanto la serie es divergente.

11. 1) Usamos el criterio de la ráız.

L = ĺım
n→+∞

[(
4n

3n+ 1

)n]1/n

= ĺım
n→+∞

4n

3n+ 1
=

4

3
> 1.
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La serie es divergente.
2) Usamos el criterio de la ráız.

L = ĺım
n→+∞

[(
2n+ 1

5n+ 2

)n/2]1/n

= ĺım
n→+∞

√
2n+ 1

5n+ 2
=

√
2

5
< 1.

La serie es convergente.
3) Usamos el criterio del cociente.

L = ĺım
n→+∞

(n+ 1)3

en+1
· e

n

n3
= ĺım

n→+∞

(n+ 1)3

en3
=

1

e
< 1.

La serie es convergente.
4) Usamos el criterio de la ráız.

L = ĺım
n→+∞

(
2n+1

nn

)1/n

= ĺım
n→+∞

2(n+1)/n

n
=

21

+∞
= 0 < 1.

La serie es convergente.

12. 1) Usamos el criterio de comparación por cociente y que arcsenx ∼ x
para x→ 0, lo cual implica que arcsen 1/

√
n ∼ 1/

√
n para n→ +∞ :

ĺım
n→+∞

arcsen 1/
√
n

1/
√
n

= ĺım
n→+∞

1/
√
n

1/
√
n

= 1 6= 0,

por tanto la serie dada tiene el mismo carácter que la
∑

1/
√
n =

∑
1/n1/2,

que es divergente.
2) Usamos el criterio de comparación por cociente y que senx ∼ x para
x→ 0, lo cual implica que sen 1/n2 ∼ 1/n2 para n→ +∞ :

ĺım
n→+∞

sen 1/n2

1/n2
= ĺım

n→+∞

1/n2

1/n2
= 1 6= 0,

por tanto la serie dada tiene el mismo carácter que la
∑

1/n2, que es con-
vergente.
3) Usamos el criterio de comparación por cociente y que log(1 + x) ∼ x si
x→ 0, lo cual implica que log(1 + 1/n) ∼ 1/n para n→ +∞ :

ĺım
n→+∞

log(1 + 1/n)

1/n
= ĺım

n→+∞

1/n

1/n
= 1 6= 0,

por tanto la serie dada tiene el mismo carácter que la
∑

1/n, que es diver-
gente.
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4) Usamos el criterio del cociente.

L = ĺım
n→+∞

2n+1(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

2nn!
= ĺım

n→+∞
2

(
n

n+ 1

)n
.

Ahora bien,

ĺım
n→+∞

(
n

n+ 1

)n
=
{

1+∞} = eλ con λ = ĺım
n→+∞

(
n

n+ 1
− 1

)
n = e−1.

Es decir, L = 2/e < 1, luego la serie es convergente.

13. Apliquemos el criterio del cociente.

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

|a|n+1 log(n+ 1)

n+ 5

n+ 4

|a|n log n

= |a| ĺım
n→+∞

n+ 4

n+ 5

log(n+ 1)

log n
= |a| · 1 · 1 = |a| .

Por tanto, si L = |a| < 1 la serie es absolutamente convergente.

10.9. Criterio integral

1. Usando el criterio integral, estudiar el carácter de la serie
+∞∑
n=1

n

n2 + 1
.

2. Usando el criterio integral, estudiar el carácter de la serie
+∞∑
n=1

ne−n
2
.

3. Demostrar el criterio integral:
Sea f : [1,+∞) → R continua. Supongamos además que f es decreciente y
positiva para x suficientemente grande. Entonces,

∑+∞
n=1 f(n) es convergente

⇔
∫ +∞

1 f(x) dx es convergente.

Solución. 1. Consideremos la función f : [1,+∞)→ R, f(x) = x/(x2 + 1).
Esta función es elemental y está definida en todo R, en consecuencia es con-
tinua en los reales y en particular en [1.+∞). Por otra parte, f es claramente
positiva en [1.+∞).

Veamos ahora que es decreciente a partir de un x ≥ 1. Derivando:

f ′(x) =
x2 + 1− 2x2

(x2 + 1)2
=

1− x2

(x2 + 1)2
≤ 0 si x ≥ 1,
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es decir f es decreciente en [1. +∞). De acuerdo con el criterio integral,
la serie dada es convergente si, y sólo si es convergente la integral impropia∫ +∞

1 xdx/(x2 + 1). Ahora bien,∫ +∞

1

x dx

x2 + 1
=

1

2

[
log(x2 + 1)

]+∞
1

=
1

2
(+∞− 0) = +∞.

La integral es divergente, por tanto también es divergente la serie dada.

2. Consideremos la función f : [1,+∞) → R, f(x) = xe−x
2
. Esta función

es elemental y está definida en todo R, en consecuencia es continua en los
reales y en particular en [1.+∞). Por otra parte, f es claramente positiva
en [1.+∞).

Veamos ahora que es decreciente a partir de un x ≥ 1. Derivando:

f ′(x) = e−x
2 − 2x2e−x

2
= (1− 2x2)e−x

2
< 0 si x ≥ 1,

es decir f es decreciente en [1. +∞). De acuerdo con el criterio integral,
la serie dada es convergente si, y sólo si es convergente la integral impropia∫ +∞

1
xe−x

2
dx. Ahora bien,

∫ +∞

1
xe−x

2
dx = −1

2

[
e−x

2
]+∞

1
= −1

2
(0− e−1) =

1

2e
.

La integral es convergente, por tanto también es convergente la serie dada.

3. Podemos suponer para la demostración que f es positiva y decreciente
para x ≥ 1, de esta manera variará solamente un número finito de términos
de la serie, lo cual no afecta a su carácter. Sea p ≥ 1 entero y llamemos
un = f(n). En el intervalo [p, p+ 1] se verifica

up+1 = f(p+ 1) ≤ f(x) ≤ f(p) = up,

por tanto ∫ p+1

p
up+1 dx ≤

∫ p+1

p
f(x) dx ≤

∫ p+1

p
up dx,

e integrando,

up+1 ≤
∫ p+1

p
f(x) dx ≤ up.

Para p = 1, 2, . . . , n− 1 :

u2 ≤
∫ 2

1
f(x) dx ≤ u1



Caṕıtulo 10. Series numéricas reales 265

u3 ≤
∫ 3

2
f(x) dx ≤ u2

. . .

un ≤
∫ n

n−1
f(x) dx ≤ un−1.

Sumando las desigualdades anteriores:

u2 + u3 + · · ·+ un ≤
∫ n

1
f(x) dx ≤ u1 + u2 + · · ·+ un−1.

La segunda desigualdad anterior demuestra que si la serie u1 + u2 + . . . es
convergente, entonces

∫ +∞
1 f(x) < +∞, luego la integral es convergente. La

primera desigualdad anterior demuestra que si la integral es convergente,
entonces u1 + u2 + . . . < +∞, luego la serie es convergente.

10.10. Convergencia de las series de Riemann

Se consideran la series de Riemann

+∞∑
n=1

1

np
, p ∈ R.

Analizar su convergencia usando el criterio integral y el teorema de la con-
dición necesaria.

Solución. Para p 6= 1 se verifica∫
1

xp
dx =

∫
x−pdx =

x−p+1

−p+ 1
=

1

1− p
· 1

xp−1
+ C.

Primer caso: p > 1. Entonces, la función f(x) = 1/xp cumple evidentemente
las hipótesis del criterio integral. Tenemos∫ +∞

1

dx

xp
= ĺım

b→+∞

∫ b

1

dx

xp
= ĺım

b→+∞

[
1

1− p
· 1

xp−1

]b
1

= ĺım
b→+∞

1

1− p

(
1

bp−1
− 1

)
=

1

1− p
(0− 1) =

1

p− 1
.

La integral es convergente, por tanto también lo es la serie.

Segundo caso: 0 < p < 1. La función f(x) = 1/xp cumple evidentemente
las hipótesis del criterio integral. Procediendo de manera análoga al caso
anterior:∫ +∞

1

dx

xp
= ĺım

b→+∞

1

1− p

(
1

bp−1
− 1

)
=

1

1− p
(+∞− 1) = +∞.
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La integral es divergente, por tanto también lo es la serie.

Tercer caso: p = 1. También la función f(x) = 1/x cumple evidentemente
las hipótesis del criterio integral. Tenemos∫ +∞

1

dx

x
= ĺım

b→+∞

∫ b

1

dx

x
= ĺım

b→+∞
[ log |x| ]b1

= ĺım
b→+∞

(log b− log 1) = +∞− 0 = +∞.

La integral es divergente, por tanto también lo es la serie.

Cuarto caso: p ≤ 0. En este caso

ĺım
n→+∞

1

np
= ĺım

n→+∞
n−p =

{
1 si p = 0

+∞ si p < 0.

El ĺımite del término enésimo de la serie no es 0, por tanto la serie es diver-
gente. Concluimos pues que una serie de Riemann es convergente, si y sólo
si, p > 1.

10.11. Series alternadas, criterio de Leibniz

1. Analizar la convergencia de las siguientes series alternadas:

1)
+∞∑
n=1

(−1)n

n
. 2)

+∞∑
n=1

(−1)n−1

√
n

. 3)
+∞∑
n=1

(−1)nn2

3n2 + 5
.

2. Analizar la convergencia de las siguientes series alternadas. Si son conver-
gentes, estudiar si la convergencia es absoluta o condicional.

1)
+∞∑
n=1

(−1)n

n
. 2)

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
. 3)

+∞∑
n=1

(−1)nn

7n− 3
.

3. nalizar la convergencia absoluta y condicional de las series:

1)
+∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+ 1

n(n+ 1)
. 2)

+∞∑
n=1

(−1)n
n

2n
. 3)

+∞∑
n=1

(−1)n
(

2n+ 1

3n+ 1

)n
.

4. Estudiar la convergencia de la serie
+∞∑
k=1

(−1)k

k
log2 k.

5. Si an es la ráız mayor y bn la menor de x2 − 2nx + 1 = 0, analizar el
carácter de las series

1)
∑

(−1)nbn. 2)
∑ 1

an
. 3)

∑
b2n. 4)

∑
e−(an+bn).
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Solución. 1. 1) Llamemos vn = 1/n. Como, 1/(n+1) < 1/n, la sucesión vn
es decreciente. Por otra parte, 1/n → 0. Por el criterio de Leibniz, la serie
es convergente.

2) Llamemos vn = 1/
√
n. Como, 1/

√
n+ 1 < 1/

√
n, la sucesión vn es de-

creciente. Por otra parte, 1/
√
n → 0. Por el criterio de Leibniz, la serie es

convergente.

3) La subsucesión de los términos pares tiene ĺımite 1/3, y la de los impares
−1/3, luego el término general de la serie no tiende a 0. Como consecuencia,
la serie es divergente.

2. 1) La serie es convergente según vimos en el ejercicio anterior. Tomando
valores absolutos obtenemos la serie armónica, que es divergente. Por tanto,
la serie es condicionalmente convergente.

2) Tomando valores absolutos obtenemos una serie de Riemann con p =
2 > 1, que es convergente, en consecuencia la serie dada es absolutamente
convergente.

3) Claramente el término enésimo de la serie dada no tiene ĺımite 0, luego
es divergente.

3. 1) Llamemos vn = (2n+ 1)/n(n+ 1). Tenemos las equivalencias

vn+1 ≤ vn ⇔
2n+ 3

(n+ 1)(n+ 2)
≤ 2n+ 1

n(n+ 1)
⇔ 2n+ 3

n+ 2
≤ 2n+ 1

n

⇔ 2n2 + 3n ≤ 2n2 + 5n+ 2⇔ 0 ≤ 2n+ 2,

y la última desigualdad se cumple trivialmente para todo n, luego vn es
decreciente. Además, tiene ĺımite 0, por tanto la serie dada es convergente
(criterio de Leibniz).

Podemos comprobar fácilmente que la serie
∑+∞

n=1 vn de los valores absolutos
es divergente comparando con la armónica, usando el criterio de comparación
por cociente. Concluimos que la serie dada es condicionalmente convergente.

2) Usando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣(−1)n(n+ 1)

2n+1
· 2n

(−1)nn

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

n+ 1

2n
=

1

2
< 1,

luego la serie dada es absolutamente convergente.
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3) Usando el criterio de la ráız:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣(2n+ 1

3n+ 1

)n∣∣∣∣1/n = ĺım
n→+∞

2n+ 1

3n+ 1
=

2

3
< 1,

luego la serie dada es absolutamente convergente.

4. Es una serie alternada. Veamos si cumple las hipótesis del criterio de
Leibniz. Llamando uk = log2 k/k tenemos:

i) La sucesión uk es decreciente. Efectivamente, llamando f(x) = log2 x/x,

f ′(x) =
(2 log x)

1

x
· x− 1 · log2 x

x2
=

log x(2− log x)

x2
.

Si x = e2, tenemos log e2 = 2 log e = 2. Como la función logaritmo nepe-
riano es creciente, se deduce que si x > e2 entonces log x > 0 y 2− log x < 0,
lo cual implica que f ′(x) < 0 si x > e2 y por tanto f es decreciente si x > e2.

La sucesión es decreciente a partir de un cierto término (en concreto a par-
tir del noveno pues 9 > e2). Esto no afecta a la convergencia, pues según
sabemos, se puede suprimir un número finito de términos.

ii) La sucesión uk tiene ĺımite 0. Efectivamente, elijamos la función auxiliar
f(x) = log2 x/x. Usando la regla de L’Hôpital:

ĺım
x→+∞

f(x) = ĺım
x→+∞

log2 x

x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

(2 log x) · 1

x
1

= ĺım
x→+∞

2 log x

x
=

{
+∞
+∞

}
= ĺım

x→+∞

2 · 1

x
1

= ĺım
x→+∞

2

x
= 0.

Como consecuencia, la sucesión uk tiene ĺımite 0. Deducimos del criterio de
Leibniz que la serie dada es convergente.

5. Resolviendo la ecuación:

x =
2n±

√
4n2 − 4

2
=

2n± 2
√
n2 − 1

2
= n±

√
n2 − 1,

por tanto an = n+
√
n2 − 1 y bn = n−

√
n2 − 1.
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1)
∑

(−1)nbn es una serie alternada, veamos que se verifican las hipótesis

del criterio de Leibniz.

ĺım
n→+∞

bn = ĺım
n→+∞

(
n−

√
n2 − 1

)
= ĺım

n→+∞

1

n+
√
n2 − 1

= 0.

Por otra parte,

bn+1 − bn =
1

n+ 1 +
√

(n+ 1)2 − 1
− 1

n+
√
n2 − 1

< 0,

lo cual implica que bn es decreciente. La serie dada es convergente.

2)
∑ 1

an
=
∑ 1

n+
√
n2 − 1

es serie de términos positivos. Entonces,

ĺım
n→+∞

1

n+
√
n2 − 1

:
1

n
= ĺım

n→+∞

n

n+
√
n2 − 1

= 1 6= 0,

y la serie de términos positivos
∑ 1

n
es divergente. Por el criterio de com-

paración por cociente, la serie
∑ 1

an
es divergente.

3)
∑

b2n =
∑(

n−
√
n2 − 1

)2
es serie de términos positivos. Multiplican-

do y dividiendo por la expresión conjugada:∑
b2n =

∑ 1(
n+
√
n2 − 1

)2 .

Ahora bien,

ĺım
n→+∞

1(
n+
√
n2 − 1

)2 :
1

n2
=

1

4
6= 0,

y la serie de Riemann
∑ 1

n2
es convergente, luego también lo es

∑
b2n como

consecuencia del criterio de comparación por cociente.

4) Como an + bn = 2n, la serie dada es:

∑
e−(an+bn) =

∑
e−2n =

∑(
1

e2

)n
,

y 1/e2 < 1 luego
∑

e−(an+bn) es convergente por el conocido teorema sobre

la convergencia de series geométricas.
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10.12. Series telescópicas

1. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

(
arctan

1

n+ 1
− arctan

1

n

)
.

2. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

3. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n2 + 4n
.

4. Demostrar que si
∑+∞

n=1 un es telescópica con un = ϕ(n) − ϕ(n − 1), su
suma es

S =

(
ĺım

n→+∞
ϕ(n)

)
− ϕ(0),

en el supuesto de que exista ĺımn→+∞ ϕ(n).

5. Sea la serie
∑+∞

n=1 un y supongamos que existe una función ϕ tal que
un = ϕ(n+ 2)− ϕ(n) para todo n. Demostrar que la suma de la serie es

S = 2 ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2)) ,

en el supuesto de que exista ĺımn→+∞ ϕ(n).

6. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

(
−1

n+ 1
− arctann+ arctan(n+ 1)

)
.

7. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

−1

n2 + 5n+ 6
.

8. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

7

(2n− 1)(2n+ 1)
.

9. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

−3

n2 + 5n+ 4
.

10. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n(n+ q)
, siendo q un entero positivo.

11. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=2

log
n2

n2 − 1
.

12. Hallar la suma de la serie
+∞∑
n=0

n!

2n
(
1 + 1

2

)
. . .
(
1 + n

2

) .
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Solución. Recordamos que una serie
∑+∞

n=1 un se dice que es telescópica si
existe una función ϕ definida en N = {0, 1, 2, . . .} tal que:

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1) ∀n ≥ 1.

Se verifica:
Teorema. (Suma de una serie telescópica). Si

∑+∞
n=1 un es telescópica con

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1), su suma es

S =

(
ĺım

n→+∞
ϕ(n)

)
− ϕ(0),

en el supuesto de que exista ĺımn→+∞ ϕ(n).
Teorema. (Generalización del teorema anterior). Sea la serie

∑+∞
n=1 un y

supongamos que existe una función ϕ tal que un = ϕ(n + q) − ϕ(n) para
todo n, con q número natural. Entonces, la suma de la serie es

S = q ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2) + · · ·+ ϕ(q)) ,

en el supuesto de que exista ĺımn→+∞ ϕ(n).

1. Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1) con ϕ(n) = arctan
1

n+ 1
,

por tanto la suma de la serie telescópica dada es

S = ĺım
n→+∞

arctan
1

n+ 1
− ϕ(0) = arctan 0− arctan 1 = −π

4
.

2. Descomponiendo en suma de fracciones simples:

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.

Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1) con ϕ(n) = − 1

n+ 1
,

por tanto la suma de la serie telescópica dada es

S = ĺım
n→+∞

−1

n+ 1
− ϕ(0) = 0 + 1 = 1.

3. Descomponiendo en suma de fracciones simples:

1

n2 + 4n
=

1

n(n+ 4)
=

1/4

n
− 1/4

n+ 4
.
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Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n+ 4)− ϕ(n) con ϕ(n) =
−1/4

n
,

por tanto la suma de la serie es

S = 4 ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(3) + ϕ(4))

= 0−
(
−1

4
− 1

8
− 1

12
− 1

16

)
=

25

48
.

4. Tenemos

u1 = ϕ(1)− ϕ(0),

u2 = ϕ(2)− ϕ(1),

u3 = ϕ(3)− ϕ(2),

. . .

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1).

La suma S de la serie es por tanto

S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

(ϕ(n)− ϕ(0)) =

(
ĺım

n→+∞
ϕ(n)

)
− ϕ(0).

5. Podemos expresar

u1 = ϕ(3)− ϕ(1),

u2 = ϕ(4)− ϕ(2),

u3 = ϕ(5)− ϕ(3),

u4 = ϕ(6)− ϕ(4),

. . .

un−1 = ϕ(n+ 1)− ϕ(n− 1),

un = ϕ(n+ 2)− ϕ(n).

Efectuando las correspondientes cancelaciones:

Sn = ϕ(n+ 2) + ϕ(n+ 1)− ϕ(1)− ϕ(2).

La suma de la serie es

S = ĺım
n→+∞

ϕ(n+ 2) + ĺım
n→+∞

ϕ(n+ 1)− (ϕ(1) + ϕ(2))
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= 2 ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2)) .

6. Descomponiendo en fracciones simples:

−1

n+ 1
=

1

n+ 1
− 1

n
,

por tanto el término general un se puede escribir en la forma

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1) con ϕ(n) =
1

n+ 1
+ arctan(n+ 1).

Se trata pues de una serie telescópica cuya suma es

S =

(
ĺım

n→+∞
ϕ(n)

)
− ϕ(0) = (0 + arctan(+∞))− (1 + arctan 1)

=
π

2
− 1− π

4
=
π

4
− 1.

7. Descomponiendo en suma de fracciones simples:

−1

n2 + 5n+ 6
=

−1

(n+ 2)(n+ 3)
=

1

n+ 3
− 1

n+ 2
.

Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1) con ϕ(n) =
1

n+ 3
,

por tanto la suma de la serie serie telescópica dada es

S = ĺım
n→+∞

1

n+ 3
− ϕ(0) = 0− 1

3
= −1

3
.

8. Descomponiendo en suma de fracciones simples:

7

(2n− 1)(2n+ 1)
=

7/2

2n− 1
− 7/2

2n+ 1
.

Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n)− ϕ(n− 1) con ϕ(n) =
−7/2

2n+ 1
,

por tanto la suma de la serie serie telescópica dada es

S = ĺım
n→+∞

−7/2

2n+ 1
− ϕ(0) = 0−

(
−7

2

)
=

7

2
.
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9. Descomponiendo en suma de fracciones simples:

−3

n2 + 5n+ 4
=

−3

(n+ 1)(n+ 4)
=

1

n+ 4
− 1

n+ 1
.

Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n+ 3)− ϕ(n) con ϕ(n) =
1

n+ 1
,

por tanto la suma de la serie es

S = 3 ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(3))

= 0−
(

1

2
+

1

3
+

1

4

)
= −13

12
.

10. Descomponiendo en suma de fracciones simples:

1

n(n+ q)
=

1/q

n
− 1/q

n+ q
.

Podemos expresar el término enésimo en la forma

un = ϕ(n+ q)− ϕ(n) con ϕ(n) =
−1/q

n
,

por tanto la suma de la serie es

S = q ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2) + · · ·+ ϕ(q))

=
1

q

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

q

)
.

11. El término enésimo un es

un = log
n2

n2 − 1
= − log

n2 − 1

n2
= − log

n+ 1

n

n− 1

n

= − log
n+ 1

n
− log

n− 1

n
= log

n

n− 1
− log

n+ 1

n

Entonces,

u2 = log 2− log
3

2
,

u3 = log
3

2
− log

4

3
,

u4 = log
4

3
− log

5

4
,
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...

un = log
n

n− 1
− log

n+ 1

n
,

y la suma parcial enésima es

Sn = u2 + u3 + · · ·+ un = log 2− log
n+ 1

n
.

La suma S de la serie es por tanto

S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

(
log 2− log

n+ 1

n

)
= log 2− log 1 = log 2.

12. Tenemos(
1 +

1

2

)(
1 +

2

2

)
. . .
(

1 +
n

2

)
=

3

2
· 4

2
· . . . · n+ 2

2

=

(n+ 2)!

2
2n

=
(n+ 2)!

2n+1
.

La serie dada tiene por término general

un =
n!

2n · (n+ 2)!

2n+1

=
2

(n+ 1)(n+ 2)
=

2

n+ 1
− 2

n+ 2
.

u1 = 1− 2

3
,

u2 =
2

3
− 2

4
,

u3 =
2

4
− 2

5
,

. . .

un =
2

n+ 1
− 2

n+ 2
.

La suma S de la serie es por tanto

S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

(
1− 2

n+ 2

)
= 1− 0 = 0.
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10.13. Series hipergeométricas

1. Demostrar que la serie

+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
es hipergeométrica y hallar su suma.

2. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
.

3. Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie hipergeométrica. Demostrar que:

i) Si α+ β < γ, la serie es convergente con suma S =
γu1

γ − (α+ β)
.

ii) Si α+ β ≥ γ, la serie es divergente.

4. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
.

5. Dada la serie

+∞∑
n=2

n!

a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)
(a > 0),

analizar su carácter según los valores de a, y hallar la suma cuando sea
convergente.

Solución. Recordamos que una serie de términos positivos u1 + u2 + · · ·+
un + · · · se dice que es hipergeométrica cuando

un+1

un
=
αn+ β

αn+ γ
con α > 0 y γ 6= 0.

Además, si u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie hipergeométrica se verifica

i) Si α+ β < γ, la serie es convergente con suma S =
γu1

γ − (α+ β)
.

ii) Si α+ β ≥ γ, la serie es divergente.

1. Se verifica

un+1

un
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
:

1

n(n+ 1)
=

n

n+ 2
=

1 · n+ 0

1 · n+ 2
.

Como α = 1, β = 0 y γ = 2, la serie es claramente hipergeométrica. Además,
α+ β < γ y por tanto es convergente de suma:

S =
γu1

γ − (α+ β)
=

2(1/2)

2− (1 + 0)
= 1.
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Nota. Está serie ya se sumó como telescópica.

2. Se verifica

un+1

un
=

1

(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)
:

1

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)

=
(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)

(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)
=

2n− 1

2n+ 5
=
αn+ β

αn+ γ
.

Como α = 2, β = −1 y γ = 5, la serie es claramente hipergeométrica.
Además, α+ β < γ y por tanto es convergente de suma:

S =
γu1

γ − (α+ β)
=

5(1/15)

5− (2− 1)
=

1

12
.

3. i) Apliquemos el criterio de Raabe:

L = ĺım
n→+∞

n

(
1− un+1

un

)
= ĺım

n→+∞
n

(
1− αn+ β

αn+ γ

)

= ĺım
n→+∞

n · γ − β
αn+ γ

=
γ − β
α

.

Si α + β < γ, entonces α < γ − β, luego L = (γ − β)/α > 1 y la serie es
convergente. Hallemos en este caso su suma. Dando valores k = 1, 2, . . . , n−1
en la relación uk+1(αk + γ) = uk(αk + β), y añadiendo la igualdad trivial
un(nα+ β) = un(nα+ β) :

u2(α+ γ) = u1(α+ β)

u3(2α+ γ) = u2(2α+ β)

u4(3α+ γ) = u3(3α+ β)

. . .

un ((n− 1)α+ γ)) = un−1 ((n− 1)α+ β)

un(nα+ β) = un(nα+ β).

Sumando miembro a miembro las igualdades anteriores y agrupando, obte-
nemos

γ(Sn − u1) + (αn+ β)un = (α+ β)Sn,

en donde Sn = u1 + u2 + · · ·+ un. Despejando Sn :

Sn =
γu1

γ − (α+ β)
− un(αn+ β)

γ − (α+ β)
.
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Como la serie es convergente, existe S = ĺımn→+∞ Sn, luego también existe
el ĺımite de la sucesión

an =
un(αn+ β)

γ − (α+ β)
.

Veamos que an tiene ĺımite nulo. En efecto, si an → a 6= 0, usando la
igualdad anterior,

ĺım
n→+∞

(
un :

1

αn+ β

)
= (γ − (α+ β)) ĺım

n→+∞
an = (γ − (α+ β)) a 6= 0,

y la serie
∑+∞

n=1 un tendŕıa el mismo carácter que
∑+∞

n=1 1/(αn + β) que es
divergente (contradicción). Podemos pues concluir que

S =
γu1

γ − (α+ β)
, (α+ β < γ).

ii) Si α + β > γ, entonces α > γ − β, luego el ĺımite L asociado al criterio
de Raabe que calculamos en el apartado anterior es L = (γ − β)/α < 1, es
decir la serie es divergente.
Falta analizar el caso α + β = γ. En este caso, la igualdad del apartado
anterior

γ(Sn − u1) + (αn+ β)un = (α+ β)Sn

implica que

un =
γu1

αn+ β
,

y por tanto la serie es divergente.

4. Se verifica

un+1

un
=

1

(n+ 3)(n+ 4)
:

1

(n+ 2)(n+ 3)
=
n+ 2

n+ 4
=
αn+ β

αn+ γ
.

Como α = 1, β = 2 y γ = 4, la serie es claramente hipergeométrica. Además,
α+ β < γ y por tanto es convergente de suma:

S =
γu1

γ − (α+ β)
=

4(1/12)

4− (1 + 2)
=

1

3
.

5. La serie es de términos positivos. Usando el criterio del cociente:

un+1

un
=

(n+ 1)!

a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)(a+ n)
:
a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)

n!

=
n+ 1

n+ a
⇒ ĺım

n→+∞

un+1

un
⇒ ĺım

n→+∞

n+ 1

n+ a
= 1 (caso dudoso).
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Apliquemos el criterio de Raabe:

L = ĺım
n→+∞

n

(
1− un+1

un

)
= ĺım

n→+∞
n · a− 1

n
= a− 1.

La serie es convergente si a > 2, divergente si 0 < a < 2, y caso dudoso si
a = 2. En este último caso, la serie es

+∞∑
n=2

n!

2 · 3 · 4 · . . . · (n+ 1)
=

+∞∑
n=2

1

n+ 1
,

que claramente es divergente, basta compararla por cociente con la serie
armónica. Hallemos la suma de la serie para a > 2. Podemos expresar

+∞∑
n=2

n!

a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)
= −1

a
+

+∞∑
n=1

n!

a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)

y dado que un+1/un = (n + 1)/(n + a), la última serie es hipergeométrica
con α = 1, β = 1 y γ = a > 2. La suma S de la serie es por tanto

S = −1

a
+

a(1/a)

a− (1 + 1)
= −1

a
+

1

a− 2
=

2

a(a− 2)
(a > 2).

10.14. Series aritmético-geométricas

1. Hallar la suma de la serie

+∞∑
n=1

2n+ 5

3n
.

2. Siendo |r| < 1, demostrar que

i)
+∞∑
n=0

crn =
c

1− r
. ii)

+∞∑
n=0

(an+ b)rn =
b

1− r
+

ar

(1− r)2
.

Solución. Recordamos que se llama serie aritmético-geométrica a toda serie
de la forma

+∞∑
n=0

P (n)

kn
con P polinomio real y k ∈ R− {0}.

Al número r = 1/k se le llama razón de la serie aritmético-geométrica. Se
verifica:



280 10.14 Series aritmético-geométricas

i) Si P (n) = c constante, la suma de la serie es

+∞∑
n=0

crn =
c

1− r
, (|r| < 1).

ii) Si P (n) = an+ b, la suma de la serie es

+∞∑
n=0

(an+ b)rn =
b

1− r
+

ar

(1− r)2
, (|r| < 1).

1. Tenemos
+∞∑
n=1

2n+ 5

3n
=

+∞∑
n=1

(2n+ 5)

(
1

3

)n
= −5 +

+∞∑
n=0

(2n+ 5)

(
1

3

)n
= −5 +

5

1− 1/3
+

2(1/3)

(1− 1/3)2
= 4.

2. i) Usando el teorema del álgebra de series y el teorema relativo a la suma
de series geométricas:

+∞∑
n=0

crn = c
+∞∑
n=0

rn = c · 1

1− r
=

c

1− r
.

ii) Es inmediato comprobar que la serie
+∞∑
n=0

nrn es convergente (criterio del

cociente). Usando el teorema del álgebra de series:

+∞∑
n=0

(an+ b)rn = a
+∞∑
n=0

nrn + b
+∞∑
n=0

rn = a
+∞∑
n=0

nrn +
b

1− r
.

Llamemos H a la suma de la serie
+∞∑
n=0

nrn. Entonces:

H = r + 2r2 + 3r3 + 4r4 + · · · ,

rH = r2 + 2r3 + 3r4 + 4r5 + · · · ,
y restando a la primera igualdad la segunda, queda

H(1− r) = r + r2 + r3 + · · · = −1 + (1 + r + r2 + r3 + · · · )

= −1 +
1

1− r
=

r

1− r
, por tanto H =

r

(1− r)2
.

Podemos concluir que

+∞∑
n=0

(an+ b)rn =
b

1− r
+

ar

(1− r)2
.
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10.15. Series con factoriales en el denominador

1. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

3n2 + 2n+ 6

(n+ 2)!
.

2. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

n2 + 5n+ 1

n!
.

3. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

2n2 + 3n+ 1

(n+ 5)!
.

Solución. Consideremos las series de la forma

+∞∑
n=1

P (n)

(n+ a)!
con a ∈ N y P polinomio de grado k.

Para hallar la suma de estas series, podemos expresar el numerador de la
siguiente manera:

P (n) = Ak (n+ a)(n+ a− 1) . . .︸ ︷︷ ︸
k factores

+Ak−1 (n+ a)(n+ a− 1) . . .︸ ︷︷ ︸
k−1 factores

+ · · ·+A2 (n+ a)(n+ a− 1)︸ ︷︷ ︸
2 factores

+A1 (n+ a)︸ ︷︷ ︸
1 factor

+A0.

Los coeficientes indeterminados A0, A1, . . . , Ak se pueden determinar dando
a n los valores −a, −(a−1), etcétera. Un vez descompuesto P (n) en la forma
mencionada, expresamos la serie en suma de varias, cancelamos factores en
numeradores y denominadores, y aplicamos la fórmula que determina al
número e como suma de una serie:

e =
+∞∑
m=0

1

m!
.

1. Descomponemos el numerador en la forma

3n2 + 2n+ 6 = A2(n+ 2)(n+ 1) +A1(n+ 2) +A0.

Trivialmente, A2 = 3, y dando a n los valores −2 y −1 obtenemos A1 = −7
y A0 = 14. Usando el teorema del álgebra de series:

+∞∑
n=1

3n2 + 2n+ 6

(n+ 2)!
=

+∞∑
n=1

3(n+ 2)(n+ 1)− 7(n+ 2) + 14

(n+ 2)!
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= 3

+∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 1)

(n+ 2)!
− 7

+∞∑
n=1

(n+ 2)

(n+ 2)!
+ 14

+∞∑
n=1

1

(n+ 2)!

= 3

+∞∑
n=1

1

n!
− 7

+∞∑
n=1

1

(n+ 1)!
+ 14

+∞∑
n=1

1

(n+ 2)!

= 3

(
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

)
− 7

(
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · ·

)
+14

(
1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+ · · ·

)
= 3(e− 1)− 7(e− 2) + 14(e− 5/2)

= 10e− 24.

2. Descomponemos el numerador en la forma

n2 + 5n+ 1 = A2n(n− 1) +A1n+A0.

Trivialmente, A2 = 1, y dando a n los valores 0 y 1 obtenemos A1 = 6 y
A0 = 1. Usando el teorema del álgebra de series:

+∞∑
n=1

n2 + 5n+ 1

n!
=

+∞∑
n=1

n(n− 1) + 6n+ 1

n!

=
+∞∑
n=1

n(n− 1)

n!
+ 6

+∞∑
n=1

n

n!
+

+∞∑
n=1

1

n!

=

(
0 + 1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

)
+ 6

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

)
+

(
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

)
= e+ 6e+ e− 1 = 8e− 1.

3. Descomponemos el numerador en la forma

2n2 + 3n+ 1 = A2(n+ 5)(n+ 4) +A1(n+ 5) +A0.

Trivialmente, A2 = 2, y dando a n los valores −5 y −4 obtenemos A1 = −15
y A0 = 36. Usando el teorema del álgebra de series:

+∞∑
n=1

2n2 + 3n+ 1

(n+ 5)!
=

+∞∑
n=1

2(n+ 5)(n+ 4)− 15(n+ 5) + 36

(n+ 5)!

= 2
+∞∑
n=1

(n+ 5)(n+ 4)

(n+ 5)!
− 15

+∞∑
n=1

(n+ 5)

(n+ 5)!
+ 36

+∞∑
n=1

1

(n+ 5)!
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= 2

+∞∑
n=1

1

(n+ 3)!
− 15

+∞∑
n=1

1

(n+ 4)!
+ 36

+∞∑
n=1

1

(n+ 5)!

= 2

(
1

4!
+

1

5!
+ · · ·

)
− 15

(
1

5!
+

1

6!
+ · · ·

)
+ 36

(
1

6!
+

1

7!
+ · · ·

)
= 2

(
e− 1− 1

1!
− 1

2!
− 1

3!

)
− 15

(
e− 1− 1

1!
− 1

2!
− 1

3!
− 1

4!

)
+36

(
e− 1− 1

1!
− 1

2!
− 1

3!
− 1

4!
− 1

5!

)
= 23e− 7501

120
.

10.16. Suma de series numéricas por desarrollos
en serie de funciones

1. Hallar la suma de la serie

1

2
− 1

8
+

1

24
− 1

64
+ · · ·+ (−1)n

n2n
+ · · · .

2. Hallar la suma de las siguientes series, usando para ello desarrollos en
serie conocidos.

1) 2 +
8

6
+

32

120
+

128

5040
+ · · · . 2) 1 +

1

4
+

1

24
+

1

720
+ · · · .

3. Hallar la suma de las siguientes series, usando para ello desarrollos en
serie conocidos.

1) 1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n

n
+ · · · . 2)

+∞∑
n=0

(−1)n
√

3

3n+1(2n+ 1)
. 3)

+∞∑
n=0

1

2nn!
.

4. Hallar la suma de la serie

+∞∑
n=0

n+ e

n!
· 2n.

Solución. Recordemos que se verifican las igualdades:

1) ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

=
+∞∑
k=0

xk

k!
(∀x ∈ R) .

2) senx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

=

+∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
(∀x ∈ R) .
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3) cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · ·

=
+∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
(∀x ∈ R) .

4) shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

=
+∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
(∀x ∈ R) .

5) chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · ·

=
+∞∑
k=0

x2k

(2k)!
(∀x ∈ R) .

6) arctanx = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)nx2n+1

2n+ 1
+ · · ·

=

+∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

2k + 1
(|x| < 1) .

7) log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n+1xn

n
+ · · ·

=
+∞∑
k=1

(−1)k+1xk

k
(∀x ∈ (−1, 1]) .

8) log(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · ·

= −
+∞∑
k=1

xk

k
(∀x ∈ [−1, 1)) .

9) (1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 · · ·+

(
p

n

)
xn + · · ·

=
+∞∑
k=0

(
p

k

)
xk (p ∈ R y |x| < 1) .

1. La podemos expresar en la forma

1/2− (1/2)2

2
+

(1/2)3

3
− (1/2)4

64
+ · · ·+ (−1)n(1/2)n

n
+ · · · .

Ahora bien,

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n+1xn

n
+ · · · (∀x ∈ (−1, 1]) ,
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por tanto

1

2
− 1

8
+

1

24
− 1

64
+ · · ·+ (−1)n

n2n
+ · · · = log(1 + 1/2) = log

3

2
.

2. Tenemos

1) 2 +
8

6
+

32

120
+

128

5040
+ . . . =

2

1!
+

23

3!
+

25

5!
+

27

7!
+ . . . = senh 2.

2)
1

1!
+

12

2!
+

13

4!
+

14

6!
+ . . . = cosh 1.

3. Tenemos

1) 1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n

n
+ · · · = log(1 + 1) = log 2.

2)
+∞∑
n=0

(−1)n
√

3

3n+1(2n+ 1)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

3−1/23n+1(2n+ 1)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

3(2n+1)/2(2n+ 1)

=

+∞∑
n=0

(−1)n

(
√

3)2n+1(2n+ 1)
=

+∞∑
n=0

(−1)n(1/
√

3)2n+1

2n+ 1
= arctan

1√
3

=
π

6
.

3)
+∞∑
n=1

1

2nn!
=

+∞∑
n=1

(1/2)n

n!
= e1/2 =

√
e.

4. Podemos escribir

+∞∑
n=0

n+ e

n!
· 2n =

+∞∑
n=0

n

n!
· 2n +

+∞∑
n=0

e · 2n

n!
= 2

+∞∑
n=0

n

n!
· 2n−1 + e

+∞∑
n=0

2n

n!

= 2
+∞∑
n=1

2n−1

(n− 1)!
+ e

+∞∑
n=0

2n

n!
= 2

+∞∑
n=0

2n

n!
+ e

+∞∑
n=0

2n

n!
.

Por otra parte, ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
para todo x ∈ R, por tanto

+∞∑
n=0

n+ e

n!
· 2n = 2e2 + +e · e2 = 2e2 + e3.

10.17. El número e es irracional

Se sabe que número e de Euler se define como el ĺımite:

e = ĺım
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
,
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y que dicho número se puede expresar como la suma de una serie:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . . =

+∞∑
k=0

1

k!
. (∗)

1. Sea sn la suma parcial enésima de la serie que aparece en (∗). Demostrar
que

0 < e− sn <
1

n! n
(∀n ≥ 1).

2. Supongamos que e = p/q con p y q enteros positivos. Demostrar que
q!(e− sq) es un número entero.
3. Usando la desigualdad del primer apartado, demostrar que

0 < q!(e− sq) < 1.

4. ¿Qué conclusión se deduce de los dos apartados anteriores?

Solución. 1. La sucesión sn es de términos positivos y estrictamente cre-
ciente, en consecuencia sn < e para todo n o equivalentemente 0 < e − sn
para todo n. Por otra parte:

e− sn =

+∞∑
k=0

1

k!
−

n∑
k=0

1

k!
=

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 3)!
+ . . .

<
1

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ . . .

)
.

Para n ≥ 1 se verifica |1/(n + 1)| < 1 y por tanto la serie geométrica que
aparece es convergente:

1 +
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ . . . =

1

1− 1
n+1

=
n+ 1

n
.

De esta manera, obtenemos:

e− sn <
1

(n+ 1)!

n+ 1

n
=

1

n! n
(∀n ≥ 1). (1)

2. De la hipótesis e = p/q con p y q enteros positivos deducimos que q!e =
q!(p/q) es entero. Por otra parte:

q!sq = q!

(
1 + 1 +

1

2!
+ . . .+

1

q!

)
.

es claramente, un número entero, con lo cual q!(e− sq) = q!e− q!sq también
es entero.
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3. De la igualdad (1) deducimos

0 < q! (e− sq) <
1

q
≤ 1.

4. Si fuera e = p/q con p y q enteros positivos, es decir si e fuera un número
racional, se deduciŕıa que el número entero q!(e − sq) estaŕıa comprendido
entre 0 y 1, lo cual es absurdo. Por tanto, e es un número irracional.

10.18. Suma de una serie a partir de la de Basilea

Hallamos la suma de una serie a partir de la de Basilea

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Se considera la serie
∞∑
n=1

2n− 1

n2(n+ 1)2
.

(a) Demostrar que es convergente.

(b) Hallar su suma sabiendo que
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Solución. (a) La serie dada es de términos positivos. Además:

ĺım
n→∞

(
2n− 1

n2(n+ 1)2
:

1

n3

)
= 1.

De acuerdo con el criterio de comparación por cociente, la serie dada tiene
el mismo carácter que la

∑∞
n=1 1/n3, siendo ésta convergente. La serie dada

es por tanto convergente.

(b) Efectuemos la descomposición

2x− 1

x2(x+ 1)2
=
A

x
+
B

x2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2
. (1)

Operando, podemos expresar (1) en la forma:

2x− 1

x2(x+ 1)2
=
Ax(x+ 1)2 +B(x+ 1)2 + Cx2(x+ 1) +Dx2

x2(x+ 1)2
. (2)

Igualando numeradores en (2) y particularizando x = 0 y x = −1 obtenemos
los valores B = −1 y D = −3. Sustituyendo estos valores e identificando
coeficientes, obtenemos un sistema que proporciona los valores A = 4 y
C = −4. La igualdad (2) es una igualdad de funciones válida para todo
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x ∈ R−{0,−1}, en consecuencia es válida para todo natural n ≥ 1. Podemos
por tanto expresar

2n− 1

n2(n+ 1)2
=

4

n
− 1

n2
− 4

n+ 1
− 3

(n+ 1)2
. (3)

Sea Sn la suma parcial enésima de la serie dada y Tn la de la serie
∑∞

n=1 1/n2.
Entonces, usando (3) :

Sn = 4

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
− 4

(
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n+ 1

)

−
(

1 +
1

22
+ . . .+

1

n2

)
− 3

(
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

(n+ 1)2

)

= 4− 4

n+ 1
− 4Tn + 3− 3

(n+ 1)2
.

La suma S pedida es por tanto:

S = ĺım
n→∞

Sn = 7− 4π2

6
=

21− 2π2

3
.

10.19. Producto de Cauchy de series, contraejem-
plo

Demostramos que el producto de Cauchy de dos series convergentes no es
en general convergente.

Sabido es que para dos series de números reales
∑

n≥0 un y
∑

n≥0 vn absolu-
tamente convergentes, de sumas U y V respectivamente, las serie producto
de Cauchy ∑

n≥0

wn, en donde wn =
∑
i+j=n

uivj

es absolutamente convergente de suma UV. Demostrar que no es cierto en
general que si la convergencia de las series no es absoluta, su producto de
Cauchy no tiene por qué ser convergente. Para ello, efectuar el producto de
Cauchy de la siguiente serie por ella misma:

∞∑
n=0

(−1)n√
n+ 1

.
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Solución. Usando el criterio de Leibniz para series alternadas fácilmente
comprobamos que la serie dada es convergente. Por otra parte,

√
n+ 1/n1/2 →

1 cuando n→∞ lo cual implica por el criterio de comparación por cocien-
te que la serie no es absolutamente convergente. Hallemos el producto de
Cauchy de la serie por ella misma. Tenemos:

wn =
∑
i+j=n

(−1)i(−1)j√
i+ 1

√
j + 1

= (−1)n
n∑
i=0

1√
(i+ 1)(n− i+ 1)

.

Para todo par de números reales A,B se verifica AB = (1/4)[(A + B)2 −
(A−B)2] por tanto

(i+ 1)(n− i+ 1) =
1

4
((n+ 2)2 − (n− 2i)2) ≤ 1

4
(n+ 2)2.

Esto implica

n∑
i=0

1√
(i+ 1)(n− i+ 1)

≥ (n+ 1)
2

n+ 2
→ 2 ( si n→∞).

Es decir, ĺımn→∞wn 6= 0 y la serie producto de Cauchy no es convergente.
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Caṕıtulo 11

Series funcionales

11.1. Ĺımite puntual

1. Se considera la sucesión de funciones fn : [−1, 1] → R, fn(x) = xn. De-
terminar la función ĺımite puntual.

2. Se considera la sucesión de funciones fn : R→ R, fn(x) = e−n
2x2 . Deter-

minar la función ĺımite puntual.

3. Se considera la sucesión de funciones fn : R → R, fn(x) =
x

1 + nx2
.

Determinar la función ĺımite puntual.

Solución. Supongamos que tenemos una sucesión de funciones reales f1, f2, . . .
definidas en un subconjunto S de R. Sea

S′ = {x ∈ S : fn(x) es convergente}.

Queda aśı definida una función

f : S′ → R, f(x) = ĺım
n→∞

fn(x).

A la función f se la llama función ĺımite puntual de la sucesión fn, y escri-
bimos fn → f en S′.

1. Si |x| < 1, fn(x) = xn → 0 por una conocida propiedad de ĺımies de suce-
siones. Si x = 1, 1n = 1 y por tanto, fn(1)→ 1. Si x = −1, fn(−1) = (−1)n

que es una sucesión oscilante. En consecuencia, la función ĺımite puntual es

f : (−1, 1]→ R,

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x) =

{
0 si |x| < 1
1 si x = 1.

291
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2. Si x = 0, fn(x) = 1→ 1. Si x 6= 0, en
2x2 → +∞ y por tanto,

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

1

en2x2
= 0

En consecuencia, la función ĺımite puntual es

f : R→ R, f(x) =

{
0 si x 6= 0
1 si x = 0.

3. Si x = 0, fn(0) = 0→ 1. Si x 6= 0, 1 + nx2 → +∞ y por tanto,

ĺım
n→∞

fn(x) = x ĺım
n→∞

1

1 + nx2
= x · 0 = 0

En consecuencia, la función ĺımite puntual es

f : R→ R, f(x) =

{
0 si x 6= 0
1 si x = 0.

11.2. Convergencia uniforme de sucesiones de fun-
ciones

1. Demostrar que la sucesión de funciones

fn : (−1, 1)→ R, fn(x) = xn

converge puntualmente en (−1, 1) pero no uniformemente.

2. Se considera la sucesión de funciones:

fn : (0,+∞)→ R, fn(x) = e−n
2x2 .

Determinar la función ĺımite puntual f y analizar si fn → f uniformemente.

3. Demostrar que la sucesión de funciones fn(x) =
x

nx+ 1
converge unifor-

memente hacia la función nula en el intervalo (0, 1).

4. Sea I un intervalo de la recta real y fn : I → R una sucesión de funciones
continuas que converge uniformemente a la función f en I. Demostrar que
f es continua.

5. Demostrar que que la sucesión de funciones fn : (−1, 1]→ R, fn(x) = xn

no converge uniformemente.
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6. Mostrar con un ejemplo que una sucesión de funciones fn puede converger
a una función continua sin que la convergencia sea uniforme.

7. Sea fn : [a, b] → R una sucesión de funciones continuas que converge
uniformemente a la función f en [a, b]. Demostrar que

ĺım
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

8. Se considera la sucesión de funciones fn : [0, 1] → R, fn(x) = nxe−nx
2
.

Comprobar que

ĺım
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx 6=

∫ 1

0
ĺım
n→∞

fn(x) dx.

Esto prueba que en general las operaciones ĺımite e integración no se pueden
intercambiar.

9. Sea fn : [a, b] → R una sucesión de funciones derivables con derivada
continua en [a, b] (es decir fn ∈ C1[a, b]). Supongamos que se verifica
(i) fn → f uniformemente en [a, b].
(ii) f ′n → g uniformemente en [a, b].
Demostrar que g admite derivada continua y además f ′ = g en [a, b].

10. Demostrar el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme:
Sea I ⊂ R intervalo y fn : I → R una sucesión de funciones. Entonces, fn
converge uniformemente a un ĺımite f en I si, y sólo si para todo ε > 0
existe un número natural n0 tal que m,n ≥ n0 implica |fm(x)− fn(x)| < ε
para todo x ∈ I.

Solución. 1. Dado que |x| < 1, se verifica xn → 0 y por tanto fn converge
puntualmente en (−1, 1) a la función nula. Veamos que la convergencia no
es uniforme. Elijamos 0 < ε < 1 y supongamos que existe n0 natural tal que
|xn − 0| < ε para todo n ≥ n0 y para todo x ∈ (−1, 1). Entonces, teniendo
en cuenta que log |x| < 0 :

|xn| < ε⇔ |x|n < ε⇔ n log |x| < log ε⇔ n >
log ε

log |x|
.

Ahora bien, si x → 1, log |x| → 0 y por tanto log ε/ log |x| → +∞ (pues
log ε < 0). Esto es una contradicción pues para cualquier n ≥ n0 podemos
elegir valores de x ∈ (−1, 1) que cumplan |xn| 6< ε. La convergencia no es
uniforme.



294 11.2 Convergencia uniforme de sucesiones de funciones

2. Como −n2x2 → −∞ para todo x > 0, fn(x) → 0 y por tanto la fun-
ción ĺımie puntual es la función nula. Veamos que la convergencia no es
uniforme. Elijamos 0 < ε < 1 y supongamos que existe n0 natural tal que∣∣∣e−n2x2 − 0

∣∣∣ < ε para todo n ≥ n0 y para todo x ∈ (0,+∞). Entonces,∣∣∣e−n2x2 − 0
∣∣∣ < ε⇔ e−n

2x2 < ε⇔ −n2x2 < log ε

⇔ n2x2 > − log ε⇔ n >

√
− log ε

x
.

Ahora bien, si x→ 0,
√

(− log ε)/x→ +∞. Esto es una contradicción pues
para cualquier n ≥ n0 podemos elegir valores de x ∈ (0,+∞) que cumplan
e−n

2x2 6< ε. La convergencia no es uniforme.

3. Sea ε > 0. Tenemos las equivalencias

|fn(x)− 0| < ε⇒ x

nx+ 1
< ε⇔ x

ε
< nx+ 1

⇔ x

ε
− 1 < nx⇔ 1

ε
− 1

x
< n.

Como x ∈ (0, 1), 1/x > 1 lo cual implica que 1/ε− 1/x < 1/ε− 1. Entonces,
eligiendo n0 natural tal que n0 > 1/ε − 1, se verifica |fn(x)− 0| < ε para
todo n ≥ n0 y para todo x ∈ (0, 1). Concluimos que fn → 0 en (0, 1) unifor-
memente.

4. Sea x0 ∈ I genérico. Demostremos que f es continua en x0. Sea ε > 0.
Por ser fn continua en x0, existe δ > 0 tal que

|fn(x)− fn(x0)| < ε/3 si |x− x0| < δ.

Como fn → f uniformemente en [a, b] existe un n0 natural tal que

|fn(x)− f(x)| < ε/3 si n ≥ n0 y ∀x ∈ I,

|fn(x0)− f(x0)| < ε/3 si n ≥ n0.

Sumando y restando fn(x) y fn(x0) :

|f(x)− f(x0)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(x0) + fn(x0)− f(x0)|

≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)|

< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.
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Por tanto, f es continua para todo x0 ∈ I, luego es continua en I.

5. Las funciones fn son continuas en (−1, 1] y vimos en otro ejercicio que la
función ĺımite puntal es

f : (−1, 1]→ R, f(x) =

{
0 si x ∈ (−1, 1)
1 si x = 1,

que no es continua. En consecuencia la convergencia no puede ser uniforme.

6. Vimos en otro ejercicio que la sucesión de funciones fn : (−1, 1) → R,
fn(x) = xn converge no uniformemente a la sucesión nula (que es continua).

7. La integral
∫ b
a f(x) dx existe pues sabemos que f ha de ser continua en

[a, b]. Sea ε > 0, como fn → f uniformemente existe n0 natural tal que

|fn(x)− f(x)| < ε

b− a
si n ≥ n0 y ∀x ∈ [a, b].

Entonces, ∣∣∣∣∫ b

a
fn(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a
(fn(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣
≤
∫ b

a
|fn(x)− f(x)| dx ≤ ε

b− a
· (b− a) = ε.

Es decir, ĺım
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

8. Por una parte tenemos∫ 1

0
fn(x) dx = −1

2

∫ 1

0
(−2nx)e−nx

2
dx = −1

2

[
e−nx

2
]1

0

=
1

2

(
e−n − 1

)
⇒ ĺım

n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

1

2
.

Por otra parte, fn(0) = 0 y fn(x) = nx/enx
2 → 0 en (0, 1] pues el numerador

es infinito de orden menor que el denominador. La función ĺımite puntual es
la función nula y por tanto,∫ 1

0
ĺım
n→∞

fn(x) dx =

∫ 1

0
0 dx = 0.



296 11.2 Convergencia uniforme de sucesiones de funciones

9. Las funciones fn(x) y fn(a) +
∫ x
a f
′
n(t) dt tienen la misma derivada en

[a, b] por tanto

fn(x) = K + fn(a) +

∫ x

a
f ′n(t) dt (K constante). (1)

Haciendo x = a obtenemos K = 0, es decir

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a
f ′n(t) dt.

Como f ′n → g uniformemente,∫ x

a
f ′n(t) dt→

∫ x

a
g(t) dt.

Tomando ĺımites en (1) cuando n→∞ :

f(x) = fn(a) +

∫ x

a
g(t) dt. (2)

La función g es continua por ser ĺımite uniforme de funciones continuas.
Derivando la igualdad (2) obtenemos g′ = f.

10. Supongamos que fn tiende uniformemente hacia una función f en I. Sea
ε > 0. Existe n0 número natural tal que

n ≥ n0 ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε/2 ∀x ∈ I.

Entonces,

m,n ≥ n0 ⇒
{
|fm(x)− f(x)| < ε/2
|fn(x)− f(x)| < ε/2

∀x ∈ I

⇒ |fm(x)− fn(x)| = |fm(x)− f(x) + f(x)− fn(x)| ∀x ∈ I

≤ |fm(x)− f(x)|+ |fn(x)− f(x)| < ε/2 + ε/2 = ε ∀x ∈ I.

Rećıprocamente, supongamos que se verifica la condición del enunciado. Por
el criterio de Cauchy ordinario, para todo x ∈ I la sucesión numérica fn(x)
tiene como ĺımite un número al que llamaremos f(x). Sea ε > 0. Por hipótesis
existe un número natural n0 tal que

m,n ≥ n0 ⇒ |fm(x)− fn(x)| < ε/2 ∀x ∈ I.

Fijemos x en I y n ≥ n0. La igualdad anterior es válida para todo m ≥ n0,
por tanto tomando ĺımites cuando m→∞ :

|f(x)− fn(x)| ≤ ε/2 < ε ∀n ≥ n0. ∀x ∈ I.

Es decir, fn → f uniformemente.
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11.3. Teorema de Dini

1. Demostrar el teorema de Dini:
Sea (E, d) un espacio métrico compacto y fn : E → R una sucesión de fun-
ciones continuas (monótona creciente o monótona decreciente). Entonces, si
fn → f en E y f es continua, la convergencia es uniforme.

2. Se considera la sucesión de funciones fn : [0, 1] → R definida de forma
recurrente por f0(x) = 1, fn(x) =

√
x fn−1(x). Demostrar que la sucesión

converge en [0, 1] y que la convergencia es uniforme.

Solución. 1. Supongamos que (fn) es monótona creciente (el caso decre-
ciente se demostraŕıa de forma análoga). Sea ε > 0 y x ∈ E, entonces existe
n(x) entero positivo tal que f(x)− fm(x) < ε/3 para todo m ≥ n(x).

Como f y fn(x) son continuas, existe un entorno abierto V (x) de x tal que
si y ∈ V (x) se verifica |f(x)− f(y)| < ε/3 y |fn(x)(x)− fn(x)(y)| < ε/3. Por
otra parte

f(y)− fn(x)(y) =
∣∣f(y)− fn(x)(y)

∣∣
=
∣∣f(y)− f(x) + f(x)− fn(x)(x) + fn(x)(x)− fn(x)(y)

∣∣
≤ |f(y)− f(x)|+

∣∣f(x)− fn(x)(x)
∣∣+
∣∣fn(x)(x)− fn(x)(y)

∣∣
< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

Es decir, en V (x) tenemos f(y)− fn(x)(y) < ε. Dado que {V (x) : x ∈ E} es
un recubrimiento por abiertos del espacio compacto E, existe un subrecu-
brimiento finito {V (x1), . . . , V (xp)}.

Sea n0 = n(x0) = mı́n{n(x1), . . . , n(xp)}. Para cada x ∈ E, x pertenece a
uno de los V (xi). Entonces, si n ≥ n0

f(x)− fn(x) ≤ f(x)− fn0(x) ≤ f(x)− fn(xi)(x) < ε (∀x ∈ E).

Por tanto fn → f en E uniformemente.

2. Tenemos

f0(x) = 1, f1(x) =
√
x = x1/2, f2(x) =

√
x · x1/2 = x3/4,

f3(x) =
√
x · x3/4 = x7/8, f4(x) =

√
x · x7/8 = x15/16.

Esto sugiere la fórmula fn(x) = x(2n−1)/2n , fórmula esta fácilmente demos-
trable por inducción, por tanto f(x) = ĺımn→∞ fn(x) = x1 = x..
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La sucesión an = (2n − 1)/2n = 1− 1/2n es monótona creciente. En efecto

an ≤ an+1 ⇔ 1− 1

2n
≤ 1− 1

2n+1
⇔ 1

2n+1
≤ − 1

2n
⇔ 2n ≤ 2n+1.

y la última desigualdad es evidente. Como 0 ≤ x ≤ 1 se verifica

fn(x) = xan ≥ xan+1 = fn+1(x) (∀x ∈ [0, 1]).

Es decir, tenemos una sucesión fn de funciones continuas, monótona decre-
ciente sobre el compacto [0, 1] cuyo ĺımite es la función continua f(x) = x.
Como consecuencia del Teorema de Dini se verifica que la convergencia es
uniforme.

11.4. Series uniformemente convergentes. Criterio
de Weierstrass

1. Demostrar que la serie
∞∑
n=1

sen2 x

2n + 1
es uniformemente convergente en R.

2. Demostrar que la serie
∞∑
n=1

e−nx
2

n2 + x2
es uniformemente convergente en R.

3. Sea f(x) =
∞∑
n=1

sennx

n3
. Demostrar que

∫ π

0
f(x) dx = 2

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4
.

4. Estudiar la convergencia de la serie numérica:

+∞∑
n=0

∫ 1

0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
dx.

En caso de ser convergente, hallar su suma (Propuesto en examen, Cálculo,
ETS de Ing. de Montes, UPM).

5. Demostrar el criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de
series:
Sea I un intervalo de R y u1 + u2 + · · · + un + · · · una serie de funciones
definidas en I. Supongamos que existe una sucesión de constantes reales
αn ≥ 0 que satisfacen |un(x)| ≤ αn para todo x ∈ I. Entonces, si

∑∞
n=1 αn

es convergente, la serie
∑∞

n=1 un es uniformemente convergente en I.

Solución. 1. Tenemos∣∣∣∣ sen2 x

2n + 1

∣∣∣∣ =

∣∣sen2 x
∣∣

2n + 1
≤ 1

2n + 1
≤ 1

2n
∀x ∈ R.



Caṕıtulo 11. Series funcionales 299

Dado que la serie
∑∞

n=1 1/2n es convergente, la serie dada es uniformemente
convergente en R como consecuencia del criterio de Weierstrass.

2. Tenemos ∣∣∣∣∣ e−nx
2

n2 + x2

∣∣∣∣∣ =
e−nx

2

n2 + x2
≤ 1

n2 + x2
≤ 1

n2
∀x ∈ R.

Dado que la serie
∑∞

n=1 1/n2 es convergente, la serie dada es uniformemente
convergente en R como consecuencia del criterio de Weierstrass.

3. Veamos que la serie dada converge uniformemente en R. Tenemos∣∣∣sennx

n3

∣∣∣ =
|sennx|
n3

≤ 1

n3
∀x ∈ R.

Dado que la serie
∑∞

n=1 1/n3 es convergente, la serie dada es uniformemente
convergente en R como consecuencia del criterio de Weierstrass. En conse-
cuencia se verifica∫ π

0
f(x) dx =

∞∑
n=1

∫ π

0

sennx

n3
dx =

∞∑
n=1

− 1

n4
[cosnx]π0

=

∞∑
n=1

−cosnπ − cos 0

n4
=

∞∑
n=1

1− (−1)n

n4
.

Si n es par, 1− (−1)n = 0 y si es impar 1− (−1)n = 2. Por tanto,∫ π

0
f(x) dx = 2

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4
.

4. Para todo x ∈ [0, 1] se verifica 1/(x4 + 2x2 + 2) ≤ 1/2, entonces:

1

x4 + 2x2 + 2
≤ 1

2
⇒
(

1

x4 + 2x2 + 2

)n
≤ 1

2n

⇒
∫ 1

0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
dx ≤

∫ 1

0

1

2n
dx =

1

2n
.

La serie de términos positivos dada está pues mayorada por la serie geométri-
ca convergente

∑+∞
n=0(1/2)n, en consecuencia es convergente. Consideremos

ahora la serie funcional:

S
+∞∑
n=0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
.
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Tenemos: ∣∣∣∣( 1

x4 + 2x2 + 2

)n∣∣∣∣ ≤ (1

2

)n
, ∀x ∈ [0, 1].

Dado que la serie
∑+∞

n=0(1/2)n es convergente, por el criterio de Weierstrass,
la serie S es uniformemente convergente en [0, 1], lo cual implica que se
puede integrar término a término en [0, 1]. Llamemos S(x) a la suma de la
serie S, entonces:

+∞∑
n=0

∫ 1

0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
dx =

∫ 1

0
S(x) dx.

La serie S es geométrica de razón r < 1 su suma es por tanto:

S(x) =
+∞∑
n=0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
=

1

1− 1

x4 + 2x2 + 2

=
x4 + 2x2 + 2

x4 + 2x2 + 1
= 1 +

1

x4 + 2x2 + 1
= 1 +

1

(x2 + 1)2
.

Entonces:∫
S(x) dx = x+

∫
dx

(x2 + 1)2
= . . . = x+

1

2

x

x2 + 1
+

arctanx

2
+ C.

Hemos omitido los cálculos que corresponden al método de Hermite por lo
rutinario de los mismos. Tenemos pues:∫ 1

0
S(x) =

[
x+

1

2

x

x2 + 1
+

arctanx

2

]1

0

=
4

5
+
π

8
.

Es decir
+∞∑
n=0

∫ 1

0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
dx =

4

5
+
π

8
.

5. Sea ε > 0. Por el criterio de Cauchy para la convergencia de series numéri-
cas, existe un número natural n0 tal que

n ≥ m ≥ n0 ⇒ αm + αm+1 + · · ·+ αn < ε.

Entonces,

n ≥ m ≥ n0 ⇒ |um(x) + um+1(x) + · · ·+ un(x)|

≤ |um(x)|+ |um+1(x)|+ · · ·+ |un(x)| ≤ αm + αm+1 + · · ·+ αn < ε.

El teorema es consecuencia del criterio de Cauchy para la convergencia uni-
forme de series.
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11.5. Series enteras o de potencias, radio de con-
vergencia

1. Sea la serie entera
∑
n≥0

anx
n. Demostrar que si converge para x = x0 6= 0,

entonces converge para todo x tal que |x| < |x0| .

2. Sea la serie entera
∑
n≥0

anx
n. Demostrar que existe un único R ∈ [0,+∞]

tal que:
i) Si |x| < R la serie es absolutamente convergente.
ii) Si |z| > R la serie es divergente.

3. Para las siguientes series enteras determinar su radio de convergencia, el
intervalo abierto de convergencia absoluta, y estudiar la convergencia en los
extremos del intervalo.

a)
∞∑
n=0

xn. b)
∞∑
n=1

xn

n2n
. c)

∞∑
n=0

x2n−1

2n− 1
. d)

∞∑
n=0

2n−1x2n−1

(4n− 3)2
.

4. Para las siguientes series enteras determinar su radio de convergencia, el
intervalo abierto de convergencia absoluta, y estudiar la convergencia en los
extremos del intervalo.

a)

∞∑
n=0

n!xn. b)

∞∑
n=0

xn

n!
. c)

∞∑
n=1

(x− 3)n

n5n
. d)

∞∑
n=1

(x+ 3)n

n2
.

5. Demostrar la fórmula de Hadamard:

Sea la serie entera

+∞∑
n=0

anx
n y R su radio de convergencia. Entonces

1

R
= ĺım sup

n→+∞
|an|1/n .

6. Usando la fórmula de Hadamard hallar el radio de convergencia de la serie

+∞∑
n=1

anx
n , a2n =

(
1

2

)2n

, a2n+1 =

(
1

3

)2n+1

.

Solución. 1. Si la serie converge para x = x0, entonces anx
n
0 → 0, lo cual

implica que existe K ≥ 0 tal que |anxn0 | ≤ K para todo n. Entonces, si
|x| < |x0| :

|anxn| = |anxn0 |
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n ≤ K ∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n .
La serie de término general |x/x0|n es geométrica de razón menor que 1,
luego es convergente. Por el teorema del álgebra de series también lo es la
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de término general K |x/x0|n y por el criterio de la mayorante, también lo

es
∑
n≥0

|anxn| .

2. Existencia de R. Llamemos

S = {x ∈ R :
∑
n≥0

anx
n converge}, S′ = {|x| : x ∈ S}.

Como 0 ∈ S, también 0 ∈ S′ es decir S′ 6= ∅. Llamemos R = supS′ (será fi-
nito o infinito). Sea x tal que |x| < R, entonces |x| no es cota superior de S′

lo cual implica que existe x0 ∈ S con |x| < |x0| . Por el problema anterior,
la serie converge absolutamente en x.

Sea x tal que |x| > R. Si la serie fuera convergente en x, entonces x ∈ S con
lo cual |x| ∈ S′ y R no seŕıa cota superior de S′ (absurdo).

Unicidad de R. Si existieran dos R < R′ cumpliendo las condiciones i) y ii),
elijamos x tal que R < |x| < R′. Entonces la serie seŕıa a la vez absoluta-
mente convergente y divergente en x (absurdo).

3. a) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

|x| = |x| < 1⇔ x ∈ (−1, 1).

El radio de convergencia es R = 1, y el intervalo abierto de convergencia
absoluta es (−1, 1). Para x = −1 obtenemos la serie

∑∞
n=0(−1)n, que es di-

vergente pues el término general (−1)n no tiende a 0. Para x = 1 obtenemos
la serie

∑∞
n=0 1, que es divergente por las mismas razones.

b) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)2n+1
· n2n

xn

∣∣∣∣ = |x| ĺım
n→∞

∣∣∣∣ n

2(n+ 1)

∣∣∣∣
=
|x|
2
< 1⇔ |x| < 2⇔ x ∈ (−2, 2).

El radio de convergencia es R = 2, y el intervalo abierto de convergencia
absoluta es (−2, 2). Para x = −2 obtenemos la serie

∑∞
n=1(−1)n/n, que es

condicionalmente convergente (serie armónica alternada) Para x = 2 obte-
nemos la serie

∑∞
n=1 1/n, que es divergente (serie armónica).



Caṕıtulo 11. Series funcionales 303

c) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ x2n+1

2n+ 1
· 2n− 1

x2n−1

∣∣∣∣ = |x|2 ĺım
n→∞

∣∣∣∣2n− 1

2n+ 1

∣∣∣∣
= |x|2 < 1⇔ |x| < 1⇔ x ∈ (−1, 1).

El radio de convergencia es R = 1, y el intervalo abierto de convergencia
absoluta es (−1, 1). Para x = −1 obtenemos la serie

∑∞
n=0(−1)n/(2n − 1),

que es condicionalmente convergente (criterio de Leibniz). Para x = 1 obte-
nemos la serie

∑∞
n=0 1/(2n− 1), que es divergente (comparación con la serie

armónica).

d) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ 2nx2n+1

(4n+ 1)2
· (4n− 3)2

2n−1x2n−1

∣∣∣∣ = 2 |x|2 ĺım
n→∞

(4n− 3)2

(4n+ 1)2

= 2 |x|2 < 1⇔ |x| <
√

2/2⇔ x ∈ (−
√

2/2,
√

2/2).

El radio de convergencia es R =
√

2/2, y el intervalo abierto de conver-
gencia absoluta es (−

√
2/2,
√

2/2). Para x = −
√

2/2 obtenemos la serie
∞∑
n=0

−
√

2/2

(4n− 3)2
, que es absolutamente convergente. Para x =

√
2/2 obtene-

mos la serie

∞∑
n=0

√
2/2

(4n− 3)2
, que es también es absolutamente convergente.

4. a) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!xn+1

n!xn

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

(n+ 1) |x| =
{

0 si x = 0
+∞ si x 6= 0.

La serie solamente converge para x = 0. El radio de convergencia es R = 0.

b) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!
· n!

xn

∣∣∣∣ = |x| ĺım
n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1, ∀x ∈ R.

La serie solamente en (−∞,+∞). El radio de convergencia es R = +∞.

c) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ (x− 3)n+1

(n+ 1)5n+1
· n5n

(x− 3)n

∣∣∣∣ =
|x− 3|

5
ĺım
n→∞

n

n+ 1
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=
|x− 3|

5
< 1⇔ |x− 3| < 5⇔ x ∈ (−2, 8).

El radio de convergencia es R = 5, y el intervalo abierto de convergencia
absoluta es (−2, 8). Para x = −2 obtenemos la serie

∑∞
n=1(−1)n/n, que es

condicionalmente convergente (serie armónica alternada). Para x = 8 obte-
nemos la serie

∑∞
n=1 1/n, que es divergente (serie armónica).

d) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→∞

∣∣∣∣(x+ 3)n+1

(n+ 1)2
· n2

(x+ 3)n

∣∣∣∣ = |x+ 3| ĺım
n→∞

n2

(n+ 1)2

= |x+ 3| < 1⇔ x ∈ (−4,−2).

El radio de convergencia es R = 1, y el intervalo abierto de convergencia
absoluta es (−4,−2). Para x = −4 obtenemos la serie

∑∞
n=1(−1)n/n2, que

es absolutamente convergente. Para x = −2 obtenemos la serie
∑∞

n=1 1/n2,
que también es absolutamente convergente.

5. Recordamos que

ĺım sup
n→+∞

xn = ĺım
p→+∞

(sup{xn : n ≥ p})

para xn sucesión de números reales. Sea la serie de términos positivos:

+∞∑
n=0

un. (1)

i) Veamos que si ĺım sup
n→+∞

u1/n
n < 1, la serie (∗) converge. En efecto, sea r fijo

tal que ĺım sup
n→+∞

u1/n
n < r < 1. Entonces, para n suficientemente grande,

sup{u1/m
m : m ≥ n} < r.

Tenemos: sup{u1/m
m : m ≥ n} < r ⇒ u

1/m
m < r ⇒ um < rm. Como

|r| = r < 1, la correspondiente serie geométrica es convergente, luego tam-
bién lo es la serie (1).

ii) Veamos que si ĺım sup
n→+∞

u1/n
n < 1, la serie (1) diverge. En efecto, sea r fijo

tal que ĺım sup
n→+∞

u1/n
n > r > 1. Entonces, y razonando de manera análoga a i),

para n suficientemente grande, se verifica um > rm. Como |r| = r > 1, la co-
rrespondiente serie geométrica es divergente, luego también lo es la serie (1).
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Consideremos ahora la serie

+∞∑
n=0

anx
n. (2)

Entonces, si R 6= 0 y R 6= +∞ :

ĺım sup
n→+∞

|anxn|1/n = ĺım sup
n→+∞

|an|1/n |x| = |x| ĺım sup
n→+∞

|an|1/n < 1

⇔ |x| < 1

ĺım sup
n→+∞

|an|1/n
.

Por tanto, la serie (2) es absolutamente convergente si, y sólo si se verifica
la última desigualdad, en consecuencia

R =
1

ĺım sup
n→+∞

|an|1/n
.

Los casos R = 0 y R = +∞ son triviales.

6. Usamos la propiedad de que el ĺımite superior de una sucesión es el su-
premo de los ĺımites de las subsucesiones convergentes. En nuestro caso es
claro que los ĺımites de las subsucesiones convergentes de |an|1/n son

ĺım
n→+∞

|a2n|1/(2n) = ĺım
n→+∞

1

2
,

ĺım
n→+∞

|a2n+1|1/(2n+1) = ĺım
n→+∞

1

3
.

En consecuencia,

1

R
= ĺım sup

n→+∞
|an|1/n = sup{1/2, 1/3} = 1/2,

por tanto el radio de convergencia es R = 2.

11.6. Derivación e integración de series enteras

1. Sea a0 + a1x + a2x
2 + · · · una serie entera con radio de convergencia R.

Demostrar que si ρ ∈ [0, R), la serie converge uniformemente en el intervalo
[−ρ, ρ].
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2. Demostrar que toda serie entera y su serie derivada tienen el mismo radio
de convergencia.

3. Sea a0 +a1x+a2x
2 + · · · una serie entera o de potencias con radio de con-

vergencia R > 0. Demostrar que la suma f(x) de la serie es una función con
infinitas derivadas en (−R,R). Las derivadas se obtienen derivando término
a término la serie dada.

4. Sea la serie entera a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n + · · · con radio de con-
vergencia R y de suma f(x) en (−R,R). Demostrar que la serie entera

a0x+ a1
x2

2
+ a2

x3

3
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ · · ·

tiene el mismo radio de convergencia que la serie dada, y que para todo
x ∈ (−R,R) :∫ x

0
f(x) dx = a0x+ a1

x2

2
+ a2

x3

3
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ · · · .

Solución. 1. La serie a0 + a1ρ+ a2ρ
2 + · · · converge absolutamente y para

todo x ∈ [−ρ, ρ] se verifica |anxn| ≤ |anρn| . Basta ahora aplicar el criterio
de Weierstrass para la convergencia uniforme de series.

2. Sea R el redio de convergencia de una serie entera y R′ el de su serie
derivada.

(a) Supongamos que R < R′. Sea x un número tal que R < x < R′. Como
x < R′, la serie de término general n |an|xn−1 es convergente, con lo cual
también lo es la de término general n |an|xn (por el teorema del álgebra
de series), y por tanto también lo es la de término general |an|xn (pues
0 ≤ |an|xn ≤ n |an|xn para todo n ≥ 1). Esto es absurdo pues x > R.

(b) Supongamos que R′ < R. Sean x y ρ dos números tales que R′ < x <
ρ < R. Como ρ < R, |an| ρn → 0 (condición necesaria para la convergencia
de una serie). Existe por tanto una constante positiva M tal que |an| ρn ≤ K
para todo n. Entonces, llamando θ = x/ρ podemos escribir

|nanxn| = n |anρn|
(
x

ρ

)n
≤ nMθn, 0 < θ < 1.

La serie de término general nMθn es convergente. En efecto, aplicando el
criterio de D’Alembert:

L = ĺım
n→+∞

(n+ 1)Mθn+1

nMθn
= θ < 1.
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Esto implica que la serie de término general |nanxn| es convergente (está ma-
yorada por una convergente) y también es convergente la de término general∣∣nanxn−1

∣∣ (álgebra de series). Obtenemos un absurdo pues x > R′.

3. Sea x0 ∈ (−R,R) y elijamos ρ tal que |x0| < ρ < R. Las series de potencias

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n + · · · ,

a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ nanx

n−1 + · · · ,

sabemos que son uniformemente convergentes en [−ρ, ρ] hacia funciones f
y g. Por el conocido teorema de derivación de sucesiones funcionales uni-
formemente convergentes, f es derivable y su derivada en [−ρ, ρ] es g. En
particular, f ′(x0) existe y es igual a g(x0).

Es decir, f es derivable en (−R,R) y su derivada f ′ se obtiene derivando
término a término la serie dada. Aplicando este resultado a f ′, después a
f ′′, ... se obtiene el teorema.

4. La serie a0x+a1
x2

2
+a2

x3

3
+ · · ·+an

xn+1

n+ 1
+ · · · tiene como serie derivada

la serie dada, por tanto ambas tienen radio de convergencia R. Su suma h(x)

es nula para x = 0 y por tanto h(x) =

∫ x

0
f(x) dx para todo x ∈ (−R,R).

11.7. Suma de series enteras por derivación o in-
tegración

1. Valiéndose de la derivación o integración término a término y de la serie
geométrica, hallar la suma de las series enteras:

(a) x+
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn

n
+ · · · .

(b) x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · .

2. Valiéndose de la derivación o integración término a término y de la serie
geométrica, hallar la suma de las series enteras:
(a) 1 + 2x+ 3x2 + (n+ 1)xn + · · · .

(b) x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · .

3. Valiéndose de la derivación o integración término a término y de la serie
geométrica, hallar la suma de las series enteras:

(a) x+
x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ x2n−1

2n− 1
+ · · · .
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(b) 1− 3x2 + 5x4 − · · ·+ (−1)n−1(2n− 1)x2n−2 + · · · .

4. Valiéndose de la derivación o integración término a término y de la serie
geométrica, hallar la suma de la serie entera:

1 · 2 + 2 · 3 · x+ 3 · 4 · x2 + · · ·+ n(n+ 1)xn−1 + · · · .

Solución. 1. (a) Llamemos f(x) = x+
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn

n
+ · · · . Derivando,

f ′(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 + · · · = 1

1− x
, |x| < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1− x
= − log(1− x) + C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = (− log 1) +C,
luego C = 0. Queda:

x+
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn

n
+ · · · = − log(1− x), |x| < 1.

(b) Llamemos f(x) = x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · . Derivando,

f ′(x) = 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)n−1x2n−2 + · · ·

=
1

1− (−x)2
=

1

1 + x2
, |x|2 < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1 + x2
= arctanx+ C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = arctan 0 + C,
luego C = 0. Queda:

x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · = arctanx, |x| < 1.

2. (a) Llamemos f(x) = 1 + 2x+ 3x2 + (n+ 1)xn + · · · . Integrando,∫
f(x) dx =

(
x+ x2 + x3 + · · ·+ xn+1 + · · ·

)
+ C
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= −1 +
1

1− x
+ C, |x| < 1.

Derivando la igualdad anterior queda f(x) = 1/(1− x)2. Queda:

1 + 2x+ 3x2 + (n+ 1)xn + · · · = 1

(1− x)2
, |x| < 1.

(b) Llamemos f(x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · . Derivando,

f ′(x) = 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)n−1xn−1 + · · ·

=
1

1− (−x)
=

1

1 + x
, |x| < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1 + x
= log(1 + x) + C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = (log 1) + C,
luego C = 0. Queda:

x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · = log(1 + x), |x| < 1.

3. (a) Llamemos f(x) = x+
x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ x2n−1

2n− 1
+ · · · . Derivando,

f ′(x) = 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n−2 + · · ·

=
1

1− x2
, |x|2 < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1− x2
=

1

2
log

1 + x

1− x
+ C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = (1/2)(log 1) +
C, luego C = 0. Queda:

x+
x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ x2n−1

2n− 1
+ · · · = 1

2
log

1 + x

1− x
, |x| < 1.

(b) Llamemos f(x) = 1 − 3x2 + 5x4 − · · · + (−1)n−1(2n − 1)x2n−2 + · · · .
Integrando,∫

f(x) dx =
(
x− x3 + x5 − · · ·+ (−1)n−1x2n−1 + · · ·

)
+ C
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=
1

1− (−x2)
+ C =

1

1 + x2
+ C, |x|2 < 1.

Derivando la igualdad anterior queda f(x) = −2x/(1 + x2)2. Queda:

1− 3x2 + 5x4 − · · ·+ (−1)n−1(2n− 1)x2n−2 + · · · = −2x

(1 + x2)2
, |x| < 1.

4. Llamemos f(x) = 1 · 2 + 2 · 3 · x + 3 · 4 · x2 + · · · + n(n + 1)xn−1 + · · · .
Integrando,

g(x) =

∫
f(x) dx =

(
2x+ 3x2 + 4x3 + · · ·+ (n+ 1)xn + · · ·

)
+ C.

Integrando de nuevo,

h(x) =

∫
g(x) dx =

(
x2 + x3 + x4 + · · ·+ xn+1 + · · ·

)
+ Cx+ C1.

= −1− x+
1

1− x
+ Cx+ C1, |x| < 1.

Derivando dos veces la igualdad anterior,

g(x) = h′(x) = −1 +
1

(1− x)2
+ C, |x| < 1,

f(x) = g′(x) =
2

(1− x)3
, |x| < 1.

Queda:

1 · 2 + 2 · 3 · x+ 3 · 4 · x2 + · · ·+ n(n+ 1)xn−1 + · · · = 2

(1− x)3
, |x| < 1.

11.8. Serie de Maclaurin

1. Sea I un intervalo abierto centrado en 0 y f una función definida en I.
Si f es igual en I a la suma de una serie entera, demostrar que esta serie es
necesariamente

f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
+ · · · .

2. Sea I intervalo abierto centrado en el origen y f : I → R una función con
infinitas derivadas en I. Demostrar que si f es par, su serie de Maclaurin no
hace intervenir más que términos pares, y que si es impar, no hace intervenir
más que términos impares.
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Solución. 1. Supongamos que f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · en
I. Por el conocido teorema de derivación de una serie entera, f (n)(x) existe
para todo x ∈ I y es la suma de una serie entera S que se obtiene derivando
término a término n veces la serie a0 + a1x + a2x

2 + · · · . En particular,
f (n)(0) es el término constante de S, que se obtiene derivando n veces anx

n.
Es decir,

f (n)(0) = n(n− 1)(n− 2) . . . 1 · an = n!an,

y por tanto an =
f (n)(0)

n!
.

2. Si f es par, entonces f(−x) = f(x) para todo x ∈ I. Derivando y usando
la regla de la cadena, f ′(−x)(−1) = f ′(x). Es decir, f ′(−x) = −f ′(x) para
todo x ∈ I lo cual implica que f ′ es impar.
Si f es impar, entonces f(−x) = −f(x) para todo x ∈ I. Derivando y usan-
do la regla de la cadena, f ′(−x)(−1) = −f ′(x). Es decir, f ′(−x) = f ′(x)
para todo x ∈ I lo cual implica que f ′ es par.

Lo anterior inplica que si f es par, son impares las funciones derivadas
f (2n+1) con lo cual f (2n+1)(0) = 0 y la serie de Maclaurin de f no hace
intervenir más que términos pares.
Si f es impar, son impares las funciones derivadas f (2n) con lo cual f (2n)(0) =
0 y la serie de Maclaurin de f no hace intervenir más que términos impares.

11.9. Desarrollos en serie de Maclaurin de las fun-
ciones habituales

1. Demostrar que

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

+∞∑
k=0

xk

k!
(∀x ∈ R) .

2. Demostrar que si a > 0,

ax = 1 +
x log a

1!
+
x2 (log a)2

2!
+ · · ·+ xn (log a)n

n!
+ · · · =

+∞∑
k=0

xk (log a)n

k!

para todo x ∈ R.

3. Demostrar que

chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

x2k

(2k)!
(∀x ∈ R) ,
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shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
(∀x ∈ R) .

4. Demostrar que

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
(∀x ∈ R) .

senx = x− x
3

3!
+
x5

5!
−· · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
(∀x ∈ R) .

5. Demostrar que si |x| < 1,

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · =

+∞∑
k=1

(−1)k−1 x
2k−1

2k − 1

6. Demostrar que si |x| < 1,

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · =

+∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
.

7. Demostrar que si |x| < 1,

log(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · ·+ xn

n
− · · · = −

+∞∑
k=1

xk

k
.

8. Sea p ∈ R. Demostrar que si |x| < 1 se verifica

(1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · · =

+∞∑
k=0

(
p

k

)
xk.

Nota. Si además p es entero ≥ 0,

(1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · ·+

(
p

p

)
xp

para todo x ∈ R, como consecuencia del desarrollo del binomio de Newton

Solución. 1. La fórmula de Maclaurin de orden n aplicada a la función ex

es

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

eξ

(n+ 1)!
xn+1
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con ξ comprendido entre 0 y x. Podemos por tanto escribir∣∣∣∣ex − (1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)∣∣∣∣ =
eξ

(n+ 1)!
|x|n+1 .

Como ξ está comprendido entre 0 y x, se verifica eξ ≤ e|x|, es decir∣∣∣∣ex − (1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)∣∣∣∣ ≤ |x|n+1

(n+ 1)!
e|x|.

Ahora bien,
|x|n+1

(n+ 1)!
→ 0 cuando n→ +∞ pues sabemos que la exponencial

tiene un grado de infinitud menor que el factorial. En consecuencia,

1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
→ ex

para todo x ∈ R con lo cual

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

+∞∑
k=0

xk

k!
(∀x ∈ R) .

2. Tenemos
ax =

(
elog a

)x
= ex log a

= 1 +
x log a

1!
+
x2 (log a)2

2!
+ · · ·+ xn (log a)n

n!
+ · · · =

+∞∑
k=0

xk (log a)n

k!

para todo x ∈ R.

3. Para todo x número real se verifica

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · .

En consecuencia, y para todo x real,

e−x = 1− x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ (−1)n

xn

n!
+ · · · .

Por tanto, y para todo x real

chx =
1

2
(ex + e−x) = 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · · ,

shx =
1

2
(ex − e−x) = x+

x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · .
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4. La fórmula de Maclaurin de orden 2n aplicada a la función cosx propor-
ciona la acotación∣∣∣∣cosx−

(
1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

n!

)∣∣∣∣ ≤ |x|2n+1

(2n+ 1)!
.

Ahora bien,
|x|2n+1

(2n+ 1)!
→ 0 cuando n→ +∞ pues sabemos que la exponen-

cial tiene un grado de infinitud menor que el factorial. En consecuencia,

1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
→ cosx

para todo x ∈ R con lo cual

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
(∀x ∈ R) .

De manera análoga se deduce el desarrollo en serie de Maclaurin de la fun-
ción seno.

5. Llamemos f(x) = x − x3

3
+
x5

5
+ · · · + (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · . Derivando

y usando el conocido teorema de la suma de las series geométricas

f ′(x) = 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)n−1x2n−2 + · · ·

=
1

1− (−x)2
=

1

1 + x2
, |x|2 < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1 + x2
= arctanx+ C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = arctan 0 + C,
luego C = 0. Queda:

x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · = arctanx, |x| < 1.

6. Llamemos f(x) = x − x2

2
+
x3

3
+ · · · + (−1)n−1x

n

n
+ · · · . Derivando y

usando el conocido teorema de la suma de las series geométricas

f ′(x) = 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)n−1xn−1 + · · ·
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=
1

1− (−x)
=

1

1 + x
, |x| < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1 + x
= log(1 + x) + C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = (log 1) + C,
luego C = 0. Queda:

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · , |x| < 1.

7. Llamemos f(x) = x +
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn

n
+ · · · . Derivando y usando el

conocido teorema de la suma de las series geométricas

f ′(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 + · · · = 1

1− x
, |x| < 1.

Integrando la igualdad anterior:

f(x) =

∫
dx

1− x
= − log(1− x) + C.

Para x = 0 y teniendo en cuenta que f(0) = 0 obtenemos 0 = (− log 1) +C,
luego C = 0. Queda:

log(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · · , |x| < 1.

8. Recordemos que para p ∈ R y k número natural,(
p

k

)
=
p(p− 1) . . . (p− k + 1)

k!
si k > 0,

(
p

0

)
= 1.

Hallemos previamente el radio de convergencia de la serie

+∞∑
k=0

(
p

k

)
xk. Dis-

tinguimos dos casos:

a) p es entero ≥ 0 : entonces, y por aplicación de la fórmula del binomio de
Newton,

(1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · ·+

(
p

p

)
xp.

La suma es finita y por tanto el radio de convergencia es R = +∞.
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b) p no es entero ≥ 0. Si |x| 6= 0 los términos de la serie son todos distintos
de 0 y podemos aplicar el criterio de D’Alembert,

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

p

n+ 1

)
xn+1(

p

n

)
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |x| ĺım
n→+∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
p(p− 1) · · · (p− n+ 1)(p− n)

(n+ 1)!

p(p− 1) · · · (p− n+ 1)

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |x| ĺım

n→+∞

∣∣∣∣p− nn+ 1

∣∣∣∣ = |x| .

La serie es absolutamente convergente si |x| > 1 y divergente si |x| < 1,
luego el radio de convergencia es R = 1.
Observación. Se concluye de lo anterior que si |x| < 1,

p(p− 1) · · · (p− n+ 1)

n!
xn → 0 (1)

cuando n→ +∞.

Hallemos ahora la derivada enésima de la función f(x) = (1 + x)p. Tenemos

f ′(x) = p(1 + x)p−1,

f ′′(x) = p(p− 1)(1 + x)p−2,

f ′′′(x) = p(p− 1)(p− 2)(1 + x)p−3.

El cálculo de estas derivadas sugiere la fórmula

f (n)(x) = p(p− 1)(p− 2) . . . (p− n+ 1)(1 + x)p−n. (2)

Se verifica para n = 1, y si es cierta para un determinado n, entonces

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
=
(
p(p− 1)(p− 2) . . . (p− n+ 1)(1 + x)p−n

)′
= p(p− 1)(p− 2) . . . (p− n+ 1)(p− n)(1 + x)p−n−1

= p(p− 1)(p− 2) . . . (p− n+ 1) (p− (n+ 1) + 1) (1 + x)p−(n+1),

lo cual implica que la fórmula (2) es cierta para todo n. El polinomio de
Maclaurin de orden n de f es:

Pn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x4 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

= 1 +
p

1!
x+

p(p− 1)

2!
x2 + · · ·+ p(p− 1)(p− 2) . . . (p− n+ 1)

n!
xn
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=

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · ·+

(
p

n

)
xn.

El correspondiente resto integral es:

Rn(x) =
1

n!

∫ x

0
(x− t)nf (n+1)(t) dt

=
1

n!

∫ x

0
(x− t)np(p− 1) . . . (p− n)(1 + t)p−n−1 dt

=
p(p− 1) . . . (p− n)

n!

∫ x

0

(
x− t
1 + t

)n
(1 + t)p−1dt.

Acotemos el resto. Para ello consideramos la función g(t) =
x− t
1 + t

. Su deri-

vada es

g′(t) = − x+ 1

(1 + t)2
,

que es negativa en |x| < 1 y por tanto monótona decreciente. Por otra parte,
g(0) = x y g(x) = 0, luego |g(t)| ≤ |x| para todo t comprendido entre 0 y x.
Entonces, ∣∣∣∣∫ x

0

(
x− t
1 + t

)n
(1 + t)p−1dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣xn ∫ x

0
(1 + t)p−1dt

∣∣∣∣
⇒ |Rn(x)| ≤ p(p− 1) . . . (p− n)

n!

∣∣∣∣xn ∫ x

0
(1 + t)p−1dt

∣∣∣∣ .
La fórmula (1) implica que Rn(x) → 0 cuando n → +∞, y por tanto si
|x| < 1,

(1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · · .

11.10. Función suave pero no anaĺıtica

Sea la función f : R→ R

f(x) =

{
e−1/x si x > 0,

0 si x ≤ 0.

(a) Demostrar que para todo entero n ≥ 1 se verifica

f (n)(x) =


pn(x)

x2n
f(x) si x > 0,

0 si x ≤ 0,
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siendo pn(x) un polinomio de grado n − 1 que cumple la relación de recu-
rrencia

p1(x) = 1, pn+1(x) = x2p′n(x)− (2nx− 1)pn(x) (n ≥ 1).

(b) Concluir que f es suave en R, pero no anaĺıtica.

Solución. (a) Para x > 0 demostremos por inducción que se cumple la
fórmula de derivación dada. Si n = 1,

f(x) = e−1/x ⇒ f ′(x) =
1

x2
e−1/x =

p1(x)

x2·1 f(x).

Para n = 2 tenemos

f ′(x) =
1

x2
e−1/x ⇒ f ′′(x) =

−2

x3
f(x) +

1

x2
f ′(x)

=
−2x

x4
f(x) +

1

x2

1

x2
f(x) =

−2x+ 1

x2·2 f(x).

El polinomio p2(x) = −2x + 1 es de grado 2 − 1 = 1 y satisface la relación
de recurrencia dada pues

x2p′1(x)− (2 · 1 · x− 1)p1(x) = x2 · 0− (2x− 1) · 1 = −2x+ 1 = p2(x).

Podemos por tanto concluir que f ′′(x) =
p2(x)

x2·2 f(x). Sea ahora la fórmula

cierta para n ≥ 2. Entonces,

f (n+1)(x) =

(
pn(x)

x2n
f(x)

)′
=
p′n(x) x2n − 2nx2n−1pn(x)

x4n
f(x) +

pn(x)

x2n
f ′(x)

=
x2p′n(x)− 2nxpn(x)

x2n+2
f(x) +

pn(x)

x2n

1

x2
f(x)

=
x2p′n(x)− (2nx− 1)pn(x)

x2n+2
f(x) =

pn+1(x)

x2(n+1)
f(x),

luego la fórmula es cierta para n+ 1.

Es claro que si x < 0, y para todo n ≥ 1, f (n)(x) = 0 y que f
(n)
− (0) = 0.

Falta demostrar que f
(n)
+ (0) = 0, y para ello demostraremos previamente

una desigualdad. Para todo entero m ≥ 0 y para todo x > 0,

(m+ 1)!e1/x = (m+ 1)!

+∞∑
n=0

1

n!

(
1

x

)n
≥
(

1

x

)m+1

⇒ 1

xm
= x

(
1

x

)m+1

≤ (m+ 1)!xe1/x ⇒ e−1/x

xm
≤ (m+ 1)!x.
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Es decir, para todo entero m ≥ 0 y para todo real x > 0,

0 ≤ e−1/x

xm
≤ (m+ 1)!x. (1)

Tenemos,

f ′+(0) = ĺım
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= ĺım

x→0+

e1/x

x
.

Usando el teorema del sandwich a la desigualdad (1),

0 ≤ f ′+(0) ≤ ĺım
x→0+

2x = 0,

por tanto f ′+(0) = 0 y f ′(0) = 0. Supongamos ahora que se verifica f (n)(0) =
0. Entonces,

f
(n+1)
+ (0) = ĺım

x→0+

f (n)(x)− f (n)(0)

x− 0
= ĺım

x→0+

pn(x)

x2n
e−1/x

x

= ĺım
x→0+

pn(x)
e−1/x

x2n+1
.

Por (1), se verifica

0 ≤ e−1/x

x2n
≤ 2n+ 1)!x,

y de nuevo, aplicando el teorema del sandwich queda f
(n+1)
+ (0). Hemos de-

mostrado por inducción que para todo n ≥ 1, f
(n)
+ (0) y por ende que f (n)(0).

(b) Hemos demostrado en el apartado anterior que f tiene derivadas de todos
los órdenes en R, que es la definición de ser suave en R. La serie de Maclaurin
de f es

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

+∞∑
n=0

0xn,

cuya suma es S(x) = 0 para todo x ∈ R. Como S 6= f en R, f no es anaĺıtica
en R.

11.11. Convergencia uniforme en un intervalo no
acotado

Para cada n = 1, 2, . . . se define el subconjunto An de R :

An =

{
(n, n2) si n par

[−2n2,−1/n] si n impar.
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y la función fn : R→ R :

fn(x) =


0 si x 6∈ An
1

n2 − n
si x ∈ An y n par

n

2n3 − 1
si x ∈ An y n impar.

1. Determinar el conjunto A =
⋃
n≥1An.

2. Determinar el menor conjunto compacto que contiene a R−A.
3. Determinar del dominio de convergencia puntual de la sucesión (fn) y su
ĺımite f.
4. Estudiar si la convergencia fn → f es uniforme.
5. Estudiar si se verifica la igualdad:

ĺım
n→+∞

∫
R
fn(x) dx =

∫
R
f(x) dx.

Solución. 1. La unión correspondiente a los An con n par es:

A2 ∪A4 ∪A6 ∪ . . . = (2, 4) ∪ (4, 16) ∪ (6, 36) ∪ . . .

Si n ≥ 4 se verifica n+ 2 < n2 y por tanto,

(n, n2) ∪ (n+ 2, (n+ 2)2) = (n, (n+ 2)2)

lo cual implica que A2 ∪A4 ∪A6 ∪ . . . = (2, 4) ∪ (4,+∞). Por otra parte, si
n→ +∞, entonces −2n2 → −∞ y −1/n→ 0, en consecuencia,

A1 ∪A3 ∪A5 ∪ . . . = (−∞, 0)..

Es decir, A = (−∞, 0) ∪ (2, 4) ∪ (4,+∞).

2. El conjunto R−A es igual a [0, 2]∪ {4} que es cerrado y por tanto, com-
pacto. En consecuencia el menor conjunto compacto que contiene a R− A,
es el propio R−A.

3. Si x ∈ [0, 2]∪{4}, fn(x) = 0 para todo n, por tanto f(x) = ĺımn→+∞ fn(x) =
0. Si x ∈ (0,+∞) entonces x pertenece un An0 con n0 impar, ahora bien para
todo n impar se verifica An = [−2n2,−1/n] ⊂ [−2(n + 2)2,−1/(n + 2)2] =
An+2, lo cual implica que si n ≥ n0, entonces x ∈ An si n impar y x 6∈ An si
n par al ser x < 0. En consecuencia, para x ∈ (0,+∞) y n ≥ n0 tenemos:

fn(x) =

{
0 si n par
n

2n3 − 1
si n impar
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de lo cual se deduce f(x) = ĺımn→+∞ fn(x) = 0. Por último, si x ∈ (2, 4) ∪
(4,+∞), entonces existe un n0 natural tal que x 6∈ An si n ≥ n0, luego
fn(x) = 0 si n ≥ n0. También en este caso f(x) = ĺımn→+∞ fn(x) = 0.
Podemos pues concluir que la función ĺımite puntual está definida en todos
los reales, siendo éste ĺımite la función nula.

4. Veamos si la convergencia es uniforme. Se verifica:

|fn(x)− f(x)| ≤ máx

{
0,

1

n2 − n
,

n

2n3 − 1

}
= Mn ∀x ∈ R.

y además Mn → 0. Por tanto, para todo ε > 0 existe un n0 natural tal que
Mn < ε si n ≥ n0. Esto implica |fn(x)− f(x)| < ε si n ≥ n0 y para todo
x ∈ R : la convergencia es uniforme.

5. Para n par,∫
R
fn(x) dx =

∫ n2

n

1

n2 − n
dx =

1

n2 − n
(n2 − n) = 1.

Para n impar,∫
R
fn(x) dx =

∫ −1/n

−2n2

n

2n3 − 1
dx =

n

2n3 − 1

(
2n2 − 1

n

)
= 1.

En consecuencia, no se verifica la igualdad dada pues:

ĺım
n→+∞

∫
R
fn(x) dx = 1 ,

∫
R
f(x) dx =

∫
R

0 dx = 0.

Nota: obsérvese que aunque la convergencia en I = (−∞,+∞) es uniforme,
los śımbolos ĺımite e integral no son intercambiables. Esto es debido a que
el intervalo I no es acotado.

11.12. Sucesión de Fibonacci

Consideremos la sucesión de Fibonacci, esto es {Fn}n=0,1,2,... tal que:

F0 = F1 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1 (∗)

Es conocido que existe: ĺımn→+∞
Fn+1

Fn
.

(a) Usando las condiciones (∗), calcúlese justificadamente dicho ĺımite.
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(b) Considérese la serie
∑+∞

n=0 Fnx
n. Calcular su radio de convergencia R y

demostrar que f(x)−xf(x)−x2f(x) = 1 para todo x tal que |x| < R siendo
f(x) =

∑+∞
n=0 Fnx

n.

(c) Representar gráficamente la suma de la serie de potencias
∑+∞

n=0 Fnx
n.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Llamemos L al ĺımite pedido. Es claro que Fn > 0 para todo
n natural. Dividiendo la segunda igualdad de (∗) entre Fn+1 y tomando
ĺımites obtenemos:

Fn+2

Fn+1
=

Fn
Fn+1

+ 1⇒ ĺım
n→+∞

Fn+2

Fn+1
+ ĺım
n→+∞

Fn
Fn+1

+ 1⇒

L =
1

L
+ 1⇒ L2 − L− 1 = 0⇒ L =

1±
√

5

2
.

Dado que Fn > 0 para todo n natural, necesariamente:

L = ĺım
n→+∞

Fn+1

Fn
=

1 +
√

5

2
.

(b) Aplicando el criterio de D’Alembert:

ĺım
n→+∞

∣∣∣∣Fn+1x
n+1

Fnxn

∣∣∣∣ = L |x| < 1⇔ |x| < 1

L
=

√
5− 1

2
= R.

La serie es absolutamente convergente para |x| < R y divergente para |x| >
R, en consecuencia el radio de convergencia de la serie es R = (

√
5 − 1)/2.

Por otra parte:

f(x)− xf(x)− x2f(x) =
+∞∑
n=0

Fnx
n −

+∞∑
n=0

Fnx
n+1 −

+∞∑
n=0

Fnx
n+2 =(

F0 + F1x+
+∞∑
n=2

Fnx
n

)
−

(
F0x+

+∞∑
n=2

Fn−1x
n

)
−

+∞∑
n=2

Fn−2x
n =

F0 + F1x− F0x+

+∞∑
n=2

(Fn − Fn−1 − Fn−2)xn = 1 + x− x+

+∞∑
n=2

0xn = 1.

(c) Representemos la función f(x) = 1/(1−x−x2) cuando x ∈ (−R,R). El
denominador se anula para x = (−1±

√
5)/2. Se verifica (−1−

√
5)/2 < −R

y (−1 +
√

5)/2 = R, por tanto f está definida en (−R,R). Para x = R
tenemos una aśıntota vertical. Derivando:
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f ′(x) =
2x+ 1

(1− x− x2)2
= 2

x− (−1/2)

(1− x− x2)2
.

Para x ∈ (−R,−1/2) la función es decreciente y para x ∈ (−1/2, R) cre-
ciente. Es decir, tenemos un mı́nimo local en P (−1/2, 4/5) (absoluto en este
caso). Derivando de nuevo:

f ′′(x) = 2
3x2 + 3x+ 2

(1− x− x2)3
.

El polinomio p(x) = 3x2 +3x+2 no tiene ráıces reales y q(x) = 1−x−x2 no
las tiene en (−R,R). Esto implica que f ′′(x) mantiene su signo constante.
Dado que f ′′(0) = 4 > 0 se concluye que f es cóncava hacia arriba en su
intervalo de definición. Un punto de la gráfica es el Q(0, 1). Por otra parte:

ĺım
x→−R

f(x) =
1

1 +R−R2
=

1 +
√

5

4
.

Esto implica que la gráfica de f se aproxima al punto S(−R, (1 +
√

5)/4).
De todo el estudio anterior, podemos concluir que la gráfica pedida es:

y

x
R−R

11.13. Función exponencial real

Sea f : R→ R una función que satisface f ′ = f y f(0) = 1. Se pide,

1. Demostrar que f(x) 6= 0 para todo x ∈ R.
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2. Demostrar que la función f es única. Es decir, si una función g : R → R
satisface g′ = g y g(0) = 1, entonces f = g.
3. Demostrar que f es estrictamente creciente y convexa.
4. Demostrar que para todo x, y ∈ R se verifica f(x+ y) = f(x)f(y).
5. Demostrar que para todo a real y para todo n entero positivo se verifica
f(na) = f(a)n.
6. Demostrar que ĺım

x→+∞
f(x) = +∞ y ĺım

x→−∞
f(x) = 0.

7. Demostrar que la función

f(x) =
+∞∑
k=0

xk

k!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

está definida en R y satisface las condiciones f ′ = f y f(0) = 1.
Nota. El lector habrá reconocido que f(x) = ex.

Solución. 1. Derivando la función f(x)f(−x)

d

dx
f(x)f(−x) = f ′(x)f(x) + f(x)f ′(x)(−1) = 0⇒ f(x)f(−x) = c

⇒ f(0)2 = c⇒ 1 = c⇒ f(x)f(−x) = 1⇒ f(x) 6= 0 ∀x ∈ R.

Además, f(−x) = 1/f(x) para todo x ∈ R.

2. Tenemos

d

dx

f(x)

g(x)
=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g(x)2
=
f(x)g(x)− g(x)f(x)

g(x)2
= 0

⇒ f(x)

g(x)
= K ⇒ f(x) = Kg(x)⇒ f(0) = Kg(0)⇒ K = 1

⇒ f(x) = g(x) ∀x ∈ R⇒ f = g.

3. Como f ′(x) 6= 0 para todo x real y f ′ = f, se verifica f ′(x) 6= 0. Al ser
f ′(0) = f(0) = 1 > 0, se deduce del teorema de Bolzano que f ′(x) > 0 para
todo x real, luego f es estrictamente creciente. Por otra parte, f ′′ = f ′ > 0
y por tanto f es convexa.

4. Consideremos la función h(x) = f(a+ x) con a real fijo. Derivando obte-
nemos

h′(x) = f ′(a+ x) = f(a+ x) = h(x).

Razonando de manera análoga a la del segundo apartado, deducimos que
h(x) = Cf(x) para alguna constante C. Para x = 0 tenemos C = h(0) =
f(a). En consecuencia,

h(x) = Cf(x)⇒ f(a+ x) = f(a)f(x),
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y esto demuestra la propiedad enunciada sin más que denotar por x al núme-
ro a.

5. Trivialmente se verifica f(na) = f(a)n para n = 1. Si la fórmula es cierta
para n,

f ((n+ 1)a) = f(na+ a) = f(na)f(a) = f(a)nf(a) = f(a)n+1

es decir, es cierta para n+ 1.

6. Como f es estrictamente creciente f(1) > f(0) = 1. En consecuencia,

ĺım
n→+∞

f(n) = ĺım
n→+∞

f(n · 1) = ĺım
n→+∞

f(1)n =︸︷︷︸
f(1)>1

= +∞.

De nuevo, usando que f es estrictamente creciente, se deduce ĺım
x→+∞

f(x) =

+∞. Por otra parte,

f(−n) =
1

f(n)
=

1

f(1)n
⇒ ĺım

n→+∞
f(−n) = 0⇒ ĺım

x→−∞
f(x) = 0.

7. Usando el criterio del cociente a la serie dada

ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!
:
xn

n!

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ x

n+ 1

∣∣∣∣ = 0 < 1 (∀x ∈ R).

En consecuencia la serie converge para todo x lo cual implica que f está de-
finida en R. Trivialmente f(0) = 1. La serie es de potencias y según un
conocido resultado, se puede derivar término a término. Para todo x real,

f ′(x) =
+∞∑
k=1

d

dx

xk

k!
=

+∞∑
k=1

kxk−1

k!
=

+∞∑
k=1

xk−1

(k − 1)!
=

+∞∑
k=0

xk

k!
= f(x).

11.14. Sucesión funcional con ĺımite Γ(x)

Para cada entero positivo n se considera la función definida por

In(x) =

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt (x > 0),

y se pide
(a) Determinar expĺıcitamente I1(x), I2(x), I3(x).
(b) Determinar la expresión expĺıcita de la función In(x).
(c) Inducir heuŕısticamente la expresión del ĺımite

ĺım
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt.
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Combinando este resultado con el del apartado anterior, dedicir una repre-
sentación de una conocida función.
(d) Demostrar rigurosamente el resultado conjeturado en el apartado ante-
rior. Se sugiere utilizar las acotaciones

(1− λ2)e−λ ≤ 1− λ ≤ e−λ (0 ≤ λ ≤ 1),

y aplicar la desigualdad de Bernoulli, a saber: ∀h > −1, (1 + h)n ≥ 1 + nh.

(Propuesto en examen, Amp. Cálculo, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Usando la función beta de Euler

I1(x) =

∫ 1

0
tx−1(1−t) dt = B(x, 2) =

Γ(x)Γ(2)

Γ(x+ 2)
=

Γ(x)

(x+ 1)xΓ(x)
=

1

x(x+ 1)
.

Efectuando el cambio u = t/2

I2(x) =

∫ 2

0
tx−1

(
1− t

2

)2

dt =

∫ 1

0
(2u)x−1 (1− u)2 2 dt

= 2x
∫ 1

0
ux−1 (1− u)2 dt = 2xB(x, 3) = 2x

Γ(x)Γ(3)

Γ(x+ 3)

= 2x
Γ(x) · 2!

(x+ 2)(x+ 1)xΓ(x)
=

2! 2x

(x+ 2)(x+ 1)x
.

Efectuando el cambio u = t/3 y procediendo de manera análoga obtenemos

I3(x) =
3! 3x

(x+ 3)(x+ 2)(x+ 1)x
.

(b) Efectuando el cambio u = t/n

In(x) =

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt =

∫ 1

0
(nu)x−1 (1− u)n n dt

= nx
∫ 1

0
ux−1 (1− u)n dt = nxB(x, n+ 1) = nx

Γ(x)Γ(n+ 1)

Γ(x+ n+ 1)

= nx
Γ(x) · n!

(x+ n)(x+ n− 1) . . . xΓ(x)
=

n! nx∏k=n
k=0 (x+ k)

.

(c) Si n→ +∞, entonces 1− (t/n)→ 1. Aplicando un conocido resultado

ĺım
n→+∞

(
1− t

n

)n
= e

ĺım
n→+∞

(
− t
n
· n
)

= e−t.
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Suponiendo que los śımbolos ĺımite e integral fueran intercambiables

ĺım
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt = Γ(x).

(d) Llamando λ = t/n tenemos 0 ≤ t/n ≤ 1 en el intervalo [0, n], por tanto(
1− t2

n2

)
e−t/n ≤ 1− t

n
≤ e−t/n.

Elevando a n (
1− t2

n2

)n
e−t ≤

(
1− t

n

)n
≤ e−t.

Si t ∈ [0, n) entonces h = −t2/n2 > −1 y aplicando la desigualdad de
Bernoulli (

1− t2

n2

)n
≥ 1 + n · −t

2

n2
= 1− t2

n
,

deducimos de las desigualdades de este apartado

tx−1

(
1− t2

n

)
e−t ≤ tx−1

(
1− t2

n2

)n
e−t ≤ tx−1

(
1− t

n

)n
≤ tx−1e−t.

Integrando∫ n

0
tx−1

(
1− t2

n

)
e−tdt ≤

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt ≤

∫ n

0
tx−1e−tdt.

Por una parte tenemos ĺımn→+∞
∫ n

0 tx−1e−tdt = Γ(x) y por otra

ĺım
n→+∞

(∫ n

0
tx−1e−tdt−

∫ n

0
tx−1

(
1− t2

n

)
e−tdt

)

= ĺım
n→+∞

1

n

∫ n

0
tx+1e−tdt =

Γ(x+ 1)

+∞
= 0,

lo cual implica que

ĺım
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1− t2

n

)
e−tdt = 0.

Usando el teorema del sandwich concluimos que

ĺım
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt = Γ(x).
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12.1. Ĺımites reiterados, contraejemplo

Demostramos que la existencia de ĺımite no implica la de los ĺımites reite-
rados.

Consideremos la función f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{
y si x > 0

−y si x ≤ 0.

(a) Demostrar que existe ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

(b) Demostrar que no existe alguno de los ĺımites reiterados en (0, 0).

Solución. (a) Veamos que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0. Efectivamente, para todo

ε > 0
|f(x, y)− 0| < ε⇔ |f(x, y)| < ε⇔ |y| < ε,

y para que se cumpla lo anterior basta elegir |x| < δ e |y| < δ con δ = ε.

(b) Elijamos y 6= 0. Entonces

ĺım
x→0+

f(x, y) = ĺım
x→0+

y = y, ĺım
x→0−

f(x, y) = ĺım
x→0+

−y = −y.

Es decir, no existe ĺım
x→0

f(x, y) y por tanto tampoco existe ĺım
y→0

[
ĺım
x→0

f(x, y)
]
.

12.2. Continuidad y derivadas direccionales

Demostramos que la existencia de las derivadas direccionales en un punto
no implica la continuidad en dicho punto.

329
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Se considera la función f : R2 → R

f(x, y) =


xy2

x2 + y4
si x 6= 0

0 si x = 0.

(a) Demostrar que existen todas las derivadas direccionales de f en (0, 0).
(b) Demostrar que f no es continua en (0, 0).

Solución. (a) Sea u = (u1, u2) un vector unitario de R2. Entonces

Duf(0, 0) = ĺım
h→0

f ((0, 0) + h(u1, u2))− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

f (hu1, hu2)

h
.

Para u1 = 0, tenemos

Duf(0, 0) = ĺım
h→0

f (0, hu2)

h
= ĺım

h→0

0

h
= ĺım

h→0
0 = 0.

Si u1 6= 0 entonces hu1 6= 0, por tanto

Duf(0, 0) = ĺım
h→0

f (hu1, hu2)

h
= ĺım

h→0

h3u1u
2
2

h2u2
1 + h4u4

2

h
= ĺım

h→0

u1u
2
2

u2
1 + h2u4

2

=
u2

2

u1
.

Existen todas las derivadas direccionales de f en (0, 0) y son finitas.

(b) Consideremos la parábola P de ecuación x = y2. Entonces

ĺım
(x,y)→(0,0), (x,y)∈P

f(x, y) = ĺım
y→0

y4

y4 + y4
= ĺım

y→0

1

2
=

1

2
.

Si existe ĺım(x,y)→(0,0) f(x, y), éste ha de ser 1/2, que no coincide con f(0, 0).
En consecuencia f no es continua en (0, 0).

12.3. Diferenciabilidad en varias variables

1. Se considera la función f(x, y) = (x3 + y, log xy,
√
x2 + y2). Demostrar

que es diferenciable en (1, 1) y hallar su diferencial en este punto.

2. Sea la función f(x, y) =


xy2

x2 + y4
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.
Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
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(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

3. Sea la función f(x, y) =

x sin
1

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.
Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

4. Sea la función f(x, y) =


xy√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.
Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

5. Sea la función

f(x, y) =

(x2 + y2) sin
1√

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.

Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

6. Sea la función f(x, y) = e3x+2y. Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

7. Sea I un intervalo abierto real y a ∈ I. Demostrar que f es diferenciable
en a si y sólo si f es derivable en a.

8. Sea la aplicación f : A ⊂ Rn → Rm con A abierto y a ∈ A. Demostrar
que si f es diferenciable en a entonces, la aplicación lineal λ que satisface

ĺım
h→0

‖f(a+ h)− f(a)− λ(h)‖
‖h‖

= 0, (1)
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es única.

9. Sea la aplicación f : A ⊂ Rn → Rm con A abierto y a ∈ A. Demostrar
que si f es diferenciable en a, entonces es comtinua en a.

10. Sea la aplicación f : A ⊂ Rn → R con A abierto y a ∈ A.
(i) Demostrar que si f es diferenciable en a existe la derivada de f en ese
punto según cualquier vector v ∈ Rn y además Dvf(a) = Df(a)v.
(ii) Calcular D(2,3)f(1, 1) siendo f(x, y) = x2y.

Solución. 1. Las funciones componentes de f son

f1(x, y) = x3 + y, f2(x, y) = log xy, f3(x, y) =
√
x2 + y2.

Las parciales de estas funciones en un abierto A que contiene a (1, 1) son

∂f1

∂x
= 3x2,

∂f1

∂y
= 1,

∂f2

∂x
=

1

x
,

∂f2

∂y
=

1

y
,

∂f3

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂f3

∂y
=

y√
x2 + y2

.

Estas parciales son continuas en (1, 1), luego f es diferenciable en (1, 1). La
diferencial en este punto es

(Df)(1, 1)

[
h1

h2

]
=


∂f1
∂x (1, 1)) ∂f1

∂y (1, 1)
∂f2
∂x (1, 1) ∂f2

∂y (1, 1)
∂f3
∂x (1, 1) ∂f3

∂y (1, 1)

[h1

h2

]

=

 3 1
1 1

1/
√

2 1/
√

2

[h1

h2

]
=

 3h1 + h2

h1 + h2

h1/
√

2 + h2/
√

2

 .
2. (i) Veamos que no existe ĺımite de la función cuando (x, y) → (0, 0).
Fácilmente podemos comprobar que los ĺımites según direeciones y según
parábolas y = αx2 son 0 , lo cual no asegura la existencia de ĺımite. Hallemos
los ĺımites según las parábolas Cα : x = αy2.

ĺım
(x,y)→(0,0) , (x,y)∈Cα

f(x, y) = ĺım
y→0

αy4

α2y4 + y4
=

α

α2 + 1
.

El ĺımite depende de α lo cual implica que no existe ĺımite: la función no es
continua en a = (0, 0).
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(ii) Derivadas parciales.

∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0/h2

h
= ĺım

h→0
0 = 0,

∂f

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0/h4

h
= ĺım

h→0
0 = 0.

(iii) Al no ser continua en (0,0), f no es diferenciable en este punto.

3. (i) Para (x, y) → (0, 0), x es infinitésimo y sin
1

x2 + y2
está acotada, en

consecuencia
ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 = f(0, 0),

luego la función es continua en (0, 0).

(ii) Derivadas parciales

∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h sin(1/h2)

h
= ĺım

h→0
sin(1/h2)

Como 1/h2 → +∞ cuando h→ 0, no existe el ĺımite anterior.

∂f

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0

h
= ĺım

h→0
0 = 0.

(iii) Al no existir todas las parciales en (0, 0), f no es diferenciable en este
punto.

4. (i) Usando coordenadas polares, xy/
√
x2 + y2 = ρ cos θ sin θ. Pero ρ→ 0

y cos θ sin θ está acotado, en consecuencia ĺım(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0):
la función es continua en (0, 0).

(ii) Derivadas parciales

∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0/
√
h2

h
= ĺım

h→0
0 = 0,

∂f

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0/
√
h2

h
= ĺım

h→0
0 = 0.

(iii) La función puede ser diferenciable en a = (0, 0). Si es diferenciable, la
única posible diferencial λ : R2 → R es

λ(h, k) =

(
∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)

)(
h
k

)
= (0, 0)

(
h
k

)
= 0.



334 12.3 Diferenciabilidad en varias variables

La función será diferenciable en (0, 0) si y sólo si

ĺım
(h,k)→(0,0)

|f(h, k)− f(0, 0)− λ(h, k)|√
h2 + k2

= 0.

Pero pasando a coordenadas polares tenemos

|f(h, k)− f(0, 0)− λ(h, k)|√
h2 + k2

= |cos θ sin θ| ,

es decir, los ĺımites según θ vaŕıan y como consecuencia no existe ĺımite: f
no es diferenciable en (0, 0).

5. (i) Para (x, y)→ (0, 0), x2 + y2 → 0 y sin(1/
√
x2 + y2) está acotada, por

tanto ĺım(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0) : la función es continua en (0, 0).

(ii) Derivadas parciales

∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h2 sin
1

|h|
h

= ĺım
h→0

h sin
1

|h|
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h2 sin
1

|h|
h

= ĺım
h→0

h sin
1

|h|
= 0.

(iii) La función puede ser diferenciable en a = (0, 0). Si es diferenciable, la
única posible diferencial λ : R2 → R es

λ(h, k) =

(
∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)

)(
h
k

)
= (0, 0)

(
h
k

)
= 0.

Pasando a coordenadas polares tenemos

ĺım
(h,k)→(0,0)

|f(h, k)− f(0, 0)− λ(h, k)|√
h2 + k2

= ĺım
ρ→0

ρ |sin(1/ρ)| = 0.

Es decir, f es diferenciable en (0, 0).

6. (i) Claramente f es continua en (0, 0) (teorema de continuidad de las
funciones elementales).

(ii) Tenemos
∂f

∂x
= 3e3x+2y,

∂f

∂y
= 2e3x+2y, por tanto

∂f

∂x
(0, 0) = 3,

∂f

∂y
(0, 0) = 2.
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(iii) Las parciales de f son continuas en R2 (teorema de continuidad de
las funciones elementales) en consecuencia existen las parciales de f en un
abierto que contiene a (0, 0) y son continuas en (0, 0). Por el teorema de la
condición suficiente para la diferenciabilidad, concluimos que f es diferen-
ciable en (0, 0).

7. Denotemos por λ a la aplicación lineal

λ : R→ R, λ(h) = f ′(a)h.

Tenemos las siguientes equivalencias

f es derivable en a⇔ ∃ f ′(a) = ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a)

∣∣∣∣ < ε si 0 < |h| < δ

⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 :
|f(a+ h)− f(a)− λ(h)|

|h|
< ε si 0 < |h| < δ

⇔ ĺım
h→0

|f(a+ h)− f(a)− λ(h)|
|h|

= 0

⇔ f es diferenciable en a (con diferencial λ(h) = f ′(a)h).

8. Supongamos que existieran dos aplicaciones lineales λ1 y λ2 de Rn en
Rm satisfaciendo (1). Veamos que necesariamente λ1 = λ2. Llamemos λ =
λ1 − λ2. Bastará demostrar que λ = 0. Tenemos para todo h ∈ Rn,

‖λ(h)‖ = ‖(λ1 − λ2)(h)‖ = ‖λ1(h)− λ2(h)‖

= ‖λ1(h)− f(a+ h) + f(a)− λ2(h) + f(a+ h)− f(a)‖

≤ ‖f(a+ h)− f(a)− λ1(h)‖+ ‖f(a+ h)− f(a)− λ2(h)‖ .

Dividiento entre ‖h‖ (h 6= 0),

0 ≤ ‖λ(h)‖
‖h‖

≤ ‖f(a+ h)− f(a)− λ1(h)‖
‖h‖

+
‖f(a+ h)− f(a)− λ2(h)‖

‖h‖
.

Tomando ĺımites, y aplicando el teorema del sandwich,

0 ≤ ĺım
h→0

‖λ(h)‖
‖h‖

≤ 0 + 0⇒ ĺım
h→0

‖λ(h)‖
‖h‖

= 0.

Consideremos 0 6= h ∈ Rn fijo y t ∈ R variable. Entonces,

0 = ĺım
t→0

‖λ(th)‖
‖th‖

=︸︷︷︸
λ lineal

ĺım
t→0

‖tλ(h)‖
‖th‖

= ĺım
t→0

|t| ‖λ(h)‖
|t| ‖h‖
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= ĺım
t→0

‖λ(h)‖
‖h‖

=︸︷︷︸
h constante

‖λ(h)‖
‖h‖

= 0⇒ ‖λ(h)‖ = 0⇒ λ(h) = 0.

Por otra parte, al ser λ lineal se verifica λ(0) = 0 y por tanto λ = 0.

9. Dado que f es diferenciable en a si y solo si lo son sus funciones compo-
nentes y que f es continua en a si y solo si lo son sus funciones componentes,
podemos suponer que m = 1.

Como f es diferenciable en a,

f(a+ h)− f(a) = r(h) + λ(h) con ĺım
h→0

|r(h)|
‖h‖

= 0,

lo cual implica que r(h)→ 0 cuando h→ 0. Por otra parte, λ es una forma
lineal en Rn y por tanto de la forma

λ(h) = a1h1 + · · ·+ anhn, (a1, . . . , an ∈ R).

Entonces,

ĺım
h→0

(f(a+ h)− f(a)) = ĺım
h→0

(r(h) + λ(h)) = 0 + ĺım
h→0

(a1h1 + · · ·+ anhn)

= 0⇒ ĺım
h→0

f(a+ h) = f(a)⇒ f es continua en a.

10. (i) Se verifica

f(a+ h)− f(a) = Df(a)(h) + r(h), con ĺım
h→0

‖r(h)‖
‖h‖

= 0.

Haciendo h = tv (v 6= 0)

f(a+ tv)− f(a) = tDf(a)(v) + r(tv), con ĺım
h→0

‖r(tv)‖
|t| ‖v‖

= 0.

Tomando ĺımites cuando t→ 0 y dado que r(tv)/t→ 0 cuando t→ 0

Dvf(a) = ĺım
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= Df(a)v.

Nota. Para v = 0 el resultado es trivial.

(ii) La función f es diferenciable en a = (1, 1). Según el apartado anterior

D(2,3)f(1, 1) = [D(1, 1)](2, 3)

=

(
∂f

∂x
(1, 1)

∂f

∂y
(1, 1)

)(
2
3

)
= (2 1)

(
2
3

)
= 7.
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12.4. Una derivada direccional máxima

Determinar los valores de las constantes a, b y c tales que la derivada direc-
cional de la función f(x, y, z) = axy2 + byz + cz2x3 en el punto (1, 2,−1)
tenga un valor máximo de 64 en una dirección paralela al eje z.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).

Solución. La derivadas parciales de f son

∂f

∂x
= ay2 + 3cz2x2 ,

∂f

∂y
= 2axy + bz ,

∂f

∂z
= by + 2czx3.

Estas parciales son continuas en todo R3 lo cual asegura que f es diferen-
ciable en R3 y en particular en el punto dado. Esto asegura la existencia de
las derivadas direccionales en tal punto. El gradiente es

∇f(x, y, z) = (ay2 + 3cz2x2, 2axy + bz, by + 2czx3).

Es decir, ∇f(1, 2,−1) = (4a+ 3c, 4a− b, 2b− 2c). Sabemos que la derivada
direccional máxima es el módulo del vector gradiente y se obtiene en un
vector unitario paralelo a dicho vector. Los vectores unitarios paralelos al eje
z son (0, 0, α) con α = ±1. Por tanto ‖∇f(1, 2,−1)‖ = |α| = 64⇒ α = ±64.
En consecuencia 

4a+ 3c = 0
4a− b = 0

2b− 2c = ±64.

Para α = 64 obtenemos (a, b, c) = (6, 24,−8) y para α = 64, (a, b, c) =
(−6,−24, 8).

12.5. Diferencial de una composición

Se consideran las funciones f y g definidas por

f(u, v) =

(∫ u+v

1
sin8 t dt,

∫ u−v

1
cos6 t dt,

∫ 3u−2v

1
cos3 t dt

)
,

g(x, y, z) =

(
x

y
sin z, 1 +

y

z
cos z

)
.

Calcular razonadamente Dg(1,−1, 0) y D(f ◦ g)(1,−1, 0).

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).
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Solución. Las funciones componentes de g son:

g1(x, y, z) =
x

y
sin z , g2(x, y, z) = 1 +

y

z
cos z.

Usando el teorema fundamental del Cálculo y la regla de la cadena, obtene-
mos las derivadas parciales:

∂g1

∂x
(x, y, z) =

sin z

y
,
∂g1

∂y
(x, y, z) =

−x sin z

y2
,
∂g1

∂z
(x, y, z) =

x cos z

y
,

∂g2

∂x
(x, y, z) =

−y cos z

x2
,
∂g2

∂y
(x, y, z) =

cos z

x
,
∂g2

∂z
(x, y, z) =

−y sin z

x
.

En un abierto de R3 que contiene al punto P = (1,−1, 0) las anteriores deri-
vadas parciales existen y son continuas, lo cual implica que g es diferenciable
en ése punto. La correspondiente matriz jacobiana es:

g′(1,−1, 0) =


∂g1

∂x
(P )

∂g1

∂y
(P )

∂g1

∂z
(P )

∂g2

∂x
(P )

∂g2

∂y
(P )

∂g2

∂z
(P )

 =

[
0 0 −1
1 1 0

]
.

La diferencial Dg(1,−1, 0) : R3 → R2 es por tanto:

Dg(1,−1, 0)

h1

h2

h3

 =

[
0 0 −1
1 1 0

]h1

h2

h3

 =

[
−h3

h1 + h2

]
.

Procediendo de manera análoga con f = (f1.f2, f3) :

∂f1

∂u
(u, v) = sin8(u+ v),

∂f1

∂v
(u, v) = sin8(u+ v),

∂f2

∂u
(u, v) = cos6(u− v),

∂f2

∂v
(u, v) = − cos6(u− v),

∂f3

∂u
(u, v) = 3 cos3(3u− 2v),

∂f3

∂v
(u, v) = −2 cos3(3u− 2v).

Tenemos que g(1,−1, 0) = (0, 0). En un abierto de R2 que contiene al punto
(0, 0) las anteriores derivadas parciales existen y son continuas, lo cual impli-
ca que f es diferenciable en ése punto. La correspondiente matriz jacobiana
es:

f ′(0, 0) =


∂f1

∂u
(0, 0)

∂f1

∂v
(0, 0)

∂f2

∂u
(0, 0)

∂f2

∂v
(0, 0)

∂f3

∂u
(0, 0)

∂f3

∂v
(0, 0)

 =

0 0
1 −1
3 −2

 .
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Tenemos pues que g es diferenciable en (1,−1, 0) y f lo es en g(1,−1, 0) =
(0, 0). En consecuencia, f ◦ g es diferenciable en (1,−1, 0) y además:

(f ◦ g)′(1,−1, 0) = f ′[g(1,−1, 0)] g′(1,−1, 0) = f ′(0, 0) g′(1,−1, 0)

=

0 0
1 −1
3 −2

[0 0 −1
1 1 0

]
=

 0 0 0
−1 −1 −1
−2 −2 −3

 .
La diferencial D(f ◦ g)(1,−1, 0) : R3 → R3 es por tanto:

D(f ◦ g)(1,−1, 0)

h1

h2

h3

 =

 0 0 0
−1 −1 −1
−2 −2 −3

h1

h2

h3

 =

 0
−h1 − h2 − h3

−2h1 − 2h2 − 3h3

 .
12.6. Puntos de discontinuidad, compacidad

Se considera la función f : R2 → R

f(x, y) =

{ x

4x2 + y2 − 1
si 4x2 + y2 6= 1 ∧ (x, y) 6= (0, 0)

1 si 4x2 + y2 = 1 ∨ (x, y) = (0, 0).

(a) Estudiar la continuidad de f en R2.
(b) Probar que el conjunto de los puntos de discontinuidad de f es compacto.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).

Solución. (a) Analizaremos tres casos.

Primer caso: (x0, y0) cumple 4x2
0 + y2

0 6= 1 y (x0, y0) 6= (0, 0). La ecuación
4x+ y2 = 1 o bien x2/(1/2)2 + y2/12 = 1 representa una elipse con centro el
origen, ejes los de coordenadas y semiejes a = 1/2, b = 1. Si (x0, y0) no es
el origen ni pertenece a la elipse, existe un abierto U que contiene al punto
(x0, y0) en el que la función f es

f : U → R , f(x, y) =
x

4x2 + y2 − 1
.

La función está definida en U, y por el teorema de continuidad de las fun-
ciones elementales, deducimos que f es continua en (x0, y0).

Segundo caso: (x0, y0) = (0, 0). En cualquier entorno que contiene a (0, 0)
la función no es elemental. Veamos si es continua en este punto usando la
definición.

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
(x,y)→(0,0)

x

4x2 + y2 − 1
=

0

−1
= 0 6= 1 = f(0, 0).
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La función no es continua en (0, 0).

Tercer caso: (x0, y0) cumple 4x2
0 + y2

0 = 1. En un abierto V que contiene
a (x0, y0) la función en los puntos que no están en la elipse es f(x, y) =
x/(4x2 + y2 − 1). Tomando la dirección y − y0 = x− x0 tenemos

ĺım
x→x0

x

4x2 + (y0 + x− x0)2 − 1
=

x0

4x2
0 + y2

0 − 1
=
x0

0
=∞ ( pues x0 6= 0).

No existe ĺımite según una dirección, en consecuencia no existe

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

y por tanto f no es continua en (x0, y0).

(b) Según el apartado anterior, la función no es continua exactamente en
el conjunto K formado por los puntos de la elipse unión el origen. Este
conjunto es claramente cerrado y acotado en R2 y por tanto compacto.

12.7. Funciones homogéneas, teorema de Euler

1. Demostrar que la función f(x, y) = 3
√
x5 + y5 es homogéna y determinar

su grado.

2. Calcular x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
(a) Por derivación directa.
(b) Usando el teorema de Euler.

3. Demostrar el teorema de Euler para funciones homogéneas:
Sea f : Rn → R diferenciable y homogénea de grado α ∈ R. Entonces, para
todo x = (x1, . . . , xn) se verifica

x · ∇f(x) = αf(x),

o de manera equivalente

x1
∂f

∂x1
+ x2

∂f

∂x2
+ · · ·+ xn

∂f

∂xn
= αf(x).

Solución. 1. Para todo t ∈ R y para todo (x, y) ∈ R2 se verifica

f(tx, ty) = 3
√
t5x5 + t5y5 = 3

√
t5(x5 + y5) =

3
√
t5 3
√
x5 + y5 = t5/3f(x, y),
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por tanto la función es homogénea de grado α = 5/3.

2. (a) Escribiendo f(x, y) =
(
x5 + y5

)1/3
,

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= x

(
1

3

(
x5 + y5

)−2/3
5x4

)
+ y

(
1

3

(
x5 + y5

)−2/3
5y4

)

=
5

3

(
x5 + y5

)−2/3 (
x5 + y5

)
=

5

3

(
x5 + y5

)1/3
=

5

3
3
√
x5 + y5.

(b) La función es homogénea de grado α = 5/3. Usando el teorema de Euler

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= αf(x, y) =

5

3
3
√
x5 + y5.

3. Fijemos x ∈ Rn y consideremos la función ϕ : R>0 → Rn definida por
ϕ(t) = f(tx), es decir ϕ(t) = tαf(x). Derivando directamente obtenemos la
matriz jacobiana de la transformación ϕ, es decir

ϕ′(t) = αtα−1f(x). (1)

Por otra parte, y usando la regla de la cadena,

ϕ′(t) = f ′(tx) · x = ∇f(tx) · x. (2)

Identificando (1) y (2) y particularizando en t = 1 obtenemos

∇f(x) · x = αf(x).

12.8. Invertibilidad local y teorema fundamental
del Cálculo

Para 0 ≤ x ≤ π/2 , 0 ≤ y ≤ π/2 se considera la función

f(x, y) =

(∫ x

y
sin t dt ,

∫ x+y

π/2
cos
(
t− π

2

)
dt

)
.

Calcular (f−1)′(0, 0).

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Recordemos el teorema de la función inversa.
Teorema (de la función inversa). Sea A ⊂ Rn abierto, a ∈ A y f : A→ Rn
tales que:
(i) f es diferenciable con continuidad en A.
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(ii) det f ′(a) 6= 0.

Entonces, existe una abierto V ⊂ A que contiene a a y un abierto W ⊂ Rn
tales que f : V → W es biyectiva (por tanto existe f−1 : W → V ). Se
verifica además:
(a) (f−1)′(y) = [f ′(x)]−1 si y = f(x) ∈W , o dicho en palabras, la jacobiana
de la inversa es la inversa de la jacobiana.
(b) Si f es de clase k en A, también f−1 es de clase k en W.

Debido a la continuidad de las funciones seno y coseno, f está bien definida.
Si x = y y x+y = π/2 entonces f(x, y) = (0, 0), es decir f(π/4, π/4) = (0, 0)
o bien,

f−1(0, 0) = (π/4, π/4).

Teniendo en cuenta que a = (π/4, π/4) es un punto interior de [0, π/2] ×
[0, π/2] podemos elegir un abierto A ⊂ [0, π/2] × [0, π/2] y que contiene al
punto a. Veamos que se verifican las hipótesis del teorema de la función
inversa.

(i) f = (f1, f2) es diferenciable con continuidad en A. En efecto, usando el
teorema fundamental del Cálculo:

∂f1

∂x
= sinx ,

∂f1

∂y
= − sin y,

∂f2

∂x
= cos(x+ y − π/2) ,

∂f2

∂y
= cos(x+ y − π/2).

Estas parciales están definidas y son continuas en el abierto A, por tanto
f ∈ C1(A). Es decir, f es diferenciable con continuidad en A.

(ii) det f ′(a) 6= 0 . Efectivamente

f ′(a) =

[
∂f1
∂x (a) ∂f1

∂y (a)
∂f2
∂x (a) ∂f2

∂y (a)

]
=

[√
2/2 −

√
2/2

1 1

]
⇒ det f ′(a) =

√
2 6= 0.

Entonces

(f−1)′(0, 0) = [f ′(π/4, π/4)]−1 =

[√
2/2 −

√
2/2

1 1

]−1

=
1

2

[ √
2 1

−
√

2 1

]
.

12.9. Invertibilidad local con series de potencias

Sea (an)∞0 una sucesión de números reales tales que an > 0 para cada n =
0, 1, 2, . . .. Supongamos que la serie de potencias

∑∞
n=1 anx

n tiene radio de
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convergencia R > 1. Sea D = {(x, y) ∈ R2 : |x| < R, |y| < R} y definimos
f : D → R2 por:

f(x, y) =

(
y
∞∑
n=0

anx
n, x

∞∑
n=0

any
n

)
.

(a) Demostrar que f es de clase 1 en todos los puntos de D.
(b) Demuéstrese que f es localmente invertible en el punto (1, 1) śı, y sólo
si, la suma de la serie

∑∞
n=1 an es distinta de la suma de la serie

∑∞
n=1 nan.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Consideremos las funciones componentes de f :

f1(x, y) = y
∞∑
n=0

anx
n, f2(x, y) = x

∞∑
n=0

any
n.

Teniendo en cuenta que toda serie de potencias se puede derivar término a
término en el interior del intervalo de convergencia, tenemos:

∂f1

∂x
= y

( ∞∑
n=0

anx
n

)′
= y

∞∑
n=1

nanx
n−1,

∂f1

∂y
=
∞∑
n=0

anx
n.

Estas parciales son continuas en D pues la función a la que da lugar toda
serie de potencias es derivable en el interior del intervalo de convergencia.
En consecuencia, f1 ∈ C1(D). Análogas consideraciones para f2. Por tanto,
f = (f1, f2) es de clase 1 en D.

(b) Como R > 1, existe un abierto A tal que (1, 1) ∈ A ⊂ D en el que la
función f es de clase 1. La matriz jacobiana de f en (1, 1) es:

f ′(1, 1) =


∂f1

∂x
(1, 1)

∂f1

∂y
(1, 1)

∂f2

∂x
(1, 1)

∂f2

∂y
(1, 1)

 =


∞∑
n=0

nan

∞∑
n=0

an

∞∑
n=0

an

∞∑
n=0

nan


Entonces:

det f ′(0, 0) = 0⇔

( ∞∑
n=0

nan

)2

−

( ∞∑
n=0

an

)2

= 0
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⇔

( ∞∑
n=0

nan

)2

=

( ∞∑
n=0

an

)2

.

Como an > 0 para todo n = 0, 1, 2, . . ., los números
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 nan
son positivos. En consecuencia det f ′(0, 0) = 0⇔

∑∞
n=0 an =

∑∞
n=0 nan. De

acuerdo con el teorema de la función inversa, podemos asegurar que f es
localmente invertible en (1, 1) śı, y sólo si

∑∞
n=0 an 6=

∑∞
n=0 nan.

12.10. Teorema de la función impĺıcita (en R×R)

1. Se considera la función F : R×R→ R definida por F (x, y) = x2 + y2− 5
y el punto (a, b) = (1, 2).
(a) Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema de la función
impĺıcita en (a, b).
(b) Deducir que la ecuación F (x, y) = 0 determina un única función impĺıci-
ta y = f(x). (c) Calcular f ′(1).

2. Comprobar que la ecuación x2y+3y3−2y2−2 = 0 determina una función
impĺıcita y = f(x) en un entorno del punto (1, 1). Hallar f ′(1).

Solución. Recordamos el teorema de la función impĺıcita.

Teorema (de la función impĺıcita en R × R). Sean A ⊂ R × R abierto,
(a, b) ∈ A y F : A→ R una función. Supongamos que se verifica
(i) F (a, b) = 0.
(ii) F ∈ C1(A).
(iii) (D2f)(a, b) 6= 0.

Entonces, existe un conjunto abierto V ⊂ R que contiene a a y un conjunto
abierto W ⊂ R que contiene a b tales que para cada x ∈ V existe un único
y ∈W tal que F (x, y) = 0.
La función f : V →W definida por f(x) = y (llamada función impĺıcita) es
de clase 1 en W . Además, si F es de clase k en A entonces f es de clase k
en V .

1. (a) (i) F (1, 2) = 12 + 22 − 5 = 0.
(ii) Las derivadas parciales son

∂F

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2y,

que claramente son continuas en todo el abierto A = R×R, lo cual implica
F ∈ C1(A).
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(iii)
∂F

∂y
(1, 2) = 4 6= 0.

Se verifican las hipótesis del teorema.

(b) De acuerdo con el teorema de la función impĺıcita, la ecuación x2 + y2−
5 = 0 determina una única función impĺıcita y = f(x) en un entorno de
(1, 2).

(c) En general, si y = f(x) es la función determinada por F (x, y) = 0 en un
entorno de un determinado punto, derivando respecto de x obtenemos

∂F

∂x
· 1 +

∂F

∂y
y′ = 0, o bien y′ = −

∂F

∂x
∂F

∂y

.

En nuestro caso

f ′(1) = −

∂F

∂x
(1, 2)

∂F

∂y
(1, 2)

= −2

4
= −1

2
.

Por supuesto que no siempre va a se posible despejar y en función de x, es
decir, dar la función en forma expĺıcita. En nuestro caso, śı podemos:

y = f(x) =
√

5− x2, y f ′(x) = − x√
5− x2

.

Por tanto f ′(1) = −1/2.

2. Denominemos F (x, y) = x2y + 3y3 − 2y2 − 2. Se verifica F (1, 1) = 0. Las

parciales
∂F

∂x
= 2xy y

∂F

∂y
= x2 + 9y2 − 4y son claramente continuas en el

abierto A = R× R y
∂F

∂y
(1, 1) = 6 6= 0. Es decir, en un entorno de (1, 1) la

ecuación dada determina una función y = f(x). Además se verifica

f ′(1) = −

∂F

∂x
(1, 1)

∂F

∂y
(1, 1)

= −2

6
= −1

3
.
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12.11. Función impĺıcita con teorema fundamen-
tal del Cálculo

(a) Probar que la expresión

x6y + y2

∫ x

0

1

1 + sin6 t
+ y5 − 1 = 0

define a y como una función impĺıcita diferenciable y = f(x) en un entorno
del punto (0, 1).
(b) Calcular la ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto
(0, 1).

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Denominemos

F (x, y) = x6y + y2

∫ x

0

1

1 + sin6 t
dt+ y5 − 1.

Aplicando conocidas propiedades, es claro que F está definida en R × R y
que F (0, 1) = 0. Por otra parte y usando el teorema fundamental del Cálculo

∂F

∂x
= 6x5y + y2 · 1

1 + sin6 x
,
∂F

∂y
= x6 + 2y

∫ x

0

1

1 + sin6 t
dt+ 5y4.

Estas parciales son continuas en el abierto A = R×R y además
∂F

∂y
(0, 1) =

5 6= 0. Es decir, la ecuación dada determina una función diferenciable
y = f(x) en un entorno del punto (0, 1).

(b) La ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (0, 1)
viene dada por y − 1 = f ′(0)(x− 0). Pero

f ′(0) = −

∂F

∂x
(0, 1)

∂F

∂y
(0, 1)

= −1/5,

con lo cual la ecuación de la recta pedida es x+ 5y − 5 = 0.

12.12. Teorema de la función impĺıcita en Rn×Rm

1. (a) Probar que el sistema {
xz3 + y2u3 = 1
2xy3 + u2z = 0,
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define a z, u como funciones impĺıcitas diferenciables de las variables x, y en
un entorno del punto P (0, 1, 0, 1).
(b) Hallar las derivadas parciales en el punto a = (0, 1) de las funciones
impĺıcitas z = z(x, y) y u = u(x, y) que determinan el sistema anterior.

2. Demostrar que la ecuación x2y + y2x + z2 cos(xz) = 1 define a z como
función impĺıcita z = z(x, y) en un entorno del punto P (0,

√
2, 1). Hallar las

derivadas parciales
∂z

∂x
(0,
√

2),
∂z

∂y
(0,
√

2).

3. Demostrar que el sistema{
7x2 + y2 − 3z2 = −1
4x2 + 2y2 − 3z2 = 0

define funciones diferenciables y = y(x), z = z(x) de la variable independien-
te x en un entorno del punto P (1,−2, 2). Hallar y′(1), z′(1), y′′(1), z′′(1).

Solución. Recordamos el teorema de la función impĺıcita.

Teorema (de la función impĺıcita en Rn×Rm) Sean A ⊂ Rn×Rm abierto,
(a, b) ∈ A y F = (F1, . . . , Fm) : A → Rm una función. Supongamos que se
verifica
(i) F (a, b) = 0.
(ii) F ∈ C1(A).

(iii) det


Dn+1F1(a, b) Dn+2F1(a, b) . . . Dn+mF1(a, b)
Dn+1F2(a, b) Dn+2F2(a, b) . . . Dn+mF2(a, b)

...
...

Dn+1Fm(a, b) Dn+2Fm(a, b) . . . Dn+mFm(a, b)

 6= 0.

Entonces, existe un conjunto abierto V ⊂ Rn que contiene a a y un conjunto
abierto W ⊂ Rm que contiene a b tales que para cada x ∈ V existe un único
y ∈W tal que F (x, y) = 0.

La función f : V →W definida por f(x) = y (llamada función impĺıcita) es
de clase 1 en W . Además, si F es de clase k en A entonces f es de clase k
en V .

1. a) Consideremos la función F = (F1, F2) : R2 × R2 → R2 definida por

F (x, y, z, u) = (xz3 + y2u3 − 1, 2xy3 + u2z).

Veamos que se cumplen las hipótesis del teorema de la función impĺıcita en
el punto dado. En efecto, como F (0, 1, 0, 1) = (0 + 1− 1, 0 + 0) = (0, 0), se
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cumple (i).
La parciales de las funciones componentes de F son

∂F1

∂x
= z3 ,

∂F1

∂y
= 2yu3 ,

∂F1

∂z
= 3xz2 ,

∂F1

∂u
= 3y2u,

∂F2

∂x
= 2y3 ,

∂F2

∂y
= 6xy2 ,

∂F2

∂z
= u2 ,

∂F2

∂u
= 2uz.

Estas parciales son continuas en todo R2 × R2 y en particular en cualquier
abierto A que contenga al punto dado, es decir F ∈ C1(A) y por tanto se
verifica (ii).

Veamos que se cumple (iii):

det


∂F1

∂z

∂F1

∂u

∂F2

∂z

∂F2

∂u

 =

∣∣∣∣3xz2 3y2u
u2 2uz

∣∣∣∣ = 6xz3u− 3y2u3.

Sustituyendo en (x, y, z, u) la coordenadas del punto dado (0, 1, 0, 1) obtene-
mos que el determinante es −3 6= 0. Por tanto, también se cumple (iii). Como
consecuencia el sistema dado define una función (z, u) = (z(x, y), u(x, y)) de
clase 1 (y por tanto diferenciable) un entorno de P = (a, b) con a = (0, 1) y
b = (0, 1).

(b) Derivando las igualdades dadas primero respecto de x y luego respecto
de y obtenemos

S1 :


z3 + 3xz2 ∂z

∂x
+ 3y2u2∂u

∂x
= 0

2y3 + 2uz
∂u

∂x
+ u2 ∂z

∂x
= 0,

S2 :


3xz2 ∂z

∂y
+ 2yu3 + 3y2u2∂u

∂y
= 0

6xy2 + 2uz
∂u

∂y
+ u2 ∂z

∂y
= 0.

Sustituyendo (x, y) por a = (0, 1) y (z, u) por b = (0, 1) en los sistemas S1

y S2 obtenemos

S′1 :


3
∂u

∂x
(0, 1) = 0

2 +
∂z

∂x
(0, 1) = 0,

S′2 :


2 + 3

∂u

∂y
(0, 1) = 0

∂z

∂y
(0, 1) = 0.
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Por tanto, las derivadas parciales pedidas son

∂z

∂x
(0, 1) = −2 ,

∂u

∂x
(0, 1) = 0 ,

∂u

∂y
(0, 1) = −2/3 ,

∂z

∂y
(0, 1) = 0.

2. Consideremos la función F : R2 × R→ R definida por

F (x, y, z) = x2y + y2x+ z2 cos(xz)− 1.

Se verifica F (0,
√

2, 1) = 0. La parciales de F son

∂F

∂x
= 2xy + y2 − z3 sin(xz),

∂F

∂y
= x2 + 2xy,

∂F

∂z
= 2z cos(xz)− xz2 sin(xz).

Estas parciales son continuas en R2 ×R, en particular en cualquier subcon-
junto abierto A que contiene al punto P (0,

√
2, 1). Es decir, F ∈ C1(A).

Por otra parte, tenemos det
[
∂F
∂z (0,

√
2, 1)

]
= 2 6= 0. Concluimos que la

ecuación dada define una única función impĺıcita z = z(x, y) de clase 1 (y
por tanto diferenciable) un entorno de P = (a, b) con a = (0,

√
2) y b = 1.

Derivando la ecuación dada respecto de x y respecto de y obtenemos

2xy + y2 + 2z · ∂z
∂x
· cos(xz) + z2(− sin(xz))(z + x

∂z

∂x
) = 0,

x2 + 2xy + 2z · ∂z
∂y
· cos(xz) + z2(− sin(xz))x

∂z

∂y
= 0.

Sustituyendo (x, y, z) = (0,
√

2, 1) obtenemos

∂z

∂x
(0,
√

2) = −1 ,
∂z

∂y
(0,
√

2) = 0.

3. Consideremos la función F = (F1, F2) : R× R2 → R2 definida por

F (x, y, z) = (7x2 + y2 − 3z2 + 1, 4x2 + 2y2 − 3z2).

Se verifica F (1,−2, 2) = (0, 0). Las parciales de F1 y F2 son

∂F1

∂x
= 14x ,

∂F1

∂y
= 2y ,

∂F1

∂z
= −6z

∂F2

∂x
= 8x ,

∂F2

∂y
= 4y ,

∂F2

∂z
= −6z.



350 12.13 Puntos cŕıticos: casos dudosos

Estas parciales son continuas en R×R2, en particular en cualquier subcon-
junto abierto A que contiene al punto P (1,−2, 2). Es decir, F ∈ C1(A). Por
otra parte

det


∂F1

∂y

∂F1

∂z

∂F2

∂y
∂F2
∂z

 =

∣∣∣∣2y −6z
4y −6z

∣∣∣∣ = 12yz.

Sustituyendo en (x, y, z) la coordenadas del punto dado (1,−2, 2) obtenemos
que el determinante es −48 6= 0. Concluimos que el sistema dado define
una única función impĺıcita (y, z) = (y(x), z(x)) de clase 1 (y por tanto
diferenciable) un entorno de P = (a, b) con a = 1 y b = (−2, 2). Derivando
las ecuaciones dadas respecto de x obtenemos{

14x+ 2yy′ − 6zz′ = 0
8x+ 4yy′ − 6zz′ = 0.

Resolviendo el sistema en las incógnitas y′, z′ obtenemos y′ = 3x/y , z′ =
(10x)/(3z). Derivando estas dos últimas igualdades respecto de x

y′ =
3x

y

z′ =
10x

3z

⇒


y′′ = 3

y − xy′

y2

z′ =
10

3

z − xz′

z2
.

Sustituyendo en (x, y, z) la coordenadas del punto dado (1,−2, 2):

y′(1) = −3

2
, z′(1) =

5

3
, y′′(1) = −3

8
, z′′(1) =

5

18
.

12.13. Puntos cŕıticos: casos dudosos

A. Analizar el carácter del punto singular (0, 0) para la función

f(x, y) = y2 − 3x2y + 2x4.

B. Dada la función f(x, y) = x4 + y4 − 2x2 + axy− 2y2, analizar el carácter
del punto cŕıtico (0, 0) según los valores de a ∈ R.

(Propuestos en examen, Cálculo, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. A. Tenemos:

∂f

∂x
= −6xy + 8x3,

∂f

∂y
= 2y − 3x2 ⇒ ∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0,
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lo cual implica que (0, 0) es efectivamente un punto singular de f . Hallemos
la matriz hessiana correspondiente.

∂2f

∂x2
= −6y + 24x2,

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= −6x,

∂2f

∂y2
= 2.

H(f, (0, 0)) =


∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂x∂y
(0, 0)

∂2f

∂x∂y
(0, 0)

∂2f

∂y2
(0, 0)

 =

[
0 0
0 2

]
.

Dado que detH(f, (0, 0)) = 0, tenemos caso dudoso. Procedemos a estudiar
el signo del incremento ∆(x, y) = f(x, y)− f(0, 0) en un entorno de (0, 0) :

∆(x, y) = y2 − 3x2y + 2x4.

Fatorizamos el polinomio ∆(x, y) resolviendo con respecto a y la ecuación
de segundo grado y2 − 3x2y + 2x4 = 0 :

y =
3x2 ±

√
9x4 − 8x4

2
=

3x2 ± x2

2
=
{

2x2, x2
}
.

por tanto ∆(x, y) = (y − 2x2)(y − x2). Analicemos el signo de y − 2x2 :

y

x

y = 2x2

En el interior de la parábola, y − 2x2 > 0, en el exterior y − 2x2 > 0 y en
la parábola, y − 2x2 = 0. Analizemos ahora el de y − x2 :

y

x

y = x2

En el interior de la parábola, y − x2 > 0, en el exterior y − x2 > 0 y en la
parábola y − x2 = 0.
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y

x

Eso implica que en todo entorno V del origen hay puntos en los que ∆(x, y) <
0 y puntos en los que ∆(x, y) > 0. Es decir, en (0, 0) no existe extremo local
y tenemos por tanto un punto de silla.

B. Hallemos las parciales de f hasta orden 2 :

∂f

∂x
= 4x3 − 4x+ ay,

∂f

∂y
= 4y3 + ax− 4y,

∂2f

∂x2
= 12x2 − 4,

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= a,

∂2f

∂y2
= 12y2 − 4.

El origen es por tanto punto cŕıtico de la función. La matriz hessiana es:

H =

[
−4 a
a −4

]
.

y sus menores principales son H1 = −4, H2 = 16− a2. Para H2 < 0 o bien
|a| > 4 no hay extremo. Para H2 > 0 o bien |a| < 4, y dado que H1 < 0 la
forma cuadrática dada por H es definida negativa y tenemos máximo local.

Para H2 = 0 o bien a = ±4 obtenemos caso dudoso. Para a = 4 analicemos
signo del incremento se la función en un entorno de (0, 0) :

∆(x, y) = f(x, y)− f(0, 0) = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2.

Los incrementos a lo largo de las rectas y = x e y = −x son:

∆(x, x) = 2x4, ∆(x,−x) = 2x2(x2 − 4)

Esto implica que ∆(x, x) > 0 para todo x 6= 0 y para valores próximos de
x a 0, ∆(x,−x) < 0. En (0, 0) no hay extremo local. Análogo razonamiento
para a = −4. Podemos concluir:

|a| ≥ 4⇒ (0, 0) es punto de silla para f ,
|a| < 4⇒ (0, 0) es punto de máximo local para f.
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12.14. Puntos cŕıticos de f(x, y) =
∑∞

k=0(xy)k

(a) Dibujar en el plano el dominio de la función escalar

f(x, y) =

∞∑
k=0

(xy)k.

(b) Hallar y clasificar los puntos cŕıticos de f.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

(a) La serie dada es una serie geométrica de razón xy, en consecuencia es
convergente si y sólo si se verifica |xy| < 1 o equivalentemente, si y sólo si
−1 < xy < 1. El dominio de f es por tanto:

Dom f = {(x, y) ∈ R2 : −1 < xy < 1}

Corresponde pues al conjunto abierto del plano que contiene al origen y cuya
frontera son las hipérbolas equiláteras y = 1/x e y = −1/x.

y

x

y = 1/xy = −1/x

Dom f

(b) Aplicando la conocida fórmula de la suma de la serie geométrica:

f(x, y) = 1 + xy + (xy)2 + (xy)3 + . . . =
1

1− xy
(|xy| < 1).

Hallemos los puntos cŕıticos de f :
∂f

∂x
=

y

(1− xy)2
= 0

∂f

∂y
=

x

(1− xy)2
= 0

⇔ (x, y) = (0, 0).

Hallemos las parciales de orden dos de f en el punto cŕıtico (0, 0) :

∂2f

∂x2
=
−2(1− xy)(−y)y

(1− xy)4
=

2y2

(1− xy)3
,
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∂2f

∂x∂y
=

1(1− xy)2 − 2(1− xy)(−x)y

(1− xy)4
=

xy + 1

(1− xy)3
,

∂2f

∂y2
=
−2(1− xy)(−x)x

(1− xy)4
=

2x2

(1− xy)3
.

La matriz hessiana de f en el punto cŕıtico (0, 0) es:

H(f, (0, 0)) =


∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂x∂y
(0, 0)

∂2f

∂x∂y
(0, 0)

∂2f

∂x2
(0, 0)

 =

[
0 1
1 0

]
.

Dado que detH(f, (0, 0)) = −1 < 0, en el punto (0, 0) no hay extremo
(punto de ensilladura).

Solución.

12.15. Máximos y mı́nimos condicionados, multi-
plicadores de Lagrange

1. Hallar los extremos de la función f(x, y) = x + 2y con la condición
x2 + y2 = 5.

2. Hallar los extremos de la función f(x, y) = xy con la condición x+ y = 1.

3. Hallar los extremos de la función f(x, y) = x + 2y con la condición
x2 + y2 = 5 sin usar el método de los multplicadores de Lagrange.

4. Hallar los extremos de la función f(x, y, z) = x+ y+ z con la condiciones
x2 + y2 = 1, z = 2.

Solución. Recordamos los siguientes teoremas:

Teorema 1. (Condiciones necesarias para la existencia de extremos con-
dicionados). Sea A ⊂ Rn abierto y f : A → R de clase 1 en A. Sean
g1, . . . , gm : A→ R con m < n funciones de clase 1 en A.
Sea M = {x ∈ A : g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0} y a ∈M . Supongamos que

(a) rg


∂g1

∂x1
(a) . . .

∂g1

∂xn
(a)

...
...

∂gm
∂x1

(a) . . .
∂gm
∂xn

(a)

 = m (es decir, la matriz tiene rango máxi-

mo).
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(b) f tiene extremo local condicionado en a, es decir o bien existe un en-
torno V (a) de a tal que f(x) ≤ f(a) para todo x ∈ V (a)∩M (máximo local
condicionado), o bien existe un entorno V (a) de a tal que f(x) ≥ f(a) para
todo x ∈ V (a) ∩M (mı́nimo local local condicionado).

Entonces, existen unos únicos números reales λ1, . . . , λm (llamados multipli-
cadores de Lagrange) tales que

∂f

∂x1
(a) + λ1

∂g1

∂x1
(a) + . . . λm

∂gm
∂x1

(a) = 0

. . .
∂f

∂xn
(a) + λ1

∂g1

∂xn
(a) + . . . λm

∂gm
∂xn

(a) = 0.

Teorema 2 (Condiciones suficientes para la existencia de extremos condi-
cionados). Supongamos que a verifica las condiciones necesarias del teorema
anterior. Supongamos además que A es convexo y que f, g1, . . . , gm son de
clase 2 en a. Consideremos la función definida en A (función de Lagrange) :

F (x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + λ1g1(x1, . . . , xn) + . . .+ λmgm(x1, . . . , xn).

Consideremos la matriz simétrica (llamada hessiana de F en a):

H(a) =

[
∂2F

∂xi∂xj
(a)

]
(i, j = 1, . . . , n).

Entonces:
(i) Si H(a) es definida positiva, f tiene en a mı́nimo local condicionado.
(ii) Si H(a) es definida negativa, f tiene en a máximo local condicionado.

Nota En los siguiente ejemplos, obviaremos la comprobación de que las fun-
ciones que aparecen son de clase 2, pues esto se deduce de manera casi
inmediata de las propiedades de las funciones elementales en sus dominios
de definición.

1. La función de Lagrange es F (x, y) = x+ 2y+λ(x2 +y2−5). Hallemos los
puntos cŕıticos, es decir los puntos a que satisfacen las condiciones necesarias
del Teorema 1. Serán las soluciones del sistema

∂F
∂x = 0
∂F
∂y = 0

x2 + y2 − 5 = 0

⇔


1 + 2λx = 0
2 + 2λy = 0

x2 + y2 − 5 = 0.

Resolviendo obtenemos para λ = 1/2 el punto (x, y) = (−1,−2), y para
λ = −1/2 el (x, y) = (1, 2). Fácilmente se comprueba la condición de rango
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máximo en estos puntos. Las parciales segundas de F son

∂2F

∂x2
= 2λ ,

∂2F

∂x∂y
= 0 ,

∂2F

∂y2
= 2λ,

y las matrices hessianas correspondientes:

H(−1,−2) =

[
1 0
0 1

]
(def. pos.)., H(1, 2) =

[
−1 0

0 −1

]
(def. neg.).

Por tanto, tenemos en (−1,−2) mı́nimo local condicionado para f y en (1, 2)
máximo local condicionado para f.

2. Función de Lagrange: F (x, y) = xy + λ(x+ y − 1). Puntos cŕıticos:
∂F
∂x = 0
∂F
∂y = 0

x+ y = 1

⇔


y + λ = 0
x+ λ = 0
x+ y = 1.

Resolviendo obtenemos para λ = −1/2 el punto (x, y) = (1/2, 1/2). Fácil-
mente se comprueba la condición de rango máximo en estos puntos. Las

parciales segundas de F son
∂2F

∂x2
= 0 ,

∂2F

∂x∂y
= 1 ,

∂2F

∂y2
= 0 y la matriz

hessiana correspondiente:

H(1/2, 1/2) =

[
0 1
1 0

]
.

Esta matriz no es ni definida positiva ni definida negativa, por tanto nada
asegura el teorema 2. Pero en este caso, la condición x+y = 1 se expresa en
paramétricas en la forma x = t, y = 1− t (t ∈ R). Sustituyendo en f(x, y)
obtenemos la función de una variable

ϕ(t) = f(t, 1− t) = t− t2.

Procedemos ahora al cálculo de los extremos de ϕ : ϕ′(t) = 1 − 2t = 0 ⇔
t = 1/2 y ϕ′′(1/2) = −2 < 0, lo cual implica que para t = 1/2 tene-
mos un máximo local. Sustituyendo en las paramétricas, concluimos que en
(x, y) = (1/2, 1/2) tenemos máximo local condicionado para f.

Nota El usar las ecuaciones paramétricas de la condición (o condiciones)
es una de las estrategias para analizar la existencia extremos locales con-
dicionados cuando la matriz hessiana no es ni definida positiva ni definida
negativa. En cualquier caso, si no se exige usar el método de los multiplica-
dores de Lagrange, podemos por supuesto utilizar la estrategia mencionada.
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Resolvemos a continuación de esta manera el ejercicio 1.

3. La condición es una circunferencia de centro el origen y radio
√

5 cu-
yas ecuaciones paramétricas son x =

√
5 cos t, y =

√
5 sin t (t ∈ [0, 2π]).

Sustituyendo en la función obtenemos ϕ(t) =
√

5(cos t + 2 sin t) y ϕ′(t) =√
5(− sin t + 2 cos t) = 0 si tan t = 2. Esta ecuación tiene dos soluciones,

t1 ∈ (0, π/2) y t2 ∈ (π/2, 3π/2).

La derivada segunda es ϕ′′(t) =
√

5(− cos−2 sin t). Dado que t1 pertenece
al primer cuadrante y t2 al tercero, se verifica ϕ′′(t1) < 0, ϕ′′(t2) > 0, es
decir en t1 tenemos máximo local para ϕ y en t2, mı́nimo. Hallemos aho-
ra los valores de x e y que corresponden a esos valores hallados de t. De
1 + tan2 t = cos2 t obtenemos cos t =

√
1/(1 + tan2 t).

Como tan ti = 2 (i = 1, 2) deducimos cos t1 = +1/
√

5, cos t2 = −1/
√

5.
Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas obtenemos respectivamente
(x, y) = (1, 2) (punto de máximo local condicionado para f) y (x, y) =
(−1,−2) (punto de mı́nimo local condicionado para f).

4. Función de Lagrange: F (x, y, z) = x+ y + z + λ(x2 + y2 − 1) + µ(z − 2).
Puntos cŕıticos: 

∂F
∂x = 0
∂F
∂y = 0
∂F
∂z = 0

x2 + y2 = 1
z − 2 = 0

⇔


1 + 2λx = 0
1 + 2λy = 0
1 + µ = 0
x2 + y2 = 1
z − 2 = 0.

Resolviendo obtenemos para (λ, µ) = (
√

2/2,−1) el punto P (−
√

2/2,−
√

2/2, 2)
y para (λ, µ) = (−

√
2/2,−1) el punto Q(

√
2/2,
√

2/2, 2). Podemos compro-
bar fácilmente la condición de rango máximo en estos puntos. Las parciales
segundas de F son

∂2F

∂x2
= 2λ ,

∂2F

∂x∂y
= 0 ,

∂2F

∂x∂z
= 0 .

∂2F

∂y2
= 2λ ,

∂2F

∂y∂z
= 0 ,

∂2F

∂z2
= 0,

y las matrices hessianas correspondientes:

H(P ) =

√2 0 0

0
√

2 0
0 0 0

 , H(Q) =

−√2 0 0

0 −
√

2 0
0 0 0

 .
Estas matrices no son ni definida positiva ni definida negativa, por tanto
nada asegura el teorema 2. Procedemos a usar las ecuaciones parametŕıcas de
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las condiciones, es decir x = cos t, y = sin t, z = 2 (t ∈ [0, 2π]). Obtenemos
la función

ϕ(t) = F (x(t), y(t), z(t)) = cos t+ sin t+ 2 (t ∈ [0, 2π]).

Fácilmente deducimos que para t = π/4 y t = 5π/4 hay respectivamente
máximo local y mı́nimo local para ϕ. Sustituyendo estos valores de t en
las paramétricas obtenemos que (

√
2/2,
√

2/2, 2) es punto de máximo local
condicionado para f y (−

√
2/2,−

√
2/2, 2) de mı́nimo.

12.16. Paraleleṕıpedo inscrito en un elipsoide

Calcular el paraleleṕıpedo de mayor volumen inscrito en el elipsoide

x2

a2
+
y2

b2
+
x2

c2
= 1 (a > 0, b > 0, c > 0).

Solución. Sea (x, y, z) el vértice del paraleleṕıpedo que está en el primer
cuadrante. El volumen de este es por tanto V = 2x ·2y ·2z = 8xyz. Es decir,
se trata de hallar el máximo de V1 = xyz con la condición x2/a2 + y2/b2 +
z2/c2 = 1 (x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0). Función de Lagrange:

F (x, y, z) = xyz + λ(x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 − 1).

Puntos cŕıticos 

∂F

∂x
= yz + 2λx/a2 = 0

∂F

∂y
= xz + 2λy/b2 = 0

∂F

∂z
= xy + 2λz/c2 = 0

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1.

Siendo V1 ≥ 0, para x = 0 o y = 0 o z = 0 obtenemos mı́nimo absoluto. Por
tanto solo consideraremos soluciones para x, y, z positivas. Despejando λ:

λ = −yza
2

2x
= −xzb

2

2y
= −xyc

2

2z
⇒
{
y2a2 = x2b2

z2a2 = x2c2.

Sustituyendo los valores de y2 = x2b2/a2, z2 = x2c2/a2 en la ecuación del
elipsoide obtenemos el punto P0 = (a/

√
3, b/
√

3, c/
√

3).

En tal punto, V1 = xyz se hace máximo. Efectivamente, al ser V1 continua
sobre un conjunto compacto, V1 alcanza al menos un máximo absoluto. Los
posibles puntos en donde V1 puede alcanzar un extremo son las intersecciones
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de los planos coordenados con el elipsoide o el punto P0. En los primeros
hemos visto que V1 alcanzaba un mı́nimo. Por tanto, el máximo absoluto lo
alcanza V1 en P0, siendo el valor máximo de V = 8V1:

Vmáx(P0) =
8
√

3

9
abc.

12.17. Extremos absolutos sobre compactos

1. Considérese la función f : R2 − {(0, 0)} → R :

f(x, y) =
−2(x+ y)

x2 + y2
.

Determinar sus extremos absolutos sobre la región

D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

2. ¿Cuanto vale y en qué punto alcanza su máximo la función f(x, y) =
(x|y| − y|x|)113 sobre el compacto x2 + y2 ≤ 1?

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).

3. Calcular los extremos absolutos de la función f : R2 → R definida por:

f(x, y) =

∫ (x+y)3

0

cos2 t

1 + sin4 t
dt,

sobre el compacto C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Hallemos los puntos cŕıticos en el interior del compacto D :

∂f

∂x
= −2 · x

2 + y2 − 2x(x+ y)

(x2 + y2)2
= 2 · x

2 − y2 + 2xy

(x2 + y2)2
,

∂f

∂y
= −2 · x

2 + y2 − 2y(x+ y)

(x2 + y2)2
= 2 · −x

2 + y2 + 2xy

(x2 + y2)2
.

Igualando a 0 ambas parciales obtenemos necesariamente:{
x2 − y2 + 2xy = 0
−x2 + y2 + 2xy = 0.
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Sumando ambas ecuaciones queda 4xy = 0. Si x = 0 se deduce que y = 0,
y si y = 0, que x = 0, pero la función no está definida en (0, 0). Analicemos
ahora la función en la frontera del compacto. Los puntos de la circunferencia
x2+y2 = 1 se pueden expresar en la forma x = cos t, y = sin t con t ∈ [0, 2π].
La función f en esta circunferencia la podemos expresar en la forma:

ϕ(t) = f(cos t, sin t) =
−2(cos t+ sin t)

cos2 t+ sin2 t
= −2(cos t+ sin t) (t ∈ [0, 2π]).

Tenemos ϕ′(t) = 0 ⇔ −2(− sin t + cos t) = 0 ⇔ sin t = cos t ⇔ tan t = 1.
Los únicos puntos cŕıticos de la función ϕ en (0, 2π) son t = π/4 y t = 5π/4,
para los cuales obtenemos los valores ϕ(π/4) = −2

√
2 y ϕ(5π/4) = 2

√
2.

Los valores de ϕ en los extremos del intervalo son ϕ(0) = ϕ(2π) = −2.
El máximo absoluto de ϕ es por tanto 2

√
2 y el mı́nimo absoluto −2

√
2

para los que obtenemos respectivamente los puntos (cos 5π/4, sin 5π/4) =
(−
√

2/2,−
√

2/2) y (cosπ/4, sinπ/4) = (
√

2/2,
√

2/2).

Procediendo de manera análoga en la circunferencia x2 + y2 = 4 obtenemos
que el máximo absoluto es

√
2 y el mı́nimo absoluto −

√
2. De la compara-

ción de los extremos absolutos de la función f en las dos circunferencias,
deducimos los extremos absolutos pedidos:

fmáx(−
√

2/2,−
√

2/2) = 2
√

2 , fmı́n(
√

2/2,
√

2/2) = −2
√

2.

2. Como 113 es un número impar, la función u : R → R, u(t) = t113 es
estrictamente creciente, en consecuencia los puntos en donde existe máximo
para f(x, y) son los mismos para los que se obtiene máximo para la función
g(x, y) = x|y| − y|x|. Llamando Ci (i = 1, 2, 3, 4) al cuadrante Ci del plano:

g(x, y) =


xy − yx = 0 si (x, y) ∈ C1

xy − y(−x) = 2xy si (x, y) ∈ C2

x(−y)− y(−x) = 0 si (x, y) ∈ C3

x(−y)− yx = −2xy si (x, y) ∈ C4

Llamemos K al compacto K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Dado que en
C1 ∩K y C3 ∩K la función g es constante, bastará analizar la función en
C2 ∩K y C4 ∩K.

El único punto cŕıtico de la función g en C2∩K es el (0, 0) que no pertenece a
su interior. Analicemos la función g en la frontera de C2∩K. Para todos sus
puntos sobre los ejes, la función se anula y sus puntos sobre la circunferencia
x2 + y2 = 1 son de la forma (x, y) = (cos t, sin t) con t ∈ [π/2, π]. La función
en este cuarto de circunferencia es por tanto

ϕ(t) = f(cos t, sin t) = 2 cos t sin t = sin 2t (t ∈ [π/2, π]).
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Tenemos
ϕ′(t) = 0⇔ 2 cos 2t = 0⇔ cos 2t = 0.

El único punto cŕıtico de la función ϕ en (π/2, π) es t = 3π/4, para el cual
obtenemos el valor ϕ(3π/4) = sin 3π/2 = −1. El valor de ϕ en los extremos
del intervalo son ϕ(π/2) = ϕ(π) = 0. El máximo absoluto de ϕ es por tanto
0 y el mı́nimo absoluto −1.

Procediendo de manera análoga en C4 ∩ K obtenemos para la correspon-
diente función ϕ en el intervalo [3π/2, 2π], máximo absoluto 1 obtenido en
t = 7π/4 y mı́nimo absoluto 0.

De la comparación de los valores obtenidos, deducimos que en el com-
pacto K, la función g tiene máximo absoluto en (cos 7π/4, sin 7π/4) =
(
√

2/2,−
√

2/2) con valor 1 y mı́nimo absoluto en (cos 3π/4, sin 3π/4) =
(−
√

2/2,
√

2/2) con valor −1. Por tanto, los máximos absolutos de la fun-
ción f son:

fmáx(
√

2/2,−
√

2/2) = 1113 = 1 , fmı́n(−
√

2/2,
√

2/2) = (−1)113 = −1.

3. Consideremos la función del tipo F (u) =
∫ u

0 φ(t) dt con φ continua y φ ≥ 0
en R. Aplicando el teorema fundamental del Cálculo, F ′(u) = φ(u) ≥ 0 con
lo cual, F es creciente en R. En nuestro caso:

φ(t) =
cos2 t

1 + sin4 t
(continua y ≥ 0 en R).

Esto implica que los extremos absolutos de la función dada f se alcanzarán
en los mismos puntos que los extremos absolutos de u(x, y) = (x+ y)3 en el
compacto C. A su vez, y teniendo en cuenta que la función v3 es creciente
en R, los extremos absolutos de f se alcanzarán en los mismos puntos que
los extremos absolutos de h(x, y) = x+ y en el compacto C.

La función h no tiene puntos cŕıticos, y en la frontera x2 + y2 = 1 de C
podemos escribir:

ϕ(t) = h(cos t, sin t) = cos t+ sin t (t ∈ [0, 2π]).

Tenemos ϕ′(t) = 0 ⇔ − sin t + cos t = 0 ⇔ tan t = 1. Los únicos puntos
cŕıticos de la función ϕ en (0, 2π) son t = π/4 y t = 5π/4, para los cuales
obtenemos los valores ϕ(π/4) =

√
2 y ϕ(5π/4) = −

√
2.

Los valores de ϕ en los extremos del intervalo son ϕ(0) = ϕ(2π) = 1. El máxi-
mo absoluto de ϕ es por tanto

√
2 y el mı́nimo absoluto −

√
2 para los que
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obtenemos respectivamente los puntos (cosπ/4, sinπ/4) = (
√

2/2,
√

2/2) y
(cos 5π/4, sin 5π/4) = (−

√
2/2,−

√
2/2). Podemos concluir que los extremos

absolutos de f son:

fmáx(
√

2/2,
√

2/2) =

∫ 2
√

2

0

cos2 t

1 + sin4 t
dt,

fmı́n(−
√

2/2,−
√

2/2) =

∫ −2
√

2

0

cos2 t

1 + sin4 t
dt.

12.18. Puntos cŕıticos de g(x, y) = p(f(x)) + p(f(y))

a) Sea f : R → R una función derivable tal que f ′(x) > 0 ∀x ∈ R. Su-
pongamos que ĺımx→+∞ f(x) = +∞ y ĺımx→−∞ f(x) = 0. Demostrar que
f(x) > 0 ∀x ∈ R y que dado b > 0 existe un único a ∈ R tal que f(a) = b.

b) Sea p(x) un polinomio de grado 3 (con coeficientes reales) y con tres
ráıces reales distintas y positivas. Sea α una ráız de p′(x) (derivada de p).
Demostrar que signo [p(α)] = −signo [p′′(α)]. Probar además que si β 6= α
es otra ráız de p′ entonces signo [p′′(α)] = −signo [p′′(β)].

c) Sea g(x, y) = p(f(x)) + p(f(y)) siendo p un polinomio cumpliendo las
hipótesis del apartado b) y f una función cumpliendo las hipótesis del apar-
tado a). Calcular los puntos cŕıticos de g(x, y).

d) Clasificar los puntos cŕıticos obtenidos en c).

e) Calcular los máximos y mı́nimos de g(x, y) bajo la restricción f(x) −
f(y) = 0.

(Propuesto en examen, Cálculo, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. a) Por hipótesis f ′(x) > 0 para todo x ∈ R, lo cual implica que f
es estrictamente creciente en todo R. Supongamos que existiera un x0 ∈ R
tal que f(x0) ≤ 0 entonces, existe un x1 ∈ R con f(x1) < f(x0). Elijamos
ε = −f(x1) > 0. Dado que f(x) < f(x1) para todo x < x1 se verifica
|f(x)| > ε lo cual va en contra de la hipótesis ĺımx→−∞ f(x) = 0. Hemos
demostrado pues que f(x) > 0 para todo x ∈ R.

Sea b > 0. De las hipótesis ĺımx→+∞ f(x) = +∞ y ĺımx→−∞ f(x) = 0 dedu-
cimos que existen números reales x1, x2 con x1 < x2 tales que f(x1) < b <
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f(x2). Como f es derivable en R, la función f : [x1, x2]→ R es continua. Por
el teorema de los valores intermedios, existe a ∈ (x1, x2) tal que f(a) = b.
Este a es único debido al crecimiento estricto de f.

b) Sean a1, a2, a3 con a1 < a2 < a3 las tres ráıces distintas de p(x). Por
el teorema de Rolle, las dos ráıces α < β de p′(x) están en los intervalos
(a1, a2) y (a2, a3) respectivamente. Supongamos que p(α) > 0 y p′′(α) > 0.
Entonces p tendŕıa un mı́nimo local en α con p(α) > 0.

Por otra parte, la función p : [a1, a2] → R es continua, y por el teorema de
Weierstrass ha de tener un máximo y mı́nimo absolutos en [a1, a2]. Al ser
0 = p(a1) = p(a2) < p(α) el máximo absoluto se obtendŕıa en un γ ∈ (a1, a2)
y en consecuencia p′(γ) = 0 con γ 6= α, lo cual es absurdo pues p′ sólo tie-
ne una ráız en (a1, a2). Análogos razonamientos para p(α) < 0, p′′(α) < 0.
También análogo razonamiento para α ∈ (a2, a3). Podemos pues concluir
que signo [p(α)] = −signo [p′′(α)].

Las únicas ráıces de p′(x) son α y β por tanto, p′(x) se puede expresar en
la forma p′(x) = λ(x− α)(x− β) con λ ∈ R, por tanto

p′′(x) = λ(2x− α− β)
p′′(α) = λ(α− β)
p′′(β) = λ(β − α).

Como α 6= β se concluye que signo [p′′(α)] = −signo [p′′(β)].

c) Teniendo en cuenta que f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ R :
∂g

∂x
= p′(f(x))f ′(x) = 0

∂g

∂y
= p′(f(y))f ′(y) = 0

⇔
{
p′(f(x)) = 0
p′(f(y)) = 0

⇔


f(x) = α ∨ f(x) = β

∧
f(x) = α ∨ f(x) = β.

Por el apartado a) existen únicos α1, β1 ∈ R tales que f(α1) = α y f(β1) = β.
Como α < β y f es estrictamente creciente, además se cumple α1 < β1. Los
puntos cŕıticos de g son por tanto

(α1, α1), (α1, β1), (β1, α1), (β1, β1).

d) En lo que sigue suponemos f ∈ C2(R). Las parciales segundas son

∂2g

∂x2
= p′′(f(x))(f ′(x))2 + p′(f(x))f ′′(x)

∂2g

∂x∂y
= 0

∂2g

∂y2
= p′′(f(y))(f ′(y))2 + p′(f(y))f ′′(y).
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La matriz hessiana en (α1, α1) es

H(α1, α1) =

[
p′′(α)(f ′(α1))2 0

0 p′′(α)(f ′(α1))2

]
Análogamente

H(β1, β1) =

[
p′′(β)(f ′(β1))2 0

0 p′′(β)(f ′(β1))2

]
Como signo [p′′(α)] = −signo [p′′(β)], estas dos matrices son de la forma[

− 0
0 −

]
,

[
+ 0
0 +

]
(o viceversa).

Por tanto, en (α1, α1), (β1, β1) tenemos máximo y mı́nimo local (o viceversa).
La matriz hessiana en (α1, β1) es

H(α1, β1) =

[
p′′(α)(f ′(α1))2 0

0 p′′(β)(f ′(β1))2

]
cuyo determinante es menor que cero lo cual implica que en (α1, β1) tenemos
punto de silla. Análogas consideraciones para el punto (β1, α1).

e) Como f es estrictamente creciente, la condición f(x) = f(y) equivale
a x = y. Se trata pues de hallar los máximos y mı́nimos de la función
h(x) = g(x, x) = 2p(f(x)). Tenemos

h′(x) = 2p′(f(x))f ′(x) = 0⇔ p′(f(x)) = 0⇔

f(x) = α ∨ f(x) = β ⇔ x = α1 ∨ x = β1.

La derivada segunda de h es

h′′(x) = 2p′′(f(x))(f ′(x))2 + 2p′(f(x))f ′′(x),

por tanto

h′′(α1) = 2p′′(α)(f ′(α1))2 , h′′(β1) = 2p′′(β)(f ′(β1))2.

Usando de nuevo que signo [p′′(α)] = −signo [p′′(β)], concluimos que en
(α1, α1) y (β1, β1) hay máximo y mı́nimo local para g respectivamente (o
viceversa).
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12.19. Extremos locales de una integral biparamétri-
ca

Hallar y clasificar los puntos cŕıticos de la función:

I(a, b) =

∫ π/2

−π/2
[(1 + a sinx)5 + 80b2] dx.

Solución. Para todo a, b ∈ R la función integrando fa,b = (1+a sinx)5+80b2

es continua en [−π/2, π/2], lo cual implica que la función I está definida para
todo (a, b) ∈ R2. Hallemos sus puntos cŕıticos.

∂I

∂a
(a, b) =

∂I

∂a

∫ π/2

−π/2
[(1 + a sinx)5 + 80b2] dx = 0,

∂I

∂b
(a, b) =

∂I

∂b

∫ π/2

−π/2
[(1 + a sinx)5 + 80b2] dx = 0.

La función F (x, a, b) = fa,b(x) tiene derivadas parciales continuas respecto
de a y respecto de b en [−π/2, π/2] × R2, por tanto podemos aplicar el
teorema de derivación bajo el signo integral:

∂I

∂a
(a, b) = 0⇔

∫ π/2

−π/2
5(1 + a sinx)4 sinx dx = 0, (1)

∂I

∂b
(a, b) = 0⇔

∫ π/2

−π/2
160b dx = 160πb = 0. (2)

Usando la fórmula del binomio de Newton:

(1 + a sinx)4 sinx = sinx+ 4a sin2 x+ 6a2 sin3 x+ 4a3 sin4 x+ a4 sin5 x.

La integral en [−π/2, π/2] de las funciones impares se anulan, en consecuen-
cia la ecuación (1) equivale a

20a

∫ π/2

−π/2
(sin2 x+ a2 sin4 x) dx = 0. (3)

La función integrando g(x) = sin2 x+a2 sin4 x es continua, no negativa y no
nula, en [−π/2, π/2, ] en consecuencia la integral anterior es > 0. Deducimos
pues de (2) y (3) que el único punto cŕıtico de I es (a, b) = (0, 0). Las
parciales segundas de I son:

∂2I

∂a2
I(a, b) =

∂

∂a

(
20a

∫ π/2

−π/2
(sin2 x+ a2 sin4 x) dx

)
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= 20

∫ π/2

−π/2
(sin2 x+ a2 sin4 x) dx+ 20a

∫ π/2

−π/2
2a sin4 x dx,

∂2I

∂a∂b
(a, b) =

∂2I

∂b∂a
(a, b) = 0,

∂2I

∂b2
(a, b) = 160π.

Particularizando en el origen:

∂2I

∂a2
(0, 0) = 20

∫ π/2

−π/2
sin2 x dx,

∂2I

∂a∂b
(0, 0) =

∂2I

∂b∂a
(0, 0) = 0,

∂2I

∂b2
(0, 0) = 160π.

Ahora bien,

∂2I

∂a2
(0, 0) = 20

∫ π/2

−π/2
sin2 x dx = 40

∫ π/2

0
sin2 x dx

= 40

∫ π/2

0

1− cos 2x

2
dx = 20

[
x− sin 2x

2

]π/2
0

= 10π.

En consecuencia, la matriz hessiana de I en (0, 0) es

H(I, (0,0)) =

[
10π 0
0 160π

]
.

La matriz es definida positiva, por tanto (0, 0) es punto de mı́nimo relativo
para I.

12.20. Continuidad uniforme y teorema de Ty-
chonoff

Sea f : R2 → R definida por:

f(x, y) = x+
y

x
(si x 6= 0) , f(0, y) = 0.

(a) Determinar el subconjunto M de R2 en donde f es continua.
(b) Probar que f no es uniformemente continua en M .
(c) Estudiar la continuidad uniforme de f en el subconjunto de M : (1, 2)×
(1, 2).

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).
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Solución. (a) Para todo P0(x0, y0) con x0 6= 0 existe un entorno V de P0

en el que la función f está definida y es elemental, en consecuencia continua
en P0. Analicemos la continuidad de f en los puntos de la forma (0, y0). Si
y0 6= 0, el ĺımite según la recta y = y0 es:

ĺım
(x, y)→ (0, y0)

y = y0

f(x, y) = ĺım
x→0

(
x+

y0

x

)
=∞.

es decir, f no es continua. Tampoco es continua en el origen. Efectivamente
hallando los ĺımites según las direcciones y = mx (m 6= 0) :

ĺım
(x, y)→ (0, 0)

y = mx

f(x, y) = ĺım
x→0

(
x+

mx

x

)
= m.

Es decir, M =
{

(x, y) ∈ R2 : x 6= 0
}

.

(b) Para las sucesiones an = (1/n, 1) y bn(1/(n+ 1), 1) en M tenemos:

ĺım
n→∞

d(an, bn) = ĺım
n→∞

√(
1

n
− 1

n+ 1

)2

= ĺım
n→∞

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 0,

ĺım
n→∞

d(f(an), f(bn)) = ĺım
n→∞

|f(an)− f(bn)| = ĺım
n→∞

(
1− 1

n(n+ 1)

)
= 1.

Por tanto, para todo δ > 0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 se verifica
d(an, bn) < δ. Para ε = 1/2, existe n1 ∈ N tal que si n ≥ n1 se verifica
d(f(an), f(bn)) > ε.

La función f no es uniformemente continua, pues para ε = 1/2 y para todo
δ > 0, existe (an, bn) cumpliendo d(an, bn) < δ y |f(an) − f(an)| > ε (para
ello basta que elijamos n ≥ máx{n0, n1}).

(c) El intervalo [1, 2] de R es cerrado y acotado, en consecuencia compacto.
Por el teorema de Tychonoff, aśı lo es [1, 2] × [1, 2]. Por ser f continua en
este compacto y por un conocido teorema es uniformemente continua en él,
en particular en (1, 2)× (1, 2).

12.21. Integral doble como producto de simples

Sea f una función continua real de variable real. Expresar la integral∫ b

a

(∫ b

x
f(x)f(y) dy

)
dx
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en términos de la integral

∫ b

a
f(x) dx. Como aplicación calcular la integral

doble: ∫∫
M

xy

(4 + x2)(4 + y2)
dxdy

siendo M = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ y ≤
√

2, 0 ≤ x ≤
√

2}.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Como f es continua, admite una primitiva F. Entonces, usando
la regla de Barrow y que una primitiva de f(x)F (x) es F 2(x)/2 :

I :=

∫ b

a

(∫ b

x
f(x)f(y)dy

)
dx =

∫ b

a
f(x)

(∫ b

x
f(y)dy

)
dx

=

∫ b

a
f(x) (F (b)− F (x)) dx = F (b)

∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x)F (x) dx

= F (b)(F (b)− F (a))−
[
F 2(x)

2

]b
a

= F (b)(F (b)− F (a))− F 2(b)− F 2(a)

2
.

Simplificando la expresión anterior:

I := F (b)(F (b)− F (a))− 1

2
(F (a) + F (b))(F (b)− F (a))

= (F (b)− F (a))

(
F (b)− F (b)

2
− F (a)

2

)
=

1

2
(F (b)− F (a))2.

Podemos por tanto concluir que:∫ b

a

(∫ b

x
f(x)f(y) dy

)
dx =

1

2

(∫ b

a
f(x) dx

)2

. (∗)

Para resolver la integral doble dada, expresamos:

J :=

∫∫
M

xy

(4 + x2)(4 + y2)
dxdy =

∫ √2

0

(∫ √2

x

x

4 + x2

y

4 + y2
dy

)
dx.

Usando (∗) :

J =
1

2

(∫ √2

0

x

4 + x2
dx

)2

=
1

2

([
1

2
log(4 + x2)

]√2

0

)2

=
1

2

(
1

2
log 6− 1

2
log 4

)2

=
1

8
log2

(
3

2

)
.
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12.22. Integral en el cubo unidad

Calcúlese

I =

∫
M
f(x, y, z) dxdydz,

en donde M = [0, 1]3 y f(x, y, z) = máx {x, y, z}.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).

Solución. Descomponemos la región M en tres subregiones:

M1 = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3 : y ≤ x , z ≤ x},

M2 = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3 : x ≤ y , z ≤ y},

M3 = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3 : x ≤ z , y ≤ z}.

Entonces

f(x, y, z) =


x si (x, y, z) ∈M1

y si (x, y, z) ∈M2

z si (x, y, z) ∈M3.

Las regiones M1,M2,M3 son tres tetraedros con bases respectivas en los
planos x = 1, y = 1 y z = 1. La intersecciones de dos cualesquiera de estos
tetraedros son conjuntos de medida nula en R3 y por tanto irrelevantes para
la integración. La integral pedida es por tanto

I =

∫
M
f =

∫
M1

f +

∫
M2

f +

∫
M3

f

=

∫ 1

0
dx

∫ x

0
dy

∫ x

0
xdz +

∫ 1

0
dy

∫ y

0
dx

∫ y

0
ydz +

∫ 1

0
dz

∫ z

0
dy

∫ z

0
zdx

=

∫ 1

0
x3dx+

∫ 1

0
y3dy +

∫ 1

0
z3dz =

1

4
+

1

4
+

1

4
=

3

4
.

12.23. Integral de superficie de una función ho-
mogénea

En R3, sea F (~r) (~r = x~i+ y~j+ z~k) una función escalar homogénea de grado
m > 0. Sea S la esfera unidad x2+y2+z2 ≤ 1 y sea ∂S su superficie frontera.

1. Transformar la integral de superficie

∫∫
∂S
F (~r) dσ en una integral triple

extendida a la esfera S.
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2. Como aplicación de lo anterior, calcular la integral de superficie∫∫
∂S

(Ax4 +By4 + Cz4 +Dx2y2 + Ey2z2 + Fz2x2) d~σ.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. El vector unitario ~n es justamente ~r, por tanto ~r ·~n = ‖~r‖2 = 1.
Podemos entonces expresar∫∫

∂S
F (~r) dσ =

∫∫
∂S
F (~r)~r · ~n dσ.

Suponiendo que F es de clase 1 en S y aplicando el teorema de la divergencia:∫∫
∂S
F (~r) dσ =

∫∫∫
S

div ((F (~r) · ~r)) dV

=

∫∫∫
S

(∇F (~r) · ~r + F (~r) div ~r) dV.

Como la función F es homogénea de grado m, se verifica ∇F (~r) ·~r = mF (~r)
como consecuencia del teorema de Euler. Por otra parte, al ser div ~r = 3
queda: ∫∫

∂S
F (~r) dσ = (m+ 3)

∫∫∫
S
F (~r) dV.

2. La función integrando F (x, y, z) es homogénea de grado 4 y según el
apartado anterio∫∫

∂S
F (x, y, z) dσ = 7

∫∫∫
S
F (x, y, z) dV.

Por razones de simetŕıa de la esfera:∫∫∫
S
x4 dV =

∫∫∫
S
y2 dV =

∫∫∫
S
z2 dV,

∫∫∫
S
x2y2 dV =

∫∫∫
S
y2z2 dV =

∫∫∫
S
z2x2 dV.

Usando coordenadas esféricas∫∫∫
S
z4 dV =

∫ 2π

0
dα

∫ π

0
dβ

∫ 1

0
ρ6 cos4 β sinβ dβ

=
2π

7

∫ π

0
cos4 β sinβ dβ =

2π

7

[
−cos5 β

5

]π
0

=
4π

35
.
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∫∫∫
S
x2z2 dV =

∫ 2π

0
dα

∫ π

0
dβ

∫ 1

0
ρ6 cos2 β sin3 β cos2 β dβ

=
1

7

∫ 2π

0
cos2 α dα

∫ π

0
sin3 β cos2 β dβ.

Por una parte tenemos∫ 2π

0
cos2 α dα =

∫ 2π

0

1

2
(1 + cos 2α) dα =

1

2

[
α+

1

2
sin 2α

]2π

0

= π,

y por otra∫ π

0
sin3 β cos2 β dβ = 2

∫ π/2

0
sin3 β cos2 β dβ = B (2, 3/2)

=
Γ(2)Γ(3/2)

Γ(7/2)
=

1!(1/2)
√
π

(5/2)(3/2)(1/2)
√
π

=
4

15
.

Es decir, ∫∫∫
S
x2z2 dV =

1

7

4π

15
=

1

3

4π

35
.

La integral pedida es por tanto∫∫
∂S
F (x, y, z) dσ =

4π

5

(
A+B + C +

D + E + F

3

)
.

12.24. Integral doble impropia por un cambio or-
togonal

Calcular

I(a, b) =

∫∫
R2

e−(ax2+2bxy+cy2) dxdy (a > 0 , ac− b2 > 0).

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Consideremos la forma cuadrática

q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 = (x, y)

(
a b
b c

)(
x
y

)
.

De las condiciones a > 0, ac − b2 > 0 deducimos que q es definida positiva.
Como consecuencia del teorema espectral, existe una matriz P ortogonal tal
que el cambio de coordenadas (x, y)t = P (u, v)t permite expresar la forma
cuadrática de la siguiente manera:
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q(u, v) = (u, v)

(
λ 0
0 µ

)(
u
v

)
= λu2 + µv2 (λ > 0, µ > 0).

siendo λ, µ los valores propios de la matriz de la forma cuadrática. Además,
podemos elegir P de tal manera que represente un giro, y por tanto det(P ) =
1. Por otra parte y dado que la transformación es de la forma:(

x
y

)
=

(
p11 p12

p21 p22

)(
u
v

)
=

(
p11u+ p12v
p21u+ p22v

)
.

el correspondiente jacobiano es:

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
= det

∂x∂u ∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

 = det

(
p11 p12

p21 p22

)
= 1.

Aplicando el conocido teorema de cambio de variable para integrales dobles:

I(a, b) =

∫∫
R2

e−(ax2+2bxy+cy2) dxdy =

∫∫
R2

e−(λu2+µv2) dudv

=

∫ +∞

−∞
e−(
√
λu)2du

∫ +∞

−∞
e−(
√
µv)2dv.

Haciendo el cambio s =
√
λu y usando

∫ +∞
0 e−x

2
dx =

√
π/2 obtenemos:∫ +∞

−∞
e−(
√
λu)2du = 2

∫ +∞

0
e−(
√
λu)2du =

2√
λ

∫ +∞

0
e−s

2
ds =

√
π√
λ
.

Análogamente
∫ +∞
−∞ e−(

√
µv)2dv =

√
π/
√
µ. En consecuencia I(a, b) = π/

√
λµ.

Por otra parte sabemos que el producto de los valores propios de una ma-
triz es igual al determinante de la matriz. En nuestro caso λµ =

√
ac− b2.

Queda por tanto:

I(a, b) =
π√

ac− b2
.

12.25. Integral doble impropia con parámetros

Estudiar en función de los valores reales de α y β la convergencia de la
integral impropia ∫∫

x,y≥0

dxdy

1 + xα + yβ
.
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Cuando resulte convergente, expresar su valor en términos de la función
gamma de Euler. Sugerencia: Hacer el cambio de variables xα = u2, yβ = v2

seguido de un cambio a coordenadas polares.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. De las relaciones x = u2/α, y = v2/β obtenemos el jacobiano de
la transformación:

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
2

α
u

2
α
−1 0

0
2

β
v

2
β
−1

∣∣∣∣∣∣∣ =
4

αβ
u

2
α
−1v

2
β
−1
.

La integral dada I(α, β) se puede expresar por tanto en la forma:

I(α, β) =
4

αβ

∫∫
u≥0,v≥0

u
2
α
−1v

2
β
−1

1 + u2 + v2
dudv.

Efectuando el cambio a coordenadas polares:

I(α, β) =
4

αβ

∫∫
0≤θ≤π/2, ρ≥0

ρ
2
α

+ 2
β
−1

(cos θ)
2
α
−1(sin θ)

2
β
−1

1 + ρ2
dρdθ

=
2

αβ

∫ +∞

0

ρ
2
α

+ 2
β
−1

1 + ρ2
dρ

∫ π/2

0
2(cos θ)

2
α
−1(sin θ)

2
β
−1

dθ.

Llamemos I1 =
∫ π/2

0 2(cos θ)
2
α
−1(sin θ)

2
β
−1

dθ. Usando la conocida fórmula

2

∫ π/2

0
(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1 dθ = B(p, q)

e identificando coeficientes 2p − 1 = 2/α − 1, 2q − 1 = 2/β − 1 obtenemos
p = 1/α y q = 1/β, es decir I1 = B(1/α, 1/β). Efectuando ahora el cambio
u = 1/(1 + ρ2) tenemos ρ2 = 1/u− 1, con lo cual 2ρdρ = −du/u2. Entonces

∫ +∞

0

ρ
2
α

+ 2
β
−1

1 + ρ2
dρ =

∫ 0

1
u

(
1

u
− 1

) 1
α

+ 1
β
− 1

2
(
−du
u2

)

=
1

2

∫ 1

0

(
1− u
u

) 1
α

+ 1
β
− 1

2

u−1du =
1

2

∫ 1

0
u
− 1
α
− 1
β
− 1

2 (1− u)
1
α

+ 1
β
− 1

2du.

Identificando en B(p, q) =
∫ 1

0 x
p−1(1−x)q−1 dx obtenemos p = 1/2− 1/α−

1/β y q = 1/2 + 1/α+ 1/β. Es decir,
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∫ +∞

0

ρ
2
α

+ 2
β
−1

1 + ρ2
dρ =

1

2
B

(
1

2
− 1

α
− 1

β
,

1

2
+

1

α
+

1

β

)
.

Queda por tanto

I(α, β) =
1

αβ
B

(
1

2
− 1

α
− 1

β
,

1

2
+

1

α
+

1

β

)
B

(
1

α
,

1

β

)
.

Las condiciones de convergencia son

1

2
− 1

α
− 1

β
> 0,

1

2
+

1

α
+

1

β
> 0,

1

α
> 0,

1

β
> 0.

Equivalentemente, 1/α+ 1/β < 1/2 (α > 0, β > 0).

12.26. Teoremas de Stokes y Gauss: comproba-
ción

Se considera el campo vectorial en R3 :

~F (x, y, z) = (x− 2yz, y + 2xz, z).

y el cono K : x2 + y2 = 4z2, 0 ≤ z ≤ 1. Se pide:

1) Comprobar la validez del teorema de Stokes para el campo ~F y el cono
K.
2) Comprobar la validez del teorema de Gauss para el campo ~F y el cono
K limitado por z = 1.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1) La curva γ que delimita a K es x2 +z2 = 4, z = 1, que escrita
en paramétricas es:

γ ≡


x = 2 cos t
y = 2 sin t
z = 1

(t ∈ [0, 2π]).

Calculemos la integral curvilinea I1 correspondiente al teorema de Stokes:

I1 =

∫
γ
(x− 2yz)dx+ (y + 2xz)dy + zdz

=

∫ 2π

0
(2 cos t− 4 sin t)(−2 sin t)dt+ (2 sin t+ 4 cos t)(2 cos t) dt
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=

∫ 2π

0
(−4 sin t cos t+ 8 sin2 t+ 4 sin t cos t+ 8 cos2 t) dt =

∫ 2π

0
8 dt = 16π.

El rotacional de ~F es:

rot ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x− 2yz y + 2xz z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−2x,−2y, 4z).

Un vector normal al cono K ≡ Φ(x, y, z) = x2 + y2 − 4z2 = 0 en un punto
genérico es

∇Φ =

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z

)
= (2x, 2y,−8z)

y su módulo es 2
√
x2 + y2 + 16z2. Un simple esbozo del cono, permite elegir

el sentido del vector normal unitario ~n acorde con el sentido elegido para la
curva γ, según la regla del sacacorchos:

~n =
∇Φ

‖∇Φ‖
=

1√
x2 + y2 + 16z2

(−x,−y, 4z).

Usando la relación x2 + y2 = 4z2 :

(rot ~F ) · ~n =
2x2 + 2y2 + 16z2√
x2 + y2 + 16z2

=
6(x2 + y2)√
5(x2 + y2)

=

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

=

√
5(x2 + y2)

2
√
x2 + y2

.

La proyección del cono K sobre el plano z = 0 es el ćırculo D de centro el
origen y radio 2. Para hallar la integral de superficie I2 que aparece en el
teorema de Stokes, usamos coordenadas polares en la integral doble corres-
pondiente:

I2 =

∫∫
K

(rot~F ) · ~n dS =

∫∫
D

6(x2 + y2)√
5(x2 + y2)

·
√

5(x2 + y2)

2
√
x2 + y2

dxdy

= 3

∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy = 3

∫ 2π

0
dθ

∫ 2

0
ρ2 dρ = 16π.

Queda pues comprobado el teorema de Stokes.
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2) Sea T el cono K limitado por z = 1. Su volumen es VT = 4π/3 La
divergencia del campo es div~F = ∇ · ~F = 3, y la integral triple J1 que
aparece en el teorema de Gauss es

J1 =

∫∫∫
T

(div~F ) dxdydz = 3

∫∫∫
T
dxdydz = 3 · 4π

3
= 4π.

Hallemos el producto (div ~F ) ·~n en K eligiendo ahora ~n exterior a la super-
ficie:

(div ~F ) · ~n = (x− 2yz, y + 2xz, z) · 1√
x2 + y2 + 16z2

(x, y,−4z)

=
x2 − 2xyz + y2 + 2xyz − 4z2√

x2 + y2 + 16z2
= 0.

El vector normal unitario en la base B del cono es ~n = (0, 0, 1) y ahora
(div ~F ) ·~n = 1. Teniendo en cuenta que el área de B es AB = 4π, la integral
de superficie J2 que corresponde al teorema de Gauss es:

J2 =

∫∫
T

(div ~F ) · ~n dS =

∫∫
K

(div~F ) · ~n dS +

∫∫
B

(div~F ) · ~n dS

=

∫∫
K

0 dS +

∫∫
B
dS = 0 +AB = 4π.

Queda pues comprobado el teorema de Gauss.

12.27. Flujo y circulación de un campo

Se considera el campo vectorial en R3 definido por
−→
F (~r) = (~a · ~r)10~r en

donde ~a es un vector fijo y no nulo de R3 y ~r es el vector de posición. Se
pide:

a) Calcular la divergencia y rotacional del campo
−→
F . Determinar si existen

vectores ~a no nulos para los cuales el campo
−→
F es conservativo.

b) Calcular el flujo del campo
−→
F sobre la cara exterior de la esfera unidad

x2 + y2 + z2 = 1.

c) Calcular la circulación del campo
−→
F sobre cualquier curva cerrada situada

sobre la esfera unidad.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).



Caṕıtulo 12. Análisis multivariable 377

Solución. a) Llamando ~a = (a1, a2, a3), ~r = (x, y, z) y
−→
F = (F1, F2, F3), la

primera componente del campo es F1 = (a1x+ a2y + a3z)
10x con lo cual

∂F1

∂x
= 10 (a1x+ a2y + a3z)

9a1x+ (a1x+ a2y + a3z)
10 · 1

= 10 (~a · ~r)9a1x+ (~a · ~r)10 = (~a · ~r)9(10 a1x+ ~a · ~r).

Procediendo de manera análoga con las otras dos componentes:

∂F2

∂y
= (~a · ~r)9(10 a2y + ~a · ~r) , ∂F3

∂z
= (~a · ~r)9(10 a3z + ~a · ~r).

La divergencia de
−→
F es por tanto

div
−→
F =

∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
= (~a · ~r)9(10 ~a · ~r + 3 ~a · ~r) = 13 (~a · ~r)10.

Sean f(~r) = (a · ~r)10 y
−→
G = ~r. Entonces

∇f = (fx, fy, fz) =
(
10(a · ~r)9a1, 10(a · ~r)9a2, 10(a · ~r)9a3

)
= 10(a · ~r)9~a.

Dado que rot
−→
G = ~0, usando una conocida propiedad:

rot
−→
F = rot (f

−→
G) = frot

−→
G +∇f ×

−→
G = ∇f ×

−→
G

=
(
10 (a · ~r)9~a

)
× ~r = 10 (a · ~r)9(~a× ~r).

El vector ~a es no nulo por hipótesis. Eligiendo un vector ~b 6= ~0 no perpendi-
cular al vector ~a con {~a,~b} linealmente independientes, se verifica ~a ·~b 6= 0 y

~a×~b 6= ~0, es decir (rot
−→
F )(~b) 6= ~0. Por tanto, no existen vectores ~a no nulos

tales que
−→
F es conservativo.

b) Para calcular el flujo Φ pedido sobre la cara exterior de la esfera E,
aplicaremos el teorema de la divergencia, es decir:

Φ =

∫∫
E+

−→
F · ~n dS =

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

div
−→
F dxdydz.

Para simplificar la expresión del campo div
−→
F vamos a girar la base B =

{~i,~j,~k} para obtener la base ortonormal B′ = {~u,~v, ~w} de tal manera que
~w = ~a/|~a|. Llamando (u, v, w) a las coordenadas de ~r en la base B′, tenemos:

~a · ~r = (0, 0, |~a|) · (u, v, w) = |~a|w ⇒ (div
−→
F )(u, v, w) = 13|~a|10w10.
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Dado que hemos realizado un giro, la relación entre las coordenadas en las
bases es xy

z

 = P

uv
w

 (P ortogonal y detP = 1).

El jacobiano de la transformación es

J =

∣∣∣∣∣∣
xu xv xw
yu yv yw
zu zv zw

∣∣∣∣∣∣ = detP = 1.

Usando la fórmula del cambio de variables para integrales triples:∫∫∫
x2+y2+z2≤1

div
−→
F dxdydz = 13|~a|10

∫∫∫
u2+v2+w2≤1

w10 dudvdw.

Usando coordenadas esféricas (α, β, ρ) :∫∫∫
u2+v2+w2≤1

w10 dudvdw =

∫ 2π

0
dα

∫ π

0
cos10 β sinβ dβ

∫ 1

0
ρ12 dρ

=
2π

13

[
−cos11 β

11

]π
0

=
2π

13
· 2

11
⇒ Φ = 13|~a|10 · 2π

13
· 2

11
=

4π|~a|10

11
.

c) Sea γ una curva cerrada situada sobre la esfera unidad, y sea Γ la porción
de superficie que limita la esfera unidad. Aplicando los teoremas de Stokes

y de la divergencia, obtenemos la circulación de
−→
F :∫

γ

−→
F · d~r =

∫∫
Γ

rot (
−→
F ) · ~n dS =

∫∫∫
T

div (rot
−→
F ) dV =

∫∫∫
T

0 dV = 0.

12.28. Centro de gravedad de una esfera

En una esfera maciza de radio a, existe una distribución de masa cuya den-
sidad en cada punto es proporcional a la distancia de dicho punto a uno fijo
de la superficie de la esfera. Se pide determinar la posición del centro de
gravedad de este sólido.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Consideremos la esfera con centro el punto (0, 0, a) y como punto
fijo el origen. Llamemos (x̄, ȳ, z̄) a las coordenadas del centro de gravedad.
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La densidad en cada punto P (x, y, z) es δ(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 y la masa

del sólido:

M =

∫∫∫
T
kδ(x, y, z) dxdydz , T ≡ x2 + y2 + (z − a)2 ≤ a2.

El centro de gravedad es G = (x̄, ȳ, z̄) = (1/M) (Myz,Mxz,Mxy) siendo
Myz, Mxz y Mxy los correspondientes momentos estáticos. Por razones de
simetŕıa es claro que x̄ = ȳ = 0. Hallemos la masa M usando las coordenadas
esféricas: 

x = ρ cosα sinβ
y = ρ sinα sinβ
z = ρ cosβ.

(1)

La ecuación de la superficie esférica es x2 + y2 + (z − a)2 = a2 o de forma
equivalente x2 + y2 + z2 − 2az = 0. En la esfera, α vaŕıa entre 0 y 2π y β
entre 0 y π/2. Sustituyendo (1) en la ecuación de la superficie esférica:

ρ2 − 2aρ cosβ = 0⇔ ρ(ρ− 2a cosβ) = 0⇔ ρ = 0 ∨ ρ = 2a cosβ.

Por tanto, la masa M es

M =

∫∫∫
T
k
√
x2 + y2 + z2 dxdydz

=

∫ 2π

0
dα

∫ π/2

0
dβ

∫ 2a cosβ

0
kρ3 sinβ dρ

= k

∫ 2π

0
dα

∫ π/2

0
dβ

[
ρ4

4
sinβ

]2a cosβ

0

= 2kπ

∫ π/2

0
4a4 cos4 β sinβ dβ

= 8kπa4

[
−cos5 β

5

]π/2
0

=
8kπa4

5
.

El momento estático Mxy es

Mxy =

∫∫∫
T
kx
√
x2 + y2 + z2 dxdydz

=

∫ 2π

0
dα

∫ π/2

0
dβ

∫ 2a cosβ

0
kρ4 sinβ cosβ dρ

= k

∫ 2π

0
dα

∫ π/2

0
dβ

[
ρ5

5
sinβ cosβ

]2a cosβ

0

=
2kπ

5

∫ π/2

0
32a5 cos6 β sinβ dβ

=
64kπa5

5

[
−cos7 β

7

]π/2
0

=
64kπa5

35
.

En consecuencia z̄ = Mxy/M = 8a/7 y el centro de gravedad pedido es

G =

(
0, 0,

8a

7

)
.
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12.29. Móviles sobre dos circunferencias

Considérense dos circunferencias concéntricas C1, C2 de radios a, 2a respec-
tivamente. Dos móviles M y P situados cada uno de ellos respectivamente
en C1 y C2 describen las circunferencias en el mismo sentido con velocidad
lineal constante en módulo e igual para ambos móviles. En el instante ini-
cial M y P se encuentran sobre el mismo radio. Determinar unas ecuaciones
paramétricas para la curva descrita por el punto medio del segmento MP.
Calcular el área encerrada por dicha curva.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Consideremos las circunferencias centradas en el origen y supon-
gamos que en el instante inicial los móviles M y P se encuentran en M0(a, 0)
y P0(2a, 0). En el instante t los móviles se encuentran en M y P con ángulos
polares respectivos ϕ y θ. Las longitudes Lp del arco P0P y Lm del M0M
son Lp = 2aθ y Lm = aϕ. Por hipótesis las velocidades de los móviles son
constantes e iguales, es decir

Lp
t

=
Lp
t
⇔ 2aθ

t
=
aϕ

t
⇔ ϕ = 2θ.

En consecuencia, los puntos M y P tienen coordenadas

M(a cos 2θ, a sin 2θ) , P (2a cos θ, 2a sin θ).

Unas ecuaciones paramétricas para la curva γ descrita por el punto medio
del segmento MP son por tanto

γ ≡


x =

a

2
(cos 2θ + 2 cos θ)

y =
a

2
(sin 2θ + 2 sin θ)

(θ ∈ [0, 2π]).

El área encerrada por γ es A =
1

2

∫
γ
xdy − ydx. Desarrollemos la expresión

xdy − ydx :

xdy − ydx =
a

2
(cos 2θ + 2 cos θ) · a

2
(2 cos 2θ + 2 cos θ) dθ

a

2
(sin 2θ + 2 sin θ) · a

2
(−2 sin 2θ − 2 sin θ) dθ

=
a2

4
(2 cos2 2θ+6 cos θ cos 2θ+4 cos2 θ+2 sin2 2θ+6 sin θ sin 2θ+4 sin2 θ)dθ
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=
a2

4
(2 + 4 + 6 sin θ sin 2θ + 6 cos θ cos 2θ)dθ

=
3a2

2
(1 + sin θ sin 2θ + cos θ cos 2θ)dθ.

Es decir

A =
3a2

4

∫ 2π

0
(1 + sin θ sin 2θ + cos θ cos 2θ) dθ.

Usando la fórmula cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ :

A =
3a2

4

∫ 2π

0
(1 + cos θ) dθ =

3a2

4
[θ + sin θ]2π0 =

3

2
πa2.

12.30. Circulación de un campo y producto mixto

Dados tres vectores ~a,~b y ~c de R3 se considera el campo vectorial F (~r) = ~a×~r
con ~r ∈ R3 y la curva cerrada γ : [0, 2π] → R3 dada por γ(θ) = ~b cos θ +
~c sin θ. Calcular la circulación del campo F sobre γ y deducir la condición
que han de cumplir los vectores ~a,~b,~c para que la circulación se anule.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. La circulación es C =
∫
γ F (~r) · d~r. Desarrollemos F (~r) · d~r :

F (~r) · d~r = (~a× ~r) · (−~b sin θ + ~c cos θ) dθ

=
(
~a× (~b cos θ + ~c sin θ)

)
· (−~b sin θ + ~c cos θ) dθ

=
(

(~a×~b) cos θ + (~a× ~c) sin θ)
)
· (−~b sin θ + ~c cos θ) dθ

=
(
−(~a× ~c) ·~b sin2 θ + (~a×~b) · ~c cos2 θ

)
dθ

=
(

(~a×~b) · ~c
)

(cos2 θ + sin2 θ) dθ = [ ~a,~b,~c ] dθ.

Por tanto

C =

∫
γ
F (~r) · d~r =

∫ 2π

0
[ ~a,~b,~c ] dθ = 2π[ ~a,~b,~c ].

La circulación es nula cuando el producto mixto [ ~a,~b,~c ] es nulo, es decir
cuando los vectores ~a,~b,~c son coplanarios.
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12.31. Potencial de un campo con función ho-
mogénea

Se trata de probar que todo campo vectorial de la forma
−→
F (x, y, z) =

g(x, y)~k donde g(x, y) es una función continua en R2 conocida, admite una

función potencial de la forma
−→
V (x, y, z) = f(x, y)(−y~i+ x~j).

(a) Deducir la ecuación que debe satisfacer f para que en todo punto se

cumpla rot(
−→
V ) =

−→
F .

(b) Determinar f cuando g sea una función homogénea de grado α. Apĺıquese
al caso en que g(x, y) = x2 + 2xy + 3y2.
(c) Resolver en el caso general la ecuación obtenida en el apartado (a).
Apĺıquese al caso en que la función g viene dada por:

g(x, y) =
1

(1 + x2 + 2xy + 3y2)2
.

Indicación : deŕıvese la función dada por ϕ(t) = f(tx, ty).

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Tenemos:

rot (
−→
V ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
−yf(x, y) xf(x, y) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
f(x, y) + x

∂f

∂x
+ f(x, y) + y

∂f

∂y

)
~k.

Igualando rot (
−→
V ) =

−→
F obtenemos la ecuación pedida:

x
∂f

∂x
+ f(x, y) + y

∂f

∂y
+ 2f(x, y) = g(x, y).

(b) Elijamos f(x, y) homogénea de grado α, entonces por el teorema de Euler
se verifica

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= αf(x, y)

y la relación obtenida en el apartado anterior se puede expresar en la forma
(α + 2)f(x, y) = g(x, y). Como g es continua en R2, si es homogénea de
grado α entonces g(tx, ty) = tαg(x, y). Si fuera α < 0, entonces para t = 0
quedaŕıa g(0, 0) = 0αg(0, 0) y g no seŕıa continua en (0, 0). Ha de ser pues
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α ≥ 0. Entonces, existe una solución f(x, y) homogénea de grado α ≥ 0 que
viene dada por:

f(x, y) =
1

α+ 2
g(x, y).

En el caso particular de ser g(x, y) = x2 + 2xy + 3y2 tenemos g(tx, ty) =
t2g(x, y), es decir α = 2 y por tanto f(x, y) = g(x, y)/4. Veamos si esta
solución es única. La ecuación obtenida en el apartado (a) es:

x
∂f

∂x
+ f(x, y) + y

∂f

∂y
+ 2f(x, y) = g(x, y).

Esta es una ecuación diferencial lineal en derivadas parciales, en consecuen-
cia sus soluciones son la suma de una solución particular con todas las solu-
ciones de la homogénea. Si demostramos que la única solución de la ecuación
homogénea es la función nula, habremos demostrado que la única solución
es la f(x, y) encontrada anteriormente. Consideremos ϕ(t) = f(tx, ty) y
derivemos:

ϕ′(t) = x
∂

∂x
f(tx, ty) + y

∂

∂y
f(tx, ty).

Como la ecuación diferencial es homogénea, se ha de verificar en todo punto,
sustituyendo x por tx e y por ty obtenemos:

tx
∂

∂x
f(tx, ty) + ty

∂

∂y
f(tx, ty) + 2f(tx, ty) = 0.

Es decir, tϕ′(t) + 2ϕ(t) = 0. Multiplicando por t queda t2ϕ′(t) + 2tϕ(t) = 0
o bien (d/dt)(t2ϕ(t)) = 0, cuya solución general es t2ϕ(t) = K para todo
t ∈ R. Haciendo t = 0 queda K = 0 lo cual implica ϕ(t) = 0 para todo t 6= 0.
Como ϕ(t) es continua en R se deduce que ϕ es la función idénticamente
nula. Dado que ϕ(1) = f(x, y) se concluye que f es idènticamente nula. La
única solución de la ecuación completa es por tanto:

f(x, y) =
1

4
(x2 + 2xy + 3y2).

(c) Se trata ahora de resolver la ecuación en el caso general. Hagamos
ψ(t) = g(tx, ty). La función ϕ(t) ha de ser solución de la ecuación diferencial
tϕ′(t)+2ϕ(t) = ψ(t). Multiplicando por t obtenemos (d/dt)(t2ϕ(t)) = tψ(t).
Integrando entre 0 y 1 la igualdad anterior:∫ 1

0
tψ(t) dt =

∫ 1

0

d

dt

(
t2ϕ(t)

)
dt =

[
t2ϕ(t)

]1
0

= ϕ(1) = f(1x, 1y) = f(x, y).

Para la función dada g(x, y) = 1/(1 + x2 + 2xy + 3y2)2 tenemos:

f(x, y) =

∫ 1

0

t dt

( 1 + t2(x2 + 2xy + 3y2) )2
, ∀(x, y) ∈ R2.
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Haciendo (x, y) = (0, 0) tenemos f(0, 0) =
∫ 1

0 t dt = 1/2. Por otra parte la
forma cuadrática x2 +2xy+3y2 es definida positiva al tener sus dos menores
principales positivos. Tiene pues sentido llamar a2 = x2+2xy+3y2. Haciendo
el cambio de variable u = 1 + a2t2 obtenemos du = 2a2t dt y por tanto:

f(x, y) =

∫ 1

0

t dt

(1 + a2t2)2
=

∫ 1+a2

1

u−2 du

2a2
=

1

2a2

[
−1

u

]1+a2

1

=
1

2(1 + a2)
.

En consecuencia la función pedida es:

f(x, y) =
1

2(1 + x2 + 2xy + 3y2)
.

12.32. Un campo gradiente

Se considera un campo vectorial F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))
definido en R3 y de clase C1. Se construye a partir de él un campo escalar
V (x, y, z) de la siguiente manera:

V (x, y, z) =

∫
Γ
P dx+Q dy +R dz,

en donde Γ es la poligonal determinada por los puntos (0, 0, 0), (x, 0, 0),
(x, y, 0) y (x, y, z).

(a) Expresar V como suma de integrales simples. Enunciar y demostrar una
condición necesaria y suficiente que debe cumplir F para que grad V = F .
(b) Determinar los valores de p, q y r para los cuales el campo de compo-
nentes

P (x, y, z) = −2xy(x2 + z2 + 1)p,

Q(x, y, z) = (x2 + z2 + 1)q,

R(x, y, z) = −2yz(x2 + z2 + 1)r.

cumpla la condición del apartado anterior, y construir V en este caso.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Expresemos V como suma de integrales simples. Denotemos
a los puntos dados de la poligonal por O,A,B,C respectivamente. Unas
ecuaciones paramétricas de los correspondientes segmentos orientados son

OA : X = t, Y = 0, Z = 0 (t ∈ [0, x]),

AB : X = x, Y = t, Z = 0 (t ∈ [0, y]),
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BC : X = x, Y = y, Z = t (t ∈ [0, z]).

Las integrales a lo largo de los segmentos son∫
OA

Pdx+Qdy +Rdz =

∫ x

0
P (t, 0, 0)dt,

∫
AB

Pdx+Qdy +Rdz =

∫ y

0
Q(x, t, 0)dt,∫

BC
Pdx+Qdy +Rdz =

∫ z

0
R(x, y, t)dt.

En consecuencia

V (x, y, z) =

∫ x

0
P (t, 0, 0)dt+

∫ y

0
Q(x, t, 0)dt+

∫ z

0
R(x, y, t)dt.

Encontremos ahora una condición necesaria y suficiente para que de verifique

grad V = f . Si grad V = f entonces
(
∂V
∂x ,

∂V
∂y ,

∂V
∂z

)
= (P,Q,R). Como F

es de clase 1 en R3, el campo V es de clase 2 en R3 (se ha obtenido por
integraciones). Podemos por tanto cambiar el orden de derivación, es decir

∂Q

∂x
=

∂

∂x

(
∂V

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂V

∂x

)
=
∂P

∂y
,

∂Q

∂z
=

∂

∂z

(
∂V

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂V

∂z

)
=
∂R

∂y
,

∂R

∂x
=

∂

∂x

(
∂V

∂z

)
=

∂

∂z

(
∂V

∂x

)
=
∂P

∂z
.

Es decir, una condición necesaria para que que verifique grad V = f es

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
∧ ∂Q

∂z
=
∂R

∂y
∧ ∂R

∂x
=
∂P

∂z
. (1)

Obsérvese que la condición (1) equivale a rot F = 0. Veamos que la condición
(1) es también condición suficiente para que se verifique grad V = f . Si se
verifica (1), entonces aplicando el teorema fundamental del Cálculo y el
teorema de derivación de integrales dependientes de un parámetro:

∂V

∂x
=

∂

∂x

[∫ x

0
P (t, 0, 0)dt+

∫ y

0
Q(x, t, 0)dt+

∫ z

0
R(x, y, t)dt

]
=

P (x, 0, 0) +

∫ y

0

∂Q(x, t, 0)

∂x
dt+

∫ z

0

∂R(x, y, t)

∂x
dt.
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Usando la condición (1):

∂V

∂x
= P (x, 0, 0) +

∫ y

0

∂P (x, t, 0)

∂y
dt+

∫ z

0

∂P (x, y, t)

∂z
dt =

P (x, 0, 0) + [P (x, t, 0)]y0 + [P (x, y, t)]z0 = P (x, 0, 0)+

P (x, y, 0)− P (x, 0, 0) + P (x, y, z)− P (x, y, 0) = P (x, y, z).

Es decir,
∂V

∂x
= P . De manera análoga se demuestra

∂V

∂y
= Q y

∂V

∂z
= R.

Concluimos que (1) es condición necesaria y suficiente para que ocurra
grad V = f .

(b) Determinemos p, q y r para que se verifique grad V = f en el campo F
dado. Usamos para ello la caracterización del apartado anterior

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
⇔ −2x(x2 + z2 + 1)p = 2qx(x2 + z2 + 1)q−1

⇔ q = −1 ∧ p = q − 1,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
⇔ 2qz(x2 + z2 + 1)q−1 = −2z(x2 + z2 + 1)r

⇔ q = −1 ∧ q − 1 = r,

∂R

∂x
=
∂Q

∂z
⇔ −4rxyz(x2 + z2 + 1)r−1 = −4pxyz(x2 + z2 + 1)p−1

⇔ p = r ∧ r − 1 = q − 1.

Resolviendo el correspondiente sistema obtenemos p = −2, q = −1, r = −2.
El campo F es por tanto

F (x, y, z) =

(
2xy

(x2 + z2 + 1)2
,

1

x2 + z2 + 1
,

−2yz

(x2 + z2 + 1)2

)
.

El campo V es:

V (x, y, z) =

∫ x

0
0dt+

∫ y

0

1

x2 + 1
dt+

∫ z

0

−2yt

(x2 + t2 + 1)2
dt

=
y

x2 + 1
+

[
y

x2 + t2 + 1

]z
0

=
y

x2 + z2 + 1
.
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Espacios normados

13.1. Norma, espacio normado

1. Sea E = C ([a, b]) el espacio vectorial de las funciones continuas sobre K

(K = R o K = C) f : [a, b] → K. Demostrar que ‖f‖ =

∫ b

a
|f(x)| dx es una

norma en E.

2. Sea I = [a, b] intervalo cerrado de la recta real y E = C (I) el espacio
vectorial sobre K (K = R o K = C) de las funciones continuas f : I → K.
Demostrar que ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ I} es una norma en E.

3. Demostrar que las únicas normas en K = R o K = C son el módulo o sus
múltiplos positivos.

4. Demostrar que la siguiente aplicación es una norma en Kn (K = R o
K = C):

‖ ‖∞ : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|} .

5. Demostrar que la siguiente aplicación es una norma en Kn (K = R 0
K = C):

‖ ‖1 : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn| .

6. Demostrar que la siguiente aplicación es una norma en Kn (K = R 0
K = C):

‖ ‖2 : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖2 =

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2.

387
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7. En el espacio vectorial E = Km×n de las matrices de ordenes m×n reales
o complejas se define para toda A = [aij ] ∈ E :

‖A‖ = máx {|aij |} (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Demostrar que ‖ ‖ es una norma en E.

Solución. Recordamos que si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo K
con K = R o K = C, se llama norma en E a toda aplicación ‖ ‖ : E → R+,
x→ ‖x‖ de E en los reales no negativos que satisface los axiomas:

1). ‖x‖ = 0⇔ x = 0.
2). ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E.
3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ E (desigualdad triangular o de Minkows-
ki).

Al par (E, ‖ ‖) se le llama espacio normado, si bien se escribe sencillamente
E. �

1. Como el valor absoluto de una función continua es continua y no negativa,
existe ‖f‖ para todo f ∈ E y es ≥ 0. Usando conocidas propiedades de la
integral,

1) ‖f‖ = 0⇔
∫ b

a
|f(x)| dx = 0⇔ |f(x)| = 0 ∀x ∈ [a, b]⇔ f = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo f ∈ E,

‖λf‖ =

∫ b

a
|(λf)(x)| dx =

∫ b

a
|λf(x)| dx = |λ|

∫ b

a
|f(x)| dx = |λ| ‖f‖ .

3) Para todo f, g ∈ E,

‖f + g‖ =

∫ b

a
|(f + g)(x)| dx =

∫ b

a
|f(x) + g(x)| dx

≤
∫ b

a
(|f(x)|+ |g(x)|) dx =

∫ b

a
|f(x)| dx+

∫ b

a
|g(x)| dx = ‖f‖+ ‖g‖ .

2. Se verifica ‖f‖ ≥ 0 para todo f ∈ E. Por otra parte,

1) ‖f‖ = 0⇔ sup{|f(x)| : x ∈ I} = 0⇔ |f(x)| = 0 ∀x ∈ I
⇔ f(x) = 0 ∀x ∈ I ⇔ f = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo f ∈ E,

‖λf‖ = sup{|(λf)(x)| : x ∈ I} = sup{|λf(x)| : x ∈ I}
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= sup{|λ| |f(x)| : x ∈ I} = |λ| sup{|f(x)| : x ∈ I} = |λ| ‖f‖ .

3) Para todo f, g ∈ E,

‖f + g‖ = sup{|(f + g)(x)| : x ∈ I} = sup{|f(x) + g(x)| : x ∈ I}

≤ sup{|f(x)|+ |g(x)| : x ∈ I}

≤ sup{|f(x)| : x ∈ I}+ sup{|g(x)| : x ∈ I} = ‖f‖+ ‖g‖ .

3. La aplicación K→ R+ dada por x→ ‖x‖ = k |x| con k > 0 es una norma.
En efecto,

1) ‖x‖ = 0 ⇔ k |x| = 0 ⇔ |x| = 0 ⇔ x = 0. 2) Para todo λ ∈ K, x ∈ K
se verifica ‖λx‖ = k |λx| = |λ| (k |x|) = |λ| ‖x‖ . 3) Para todo x, y ∈ K se
verifica

‖x+ y‖ = k |x+ y| ≤ k (|x|+ |y|) = k |x|+ k |y| = ‖x‖+ ‖y‖ .

Sea ahora una norma ‖ ‖ en K. Entonces k = ‖1‖ es mayor que 0, y para
todo x ∈ K,

‖x‖ = ‖x · 1‖ = |x| ‖1‖ = k ‖x‖ .

4. Usaremos conocidas propiedades del máximo.

1) Sea x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Entonces,

‖x‖∞ = 0⇔ máx {|x1| , . . . , |xn|} = 0⇔ |x1| = 0, . . . , |xn| = 0

⇔ x1 = 0, . . . , xn = 0⇔ x = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

‖λx‖∞ = ‖(λx1, . . . , λxn)‖∞ = máx {|λx1| , . . . , |λxn|}

= máx {|λ| |x1| , . . . , |λ| |xn|} = |λ|máx {|x1| , . . . , |xn|} = |λ| ‖x‖∞ .

3) Para todo x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn

‖x+ y‖∞ = ‖(x1 + y1, . . . , xn + yn)‖∞ = máx {|x1 + y1| , . . . , |xn + yn|}

≤ máx {|x1|+ |y1| , . . . , |xn|+ |yn|}

≤ máx {|x1| , . . . , |xn|}+ máx {|y1| , . . . , |yn|} = ‖x‖∞ + ‖y‖∞ .

5. 1) Sea x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Entonces,

‖x‖1 = 0⇔ |x1|+ · · ·+ |xn| = 0⇔ |x1| = 0, . . . , |xn| = 0
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⇔ x1 = 0, . . . , xn = 0⇔ x = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

‖λx‖1 = ‖(λx1, . . . , λxn)‖1 = |λx1|+ · · ·+ |λxn|

= |λ| |x1|+ · · ·+ |λ| |xn| = |λ| (|x1|+ · · ·+ |xn|) = |λ| ‖x‖1 .

3) Para todo x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn

‖x+ y‖1 = ‖(x1 + y1, . . . , xn + yn)‖1 = |x1 + y1|+ · · ·+ |xn + yn|

≤ (|x1|+ |y1|) + · · ·+ (|xn|+ |yn|)

= (|x1|+ · · ·+ |xn|) + (|y1|+ · · ·+ |yn|) = ‖x‖1 + ‖y‖1 .

6. 1) Sea x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Entonces,

‖x‖2 = 0⇔
√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 = 0⇔ |x1|2 + · · ·+ |xn|2 = 0

⇔ |x1| = 0, . . . , |xn| = 0⇔ x1 = 0, . . . , xn = 0⇔ x = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

‖λx‖2 = ‖(λx1, . . . , λxn)‖2 =

√
|λx1|2 + · · ·+ |λxn|2

=

√
|λ|2 |x1|2 + · · ·+ |λ|2 |xn|2 = |λ|

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 = |λ| ‖x‖2 .

3) Usaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es decir si a1, . . . an y
b1, . . . bn son números reales se verifica(

n∑
k=1

akbk

)2

≤

(
n∑
k=1

a2
k

)(
n∑
k=1

b2k

)
. (1)

Para todo x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn,

‖x+ y‖22 = ‖(x1 + y1, . . . , xn + yn)‖22 =
n∑
k=1

|xk + yk|2

≤
n∑
k=1

(|xk|+ |yk|)2 =

n∑
k=1

(
|xk|2 + 2 |xk| |yk|+ |yk|2

)

=
n∑
k=1

|xk|2 + 2
n∑
k=1

|xk| |yk|+
n∑
k=1

|yk|2
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≤︸︷︷︸
por (1)

n∑
k=1

|xk|2 + 2

(
n∑
k=1

|xk|2
)1/2( n∑

k=1

|yk|2
)1/2

+
n∑
k=1

|yk|2

= ‖x‖22 + 2 ‖x‖2 ‖y‖2 + ‖y‖22 = (‖x‖2 + ‖y‖2)2

⇒ ‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 .

7. Usaremos conocidas propiedades del máximo.

1) Sea A ∈ E Entonces,

‖A‖ = 0⇔ máx {|aij |} = 0⇔ |aij | = 0 ∀i, j ⇔ aij = 0 ∀i, j ⇔ A = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo A ∈ E,

‖λA‖ = máx {|λaij |} = máx {|λ| |aij |} = |λ|máx {|aij |} = |λ| ‖A‖ .

3) Para todo A,B ∈ E

‖A+B‖ = máx {|aij + bij |} ≤ máx {|aij |}+ máx {|bij |} ≤ ‖A+‖+ ‖B‖ .

13.2. Desigualdades de Young, Hölder y Minkows-
ki

1. Sean a, b, p, q números reales tales que

a ≥ 0, b ≥ 0, p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1.

Demostrar la desigualdad de Young:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

2. Sean ak, bk ≥ 0 números reales con k = 1, 2, . . . , n, p > 1, q > 1, 1/p +
1/q = 1. Demostrar la desigualdad de Hölder

n∑
k=1

akbk ≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

bqk

)1/q

.

3. Sean ak, bk ≥ 0 números reales con k = 1, 2, . . . , n, y p ≥ 1, real. Demos-
trar la desigualdad de Minkowski(

n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/p

≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p

.
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Solución. 1. La función exponencial f(x) = ex satisface f ′′(x) = ex > 0,
para todo x real, luego es convexa en R. Por tanto, para todo x, y reales y
para todo α ≥ 0, β ≥ 0 reales con α+ β = 1 se verifica

f(αx+ βy) ≤ αf(x) + βf(y), o bien eαx+βy ≤ αex + βey (1)

Si a = 0 o b = 0, la desigualdad de Young se satisface trivialmente. Si a > 0
y b > 0, llamemos

α =
1

p
, β =

1

q
, x = p log a, y = q log b.

El primer miembro de la desigualdad de (1) es

elog a+log b = elog aelog b = ab,

y el segundo

1

p
ep log a +

1

q
eq log b =

1

p
elog ap +

1

q
elog bq =

ap

p
+
bq

q
,

lo cual prueba la desigualdad de Young.

2. Llamemos A =
(∑n

k=1 a
p
k

)1/p
, B =

(∑n
k=1 b

p
k

)1/q
. Si A = 0 o B = 0, la

desigualdad de Hölder se verifica claramente. Si A > 0 y B > 0 y usando la
desigualdad de Young para a = ak/A y b = bk/B,

n∑
k=1

ak
A

bk
B
≤ 1

p

n∑
k=1

apk
Ap

+
1

q

n∑
k=1

bqk
Bq

=
1

p
+

1

q
= 1,

es decir
∑n

k=1 akbk ≤ AB, lo cual prueba la desigualdad de Hölder.
Nota. Para p = 2, a la desigualdad de Hölder también se la llama desigual-
dad de Schwartz.

3. Para p = 1 la desigualdad es trivial. Si p > 1, sea q > 1 tal que 1/p+1/q =
1. Usando que (p− 1)q = p y la desigualdad de Hölder:

n∑
k=1

(ak + bk)
p =

n∑
k=1

(ak + bk) (ak + bk)
p−1

=

n∑
k=1

ak (ak + bk)
p−1 +

n∑
k=1

bk (ak + bk)
p−1

≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

(ak + bk)
q(p−1)

)1/q

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p( n∑
k=1

(ak + bk)
q(p−1)

)1/q
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=

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/q

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p( n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/q

=

(
n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/q
( n∑

k=1

apk

)1/p

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p


⇒

(
n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1−1/q

≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p

⇒

(
n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/p

≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p

.

13.3. Normas p

1. Sea p real con 1 ≤ p < +∞. Demostrar que es una norma en Kn (K = R
o K = C):

‖x‖p =

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn.

2. Demostrar que para 0 < p < 1, la aplicación

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn

no es una norma en Kn.

Solución. 1. 1) Sea x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Entonces,

‖x‖p = 0⇔

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

= 0⇔
n∑
k=1

|xk|p = 0

⇔ |xk|p = 0 ∀k = 1, . . . n⇔ xk = 0 ∀k = 1, . . . n⇔ x = 0.

2) Para todo λ ∈ K y para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

‖λx‖p =

(
n∑
k=1

|λxk|p
)1/p

=

(
n∑
k=1

|λ|p |xk|p
)1/p

=

(
|λ|p

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

= |λ|

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

= |λ| ‖λx‖p .
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3) Para todo x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn

‖x+ y‖p =

(
n∑
k=1

(|xk|+ |yk|)p
)1/p

≤︸︷︷︸
Desig. Minkowski(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

+

(
n∑
k=1

|yk|p
)1/p

= ‖x‖p + ‖y‖p .

13.4. Distancia inducida por la norma

1. Sea x→ ‖x‖ una norma en un espacio vectorial E. Demostrar que

d : E × E → R+, d(x, y) = ‖x− y‖

es una distancia en E.
Nota. Como consecuencia, todo espacio normado puede ser considerado co-
mo un espacio métrico con la distancia anterior.

2. Sea E espacio normado. Demostrar que la aplicación E × E → E, dada
por (x, y)→ x+ y es uniformemente continua.

3. Sea E espacio normado. Demostrar que la función K× E → E dada por
(λ, x)→ λx es continua.

4. Sea E espacio normado. Demostrar que para todo a ∈ K, la función
E → E dada por x→ ax es uniformemente continua.

5. Sea E un espacio normado. Demostrar que las traslaciones y homotecias
en E son homeomorfismos.

6. Demostrar que no toda distancia en un espacio vectorial está inducida
por una norma.

7. Sea E un espacio normado y xn, yn dos sucesiones en E convergentes
tales xn → x, yn → y.
(a) Demostrar que xn + yn → x+ y.
(b) Demostrar que para todo λ ∈ K, λxn → λx.

8. Sea (E, ‖ ‖) un espacio normado y F un subespacio de E. Demostrar que
la adherencia de F también es subespacio de E.
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9. Sea E un espacio normado. Demostrar que
a) |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ para todo x, y ∈ E.
b) La aplicación E → [0,+∞) dada por x→ ‖x‖ , es continua.

10. Sean x, y dos vectores no nulos de un espacio vectorial normado. Demos-
trar que ∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥ ≤ 2
‖x− y‖
‖x‖

.

Solución. 1. 1) d(x, y) = 0 ⇔ ‖x− y‖ = 0 ⇔ x − y = 0 ⇔ x = y. 2) Para
todo x, y ∈ E,

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖−(y − x)‖ = |−1| ‖y − x‖ = d(y, x).

3) Para todo x, y, z ∈ E :

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z − y)‖

≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y).

2. Sea ε > 0 y elijamos δ = ε/2. Entonces,{
‖x− x′‖ < δ
‖y − y′‖ < δ

⇒
∥∥(x+ y)− (x′ + y′)

∥∥
≤
∥∥x− x′∥∥+

∥∥y − y′∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε.

3. Sean λ0 ∈ K y x0 ∈ E fijos. Basta demostrar que la función dada es
continua en (λ0, x0). Tenemos

λx− λ0x0 = λ0(x− x0) + (λ− λ0)x0 + (λ− λ0)(x− x0).

Tomando normas,

‖λx− λ0x0‖ ≤ |λ0| ‖x− x0‖+ |λ− λ0| ‖x0‖+ |λ− λ0| ‖x− x0‖ .

Sea ε > 0 y elijamos δ > 0 cumpliendo

δ < 1 y δ <
ε

|λ0|+ ‖x0‖+ 1.

Entonces, {
|λ− λ0| < δ
‖x− x0‖ < δ

⇒ ‖λx− λ0x0‖ < |λ0| δ + δ ‖x0‖+ δ2

= δ (|λ0|+ ‖x0‖+ δ) <︸︷︷︸
δ<1

δ (|λ0|+ ‖x0‖+ 1) < ε.
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4. Si a = 0, el resultado es trivial. Si a 6= 0, sea ε > 0. Entonces, eligiendo
δ = ε/ |a| :∥∥x− x′∥∥ < δ ⇒

∥∥ax− ax′∥∥ = |a|
∥∥x− x′∥∥ < |a| ε

|a|
= ε.

5. Toda traslación Tv : E → E, Tv(x) = x + v es aplicación continua y
además tiene como aplicación inversa T−1

v = T−v que también es un trasla-
ción, y por tanto continua. Es decir, Tv es homeomorfismo.

Toda homotecia Hk : E → E, Hk(x) = kx con k 6= 0 es aplicación continua
y además tiene como aplicación inversa H−1

k = T1/k que también es una
homotecia, y por tanto continua. Es decir, Hk es homeomorfismo.

6. Sea E 6= {0} un espacio vectorial real o complejo y d la distancia discreta
en E, es decir

d(x, y) =

{
0 si x = y
1 si x 6= y.

Supongamos que d(x, y) = ‖x− y‖ para alguna norma en E, y elijamos
v ∈ E no nulo (y por tanto, 2v 6= 0). Entonces,

1 = d(2v, 0) = ‖2v‖ = 2 ‖v‖ = 2d(v,0)⇒ d(v, 0) = 1/2,

lo cual es absurdo.

7. (a) En efecto, supongamos que xn → x e yn → y. Si ε > 0, existe
n0 natural tal que ‖xn − x‖ < ε/2 si n ≥ n0, y existe n1 natural tal que
‖yn − y‖ < ε/2 si n ≥ n1. Entonces, para todo n ≥ máx{n0, n1} se verifica:

‖(xn + yn)− (x+ y)‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Es decir, xn + yn → x+ y.

(b) Si λ = 0, el resultado es trivial. Sea λ 6= 0 y ε > 0. Como xn → x, existe
n0 natural tal que ‖xn − x‖ < ε/ |λ| si n ≥ n0, Entonces,

‖λxn − λx‖ = ‖λ(xn − x)‖ = |λ| ‖xn − x‖ < |λ|
ε

|λ|
= ε

si n ≥ n0, es decir λxn → λx.

8. 1) F es subespacio de E, por tanto 0 ∈ F ⊂ F , luego 0 ∈ F .
2) Si x, y ∈ F , existen sucesiones xn, yn en E tales que xn → x e yn → y.
Entonces, xn + yn → x+ y, lo cual implica que x+ y ∈ F .
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3) Sea λ un escalar y x ∈ F . Existe sucesión xn, en E tal que xn → x.
Entonces λxn → λx y por tanto λx ∈ F .

9. a) Tenemos

‖y‖ = ‖x+ (y − x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖x− y‖

⇒ −‖x− y‖ ≤ ‖x‖ − ‖y‖ , (1)

‖x‖ = ‖y + (x− y)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖

⇒ ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖ . (2)

De (1) y (2) se concluye que |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .

b) Sea x0 ∈ E y ε > 0. Eligiendo δ = ε,

‖x− x0‖ < δ ⇒ |‖x‖ − ‖x0‖| < δ = ε,

lo cual implica que x→ ‖x‖ es continua para todo x0 ∈ E.

10. Tenemos

2‖x− y‖ ≥ ‖x− y‖+
∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ = ‖x− y‖+

∥∥∥∥y − ‖x‖‖y‖y
∥∥∥∥

≥
∥∥∥∥x− ‖x‖‖y‖y

∥∥∥∥ = ‖x‖
∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥⇒ ∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥ ≤ 2
‖x− y‖
‖x‖

.

13.5. La distancia es uniformemente continua

Sea (E, d) un espacio métrico. Demostrar que la aplicación distancia d :
E×E → R+ es uniformemente continua considerando en E×E la distancia

d1[(x, y), (u, v)] = d(x, u) + d(y, v).

y en R+ la distancia usual du(t, s) = |t− s|

Solución. Para todo x, y, u, v ∈ E y usando la desigualdad triangular:

d(x, y) ≤ d(x, u) + d(u, y) ≤ d(x, u) + d(u, v) + d(v, y)

⇒ d(x, y)− d(u, v) ≤ d(x, u) + d(v, y). (1)

Análogamente:

d(u, v) ≤ d(u, x) + d(x, v) ≤ d(u, x) + d(x, y) + d(y, v)
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⇒ d(u, v)− d(x, y) ≤ d(u, x) + d(y, v). (2)

De (1) y (2) deducimos |d(x, y)− d(u, v)| ≤ d1[(x, y), (u, v)]. Sea ε > 0 y
elijamos δ = ε. Entonces, si d1[(x, y), (u, v)] < δ se verifica

|d(x, y)− d(u, v)| ≤ d1[(x, y), (u, v)] < δ = ε.

Es decir, d es uniformemente continua.

Consecuencias:
1. Al ser d es uniformemente continua, es continua.
2. Al ser d1 equivalente a las distancias:

d∞[(x, y), (u, v)] = máx{d(x, u), d(y, v)},

d2[(x, y), (u, v)] =
√
d2(x, u) + d2(y, v),

la aplicación d es también uniformemente continua cuando en E × E se
consideran las distancias d∞ y d2.

13.6. Series en espacios normados

1. Sea
∑

n≥0 xn una serie convergente en un espacio normado E. Demostrar
que xn → 0. Dar un contraejemplo que demuestre que el rećıproco no es
cierto.

2. (Álgebra de series). Sean
∑

n≥0 xn y
∑

n≥0 x
′
n dos series en un espacio

normado E de sumas s y s′ respectivamente.
a) Demostrar que la serie suma

∑
n≥0(xn+x′n) es convergente de suma s+s′.

b) Demostrar que para todo escalar λ, la serie
∑

n≥0 λxn es convergente de
suma λs.

3. (Criterio de Cauchy para la convergencia de series). Sea
∑

n≥0 xn una
serie en un espacio normado E. Demostrar que
a) Si

∑
n≥0 xn es convergente, entonces para todo ε > 0 existe número na-

tural n0 tal que si m > n ≥ n0 se verifica ‖xn+1 + · · ·+ xm‖ < ε.
b) Si E es de Banach, el rećıproco es cierto.

4. Una serie
∑

n≥0 xn en un espacio normado E se dice que es absoluta-
mente convergente si, y solo si

∑
n≥0 ‖xn‖ es convergente. Demostrar que si∑

n≥0 xn es una serie absolutamente convergente en un espacio de Banach
E, entonces
a)
∑

n≥0 xn es convergente.
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b)
∥∥∥∑n≥0 xn

∥∥∥ ≤∑n≥0 ‖xn‖ .

5. Dada una serie
∑

n≥1 xn en un espacio normado E, un esquema de aso-
ciación de términos en paquetes finitos viene dada por(

x1 + · · ·+ xϕ(1)

)
+
(
xϕ(1)+1 + · · ·+ xϕ(2)

)
+ · · ·

en donde 1 ≤ ϕ(1) < ϕ(2) < ϕ(3) < . . . , y ϕ(n) es número natural para todo
n. Si

∑
n≥1 xn es serie con suma s ∈ E, demostrar que cualquier esquema

de asociación de términos en paquetes finitos aplicada a dicha serie da lugar
a una nueva serie con la misma suma s.

Solución. 1. Por hipótesis la sucesión de sumas parciales sn = x0 + x1 +
· · ·+ xn converge a a un s ∈ E. Entonces,

ĺımxn = ĺım (sn − sn−1) = ĺım sn + (−1) ĺım sn−1 = s− s = 0.

El rećıproco no es cierto. Basta considerar E = R con la norma del valor
absoluto y la serie

∑
n≥0 1/(n + 1). Se verifica 1/(n + 1) → 0, sin embargo

la serie no es convergente (serie armónica)

2. a) Sean sn y s′n las sumas parciales enésimas de las series dadas, respec-
tivamente. Entonces la suma parcial enésima de la serie suma es sn + s′n.
Tenemos

ĺım
n→+∞

(sn + s′n) = ĺım
n→+∞

sn + ĺım
n→+∞

s′n = s+ s′,

es decir la serie suma es convergente con suma s+ s′.

b) La suma parcial enésima de la serie
∑

n≥0 λxn es λsn. Tenemos

ĺım
n→+∞

λsn = λ ĺım
n→+∞

sn = λs,

es decir la serie
∑

n≥0 λxn es convergente con suma λs.

3. a) Si s es la suma de la serie, para todo ε > 0 existe un número natural
n0 tal que si n ≥ n0 se verifica ‖sn − s‖ < ε/2. Para m > n ≥ n0 tenemos

‖xn+1 + · · ·+ xm‖ = ‖sm − sn‖ = ‖(sm − s) + (s− sn)‖

≤ ‖sm − s‖+ ‖sn − s‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

b) Si la serie cumple la condición dada, entonces la sucesión sn de las sumas
parciales es de Cauchy. Si E es de Banach, por definición es completo luego
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sn es convergente y aśı lo es la serie.

4. a) Por hipótesis, la serie
∑

n≥0 ‖xn‖ es convergente. Por el criterio de
Cauchy en R, para todo ε > 0 existe un número natural n0 tal que si
m > n ≥ n0

‖xn+1‖+ ‖xn+2‖+ · · ·+ ‖xm‖ < ε.

Pero por la desigualdad triangular,

‖xn+1 + xn+2 + · · ·+ xm‖ ≤ ‖xn+1‖+ ‖xn+2‖+ · · ·+ ‖xm‖ < ε.

Como E es de Banach, basta aplicar el apartado b) del problema anterior.

b) Llamamos sn = x0 + · · · + xn y s′n = ‖x0‖ + · · · + ‖xn‖ . Se verifica
‖sn‖ ≤ s′n. Entonces, usando que la norma es una aplicación continua∥∥∥∥∥∥

∑
n≥0

xn

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ĺım
n→+∞

sn

∥∥∥∥ = ĺım
n→+∞

‖sn‖ ≤ ĺım
n→+∞

s′n =
∑
n≥0

‖xn‖ .

5. Sea ϕ(n) un esquema de asociación de términos en paquetes finitos. Es
claro que sϕ(n) es una subsucesión de sn, por tanto tendrá como ĺımite s.

13.7. Normas equivalentes

1. Demostrar que dos normas ‖ ‖ y ‖ ‖∗ de un espacio espacio vectorial E
son equivalentes, si y sólo si existen constantes reales a > 0 y b > 0 tales
que

a ‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ b ‖x‖

para todo x ∈ E.

2. Se consideran las normas de Kn (K = R o K = C):

‖x‖∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|}
‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn| .

‖x‖2 =

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2.

en donde x = (x1, . . . , xn). Demostrar que ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ n1/p ‖x‖∞ (p =
1, 2) y concluir que la tres normas son equivalentes.

Solución. 1. Recordamos que por definición, dos normas ‖ ‖ y ‖ ‖∗ de un
espacio espacio vectorial E son equivalentes si, y sólo si las correspondientes



Caṕıtulo 13. Espacios normados 401

distancias inducidas determinan la misma topoloǵıa. �

Supongamos que las normas son equivalentes. Entonces, las bolas relativas
a ellas

{B(x, r) : x ∈ E, r > 0} , {B∗(x, r) : x ∈ E, r > 0}
constituyen dos bases de una misma topoloǵıa en E. Dado que B(0, 1) es
abierto, existe r > 0 tal que B∗(0, r) ⊂ B(0, 1), luego ‖x‖∗ < r implica
‖x‖ < 1.

Consideremos a real tal que 0 < a < r y sea y ∈ E cualquiera. Si y 6= 0
entonces u = a(y/ ‖y‖∗) verifica ‖u‖∗ = a < r y por tanto, ‖u‖ < 1. Es
decir, para todo y 6= 0 se verifica a ‖y‖ ≤ ‖y‖∗ (para y = 0 la desigualdad
anterior es trivial). Intercambiando los papeles de las normas, obtenemos la
otra desigualdad.

Supongamos ahora que existen constantes reales a > 0 y b > 0 tales que
a ‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ b ‖x‖ para todo x ∈ E. Sea r > 0. Entonces, para todo
x ∈ E

y ∈ B∗(x, ar)⇒ ‖y − x‖∗ < ar ⇒ a ‖y − x‖ ≤ ‖y − x‖∗ < ar

⇒ ‖y − x‖ < r ⇒ y ∈ B(x, r)⇒ B∗(x, ar) ⊂ B(x, r).

Por otra parte

y ∈ B(x, r/b)⇒ ‖y − x‖ < r/b⇒ ‖y − x‖∗ ≤ b ‖y − x‖ < b(r/b)

⇒ ‖y − x‖∗ < r ⇒ y ∈ B∗(x, r)⇒ B(x, r/b) ⊂ B∗(x, r).
Por el conocido teorema de caracterización de distancias equivalentes por
bolas, concluimos que las dos normas generan la misma topoloǵıa en E, lue-
go son equivalentes.

2. Tenemos para p = 1, 2 :

‖x‖p = (|x1|+ · · ·+ |xn|)1/p ≤ (‖x‖∞ + · · ·+ ‖x‖∞)1/p

= (n ‖x‖∞)1/p = n1/p (‖x‖∞)1/p ≤ n1/p ‖x‖∞ .
Supongamos ahora sin pérdida de generalidad que ‖x‖∞ = |x1| . Entonces,
para p = 1, 2 :

‖x‖∞ = |x1| = (|x1|p)1/p ≤ (|x1|p + · · · |xn|p)1/p = ‖x‖p .

Usando el resultado del apartado anterior, concluimos que que ‖x‖1 y ‖x‖2
son equivalentes a ‖x‖∞ , lo cual implica que también son equivalentes entre
śı.
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13.8. Normas no equivalentes

(a) Demostrar que en el espacio vectorial real C[0, 1] de las funciones conti-
nuas de [0, 1] en R las normas

‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(t)| dt , ‖f‖∞ = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

no son equivalentes.
(b) Sea (E, ‖ ‖) un espacio vectorial normado de dimensión infinita. Demos-
trar que existen en E al menos dos normas no equivalentes.

Solución. (a) Consideremos la sucesión de funciones (fn)n≥1 definida por

fn(t) =

{
1− nt si t ∈ [0, 1/n]

0 si t ∈ (1/n, 1].

Como fácilmente se puede verificar, fn ∈ C[0, 1] , ‖fn‖1 = 1/2n y ‖fn‖2 = 1
para todo n . Es decir, la sucesión tiene por ĺımite la función 0 con la norma
‖ ‖1 y la función 1 con la norma ‖ ‖∞ . Esto implica que las normas an-
teriores no definen la misma topoloǵıa y como consecuencia no pueden ser
equivalentes.

(b) Como dimE = ∞ existe una familia libre {en : n ∈ N} de vectores
unitarios con la norma dada. Consideremos el subespacio F de E generado
por la familia anterior, es decir

F = L[{en : n ∈ N}] = {
n∑
i=0

λiei : n ∈ N, λi ∈ K } .

Definimos en F las normas:∥∥∥∥∥
n∑
i=0

λiei

∥∥∥∥∥
1

=

n∑
i=0

|λi|,

∥∥∥∥∥
n∑
i=0

λiei

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
i=0

2i|λi|.

Es fácil verificar que efectivamente son normas en F . Estas normas no son
equivalentes en F pues

‖en‖2
‖en‖1

→ +∞.

Basta ver que las normas se pueden extender a E. El conjunto de ı́ndices J
puede ser finito, contable infinito o no contable, pero en cualquier caso todo
vector x ∈ E se puede expresar de manera única en la forma

x =

n∑
i=0

λiei +

K∑
k=1

µkvjk (jk 6= jk′ si k 6= k′).
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Las normas ‖ ‖l (l = 1, 2) sobre F se extienden a E en la forma

‖x‖l =

∥∥∥∥∥
n∑
i=0

λiei

∥∥∥∥∥
l

+

∥∥∥∥∥
K∑
k=1

µkvjk

∥∥∥∥∥ (l = 1, 2).

13.9. Propiedades topológicas en los espacios nor-
mados

1. Sean E y F espacios normados. Se dice que la aplicación f : E → F es
Lipschitziana si existe una constante k > 0 tal que

‖f(x)− f(y)‖ ≤ k ‖x− y‖

para todo x, y ∈ E. Demostrar que toda aplicación Lipschitziana es unifor-
memente continua.

2. Sean E un espacio normado. Designemos por B(a, r) la bola abierta de
centro a ∈ E y radio r > 0, y por B[a, r] la correspondiente bola cerrada.
(a) Demostrar que T : B(0, 1)→ B(a, r), T (x) = a+ rx es homeomorfismo,
siendo además T y T−1 lipschitzianas.
(b) La misma cuestión considerando bolas cerradas.

3. Sea (E, d) un espacio métrico y B(a, r) una bola abierta de centro a ∈ E
y radio r > 0.
(a) Demostrar que B(a, r) ⊂ B[a, r]. Es decir, la adherencia de una bola
abierta está contendida en la bola cerrada.
(b) Demostrar que no siempre B(a, r) = B[a, r].

4. Demostrar que en todo espacio normado la adherencia de una bola abierta
es la bola cerrada del mismo centro y radio.

5. Sea E un espacio normado. Demostrar que ningún subespacio vectorial
propio de E tiene puntos interiores.

6. Sea E 6= {0} un espacio normado. Demostrar que E no es compacto.

7. Sea E un espacio normado. Demostrar que toda bola (abierta o cerrada),
es un conjunto convexo.

8. Demostrar que todo espacio normado E es conexo por arcos (en conse-
cuencia, es conexo).
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Solución. 1. Sea ε > 0. Si f es Lipschitziana, existe una constante k > 0 tal
que ‖f(x)− f(y)‖ ≤ k ‖x− y‖ para todo x, y ∈ E. Sea δ = ε/k. Entonces,
para todo x, y ∈ E

‖x− y‖ < δ =
ε

k
⇒ ‖f(x)− f(y)‖ ≤ k · ε

k
= ε,

luego f es uniformemente continua (y por tanto, continua).

2. (a) La aplicación está bien definida pues

‖T (x)− a‖ = ‖a+ rx− a‖ = r ‖x‖ < r · 1 = r,

es decir T (x) ∈ B(a, r). Es inyectiva pues T (x1) = T (x2) implica a+ rx1 =
a+ rx2 y por tanto x1 = x2.
Es sobreyectiva. En efecto, sea y ∈ B(a, r), entonces

T (x) = y ⇔ a+ rx = y ⇔ x = −1

r
a+

1

r
y,

y se verifica

‖x‖ =
1

r
‖y − a‖ < 1

r
· r = 1,

es decir x ∈ B(0, 1). Las aplicaciones T y su inversa son por tanto

T (x) = a+ rx, T−1(y) = −1

r
a+

1

r
y.

Dado que

‖T (x1)− T (x2)‖ = r ‖x1 − x2‖ ,
∥∥T−1(y1)− T−1(y2)

∥∥ = (1/r) ‖y1 − y2‖ ,

las funciones T y T−1 son lipschitzianas, por tanto uniformemente continuas
y por tanto continuas.
(b) Se demuestra de manera totalmente análoga.

3. (a) Si x /∈ B[a, r] entonces, d(x, a) > r. Llamemos δ = d(x, a) − r y
consideremos la bola B(x, δ). Entonces,

y ∈ B(a, r) ∩B(x, δ)⇒

{
d(a, y) < r

d(x, y) < d(x, a)− r

⇒ d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a) < d(x, a)− r + r = d(x, a)⇒ d(x, a) < d(x, a),

lo cual es absurdo. Es decir, B(x, δ) ∩ B(a, r) = ∅ y por tanto, x /∈ B(a, r).
Concluimos que B(a, r) ⊂ B[a, r].
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(b) Considerando en E = {a, b} (a 6= b) la distancia trivial. Entonces
B(a, 1) = {a} y B[a, 1] = E, con lo cual no se verifica la igualdad.

4. Sabemos que en general para todo espacio métrico (X, d) se verifica
B(a, r) ⊂ B[a, r]. Veamos que en todo espacio normado E se verifica además
B[a, r] ⊂ B(a, r). Sea x ∈ B[a, r].
i) Si ‖x− a‖ < r, entonces x ∈ B(a, r) y trivialmente, x ∈ B(a, r).
ii) Si ‖x− a‖ = r, sea 0 < ε < r y elijamos

y = a+
(

1− ε

2r

)
(x− a).

Tenemos

‖y − a‖ =
∥∥∥(1− ε

2r

)
(x− a)

∥∥∥ =
(

1− ε

2r

)
r = r − ε

2
< r ⇒ y ∈ B(a, r).

Por otra parte,

‖y − x‖ =
∥∥∥a+

(
1− ε

2r

)
(x− a)− x

∥∥∥
=
∥∥∥a+ x− ε

2r
x− a+

ε

2r
a− x

∥∥∥
=

ε

2r
‖a− x‖ =

ε

2r
r =

ε

2
< ε⇒ y ∈ B(x, ε).

Se verifica B(x, ε) ∩B(a, r) 6= ∅, lo cual implica que x ∈ B(a, r).

5. Sea F subespacio propio de E, es decir F 6= {0} y F 6= E. Existe y0 ∈ E
tal que y0 /∈ F. Sea x0 ∈ F y cualquier bola B(x0, ε). Para cualquier λ 6= 0
escalar, el vector x = x0 + λ(y0 − x0) no pertenece a F. Efectivamente,

x ∈ F ⇒ λ(y0 − x0) ∈ F ⇒ y0 − x0 ∈ F ⇒ y0 ∈ F (absurdo).

Entonces,

|λ| < ε

‖y0 − x0‖
⇒ d(x, x0) = ‖x− x0‖ = ‖λ(y0 − x0)‖

= |λ| ‖(y0 − x0)‖ < ε

‖y0 − x0‖
‖y0 − x0‖ = ε.

Es decir, en toda bola B(x0, ε) hay puntos que no están en F.

6. Recordemos que si (X, d) es un espacio métrico, entonces

X es compacto⇒ X está totalmente acotado⇒ X está acotado.
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Sea x ∈ E con x 6= 0 fijo y λ escalar variable. Entonces,

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ → +∞ ( si |λ| → +∞).

Es decir, E no está acotado y por tanto no es compacto.

7. Sea la bola abierta B(a, r) y sean x, y ∈ B(a, r). Veamos que el segmento
[x, y] está contenido en B(a, r). En efecto,

z ∈ [x, y]⇒ ∃t ∈ [0, 1] : z = (1− t)x+ ty

⇒ ‖z − a‖ = ‖(1− t)x+ ty − [(1− t)a+ ta)]‖

≤ (1− t) ‖x− a‖+ t ‖y − a‖ < (1− t)r + tr = r ⇒ z ∈ B(a, r).

Análogo razonamiento para bolas cerradas.

8. Sea a, b ∈ E y definamos ϕ : [0, 1]→ E, ϕ(t) = a+ t(b− a). Veamos que
ϕ es un arco que une a con b. En efecto, claramente ϕ(0) = a y ϕ(1) = b.
Veamos ahora que ϕ es continua. Si a = b, el resultado es evidente. Si a 6= b,
sea ε > 0 y elijamos δ = ε/ ‖b− a‖ . Entonces, para cualquier t0 fijo y
cualquier t, ambos en [0, 1] :

|t− t0| ≤ δ ⇒ ‖ϕ(t)− ϕ(t0)‖ = ‖a+ t(b− a)− a− t0(b− a)‖

= |t− t0| ‖b− a‖ ≤
ε

‖b− a‖
‖b− a‖ = ε.

En consecuencia, ϕ es continua.

13.10. Aplicaciones lineales continuas entre espa-
cios normados

1. Sean E y F espacios normados y f : E → F lineal. Demostrar que si f
es continua en un puntto a ∈ E, entonces es uniformemente continua en E.

2. Sean E y F espacios normados y T : E → F una aplicación lineal.
Demostrar que

T es continua⇔ T está acotada en B(0, 1).

3. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados E y F.
Demostrar que T no está acotada en todo E salvo si T = 0.
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4. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados E y F.
Demostrar que: T es continua ⇔ T es acotada en cada A ⊂ E acotado.

5. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados E y F.
Demostrar que: T es continua ⇔ existe K > 0 real tal que ‖T (x)‖ ≤ K ‖x‖
para todo x ∈ E

Solución. 1. Si f es continua en a, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal
que ‖f(x)− f(a)‖ < ε si ‖x− a‖ < δ. Sean ahora cualquier par de puntos
x, y ∈ E con ‖x− y‖ < δ. Entonces

‖x− y‖ = ‖(x− y + a)− a‖ < δ ⇒ ‖f(x− y + a)− f(a)‖ < ε

⇒ ‖f(x)− f(y)‖ = ‖f(x)− f(y)− f(a) + f(a)‖

=︸︷︷︸
f lineal

‖f(x− y + a)− f(a)‖ < ε.

Nota. Esto implica que las aplicaciones lineales entre espacios normados
tienen un comportamiento extremo con respecto a la continuidad: o son
uniformemente continuas en todo el espacio inicial, o bien no son continuas
en ningún punto.

2.⇒) Como T es continua en E, es continua en 0, luego existe δ > 0 tal que
‖T (x)‖ < 1 si ‖x‖ < δ. Tenemos

x ∈ B(0, 1)⇒ ‖δx‖ = δ ‖x‖ < δ · 1 = δ ⇒ ‖T (δx)‖ < 1

⇒ δ ‖T (x)‖ < 1⇒ ‖T (x)‖ < 1

δ
⇒ T está acotada en B(0, 1).

⇐) Como T está acotada en B(0, 1), existe K > 0 tal que ‖T (x)‖ < 1 si
‖x‖ < 1. Veamos que T es continua en 0 (y por tanto, será continua en todo
E). Sea ε > 0 y elijamos δ = ε/K. Entonces,

‖x‖ < δ ⇒
∥∥∥∥1

δ
x

∥∥∥∥ =
1

δ
‖x‖ < 1⇒

∥∥∥∥T (1

δ
x

)∥∥∥∥ < K

⇒ ‖T (x)‖ < Kδ = ε⇒ T es continua en 0.

3. Si T 6= 0, existe x ∈ E tal que T (x) 6= 0. Entonces, ‖T (λx)‖ = |λ| ‖T (x)‖ .
Como ‖T (x)‖ 6= 0 se verifica ‖T (x)‖ → +∞ cuando |λ| → +∞, luego T no
está acotada en E. Por otra parte, si T = 0 es claro que está acotada en E.

4. ⇐) Si T es acotada en cada A ⊂ E acotado, en particular está acotada
en el conjunto acotado B(0, 1), luego T es continua como consecuencia del
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segundo apartado.

⇒) Si T es continua, T está acotada en B(0, 1), es decir existe K > 0 tal
que ‖T (x)‖ < K si ‖x‖ < 1. Si A ⊂ E está acotado, está contenido en una
bola B(0, r) con r > 0. Entonces,

x ∈ A⇒ ‖x‖ < r ⇒
∥∥∥∥1

r
x

∥∥∥∥ < 1⇒
∥∥∥∥T (1

r
x

)∥∥∥∥ < K

⇒ 1

r
‖T (x)‖ < K ⇒ ‖T (x)‖ < rK ⇒ T está acotada en A.

5. ⇒) La bola cerrada B(0, 1) está acotada. Por ser T continua, T está aco-
tada en B(0, 1) (apartado anterior). Es decir, existe K > 0 real tal que
‖T (x)‖ ≤ K si ‖x‖ ≤ 1. Entonces, ∀x ∈ E (x 6= 0) :∥∥∥∥ 1

‖x‖
x

∥∥∥∥ = 1⇒ T

(
1

‖x‖
x

)
≤ K ⇒ 1

‖x‖
T (x) ≤ K ⇒ ‖T (x)‖ ≤ K ‖x‖ ,

y para x = 0 la última desigualdad se verifica trivialmente.

⇐) Si ‖x‖ < 1 se verifica ‖T (x)‖ ≤ K ‖x‖ < K, es decir T está acotada en
B(0, 1) lo cual implica que T es continua (por el apartado 2).

13.11. Una aplicación lineal discontinua

Se considera el espacio vectorial E = C1[0, 1] de las funciones reales de clase
1 definidas en [0, 1] con la norma ‖f‖ = supx∈[0,1] |f(x)| . Demostrar que la
aplicación

T : E → R, T (f) = f ′(0)

es lineal pero no continua.

Solución. Para todo λ, µ ∈ R y para todo f, g ∈ E,

T (λf + µg) = (λf + µg)′(0) = λf ′(0) + µg′(0) = λT (f) + µT (g)

es decir, T es lineal. Veamos que no es continua. Elijamos la sucesion de
funciones de E :

fn(x) =
sen (n2x)

n
.

Tenemos para todo x ∈ [0, 1] :∣∣∣∣sen (n2x)

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n
⇒ ‖fn‖ ≤

1

n
⇒ fn → 0.
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Por otra parte,

T (fn) = f ′n(0) =
n2 cos(n2 · 0)

n
= n→ +∞.

Entonces, la función T no es continua pues si lo fuera, se tendŕıa que verificar
T (fn)→ T (0) = 0.

13.12. Espacios normados de dimensión finita

1. Demostrar que todos los espacios normados (E, ‖ ‖E) de dimensión finita
dada n sobre el cuerpo K (K = R o K = C), son homeomorfos.

2. Sean E y F espacios normados sobre K con E de dimensión finita. De-
mostrar que toda aplicación lineal T : E → F es continua.

3. Sea E espacio vectorial sobre K de dimensión finita. Demostrar que todas
las normas que se pueden definir en E son equivalentes.

Solución. 1. Dado que la relación ser homeomorfo a es de equivalencia,
bastará demostrar que (E, ‖ ‖E) es homemorfo a (Kn, ‖ ‖1) . Por comodidad,
denotaremos a ‖ ‖E simplemente por ‖ ‖ . Sea B = {u1, . . . , un} una base
de E. Definimos la aplicación lineal

T : Kn → E, T (x) = x1u1 + · · ·+ xnun, siendo x = (x1, . . . , xn).

Esta aplicación lineal es claramente biyectiva. Veamos que T y T−1 son
continuas. Tenemos para todo x ∈ Kn :

‖T (x)‖ =

∥∥∥∥∥T
(

n∑
i=1

xiui

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiT (ui)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|xi| ‖T (ui)‖ .

Llamemos M = máx {‖T (ui)‖ = i = 1, . . . , n} . Claramente M > 0 y queda

‖T (x)‖ ≤M
n∑
i=1

|xi| = M ‖x‖1 ∀x ∈ E,

es decir T es continua, de acuerdo con una conocida propiedad.

Veamos ahora que T−1 es continua. Sea S = {x ∈ Kn : ‖x‖1 = 1} y
consideremos la aplicación:

f : S → K, f(x) = ‖T (x)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiui

∥∥∥∥∥ .
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Veamos que f es Lipschitziana (y por tanto será continua). Para todo x, y ∈
S :

|f(x)− f(y)| =

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

xiui

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

yiui

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(xi − yi)ui

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

|xi − yi| ‖ui‖ ≤ K ‖x− y‖1 siendo K = máx{‖u1‖ , . . . , ‖un‖}.

Como S es compacto en (K, ‖ ‖1) , f alcanza un mı́nimo absoluto en un
punto a ∈ S es decir, f(x) ≥ f(a) = m para todo x ∈ S. Tenemos:

0 6= x ∈ Kn ⇒ x

‖x‖1
∈ S ⇒ f

(
x

‖x‖1

)
=

1

‖x‖1
f(x)

=
1

‖x‖1
T (x) ≥ m.

Como ‖a‖1 = 1 y T (a) 6= 0 (T es biyectiva y a 6= 0) se tiene m = f(a) =
‖T (a)‖ > 0. Por tanto, para todo 0 6= x ∈ Kn se verifica

‖x‖1 ≤
1

m
‖T (x)‖ .

Sea ahora y ∈ E. Puesto que T es biyectiva, se tiene que T−1(y) ∈ Kn y por
tanto ∥∥T−1(y)

∥∥
1
≤ 1

m
‖y‖ ,

lo cual implica que T−1 es continua por una conocida caracterización.

2. La aplicación T−1 : E → Kn del apartado anterior está acotada en la bola
unidad de E por ser continua. Es decir, para todo x ∈ E existe K > 0 tal
que

T−1(x) = |x1|+ · · ·+ |xn| < K si ‖x‖ < 1. (∗)

Sea ahora B = {u1, . . . , un} base de E. Para todo x ∈ E podemos expresar
x =

∑n
i=1 xiui. Entonces,

‖T (x)‖ ≤
n∑
i=1

|xi| ‖T (ui)‖ ≤M
n∑
i=1

|xi|

si M = máx{‖T (ui)‖ : i = 1, . . . , n}. Si x ∈ E y ‖x‖ < 1 tenemos por (∗)
que ‖T (x)‖ < MK. La aplicación T está acotada en B(0, 1) y por tanto es
continua.
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3. Sean ‖ ‖1 y ‖ ‖2 dos normas sobre E y sea la biyección

i : (E, ‖ ‖1)→ (E, ‖ ‖2) , i(x) = x.

Como i e i−1 son lineales y E de dimensión finita, i e i−1 son continuas, por
tanto existen K > 0 y M > 0 tales que

‖i(x)‖2 ≤ K ‖x‖1 ∧
∥∥i−1(x)

∥∥
1
≤M ‖x‖2 ∀x ∈ E,

lo cual implica que

1

M
‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ K ‖x‖1 ∀x ∈ E.

Es decir, ‖ ‖1 y ‖ ‖2 son equivalentes.

13.13. Teorema de Riesz

Demostrar el teorema de Riesz:
Sea E un espacio normado. Entonces, son equivalentes:
(a) E es de dimensión finita.
(b) La bola cerrada unidad es compacta.
(c) Los conjuntos compactos de E son exactamente los cerrados y acotados.
(d) E es localmente compacto.

Solución. Primeramente veamos que (b), (c) y (d) son equivalentes.

(b) ⇒ (c) Por hipótesis, B(0, 1) es compacta y sabemos que toda propie-
dad topológica que tenga una bola abierta (cerrada) la tienen todas las
bolas abiertas (cerradas). Sea K ⊂ E cerrado y acotado. Por estar acotado,
está contenido en una bola cerrada B(a, r) lo cual implica que K es compac-
to (por ser subconjunto cerrado de un compacto). Por otra parte, si K ⊂ E
es compacto, entonces K es cerrado y acotado (pues todo subconjunto com-
pacto de un espacio métrico es cerrado y acotado).

(c) ⇒ (d) Sea a ∈ E. Sabemos que en todo espacio normado se verifica
B(a, r) = B(a, r), lo cual implica que la bola B(a, r) es conjunto cerrado.
Como además está acotado, es compacto por la hipótesis (c). Concluimos
que E es localmente compacto.

(d)⇒ (b) Como E es localmente compacto, 0 tiene un entorno V (0) que es
compacto. Existe una bola B(0, ε) ⊂ V (0). Tenemos

B(0, ε) = B(0, ε)︸ ︷︷ ︸
cerrado

⊂ V (0)︸ ︷︷ ︸
compacto

⇒ B(0, ε) es compacto.
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Como todas las bolas cerradas son homeomorfas, concluimos que la bola
cerrada unidad es un conjunto compacto.

Demostremos ahora que (a) y (b) son equivalentes, con lo cual quedará pro-
bado el teorema de Riesz.
(a)⇒ (b) Sea E de dimensión finita. Sabemos que en tal caso E es homeo-
morfo a Kn con la norma ‖ ‖1 , luegoB(0, 1) es homeomorfo a {x ∈ Kn : ‖x‖1 ≤ 1}
(que es compacto), en consecuencia B(0, 1) es compacto.

Para demostrar (b)⇒ (a), demostraremos previamente el siguiente lema:

Lema. Sea E un espacio normado y F un subespacio propio y cerrado
de E. Entonces, para cada 0 < ε < 1 existe un vector x ∈ E tal que
ε < d(x, F ) < 1.

Demostración. Como F es cerrado y F 6= E, existe y ∈ E − F tal que
d(y, F ) > 0. Entonces, algún vector proporcional a y i.e. de la forma λy ha de
cumplir ε < d(λy, F ) < 1. Existe por tanto un u ∈ F tal que ‖λy − u‖ < 1.
Llamando x = λy − u,

ε < d(λy, F ) = d(x+ u, F ) = ı́nf{‖x+ u− z‖ : z ∈ F}.

Como u ∈ F, llamando z′ = z − u, cuando z recorre todo F, también z′

recorre todo F. Por tanto

ε < d(λy, F ) = ı́nf{
∥∥x− z′∥∥ : z′ ∈ F} = d(x, F ) < 1

y claramente x /∈ F. Hemos demostrado el lema. �

(b) ⇒ (a) Supongamos que dimE = +∞ y veamos que B(0, 1) no es com-
pacto. Por ser E espacio métrico, equivale a demostrar que B(0, 1) no es se-
cuencialmente compacto. Es decir, veamos que existe una sucesión en B(0, 1)
que no tiene subsucesión convergente en E.
Sea 0 6= x1 ∈ E y sea F1 = L[x1]. Tenemos dimF1 = 1 6= +∞, luego F1 es
subespacio propio de E. Además, por ser F1 subespacio de E, es conjunto
cerrado. Por el lema anterior, existe x2 ∈ E tal que 1/2 < d(x2, F1) < 1. Es
decir, existe un ‖x2‖ < 1 tal que ‖x1 − x2‖ > 1/2. Procediendo de manera
análoga con F2 = L[x1, x2] (subespacio propio y cerrado), existe x3 ∈ E tal
que

‖x3‖ < 1, ‖x1 − x3‖ >
1

2
, ‖x2 − x3‖ >

1

2
.

Podemos construir de esta manera una sucesion de puntos de B(0, 1) que
no admite subsucesión de Cauchy (cada dos términos distan entre śı más de
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1/2), y por tanto no admite subsucesión convergente. Queda pues demos-
trado el teorema de Riesz.

13.14. Norma de una aplicación lineal y continua

Sean E y F dos espacios normados y T : E → F una aplicación lineal y
continua. Sabemos que en tal caso existe K > 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ K ‖x‖
para todo x ∈ E. En consecuencia el conjunto{

‖T (x)‖
‖x‖

: x ∈ E, x 6= 0

}
está acotado por K. Ello implica que tal conjunto tiene supremo finito.
Definimos la norma de T y se representa por ‖T‖ a:

‖T‖ = sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

.

1. Demostrar que ‖T‖ = sup‖u‖=1 ‖T (u)‖ .

2. Demostrar que ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ para todo x ∈ E.

3. Sean E,F,G espacios normados y T : E → F, U : F → G lineales y
continuas. Demostrar que ‖U ◦ T‖ ≤ ‖U‖ ‖T‖ .

4. Sean E y F espacios normados y denotemos por L(E,F ) al espacio vec-
torial de las aplicaciones lineales y continuas entre E y F. Demostrar que la
aplicación T → ‖T‖ es una norma en L(E,F ).

5. Sean E y F espacios normados. Demostrar que si F es de Banach entonces
L(E,F ) también es de Banach.

Solución. 1. Para todo x ∈ E con x 6= 0 y teniendo en cuenta que T es
lineal

‖T (x)‖
‖x‖

=
1

‖x‖
‖T (x)‖ =

∥∥∥∥T ( x

‖x‖

)∥∥∥∥ = T (u),

siendo u = x/ ‖x‖ unitario, de donde fácilmente se deduce el resultado.

2. Para x 6= 0 tenemos

‖T‖ = sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

⇒ ‖T‖ ≥ ‖T (x)‖
‖x‖

∀x 6= 0⇒ ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ ∀x 6= 0,
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y para x = 0 la desigualdad es trivial.

3. Como la composición de aplicaciones lineales es lineal y la de continuas
es continua, está bien definida ‖U ◦ T‖ . Entonces,

‖U ◦ T‖ = sup
‖u‖=1

‖(U ◦ T )(u)‖ = sup
‖u‖=1

‖U (T (u))‖ ≤ sup
‖u‖=1

‖U‖ ‖T (u)‖

≤ ‖U‖ sup
‖u‖=1

‖T‖ ‖u‖ = ‖U‖ ‖T‖ .

4. Claramente ‖T‖ ≥ 0 para todo T ∈ L(E,F ).
(i) Tenemos las equivalencias

‖T‖ = 0⇔ sup
x6=0

‖T (x)‖
‖x‖

= 0⇔ ‖T (x)‖
‖x‖

= 0 ∀x 6= 0

⇔ ‖T (x)‖ = 0 ∀x 6= 0⇔ T (x) = 0 ∀x 6= 0.

Como T es lineal, T (0) = 0 luego ‖T‖ = 0⇔ T = 0.
(ii) Para todo λ ∈ K escalar y para todo T ∈ L(E,F ) :

‖λT‖ = sup
x 6=0

‖(λT )(x)‖
‖x‖

= sup
x 6=0

‖λT (x)‖
‖x‖

= sup
x 6=0

|λ| ‖T (x)‖
‖x‖

= |λ| sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

= |λ| ‖T‖ .

(iii) Para todo T, S ∈ L(E,F ) :

‖T + S‖ = sup
x 6=0

‖(T + S)(x)‖
‖x‖

= sup
x 6=0

‖T (x) + S(x)‖
‖x‖

≤ sup
x 6=0

‖T (x)‖+ ‖S(x)‖
‖x‖

= sup
x 6=0

(
‖T (x)‖
‖x‖

+
‖S(x)‖
‖x‖

)
≤ sup

x6=0

‖T (x)‖
‖x‖

+ sup
x 6=0

‖S(x)‖
‖x‖

= ‖T‖+ ‖S‖ .

Es decir, ‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖ .

5. Sea {Tn} una sucesión de Cauchy en L(E,F ) y 0 6= x ∈ E fijo. Veamos
que {Tn(x)} es de Cauchy en F. Efectivamente, para todo ε > 0 existe n0

natural tal que

‖Tn − Tm‖ <
ε

‖x‖
si n,m ≥ n0.

Entonces,

‖Tn − Tm‖ <
ε

‖x‖
⇒ sup

v 6=0

‖Tn(v)− Tm(v)‖
‖v‖

<
ε

‖x‖
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⇒ ‖Tn(x)− Tm(x)‖
‖x‖

<
ε

‖x‖
⇒ ‖Tn(x)− Tm(x)‖ < ε.

Al ser F de Banach, {Tn(x)} es convergente. Como {Tn(0)} es trivialmente
convergente, tenemos definida una función T de la siguiente manera:

T : E → F, T (x) = ĺım
n→+∞

Tn(x)

Veamos que T ∈ L(E,F ), es decir que es lineal y continua. Para todo λ.µ ∈
K y para todo x, y ∈ E :

T (λx+ µy) = ĺım
n→+∞

Tn(λx+ µy) = ĺım
n→+∞

(λTn(x) + µTn(y))

= λ ĺım
n→+∞

Tn(x) + µ ĺım
n→+∞

Tn(y) = λT (x) + µT (y),

luego T es lineal. Veamos ahora que es continua. Teniendo en cuenta la
continuidad de la norma y que ‖Tn(x)‖ ≤ ‖Tn‖ ‖x‖ para todo ∈ E :

‖T (x)‖ =

∥∥∥∥ ĺım
n→+∞

Tn(x)

∥∥∥∥ = ĺım
n→+∞

‖Tn(x)‖ ≤ sup
n∈N∗

‖Tn(x)‖ ≤ sup
n∈N∗

‖Tn‖ ‖x‖ .

La sucesión Tn es de Cauchy y sabemos que toda sucesión de Cauchy en un
espacio métrico está acotada, en consecuencia M = supn∈N∗ ‖Tn‖ es finito
y por tanto ocurre ‖T (x)‖ ≤ M ‖x‖ para todo x ∈ E. Esto implica que
T es continua. Hemos demostrado que T ∈ L(E,F ). Basta demostrar que
Tn → T en L(E,F ). Sea ε > 0. Por ser Tn sucesión de Cauchy, existe n0

nattural tal que ‖Tn − Tm‖ < ε si n,m ≥ n0. Sea x ∈ E y n ≥ n0, entonces
para todo m ≥ n0 :

‖Tm(x)− Tn(x)‖ = ‖(Tm − Tn)(x)‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ ‖x‖ ≤ ε ‖x‖ .

Dado que T (x) = ĺımm→+∞ Tm(x),

‖T (x)− Tn(x)‖ = ‖(T − Tn)(x)‖ ≤ ε ‖x‖

⇒ ‖(T − Tn)(x)‖
‖x‖

≤ ε⇒ ‖T − Tn‖ ≤ ε

lo cual demuestra que Tn → T en L(E,F ).

Nota. Se puede demostrar que la condición de ser F de Banach es condición
necesaria para que lo sea L(E,F ).
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13.15. Diferenciabilidad entre espacios de Banach

Sean E y F espacios de Banach, ambos sobre el cuerpo K con K = R o
K = C. Sea A ⊂ E abierto y x0 ∈ A. Sea f : A→ F una aplicación continua
en x0. Se dice que f es diferenciable en x0 si y sólo si existe una aplicación
lineal λ : E → F tal que:

ĺım
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− λ(h)‖
‖h‖

= 0.

1. Interpretar geométricamente la definición anterior.

2. Demostrar que si f es diferenciable en x0, la aplicación lineal λ es única.
Si f es diferenciable en x0, a la única aplicación lineal λ : E → F de la que
habla la definición se la llama diferencial (o derivada) de f en x0 y se la
representa por f ′(x0) o bien por Df(x0).

3. Demostrar que si f es diferenciable en x0 entonces f ′(x0) : E → F es
continua.
Nota. Como consecuencia, f ′(x0) pertenece al espacio de Banach L(E,F )
de las aplicaciones lineales y continuas de E en F.

Solución. 1. Si ‖h‖ es pequeño, debido la ĺımite anterior,

‖f(x0 + h)− f(x0)− λ(h)‖

es todav́ıa más pequeño. En consecuencia, el que f sea diferenciabl en x0

significa que el incremento de f en un entorno de x0 se puede aproximar por
medio de una aplicación lineal.

2. Supongamos que existieran dos aplicaciones lineales λ1, λ2 : E → F tales
que:

ĺım
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− λ1(h)‖
‖h‖

= 0,

ĺım
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− λ2(h)‖
‖h‖

= 0.

Sea la aplicación lineal λ = λ1 − λ2. Para todo h ∈ E,

‖λ(h)‖ = ‖(λ1 − λ2)(h)‖ = ‖λ1(h)− λ2(h)‖

= ‖λ1(h)− f(x0 + h) + f(x0)− λ2(h) + f(x0 + h)− f(x0)‖

≤ ‖f(x0 + h)− f(x0)− λ1(h)‖+ ‖f(x0 + h)− f(x0)− λ2(h)‖ .
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Dividiendo entre ‖h‖ (h 6= 0),

0 ≤ ‖λ(h)‖
‖h‖

≤ ‖f(x0 + h)− f(x0)− λ1(h)‖
‖h‖

+
‖f(x0 + h)− f(x0)− λ2(h)‖

‖h‖
.

Tomando ĺımites, y aplicando el teorema del sandwich,

0 ≤ ĺım
h→0

‖λ(h)‖
‖h‖

≤ 0 + 0⇒ ĺım
h→0

‖λ(h)‖
‖h‖

= 0.

Consideremos 0 6= h ∈ E fijo y t ∈ K variable. Entonces,

0 = ĺım
t→0

‖λ(th)‖
‖th‖

=︸︷︷︸
λ lineal

ĺım
t→0

‖tλ(h)‖
‖th‖

= ĺım
t→0

|t| ‖λ(h)‖
|t| ‖h‖

= ĺım
t→0

‖λ(h)‖
‖h‖

=︸︷︷︸
h constante

‖λ(h)‖
‖h‖

= 0⇒ ‖λ(h)‖ = 0⇒ λ(h) = 0.

Por otra parte, al ser λ lineal se verifica λ(0) = 0 y por tanto λ = 0. Esto
prueba que λ1 = λ2.

3. Denotemos a f ′(x0) por λ y sea ε > 0. Por hipótesis f es continua en x0,
por tanto existe 0 < δ1 tal que

‖h‖ < δ1 ⇒ ‖f(x0 + h)− f(x0)‖ < ε

2
.

Como f es diferenciable en x0, existe 0 < δ2 < 1 tal que

‖h‖ < δ2 ⇒ ‖f(x0 + h)− f(x0)‖ < ε

2
‖h‖ .

Si δ = mı́n{δ1, δ2}, entonces δ < 1. Por tanto

‖h‖ < δ ⇒ ‖λ(h)‖ = ‖(f(x0 + h)− f(x0))− (f(x0 + h)− f(x0)− λ(h))‖

≤ ‖f(x0 + h)− f(x0)‖+ ‖f(x0 + h)− f(x0)− λ(h)‖

<
ε

2
+
ε

2
‖h‖ <︸︷︷︸

‖h‖<1

ε

2
+
ε

2
= ε.

Es decir, si ‖h‖ < δ se verifica ‖λ(h)‖ < ε. Pero

x ∈ B(0, 1)⇒ ‖x‖ < 1⇒ ‖δx‖ = δ ‖x‖ < δ.

En consecuencia

x ∈ B(0, 1)⇒ ‖λ(x)‖ =

∥∥∥∥λ(δ · 1

δ
x

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

δ
λ (δx)

∥∥∥∥ =
1

δ
‖λ (δx)‖ < ε

δ
.

La aplicación lineal λ está acotada en la bola abierta unidad, luego λ es
continua.
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13.16. Criterio de Dirichlet para la convergencia
de series

1. Sea (λn) una sucesión monótona y acotada de números reales y (sn)
una sucesión acotada de vectores de un espacio normado E. Sea un =
(λn − λn+1)un. Demostrar que la serie

∑+∞
n=1 un es absolutamente conver-

gente.

2. Demostrar el criterio de Dirichlet para la convergencia de series:
Sea E un espacio de Banach. Consideremos la serie

∑+∞
n=1 xn en donde:

(a) xn = λnyn con λn ∈ R e yn ∈ E para todo n.
(b) (λn) es monótona con ĺımite 0.
(c) Las sumas parciales de la serie

∑+∞
n=1 yn están acotadas.

Entonces, la serie
∑+∞

n=1 xn es convergente.

3. Usando el criterio de Dirichlet, demostrar que la siguiente serie es conver-
gente

+∞∑
n=1

sen (nπ/2)

n
.

4. Demostrar el criterio de Leibniz para series alternadas a partir del criterio
de Dirichlet.

Solución. 1. Como (sn) está acotada, existe un K tal que ‖sn‖ ≤ K para
todo n. Por tanto

n∑
k=1

‖uk‖ =
n∑
k=1

|λk − λk+1| ‖sk‖ ≤ K
n∑
k=1

|λk − λk+1| .

Dado que (λn) es monótona (bien creciente, bien decreciente) deducimos que

n∑
k=1

|λk − λk+1| = |λ1 − λn+1| .

Al ser (λn) sucesión monótona y acotada, tiene ĺımite λ y claramente se
verifica |λ1 − λn+1| ≤ |λ1 − λ| . Es decir, tenemos para todo n :

n∑
k=1

‖uk‖ ≤ K |λ1 − λ| .

La serie de términos positivos
∑+∞

n=1 ‖un‖ es convergente al tener las sumas
parciales acotadas, lo cual equivale a decir que

∑+∞
n=1 un es absolutamente
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convergente.

2. Llamando sn = y1 + . . .+ yn tenemos

x1+x2+. . .+xn = λ1y1+. . .+λnyn = λ1s1+λ2(s2−s1)+. . .+λn(sn−sn−1)

= (λ1 − λ2)s1 + . . .+ (λn−1 − λn)sn−1 + λnsn =

n−1∑
k=1

(λk − λk+1)sk + λnsn.

Consideremos la serie
∑+∞

n=1 un siendo un = (λn−λn+1)sn. La sucesión (λn)
es monótona y al tener ĺımite, está acotada. La sucesión (sn) está acotada
por hipótesis. Por el problema anterior, la serie

∑+∞
n=1 un es absolutamente

convergente y por ser E espacio de Banach, también es convergente. Es decir,
existe

l = ĺım
n→+∞

n−1∑
k=1

(λk − λk+1)sk ∈ E.

Dado que (λn)→ 0 y (sn) está acotada se verifica (λnsn)→ 0. Entonces

ĺım
n→+∞

(x1 + x2 + . . .+ xn) = ĺım
n→+∞

(
n−1∑
k=1

(λk − λk+1)sk + λnsn

)

= ĺım
n→+∞

n−1∑
k=1

(λk − λk+1)sk = l.

Hemos pues demostrado que
∑+∞

n=1 xn es convergente.

3. Consideramos en este caso E = R, que sabemos que es espacio de Banach
con la norma del valor absoluto. La sucesión λn = 1/n es monótona y con
ĺımite 0. Por otra parte, la serie de término general yn = sen (nπ/2) tiene sus
sumas parciales sn acotadas pues tal sucesión es (1, 1, 0, 0, 1, 1, . . .). Como
consecuencia del criterio de Dirichlet, la serie dada es convergente.

4. Sea la serie
∑+∞

n=1(−1)nan con an monótona decreciente y ĺımite 0. Como
yn = (−1)n tiene las sumas parciales acotadas y λn = an es monótona con
ĺımite 0, se deduce del criterio de Dirichlet que

∑+∞
n=1 λnyn =

∑+∞
n=1(−1)nan

es convergente.

13.17. Criterio de Abel para la convergencia de
series

1. Sea (λn) una sucesión monótona y acotada de números reales y (sn)
una sucesión acotada de vectores de un espacio normado E. Sea un =
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(λn − λn+1)un. Demostrar que la serie
∑+∞

n=1 un es absolutamente conver-
gente.

2. Demostrar el criterio de Abel para la convergencia de series:
Sea E un espacio de Banach. Consideremos la serie

∑+∞
n=1 xn en donde:

(a) xn = λnyn con λn ∈ R e yn ∈ E para todo n.
(b) (λn) es monótona y acotada.
(c) La serie

∑+∞
n=1 yn es convergente.

Entonces, la serie
∑+∞

n=1 xn es convergente.

3. Usando el criterio de Abel demostrar que es convergente la serie

+∞∑
n=1

1

n2

1

(1 + i)n
.

Solución. 1. Como (sn) está acotada, existe un K tal que ‖sn‖ ≤ K para
todo n. Por tanto

n∑
k=1

‖uk‖ =
n∑
k=1

|λk − λk+1| ‖sk‖ ≤ K
n∑
k=1

|λk − λk+1| .

Dado que (λn) es monótona (bien creciente, bien decreciente) deducimos que

n∑
k=1

|λk − λk+1| = |λ1 − λn+1| .

Al ser (λn) sucesión monótona y acotada, tiene ĺımite λ y claramente se
verifica |λ1 − λn+1| ≤ |λ1 − λ| . Es decir, tenemos para todo n :

n∑
k=1

‖uk‖ ≤ K |λ1 − λ| .

La serie de términos positivos
∑+∞

n=1 ‖un‖ es convergente al tener las sumas
parciales acotadas, lo cual equivale a decir que

∑+∞
n=1 un es absolutamente

convergente.

2. Llamando sn = y1 + . . .+ yn tenemos

x1+x2+. . .+xn = λ1y1+. . .+λnyn = λ1s1+λ2(s2−s1)+. . .+λn(sn−sn−1)

= (λ1 − λ2)s1 + . . .+ (λn−1 − λn)sn−1 + λnsn =
n−1∑
k=1

(λk − λk+1)sk + λnsn.
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Consideremos la serie
∑+∞

n=1 un siendo un = (λn−λn+1)sn. Se satisfacen las
hipótesis del resultado del problema anterior pues (λn) es monótona acotada
y (sn) está acotada por ser convergente la serie

∑+∞
n=1 yn. Por tanto

∑+∞
n=1 un

es absolutamente convergente y por ser E de Banach, es convergente. Es
decir, existe

l = ĺım
n→+∞

n−1∑
k=1

(λk − λk+1)sk ∈ E.

Al ser (λn) monótona y acotada, tiene ĺımite λ ∈ R. Al ser
∑+∞

n=1 yn conver-
gente, existe s = ĺımn→+∞ sn ∈ E. En consecuencia

ĺım
n→+∞

(x1 + . . .+ xn) = l + λs ∈ E.

Concluimos que
∑+∞

n=1 xn es convergente.

3. La sucesión λn = 1/n2 es claramente monótona y acotada. Por otra parte,
la serie

∑+∞
n=1 yn =

∑+∞
n=1 1/(1 + i)n es convergente por ser geométrica de

razón 1/(1 + i) y |1/(1 + i)| = 1/
√

2 < 1. Por el criterio de Abel, la serie
dada es convergente.

13.18. Espacio de funciones completo y no com-
pacto

Sea E = C(I, I) el espacio de las funciones continuas de I = [0, 1] en I con
la distancia

d(f, g) = máx{|f(x)− g(x)| : x ∈ I}.

a) Demostrar que E es completo.
b) Demostrar que E no es compacto.
c) Encontrar un elemento de E que tenga un único punto fijo.

(Propuesto en examen, Amp. de Cálculo, ETS Ing. Industriales, UNED).

Solución. a) Como R es completo e I = [0, 1] es cerrado, se concluye que I
es completo. Consideremos una sucesión de Cauchy (fn) en E, veamos que
converge en E. Al ser (fn) de Cauchy:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N : n,m ≥ n0 ⇒ máx{|fn((x)− fm(x)| : x ∈ I} < ε. [1]

Esto implica que para todo x ∈ I la sucesión (fn(x)) es de Cauchy, y al
ser I completo, tiene un ĺımite al que llamamos f(x). Además, f(x) ∈ I.
Tomando ĺımites cuando m tiende a ∞ en [1], para cada n ≥ n0 :

d(fn, f) = máx{|fn((x)− f(x)| : x ∈ I} < ε.
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En consecuencia, para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces
se cumple |fn(x)− f(x)| < ε para todo x ∈ I. La convergencia de (fn) hacia
f es uniforme y al ser las fn continuas, aśı lo es f . Es decir, f ∈ E y por
tanto E es completo.

b) Veamos que E no es secuencialmente compacto. En espacios métricos esto
equivale a no ser compacto. La sucesión (fn) en E dada por fn(x) = xn con-
verge a la función: f(x) = 0 si x ∈ [0, 1) y f(1) = 1. Cualquier subsucesión
de (fn) converge a f , que no pertenece en E pues f no es continua: E no es
compacto.

c) Consideremos g(x) = x/2. Claramente g ∈ E y si x0 es punto fijo de g
entonces x0/2 = x0 o bien x0 = 0: g tiene un único punto fijo.

13.19. Espacio de Banach con la norma del su-
premo

Sea I = [a, b] intervalo cerrado de la recta real y E = C (I) el espacio
vectorial sobre K (K = R o K = C) de las funciones continuas f : I → K.
a) Demostrar que ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ I} es una norma en E.
b) Demostrar que (E, ‖ ‖) es espacio de Banach.

Solución. a) Las funciones continuas en I están acotadas, por tanto se
verifica ‖f‖ ≥ 0 y finito para todo f ∈ E. Por otra parte,
1. ‖f‖ = 0⇔ sup{|f(x)| : x ∈ I} = 0⇔ |f(x)| = 0 ∀x ∈ I
⇔ f(x) = 0 ∀x ∈ I ⇔ f = 0.
2. Para todo λ ∈ K y para todo f ∈ E,

‖λf‖ = sup{|(λf)(x)| : x ∈ I} = sup{|λf(x)| : x ∈ I}

= sup{|λ| |f(x)| : x ∈ I} = |λ| sup{|f(x)| : x ∈ I} = |λ| ‖f‖ .

3. Para todo f, g ∈ E,

‖f + g‖ = sup{|(f + g)(x)| : x ∈ I} = sup{|f(x) + g(x)| : x ∈ I}

≤ sup{|f(x)|+ |g(x)| : x ∈ I}

≤ sup{|f(x)| : x ∈ I}+ sup{|g(x)| : x ∈ I} = ‖f‖+ ‖g‖ .

b) Sea fn una sucesión de Cauchy en E. Entonces, para todo ε > 0 existe un
natural n0 tal que para todo n,m ≥ n0 naturales se verifica ‖fn − fm‖ < ε,
y como consecuencia para todo x ∈ I :

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖ < ε,
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luego para todo x ∈ I la sucesión fn(x) es sucesión de Cauchy y por tanto
convergente (R y C son completos). Llamando f(x) al ĺımite de esta sucesión,
queda definida una función f : I → K.
Veamos que esta función es continua, es decir, que pertenece a E. En efecto,
para todo ε > 0 existe un número natural N tal que |fn(x)− fm(x)| < ε/2
y |fm(x)− f(x)| < ε/2 para todo n,m ≥ N. Como consecuencia,

|fn(x)− f(x)| = |fn(x)− fm(x) + fm(x)− f(x)|

≤ |fn(x)− fm(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε ∀x ∈ I, ∀n ≥ N.

Es decir, fn → f unifórmemente, y al ser las fn continuas también lo es f.
Concluimos que C(I) es completo y por tanto de Banach.

13.20. Espacio de Banach l1(N)

Sea l1(N) el conjunto de las sucesiones x = (xn)∞1 con términos en K (K = R
o C), tales que

∑∞
n=1 |xn| es finito.

a) Demostrar que l1(N) es espacio vectorial con las operaciones habituales
suma y producto por un escalar.

b) Demostrar que ‖x‖1 =

∞∑
n=1

|xn| define una norma en l1(N).

c) Demostrar que
(
l1(N), ‖ ‖1

)
es de Banach.

Solución. a) Basta demostrar que l1(N) es subespacio del espacio vectorial
de las sucesiones con términos en K. Efectivamente, la sucesión nula clara-
mente pertenece a l1(N). Si x = (xj) e y = (yj) son elementos de l1(N), se
verifica para todo k finito

k∑
j=1

|xj + yj | ≤
k∑
j=1

|xj |+
k∑
j=1

|yj | ≤ ‖x‖1 + ‖y‖1 .

Haciendo k →∞, queda

∞∑
j=1

|xj + yj | ≤ ‖x‖1 + ‖y‖1 ,

lo cual demuestra que x+ y ∈ l1(N) y además que

‖x+ y‖1 ≤ ‖x‖1 + ‖y‖1 .
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Si λ ∈ K y x = (xj) ∈ l1(N) y usando el álgebra de series

∞∑
j=1

|λxj | =
∞∑
j=1

|λ| |xj | = |λ|
∞∑
j=1

|xj | (finito),

lo cual demuestra que λx ∈ l1(N) y además que ‖λx‖1 = |λ| ‖x‖1 .

b) La segunda y tercera propiedades de la norma se probaron el el apartado
anterior. Por otra parte

‖x‖1 = 0⇔
∞∑
j=1

|xj | = 0⇔ |xj | = 0 ∀j ⇔ xj = 0 ∀j ⇔ x = 0,

y por tanto ‖ ‖1 es norma.

c) Sea xn =
(
xnj

)∞
j=1

una sucesión de Cauchy. Entonces, para todo ε > 0

existe un número natural n0 tal que ‖xm − xn‖ ≤ ε si m,n ≥ n0 y como
consecuencia, ∣∣xmj − xnj ∣∣ ≤ ε
para cualquier j fijo. Esto implica que la sucesión xnj es de Cauchy para
todo j fijo y por la completitud de K tiene un ĺımite ĺımn→∞ x

n
j = xj que

pertenece a K. Consideremos ahora

k∑
j=1

∣∣xmj − xnj ∣∣ ≤ ε
y tomemos ĺımites cuando m→∞ :

k∑
j=1

∣∣xj − xnj ∣∣ ≤ ε
La igualdad anterior se verifica para todo k finito,

∞∑
j=1

∣∣xj − xnj ∣∣ ≤ ε
y por tanto, ‖x− xn‖1 ≤ ε si n ≥ n0. Esto demuestra que xn → x, que
x− xn ∈ l1(N) y como consecuencia x = xn + (x− xn) ∈ l1(N). Concluimos
que l1(N) es completo.
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Análisis complejo

14.1. Proyección estereográfica

Se llama esfera de Riemann a la esfera

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

Sea C∞ = C ∪ {∞} el pano complejo ampliado. Definimos la aplicación:

φ : C∞ → S ,

{
φ(x+ iy) = M si x+ iy ∈ C
φ(∞) = (0, 0, 1).

en donde M es el punto (distinto del (0, 0, 1)) en el que la recta de R3 que
pasa por (x, y, 0) y (0, 0, 1) corta a la esfera. A la aplicación φ se la llama
proyección estereográfica.

1. Demostrar que las ecuaciones de la proyección estereográfica son

φ(x+ iy) =

(
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
si z = x+ iy ∈ C.

2. Demostrar que las ecuaciones de la inversa de la proyección estereográfica
son

φ−1(x1, x2, x3) =
x1 + x2i

x3 − 1
si (x1, x2, x3) 6= (0, 0, 1).

3. Definimos en C∞ la distancia (llamada distancia cordal) de la forma:

d∞(z, w) = d2(φ(z), φ(w)) , ∀z∀w ∈ C∞,

en donde d2 representa la distancia eucĺıdea en R3. Demostrar que:

d∞(z, w) =
2|z − w|√

1 + |z|2
√

1 + |w|2
si z, w ∈ C,

425
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d∞(z,∞) =
2√

1 + |z|2
si z ∈ C.

Solución. 1. Un vector de dirección de la recta r que pasa por (x, y, 0)
y (0, 0, 1) es (x, y,−1). Por tanto unas ecuaciones paramétricas de r son
X = λx. Y = λy, Z = 1− λ. Obligando a que corten a S :

λ2x2 + λ2y2 + (1− λ)2 = 1 o bien λ(λ(x2 + y2 + 1)− 2) = 0

Obtenemos λ = 0 o λ = 2/(x2 + y2 + 1). Para λ = 0 obtenemos el punto
(0, 0, 1), en consecuencia el punto de corte M corresponde a

λ = 2/(x2 + y2 + 1) = 2/(|z|2 + 1).

Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas:

M = φ(x+ iy) =

(
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
si z = x+ iy ∈ C.

2. Por consideraciones geométricas es claro que φ es biyectiva lo cual implica
que existe φ−1. Si φ−1(x1, x2, x3) = x+ iy entonces, existe µ ∈ R tal que

x1 = µx , x2 = µy , x3 = 1− µ.

Eliminando µ de entre estas ecuaciones obtenemos:

φ−1(x1, x2, x3) = x+ iy =
x1 + x2i

x3 − 1
si (x1, x2, x3) 6= (0, 0, 1).

3. Llamemos z = x + iy y w = u + iv. Sean φ(z) = (x1, x2, x3) y φ(z) =
(y1, y2, y3). Usando que x2

1 + x2
2 + x2

3 = y2
1 + y2

2 + y2
3 = 1 :

d∞(z, w)2 = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2

= 2(1− x1y1 − x2y2 − x3y3).

Usando las ecuaciones de φ :

d∞(z, w)2 = 2

(
1− 4xu+ 4yv + (|z|2 − 1)(|w|2 − 1)

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)

)

=
4(|z|2 + |w|2 − 2xu− 2yv)

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)
.

Por otra parte

|z − w|2 = (z − w)(z̄ − w̄) = zz̄ − wz̄ − zw̄ + ww̄ = |z|2 − w̄z − zw̄ + |w|2
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|z|2 + |w|2 − 2Re (zw̄) = |z|2 + |w|2 − 2xu− 2yv.

Queda por tanto

d∞(z, w) =
2|z − w|√

1 + |z|2
√

1 + |w|2
si z, w ∈ C.

Por último, para todo z ∈ C :

d∞(z,∞)2 = x2
1 + x2

2 + (x3 − 1)2 = 2(1− x3) = 2

(
1− |z|

2 − 1

|z|2 + 1

)
=

4

|z|2 + 1
⇒ d∞(z,∞) =

2√
1 + |z|2

.

14.2. Derivada compleja

1. Si f(x) = z2, hallar f ′(z) usando la definición de derivada.

2. Si f(z) = z3, hallar f ′(z) usando la definición de derivada.

3. Si f(z) =
1

z
, hallar f ′(z) para todo z real no nulo, usando la definición de

derivada.

4. Demostrar que la función f(z) = z̄ no es derivable en z = 0.

5. Demostrar que si f es derivable en un punto z, entonces es continua en z.

6. Calcular las derivadas de las funciones complejas

(i) f(z) =
a+ bz

c+ dz
(a, b, c, d constantes complejas). (ii) g(x) =

3z + 5

z2 − 4z + 3
.

7. Calcular
d

dz
(z3 + 5z2 + 1)8.

Solución. 1. Tenemos:

f ′(z) = ĺım
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= ĺım

h→0

(z + h)2 − z2

h

= ĺım
h→0

z2 + 2zh+ h2 − z2

h
= ĺım

h→0
(2z + h) = 2z.

2. Tenemos:

f ′(z) = ĺım
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= ĺım

h→0

(z + h)3 − z3

h
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= ĺım
h→0

z3 + 3z2h+ 3zh2 + h3 − z3

h
= ĺım

h→0
(3z2 + 3zh+ h2) = 3z2.

3. Tenemos:

f ′(z) = ĺım
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= ĺım

h→0

1
z+h −

1
z

h

= ĺım
h→0

z − z − h
h(z + h)z

= ĺım
h→0

−1

(z + h)z
= − 1

z2
.

4. Se verifica
f(0 + h)− f(0)

h
=
h̄

h
.

Haciendo h = eiθ (r > 0) queda

h̄

h
=
re−iθ

reiθ
= e−2iθ.

Esto implica que no existe el ĺımite de
h̄

h
cuando h → 0 (dependeŕıa de θ).

Es decir, no existe f ′(0).

5. Para h 6= 0 se verifica:

f(z + h)− f(z) =
f(z + h)− f(z)

h
h. (1)

Al ser f derivable en z, existe y es finito:

f ′(z) = ĺım
h→0

f(z + h)− f(z)

h
.

Tomando ĺımites en (1) :(
ĺım
h→0

f(z + h)

)
− f(z) = f ′(z) · 0 = 0,

lo cual implica que ĺım
h→0

f(z + h) = f(z), es decir f es continua en z.

6. Usando la fórmula de la derivada de un cociente:

(i) f ′(z) =
b(c+ dz)− d(a+ bz)

(c+ dz)2
=

bc− ad
(c+ dz)2

.

(ii) g′(z) =
3(z2 − 4z + 3)− (2z − 4)(3z + 5)

(z2 − 4z + 3)2
=
−3z2 − 10z + 29

(z2 − 4z + 3)2
.

7. Usando la regla de la cadena,

d

dz
(z3 + 5z2 + 1)8 = 8(z3 + 5z2 + 1)7(3z2 + 10z).
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14.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

1. Demostrar que la función f(z) = λz̄ con λ 6= 0 constante real no es deri-
vable en ningún punto de C.

2. Determinar los puntos del plano complejo para los cuales es derivable la
función f(z) = |z| Rez̄.

3. Demostrar que si f(z) = ez entonces f ′(z) = ez para todo z del plano
complejo.

Solución. 1. Tenemos u = λx, v = −λy. Para todo punto del plano com-
plejo ux = λ y vy = −λ. Como en todo punto del plano complejo ux 6= vy,
no se cumplen las ecuaciones de Cauchy Riemann y por tanto f no es deri-
vable en ningún punto de C.

2. f(z) = x
√
x2 + y2, por tanto u = x

√
x2 + y2, v = 0. Si (x, y) 6= (0, 0)

ux =
2x2 + y2√
x2 + y2

, uy =
xy√
x2 + y2

, vx = 0 , vy = 0.

Entonces ux 6= 0 lo cual implica ux 6= vy, es decir f no es derivable en
z = x+ iy si (x, y) 6= (0, 0). Analicemos si es derivable en z = 0 :

ux(0, 0) = ĺım
h→0

u(h, 0)− u(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h
√
h2

h
= 0

uy(0, 0) = ĺım
h→0

u(0, h)− u(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0

h
= ĺım

h→0
0 = 0.

Las funciones ux, uy, vx, vy son por tanto

ux =


2x2 + y2√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

uy =


xy√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

vx = vy = 0 , ∀(x, y) ∈ R2.

Usando coordenadas polares fácilmente verificamos que

ĺım
(x,y)→(0,0)

ux = 0 = ux(0, 0), ĺım
(x,y)→(0,0)

uy = 0 = uy(0, 0),
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es decir se cumplen las condiciones suficientes de derivabilidad, en conse-
cuencia f es derivable en z = 0 y además

f ′(0) = ux(0, 0) + ivx(0, 0) = 0 + 0i = 0.

3. Tenemos ez = ex(cos y + i sin y), por tanto u = ex cos y, v = ex sin y.
Además,

ux = ex cos y, uy = −ex sin y, vx = ex sin y, vy = ex cos y.

Estas parciales son continuas en todo R2 y verifican las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, por tanto f es derivable en todo el plano complejo y su derivada
es

f ′(z) = ux + ivx = ex cos y + iex sin y = ez.

14.4. Función exponencial compleja

1. Demostrar que para todo z1, z2 ∈ C se verifica ez1ez2 = ez1+z2 y ez1/ez2 =
ez1−z2 .

2. Demostrar que para todo z ∈ C, k ∈ Z se verifica |ez| = ex y ez+2kπi = ez.

3. Determinar los valores de z ∈ C para los cuales (a) e3z = 1, (b) e4z = i.

Solución. 1. Sean z1 = x1+iy1, z2 = x2+iy2 expresados en forma binómica.
Entonces,

ez1ez2 = ex1(cos y1 + i sen y1) · ex2(cos y2 + i sen y2)

= ex1ex2 [(cos y1 cos y2 − sen y1 sen y2) + i(cos y1 sen y2 + sen y1 cos y2)]

= ex1+x2 [cos(y1 + y2) + i sen(y1 + y2)] = ez1+z2 .

Por otra parte
ez1

ez2
=
ex1(cos y1 + i sen y1)

ex2(cos y2 + i sen y2)
.

Multiplicando numerador y denominador por cos y2 − i sen y2 :

ez1

ez2
=
ex1

ex2
(cos y1 cos y2 + sen y1 sen y2) + i(− cos y1 sen y2 + sen y1 cos y2)

1

= ex1−x2 [cos(y1 − y2) + i sen(y1 − y2)] = ez1−z2 .

2. El número ez = ex(cos y+i sen y) está expresado en fforma trigonométrica,
en consecuencia su módulo es |ez| = ex. Por otra parte, ez+2kπi = eze2kπi =
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ez · e0(cos 2kπ + i sen 2kπ) = ez · 1 = ez.

3. (a) Tenemos

e3z = 1⇔ e3x(cos 3y + i sin 3y) = 1(cos 0 + i sin 0)⇔
{

e3x = 1
3y = 2kπ, k ∈ Z

⇔
{

x = 0
y = 2kπ/3, k ∈ Z ⇔ z =

2kπ

3
i, k ∈ Z.

(b) Análogamente

e4z = i⇔ e4x(cos 4y + i sin 4y) = 1(cosπ/2 + i sinπ/2)

⇔
{

e4x = 1
4y = π/2 + 2kπ, k ∈ Z

⇔
{

x = 0
y = π/8 + kπ/2, k ∈ Z ⇔ z =

1

8
πi+

1

2
kπi, k ∈ Z.

14.5. Funciones trigonométricas complejas

1. Demostrar que las funciones seno y coseno complejos son una generaliza-
ción de las correspondientes seno y coseno reales.

2. Demostrar las relaciones

sen2 z + cos2 z = 1,

1 + tan2 z = sec2 z,

1 + cot2 z = csc2 z.

3. Demostrar las relaciones

sen(−z) = − sen z, cos(−z) = cos z, tan(−z) = − tan z.

4. Demostrar las relaciones

a) sen(z1 ± z2) = sen z1 cos z2 ± cos z1 sen z2,

b) cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sen z1 sen z2,

c) tan(z1 ± z2) =
tan z1 ± tan z2

1∓ tan z1 tan z2
.

5. (a) Determinar las partes real e imaginaria de las funciones sen z y cos z.
(b) Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, determinar las derivadas de
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sen z y cos z.

6. Determinar el dominio de la función f(z) = tan z.

7. Demostrar que: (a)
d

dz
(tan z) =

1

cos2 z
. (b)

d

dz
(cot z) = − 1

sen2 z
.

8. Hallar
d

dz
(csc z) y

d

dz
(sec z).

Solución. 1. Para z = x ∈ R :

senx =
eix − e−ix

2i
=

(cosx+ i senx)− (cos(−x) + i sen(−x))

2i

=
(cosx+ i senx)− (cosx− i senx)

2i
=

2i senx

2i
= senx.

cosx =
eix + e−ix

2
=

(cosx+ i senx) + (cos(−x) + i sen(−x))

2

=
(cosx+ i senx) + (cosx− i senx)

2
=

2 cosx

2
= cosx.

2. Usando las correspondientes definiciones

sen2 z + cos2 z =

(
eiz − e−iz

2i

)2

+

(
eiz + e−iz

2

)2

=
e2iz + e−2iz − 2e0

−4
+
e2iz + e−2iz + 2e0

4
=

4

4
= 1.

Dividiendo la igualdad sen2 z + cos2 z = 1 entre cos2 z : tan2 z + 1 = sec2 z.
Dividiéndola entre sen2 z : 1 + cot2 z = csc2 z.

3. Tenemos:

sen(−z) =
ei(−z) − e−i(−z)

2i
=
e−iz − eiz

2i
= − sen z.

cos(−z) =
ei(−z) + e−i(−z)

2
=
e−iz + eiz

2
= cos z.

tan(−z) =
sen(−z)
cos(−z)

=
− sen z

cos z
= −sen z

cos z
= − tan z.

4. a) Desarrollemos el segundo miembro con el signo +,

sen z1 cos z2 + cos z1 sen z2
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=
eiz1 − e−iz1

2i
· e

iz2 + e−iz2

2
+
eiz1 + e−iz1

2
· e

iz2 − e−iz2
2i

=
ei(z1+z2) − ei(z2−z1) + ei(z1−z2) − e−i(z1+z2)

4i

+
ei(z1+z2) + ei(z2−z1) − ei(z1−z2) − e−i(z1+z2)

4i

=
2ei(z1+z2) − 2e−i(z1+z2)

4i
=
ei(z1+z2) − e−i(z1+z2)

2i
= sen(z1 + z2).

Análogo razonamiento con el otro signo.

b) Se razona de manera análoga a la del apartado anterior.

c) Tenemos

tan(z1 + z2) =
sen(z1 + z2)

cos(z1 + z2)
=

sen z1 cos z2 + cos z1 sen z2

cos z1 cos z2 − sen z1 sen z2
.

Dividiendo numerador y denominador de la última fracción entre cos z1 cos z2 :

tan(z1 + z2) =
tan z1 + tan z2

1− tan z1 tan z2
.

Análogo razonamiento para el otro signo.

5. (a) Para la función seno

sen z =
eiz − e−iz

2i
=
ei(x+iy) − e−i(x+iy)

2i
=
e−y+ix − ey−ix

2i

=
e−y(cosx+ i senx)− ey(cosx− i senx)

2i

=
1

i
· cosx (e−y − ey) + i senx (e−y + ey)

2

=
1

i
(− cosx senh y + i senx cosh y) = senx cosh y + i cosx senh y

⇒ u = senx cosh y, v = cosx senh y.

Para la función coseno

cos z =
eiz + e−iz

2
=
ei(x+iy) + e−i(x+iy)

2
=
e−y+ix + ey−ix

2

=
e−y(cosx+ i senx) + ey(cosx− i senx)

2
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=
cosx (e−y + ey) + i senx (e−y − ey)

2

= cosx cosh y + i(− senx senh y)

⇒ U = cosx cosh y, V = − senx senh y.

(b) Función seno:

ux = cosx cosh y, uy = senx senh y,

vx = − senx senh y, vy = cosx cosh y.

Las parciales son continuas para todo (x, y) ∈ R2 y satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, por tanto la función seno es derivable en C. Su derivada
es

d

dz
sen z = ux + ivx = cosx cosh y + i(− senx senh y)

= U + iV = cos z.

Función coseno:

Ux = − senx cosh y, Uy = cosx senh y,

Vx = − cosx senh y, Vy = − senx cosh y.

Las parciales son continuas para todo (x, y) ∈ R2 y satisfacen las ecuacio-
nes de Cauchy-Riemann, por tanto la función coseno es derivable en C. Su
derivada es

d

dz
cos z = Ux + iVx = − senx cosh y + i(− cosx senh y)

= −u+ i(−v) = −(u+ iv) = − sen z.

6. Las funciones sen z y cos z están definidas para todo z ∈ C, en consecuen-
cia tan z = sen z/ cos z está definida para los valores de z que no anulan a
cos z. Tenemos

cos z = 0⇔ eiz + e−iz

2
= 0⇔ eiz +

1

eiz
= 0

e2iz + 1

eiz
= 0⇔ e2iz = −1.

Llamando z = x+ iy con x, y reales:

e2iz = −1⇔ e−2y+2ix = −1⇔ e−2y(cos 2x+ i sin 2x) = 1(cosπ + i sinπ)

⇔
{

e−2y = 1
2x = (2k + 1)π (k ∈ Z)

⇔
{

y = 0
x = π

2 + kπ (k ∈ Z)

⇔ z =
π

2
+ kπ (k ∈ Z).
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El dominio de la función tangente es por tanto

D = C \
{π

2
+ kπ : k ∈ Z

}
.

7. (a) Por definición de función tangente, tan z =
sen z

cos z
. Usando la fórmula

de la derivada de un cociente con cos z 6= 0 :

d

dz

(sen z

cos z

)
=

cos z cos z − (− sen z) sen z

cos2 z
=

cos2 z + sen2 z

cos2 z
=

1

cos2 z
.

(b) Por definición de función cotangente, cot z =
cos z

sen z
. Usando la fórmula

de la derivada de un cociente con sen z 6= 0 :

d

dz

( cos z

sen z

)
=
− sen z sen z − cos z cos z

sen2 z
=
− sen2 z − cos2 z

sen2 z
= − 1

sen2 z
.

8. Usando las definiciones de las funciones cosecante, secante y la fórmula
de la derivada de un cociente:

d

dz
(csc z) =

d

dz

(
1

sen z

)
=
− cos z

sen2 z
= − cot z csc z.

d

dz
(sec z) =

d

dz

(
1

cos z

)
=

sen z

cos2 z
= tan z sec z.

14.6. Funciones hiperbólicas complejas

1. Demostrar las relaciones

cosh2 z − senh2 z = 1,

1− tanh2 z = sech2 z,

coth2 z − 1 = csch2 z.

2. Demostrar las relaciones

senh(−z) = − senh z, cosh(−z) = cos z, tanh(−z) = − tanh z.

3. Demostrar las relaciones

a) senh(z1 ± z2) = senh z1 cosh z2 ± cosh z1 senh z2,

b) cosh(z1 ± z2) = cosh z1 cosh z2 ± senh z1 senh z2,

c) tanh(z1 ± z2) =
tanh z1 ± tanh z2

1± tanh z1 tanh z2
.
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4. (a) Determinar las partes real e imaginaria de las funciones senh z y
cosh z.
(b) Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, determinar las derivadas de
senh z y cosh z.

5. Demostrar que

d

dz
tanh z = sech2 z,

d

dz
coth z = − csch2 z.

6. Calcular: (a)
d

dz
csch z. (b)

d

dz
sech z.

Solución. 1. Usando las correspondientes definiciones

cosh2 z − senh2 z =

(
ez + e−z

2

)2

−
(
ez − e−z

2

)2

=
e2z + e−2z + 2e0

4
− e2z + e−2z − 2e0

4
=

4

4
= 1.

Dividiendo la igualdad anterior entre cosh2 z, 1 − tanh2 z = sech2 z. Diivi-
diendo ahora entre senh2 z, coth2 z − 1 = csch2 z.

2. Tenemos:

senh(−z) =
e−z − e−(−z)

2
=
e−z − ez

2i
= − senh z.

cosh(−z) =
e−z + e−(−z)

2
=
e−z + ez

2
= cosh z.

tanh(−z) =
senh(−z)
cosh(−z)

=
− senh z

cosh z
= −senh z

cosh z
= − tanh z.

3. a) Desarrollemos el segundo miembro con el signo +,

senh z1 cosh z2 + cosh z1 senh z2

=
ez1 − e−z1

2
· e

z2 + e−z2

2
+
ez1 + e−z1

2
· e

z2 − e−z2
2

=
e(z1+z2) − e(z2−z1) + e(z1−z2) − e−(z1+z2)

4

+
e(z1+z2) + e(z2−z1) − e(z1−z2) − e−(z1+z2)

4

=
2e(z1+z2) − 2e−(z1+z2)

4
=
e(z1+z2) − e−(z1+z2)

2
= senh(z1 + z2).
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Análogo razonamiento con el otro signo.

b) Se razona de manera análoga a la del apartado anterior.

c) Tenemos

tanh(z1 + z2) =
senh(z1 + z2)

cosh(z1 + z2)
=

senh z1 cosh z2 + cosh z1 senh z2

cosh z1 cosh z2 + senh z1 senh z2
.

Dividiendo numerador y denominador de la última fracción entre cosh z1 cosh z2 :

tanh(z1 + z2) =
tanh z1 + tanh z2

1 + tanh z1 tanh z2
.

Análogo razonamiento para el otro signo.

4. (a) Para la función seno hiperbólico

senh z =
ez − e−z

2
=
ex+iy − e−x−iy

2

=
ex(cos y + i sen y)− e−x(cos y − i sen y)

2

=
cos y (ex − e−x) + i sen y (ex + e−x)

2

= cos y senhx+ i sen y coshx

⇒ u = cos y senhx, v = sen y coshx.

Para la función coseno hiperbólico

cosh z =
ez + e−z

2
=
ex+iy + e−x−iy

2

=
ex(cos y + i sen y) + e−x(cos y − i sen y)

2

=
cos y (ex + e−x) + i sen y (ex − e−x)

2
.

= cos y coshx+ i sen y senhx

⇒ U = cos y coshx, V = sen y senhx.

(b) Función seno hiperbólico:

ux = cos y coshx, uy = − sen y senhx,

vx = sen y senhx, vy = cos y coshx.
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Las parciales son continuas para todo (x, y) ∈ R2 y satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, por tanto la función seno hiperbólico es derivable en
C. Su derivada es

d

dz
senh z = ux + ivx = cos y coshx+ i sen y senhx

= U + iV = cosh z.

Función coseno hiperbólico:

Ux = cos y senhx, Uy = − sen y coshx,

Vx = sen y coshx, Vy = cos y senhx.

Las parciales son continuas para todo (x, y) ∈ R2 y satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, por tanto la función coseno hiperbólico es derivable en
C. Su derivada es

d

dz
cosh z = Ux + iVx = cos y senhx+ i sen y coshx

= u+ iv = senh z.

5. Usando las definiciones de tangente y cotangente hiperbólicas, y la fórmula
de la derivada del cociente,

d

dz
tanh z =

d

dz

(
senh z

cosh z

)
=

cosh z cosh z − senh z senhx

cosh2 z

=
cosh2 z − senh2 z

cosh2 z
=

1

cosh2 z
= sech2 z.

d

dz
coth z =

d

dz

(
cosh z

senh z

)
=

senh z senh z − cosh z cosh z

senh2 z

=
senh2 z − cosh2 z

senh2 z
=

−1

senh2 z
= − csch2 z.

6. (a)
d

dz
csch z =

d

dz

(
1

senh z

)
=
− cosh z

senh2 z
= − coth z csch z.

(b)
d

dz
sech z =

d

dz

(
1

cosh z

)
=
− senh z

cosh2 z
= − tanh z sech z.
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14.7. Logaritmo complejo

1. Demostrar que z = 0 no tiene logaritmos y que si z 6= 0 entonces

log z = log |z|+ i arg z,

en donde arg z representa el conjunto de los argumento de z.

2. Interpretar log z como una aplicación de C \ {0} en un grupo cociente
determinado por un subgrupo del grupo aditivo de los números complejos.

3. Demostrar que la aplicación logaritmo es un homomordismo entre el gru-
po multiplicativo C \ {0} y el grupo aditivo C/i2πZ.

4. Determinar los logaritmos principales de los números:

√
3 + i, −4, −1

2
−
√

3

2
i, 3i, 9,

√
3− i.

5. Sea Ω un subconjunto abierto de C que no contiene al origen y ϕ : Ω→ C
una función continua que satisface eϕ(z) = z para todo z ∈ Ω. Demostrar
que ϕ es derivable en Ω y además ϕ′(z) = 1/z para todo z ∈ Ω.

6. Demostrar que la rama principal de log es derivable en C\{x ∈ R : x ≤ 0}
siendo log′(z) =

1

z
para todo z ∈ C \ {x ∈ R : x ≤ 0}.

7. Demostrar que si existe una determinación ϕ(z) de log z en un abierto
conexo D ⊂ C que no contiene al origen, cualquier otra determinación es de
la forma ϕ(z) + 2kπi con k ∈ Z. Rećıprocamente, ϕ(z) + 2kπi con k ∈ Z, es
una determinación de log z.

Solución. 1. Recordamos que si z ∈ C, decimos que w ∈ C es un logaritmo
de z si ew = z, y denotamos por log z al conjunto de todos los logaritmos de
z, es decir log z = {w ∈ C : ew = z}. �

Para todo w ∈ C se verifica ew 6= 0, en consecuencia z = 0 no tiene loga-
ritmos. Si z 6= 0, α es un argumento de z y expresando en forma binómica
w = x+ iy :

w ∈ log z ⇔ ex+iy = z ⇔ ex (cos y + i sen y) = |z| (cosα+ i senα)

⇔
{

ex = |z|
y = α+ i2πk, (k ∈ Z)

⇔ z = x+ iy = log |z|+ i arg z.
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2. El conjunto i2πZ = {i2πk : k ∈ Z} es claramente un subgrupo del
grupo aditivo de los complejos. Es ademas subgrupo normal pues (C,+)
es conmutativo, en consecuencia está definido el grupo cociente C/i2πZ. Si
log |z| + iα es un logaritmo de z, entonces los demás logaritmos son de la
forma

log |z|+ i(α+ 2kπ) = (log |z|+ iα) + i2kπ, (k ∈ Z)

los cuales pertenecen todos a un mismo elemento de C/i2πZ. Por tanto,
log z está determinado uńıvocamente como elemento del mencionado grupo
cociente.

3. Usando conocidas propiedades del módulo y el argumento, se verifica para
todo z, w complejos no nulos:

log(zw) = log |zw|+ i arg(zw) = log (|z| |w|) + i(arg z + argw)

= log |z|+ log |w|+ i arg z + i argw = (log |z|+ i arg z) + (log |w|+ i argw)

= log z + logw,

de lo cual se concluye el resultado.

4. Recordamos que si z es un número complejo no nulo, se llama logaritmo
principal o rama principal de z al logaritmo obtenido al considerar su argu-
mento principal, es decir −π < arg z ≤ π. �

Inmediatamente obtenemos:

log
(√

3 + i
)

= log 4 +
π

3
i = 2 log 2 +

π

3
i.

log(−4) = log 4 + πi = 2 log 2 + πi.

log

(
−1

2
−
√

3

2
i

)
= log 1− 2π

3
i = −2π

3
i.

log (3i) = log 3 +
π

2
i.

log 9 = log 9 + 0i = 2 log 3.

log
(√

3− i
)

= log 4− π

6
i = 2 log 2− π

6
i.

5. Sea a ∈ Ω genérico y demostremos que efectivamente ϕ′(a) = 1/a. Para
ello usaremos la caracterización del ĺımite de una función por sucesiones.
Consideremos una sucesión an de elementos de Ω \ {a} tal que an → a y
llamemos bn = ϕ(an). Como ϕ es continua, bb → b. Además, bn 6= b para
todo n pues

bn = b⇒ ϕ(an) = ϕ(a)⇒ eϕ(an) = eϕ(a) ⇒ an = a,
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que es absurdo. Entonces, está definido el cociente
ϕ(an)− ϕ(a)

an − a
. Además,

ϕ(an)− ϕ(a)

an − a
=

bn − b
ebn − eb

=
1

ebn − eb

bn − b

.

Ahora bien, la derivada de la función ez es ez, por tanto

1

ebn − eb

bn − b

→ 1

eb
=

1

a
.

Por el teorema de caracterización del ĺımite de una función por sucesiones:

ϕ′(a) = ĺım
z→a

ϕ(z)− ϕ(a)

z − a
=

1

a
.

6. Las partes real de imaginaria de log son continuas en C\{x ∈ R : x ≤ 0},
por tanto también lo es log . Basta ahora aplicar el resultado del apartado
anterior.

7. Recordamos que si D ⊂ C es un abierto conexo que no contiene al origen
y ϕ : D → C es una función continua que satisface eϕ(z) = z para todo
z ∈ D, a tal función se la llama determinación del log z. �

Sean ϕ(z) y φ(z) dos determinaciones del log z en D. Dado que dos logarit-
mos de un número z difieren en 2kπi con k entero, la función

h : D → R, h(z) =
ϕ(z)− φ(z)

2πi

es continua y sólo toma valores enteros. Como D es conexo, ha de tomar
todos los valores reales comprendidos entre dos imágenes y esto sólo puede
ocurrir si h es constante. Es decir, ϕ(z)− φ(z) = 2kπi para todo z ∈ D con
k entero.

Rećıprocamente, si ϕ(z) es determinación de log z en D, la función φ(z) =
ϕ(z) + 2kπi también es continua en D y satisface

eφ(z) = eϕ(z)+2kπi = eϕ(z)e2kπi = z · 1 = z,

por tanto φ(z) es una determinación de log z en D.



442 14.8 Funciones armónicas

14.8. Funciones armónicas

1. Analizar si son armónicas las funciones:

a) f(x, y) = 2ex cos y. b) g(x, y) = arctan
y

x
.

2. Analizar si son armónicas las funciones:

a) f(x, y) = log(x2 + y2). b) g(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2.

3. Sea A ⊂ C abierto y f : A → C anaĺıtica. Demostrar que las funciones
partes real e imaginaria de f son funciones armónicas en A.

Solución. Recordamos la definición de función armónica: sea A ⊂ R2 abier-
to y f : A → R una función. Se dice que f es armónica en A, si f ∈ C2(A)
y

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0 en A.

Nota. A la igualdad anterior se la llama ecuación de Laplace, y se la repre-
senta por ∇2f = 0. �

1. a) Tenemos:
∂f

∂x
= 2ex cos y,

∂f

∂y
= −2ex sen y,

∂2f

∂x2
= 2ex cos y,

∂2f

∂y2
= −2ex cos y,

lo cual implica que ∇2f = 0 en todo R2, y además es claro f ∈ C2(R2).
Concluimos que f es armónica en R2.

b) En el abierto A = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0} :

∂g

∂x
=

1

1 + y2/x2
· −y
x2

= − y

x2 + y2
,

∂g

∂y
=

1

1 + y2/x2
· 1

x
=

x

x2 + y2
,

∂2g

∂x2
= − −2xy

(x2 + y2)2
,

∂2g

∂y2
=

−2yx

(x2 + y2)2
,

lo cual implica que ∇2g = 0 en A, y además es claro g ∈ C2(A). Concluimos
que g es armónica en A.
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2. a) En el abierto A = R2 − {(0, 0)}

∂f

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂f

∂y
=

2y

x2 + y2
,

∂2f

∂x2
=

2(x2 + y2)− 4x2

(x2 + y2)2
=
−2x2 + 2y2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y2
=

2(x2 + y2)− 4y2

(x2 + y2)2
=

2x2 − 2y2

(x2 + y2)2
,

lo cual implica que ∇2f = 0 en A, y además es claro f ∈ C2(A). Concluimos
que f es armónica en A.

b) En el abierto A = R2 :

∂g

∂x
= 2ax+ 2by,

∂g

∂y
= 2bx+ 2cy,

∂2g

∂x2
= 2a,

∂2g

∂y2
= 2c,

lo cual implica que ∇2g = 0 ⇔ a + c = 0. Además es claro g ∈ C2(A).
Concluimos que g es armónica en A, si y sólo si a+ c = 0.

3. Si f es anaĺıtica en A, sabemos que las funciones partes real e imaginaria
u y v de f son funciones de clase infinito en A, y por tanto de clase 2. En
A, se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann:{

ux = vy
uy = −vx.

Derivando y usando el teorema de Schwartz de las derivadas cruzadas,

uxx + uyy = vyx − vxy = 0,

vxx + vyy = −uyx + uxy = 0,

lo cual implica que u y v son armónicas en A.

14.9. Función armónica conjugada

Comprobar que la función u = 3x2y + 2x2 − y3 − 2y2 es armónica en R2 y
determinar su armónica conjugada v para expresar f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
como función holomorfa de z en C.
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Solución. Claramente u ∈ C2(R2). Tenemos

ux = 6xy + 4x, uy = 3x2 − 3y2 − 4y, uxx = 6y + 4, uyy = −6y − 4.

Es decir, ∇2u = uxx + uyy = 0 en R2 y por tanto u es armónica en el plano.
Si la función f = u + iv es holomorfa, se han de cumplir las ecuaciones de
Cauchy-Riemann ux = vy, uy = −vx. De la primera ecuación deducimos:

v =

∫
uxdy =

∫
(6xy + 4x)dy = 3xy2 + 4xy + ϕ(x).

De la segunda:

3x2 − 3y2 − 4y = −(3y2 + 4y + ϕ′(x))⇒ ϕ′(x) = −3x2 ⇒ ϕ(x) = −x3 + C.

La función pedida es por tanto:

f(z) = 3x2y + 2x2 − y3 − 2y2 + i(3xy2 + 4xy − x3 + C).

Para expresar f(z) en términos de z usamos el método de Milne- Thompson.
Para y = 0 obtenemos f(x) = 2x2 − i(x3 +C) y la función pedida se puede
expresar en la forma f(z) = 2z2 − iz3 − iC o bien

f(z) = 2z2 − iz3 +K , (K ∈ C).

14.10. Familia de funciones armónicas

Hallar todas las funciones armónicas de la forma w = f(x2 + y2).

Solución. Denotemos t = x2 + y2. Entonces:

wx = f ′(t) 2x, wy = f ′(t) 2y,

wxx = f ′′(t) · 2x · 2x+ f ′(t) · 2, wyy = f ′′(t) · 2y · 2y + f ′(t) · 2.

La función w es armónica si y sólo si ∇2w = wxx + wyy = 0. Por tanto:

∇2w = 0⇔ 4(x2 + y2)f ′′(t) + 4f ′(t) = 0⇔ tf ′′(t) + f ′(t) = 0.

Resolvamos la ecuación diferencial anterior:

tf ′′(t) + f ′(t) = 0 ,
f ′′(t)

f ′(t)
= −1

t
, log |f ′(t)| = − log |t|+ C1 ,

f ′(t) =
C1

t
, f(t) = C1 log |t|+ C2 , f(x2 + y2) = C1 log(x2 + y2) + C2.

Las funciones pedidas son por tanto

w = C1 log(x2 + y2) + C2 , (C1, C2 constantes).
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14.11. Polinomio de Hurwitz

Sea p(z) ∈ C[z]. Se dice que p(z) es un polinomio de Hurwitz si todos sus
ceros tienen parte real negativa. Demostrar que si p(z) es un polinomio de
Hurwitz, también lo es p′(z).

Solución. Sea p(z) = anz
n + . . . + a1z + a0 (an 6= 0) un polinomio de

Hurwitz, podemos escribir p(z) = an(z − z1) . . . (z − zn) con Re zj < 0 para
todo j = 1, . . . , n. Hallemos el cociente p′(z)/p(z) :

p′(z)

p(z)
=
an[(z − z2) . . . (z − zn) + . . .+ (z − z1) . . . (z − zn−1)]

an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn)

=
1

z − z1
+

1

z − z2
+ . . .

1

z − zn
.

Sea z ∈ C tal que z 6= zj y supongamos que Re z ≥ 0. En este caso,
Re (z − zj) > 0 y por consiguiente Re (1/(z − zj)) > 0. Esto se deduce del
hecho de que si w ∈ C con w 6= 0 entonces 1/w = w̄/|w|2, es decir Re (1/w)
y Re w tienen el mismo signo. Entonces

Re
p′(z)

p(z)
= Re

1

z − z1
+ . . .+ Re

1

z − zn
> 0.

Es decir, si Re z ≥ 0 con z 6= zj entonces Re (p′(z)/p(z)) es distinta de cero
y en consecuencia p′(z) 6= 0 (z no es ráız de p′(z)). Las ráıces de p′(z) tienen
por tanto parte real negativa.

Obsérvese que si algún zj fuera ráız de p′(z), ya tiene parte real negativa
por hipótesis.

14.12. Funciones holomorfas f con Re f+Im f = 1

Encontrar todas las funciones holomorfas f(z), z ∈ C que satisfacen la
condición a Re f(z) + b Im f(z) = 1 siendo a, b constantes reales no si-
multáneamente nulas.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Denotando f = u + iv en donde u = Re f, v = Im f, tenemos
au+ bv = 1. Si f es holomorfa en C, existen las parciales de u y v en todo
R2 y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann uv = vy, uy = −vx.
Derivando la igualdad au+ bv = 1 y usando las mencionadas ecuaciones:{

aux + bvx = 0
auy + bvy = 0

⇔
{
avy − buy = 0
auy + bvy = 0

⇔
(
a −b
b a

)(
vy
uy

)
=

(
0
0

)
.
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Como a, b no son simultáneamente nulas, a2 + b2 6= 0 lo cual implica que el
sistema anterior tiene la única solución uy = vy = 0 y como consecuencia
ux = vx = 0.

Esto implica f ′ = ux + ivx = 0 en C y de forma obligatoria f ha de ser
constante es decir, f(z) = c1 + c2i para todo z ∈ C y c1, c2 ∈ R. Las
funciones f que cumplen las condiciones dadas son por tanto

f(z) = c1 + c2i (c1, c2 ∈ R, ac1 + bc2 = 1).

14.13. Principio del módulo máximo

1. Sea el disco unidad D = {z ∈ C : |z| < 1} y sea f una función holomorfa
en D, continua en D y no constante. Analizar cuales de cada una de las
siguientes situaciones es posible
a) |f | ≤ 3 en D y f(0) = −3.
b) |f | ≤ 3 en D y f(1) = 3.

c) |f | ≤ 3 en D y f(0) =
3√
2

(1 + i).

d) f(1/2) = 4 y si x2 + y2 = 1, entonces f(x+ iy) = 3

2. Sean a1, . . . , an puntos de la circunferencia unidad |z| = 1. Demostrar que
existe un z de dicha circunferencia tal que el producto de distancias de z a
los aj es al menos 1.

3. Determinar el máximo absoluto de |f(z)| en |z| ≤ 1 para la función
f(z) = z2 − 3z + 2.

Solución. Recordamos el principio del módulo máximo:
Sea D ⊂ C un dominio es decir, conexo y abierto. (a) Si f : D → C es
holomorfa y no constante, entonces |f(z)| no tiene máximo relativo en D
(como consecuencia, tampoco absoluto). (b) Si f es holomorfa en D acotad ,
continua en D y no constante, entonces |f(z)| alcanza un máximo absoluto
en la frontera de D. �

1. a) La función |f | tendŕıa un máximo relativo en 0 ∈ D, lo cual contradice
al principio del módulo máximo. No es posible.

b) La función f(z) = z + 2 holomorfa en D, continua en D y no constante.
Además,

|f(z)| ≤ |z + 2| ≤ |z|+ |2| ≤ 1 + 2 = 3 y f(1) = 3,
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luego la situación es posible.

c) Se verifica |f(0)| =
3√
2
·
√

2 = 3. La función |f | tendŕıa un máximo re-

lativo en 0 ∈ D, lo cual contradice al principio del módulo máximo. No es
posible.

d) Para todo z ∈ D se verifica |f(z)| = 3. La función no alcanzaŕıa máximo
absoluto en D, lo cual contradice al principio del módulo máximo. No es
posible.

2. Sea D el disco unidad |z| < 1 y definamos:

f : D→ C, f(z) =
n∏
j=1

(z − aj).

La función f es claramente holomorfa en D y continua en D. Además,
|f(0)| = 1 y |f(aj)| = 0 para todo j = 1, . . . , n luego f no es constante.
Por el principio del módulo máximo |f(z)| alcanza un máximo absoluto en
un punto z0 de la frontera de D es decir, cumpliendo |z0| = 1. Es decir

|f(z0)| =
n∏
j=1

|z0 − aj | ≥ |f(0)| = 1.

3. Claramente la función es no constante, holomorfa en |z| < 1 y continua en
|z| = 1. Por el principio del módulo máximo, el máximo absoluto de |f(z)|
se alcanza en |z| = 1. Llamando z = x+yi con x, y reales podemos expresar

f(z) = f(x+ iy) = (x2 − y2 − 3x+ 2) + i(2xy − 3y).

Máximicemos

|f(x+ iy)|2 = (x2 − y2 − 3x+ 2)2 + (2xy − 3y)2

con la condición x2 + y2 = 1. Usando y2 = 1− x2:

|f(x+ iy)|2 = (2x2 − 3x+ 1)2 + (1− x2)(2x− 3)2

= 8x2 − 18x+ 10, x ∈ [−1, 1].

Usando el teorema de Weierstrass fácilmente verificamos que el máximo
absoluto de ϕ(x) = 8x2 − 18x + 10 en [−1, 1] es ϕmáx(−1) = 36. En conse-
cuencia,

|f |máx (−1) =
√

36 = 6.
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14.14. Lema de Schwarz

1. Demostrar el lema de Schwarz:
Sea D el disco unidad |z| < 1. Sea f : D → C holomorfa tal que f(0) = 0 y
|f(z)| < 1 para todo z ∈ D. Entonces,
i) Se verifica |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D.
ii) Si para z0 ∈ D no nulo se verifica |f(z0)| = |z0| , existe λ ∈ C con |λ| = 1
tal que f(z) = λz para todo z ∈ D.

2. Sea f holomorfa en D tal que f(0) = 0 y |f(z)| ≤ |z + 3/2| para todo
z ∈ D.
i) Demostrar que |f(1/2)| ≤ 1.
ii) Determinar todas las funciones f para las cuales |f(1/2)| = 1.

Solución. 1. i) Como f(0) = 0, el desarrollo en serie de Maclaurin de f es

f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + · · · .

En consecuencia f(z)/z es holomorfa en D. Dado que por hipótesis |f(z)| <
1, tenemos ∣∣∣∣f(z)

z

∣∣∣∣ < 1

r
si |z| = r (0 < r < 1).

Por el principio del módulo máximo, la desigualdad anterior es también
válida para |z| ≤ r. Sea ahora 0 6= z ∈ D fijo, entonces

|f(z)|
|z|

<
1

r
∀r ≥ |z| ⇒ |f(z)|

|z|
≤ ĺım

r→1

1

r
= 1⇒ |f(z)| ≤ |z| ,

y si z = 0 la última desigualdad se cumple trivialmente por la hipótesis
f(0) = 0.

ii) La función f(z)/z es holomorfa en D y según el aoartado anterior satisface
|f(z)/z| ≤ 1. Si 0 6= z0 ∈ D satisface |f(z0)| = |z0| entonces |f(z0)/z0| = 1,
lo cual implica que |f(z)/z| tiene un máximo en z0. Por el principio del
módulo máximo f(z)/z ha de ser constante, i.e. f(z)/z = λ con |λ| = 1, lo
cual completa la demostración.

2. i) Consideremos la función

g(z) =
f(z)

z + 3/2
.

Dado que z 6= −3/2, en D, la función g es holomorfa en D. Además g(0) = 0
y |g(z)| ≤ 1 por la hipótesis |f(z)| ≤ |z + 3/2| . Aplicando el lema de Sch-
warz a g, deducimos |g(z)| ≤ |z| en D, en particular |f(1/2)| ≤ 1/2 ≤ 1.
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ii) Si |f(1/2)| = 1, entonces

|g(1/2)| =
∣∣∣∣f(1/2)

2

∣∣∣∣ =
1

2
=

∣∣∣∣12
∣∣∣∣ .

Por el lema de Schwarz, ha de ser necesariamente g(z) = λz con λ constante
compleja de módulo 1. Es decir,

f(z) = λz(z + 3/2), (λ ∈ C, |λ| = 1). (∗)

Por otra parte, si f es de la forma anterior,

|f(1/2)| = |λ|
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ ∣∣∣∣12 +

3

2

∣∣∣∣ = 1 · 1

2
· 2 = 1,

en consecuencia todas las funciones pedidas son las de la forma (∗).

14.15. Fórmulas integrales de Cauchy

1. Calcular (a)

∫
|z|=3

ez

z − 2
dz. (b)

∫
|z|=1

ez

z − 2
dz.

2. Calcular (a)

∫
|z|=1

sen6 z

z − π/6
dz. (b)

∫
|z|=2

eiz

z3
dz.

3. Calcular

∫
C

e2z

z + πi
dz, si C es

(a) La circunferencia |z − 1| = 4. (b) La elipse |z − 2|+ |z + 2| = 6.

Solución. Recordamos el teorema de las fórmulas integrales de Cauchy:
Sea f(z) una función anaĺıtica en una región cerrada R del plano complejo
cuya frontera es una curva cerrada simple C. Sea a un punto interior a R.
Entonces, ∫

C

f(z)

(z − a)n+1
dz =

2πi

n!
f (n)(a) n = 1, 2, 3, . . . ,

en donde C se recorre en sentido antihorario. Para n = 0 obtenemos∫
C

f(z)

z − a
dz = 2πi f(a). �

1. (a) La función f(z) = ez es anaĺıtica en C, por tanto en R ≡ |z| ≤ 3 y 2
es interior a R. Aplicando la fórmula integral de Cauchy,∫

|z|=3

ez

z − 2
dz = 2πi f(2) = 2πe2i.
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(b) La función g(z) = ez/(z − 2) es anaĺıtica en R′ ≡ |z| ≤ 1. Aplicando el
teorema de Cauchy-Goursat,∫

|z|=1

ez

z − 2
dz = 0.

2. (a) La función f(z) = sen6 z es anaĺıtica en C, por tanto en R ≡ |z| ≤ 1
y π/6 es interior a R. Aplicando la fórmula integral de Cauchy,∫

|z|=1

sen6 z

z − π/6
dz = 2πif(π/6) = 2πi sen6(π/6) =

π

32
i.

(b) La función f(z) = eiz es anaĺıtica en C, por tanto en R ≡ |z| ≤ 2 y
0 es interior a R. Tenemos f ′(z) = ieiz, f ′′(z) = −eiz, luego f ′′(0) = −1
Aplicando la fórmula integral de Cauchy,∫

|z|=2

eiz

z3
dz =

2π

2!
if ′′(0) = 2πi sen6(π/6) = −πi.

3. (a) La función f(z) = e2z es anaĺıtica en C, por tanto en R ≡ |z − 1| ≤ 4
y −πi es interior a R pues

|−πi− 1| =
√
π2 + 1 < 4.

Aplicando la fórmula integral de Cauchy,∫
C

e2z

z + πi
dz = 2πi f(−πi) = 2πie−2πi = 2πi.

(b) El punto −πi es exterior a R ≡ |z − 2|+ |z + 2| = 6 pues

|−πi− 2|+ |−πi+ 2| =
√
π2 + 4 +

√
π2 + 4 > 6.

En consecuencia, la función f(z) = e2z/(z+πi) es anaĺıtica en R. Aplicando
el teorema Cauchy-Goursat, ∫

C

e2z

z + πi
dz = 0.

14.16. Teorema de Liouville, demostración

Demostrar el teorema de Liouville:
Si f : C→ C es holomorfa y acotada, entonces es constante.

Solución. Ver http://youtu.be/yfMv9eqYOuk
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14.17. Integral de (log z)3dz/z en un arco de cir-
cunferencia

Calcular la integral I =

∫ i

1

log3 z

z
dz en el arco de circunferencia |z| = 1.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).

Solución. Primer método. La función subintegral es anaĺıtica en un dominio
que contiene al arco de circunferencia dado.

y

x
1

Γ

i

En consecuencia podemos aplicar la fórmula de Newton-Leibniz. Para hallar
la correspondiente integral indefinida efectuamos el cambio de variable w =
log z, con lo cual dw = dz/z. Tenemos:∫

log3 z

z
dz =

∫
w3 1

z
z dw =

∫
w3 dw =

w4

4
+ C =

log4 z

z
+ C

Por tanto:

I =

[
log4 z

z

]i
1

=
log4 i

4
− log4 1

4

=
(log 1 + πi/2)4

4
− 04

4
=
π4/16

4
=
π4

64
.

Segundo método. Efectuando el cambio de variable w = eiθ :

I =

∫ π/2

0

log3(eiθ)

eiθ
i eiθ dθ =

∫ π/2

0
i(iθ log e)3 dθ

=

∫ π/2

0
i4θ3 dθ =

[
θ4

4

]π/2
0

=
π4

64
.
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∫
T z̄

2 dz sobre una curva de Jordan

14.18. Integral
∫
T z̄

2 dz sobre una curva de Jordan

Sean a, b y c tres puntos no alineados del plano complejo. Calcular la integral∫
T
z̄2 dz,

siendo T el borde del triángulo determinado por los puntos anteriores y
recorrido en el sentido positivo. Generalizar el resultado obtenido al caso en
el que se sustituya en la integral anterior el triángulo T por una curva de
Jordan Γ.

(Propuesto en examen, Ampliación de Cálculo, ETS Ing. Industriales,
UPM).

Solución. Desarrollando la función integrando:∫
T
z̄2 dz =

∫
T

(x− iy)2 (dx+ idy) =

∫
T

(x2 − y2 − 2xyi) (dx+ idy)

=

∫
T

(x2 − y2) dx+ 2xy dy + i

∫
T
−2xy dx+ (x2 − y2) dy.

Usando el teorema de Green

I1 =

∫
T

(x2 − y2) dx+ 2xy dy = 4

∫∫
D
y dxdy = 4Mx,

I2 =

∫
T
−2xy dx+ (x2 − y2) dy = 4

∫∫
D
x dxdy = 4My,

en donde Mx, My son los momentos estáticos de la placa D que limita
el triángulo cuando la densidad es δ(x, y) = 1. Si (xg, yg) es el centro de
gravedad de D (es decir, el baricentro del triángulo) entonces (xg, yg) =
(My/A,Mx/A) siendo A el área del triángulo. Por tanto∫

T
z̄2 dz = I1 + iI2 = 4A(xg + iyg) =

4A(a+ b+ c)

3
.

El razonamiento es análogo si sustituimos T por una curva de Jordan Γ. La
integral es ∫

Γ
z̄2 dz = I1 + iI2 = 4A(xg + iyg),

siendo A el área del recinto D que limita Γ y (xg, yg) el centro de gravedad
de la placa D para la densidad δ(x, 1) = 1.



Caṕıtulo 14. Análisis complejo 453

14.19. Integral
∫ +∞

0 (cosx/ coshx) dx por residuos

Calcular aplicando la técnica de residuos la integral real impropia∫ +∞

0

cosx

coshx
dx.

Sugerencia: integrar f(z) =
eiz

cosh z
a lo largo de un cierto rectángulo.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Elijamos el rectángulo Γ de vértices:

A(R, 0), B(R, π), C(−R, π), D(−R, 0) (R > 0).

y

x

BC

π
2 i

πi

D A

Γ

Hallemos las singularidades de f(z) en el interior geométrico de R. Dado
que las funciones cos z y cosh z son anaĺıticas en C, las singularidades de
f(z) se obtienen en los puntos que anulan a cosh z. Tenemos:

cosh z = 0⇔ ez + e−z

2
= 0⇔ ez + e−z

⇔ ez +
1

ez
= 0⇔ e2z + 1

ez
= 0⇔ e2z = −1.

Escribiendo z = x+ iy con x, y reales:

e2z = −1⇔ e2x+2iy = cosπ + i sinπ ⇔ e2x(cos 2y + i sin 2y) =

cosπ + i sinπ ⇔
{

e2x = 1
2y = π + 2kπ

(k ∈ Z)⇔
{

x = 0
y = π/2 + kπ

(k ∈ Z).

El único punto singular en el interior geométrico de R es z0 = πi/2 y no
hay singularidades en la frontera. Dado que cos z0 6= 0, se trata de un polo.
Integrando en sentido antihorario se verifica:∫

Γ
f(z) dz =

∫
DA

f(z) dz +

∫
AB

f(z) dz +

∫
BC

f(z) +

∫
CD

f(z) dz dz. (1)



454 14.19 Integral
∫ +∞

0 (cosx/ coshx) dx por residuos

Llamemos respectivamente I, I1, I2, I3, I4 a las integrales que aparecen en
(1) y analicemos cada una de ellas. Para calcular I, hallemos el siguiente
ĺımite usando la regla de L’Hopital:

ĺım
z→πi/2

eiz(z − πi/2)

cosh z
=

{
0

0

}
= ĺım

z→πi/2

ieiz(z − πi/2) + eiz

sinh z

=
e−π/2

sinh(πi/2)
=

e−π/2

(eπi/2 − e−πi/2)/2
=

e−π/2

i sin(π/2)
=
e−π/2

i
6= 0.

Es decir, z0 = πi/2 es polo simple de la función f y Res (f, πi/2) = e−π/2/i.
Aplicando el teorema de los residuos de Cauchy, I = 2πi·e−π/2/i = 2πe−π/2.
La integral I1 es:

I1 =

∫ R

−R

eix

coshx
dx.

Efectuando el cambio z = R+ iy para I2 y z = −R+ iy para I4 :

I2 =

∫ π

0

eR−iyidy

cosh(R+ iy)
, I4 =

∫ 0

π

e−Ri−yidy

cosh(−R+ iy)
.

Efectuando el cambio z = x+ πi para I3 :

I3 =

∫ −R
R

eix−π

cosh(x+ πi)
dx.

Dado que I es constante, ĺımR→+∞ I = 2πe−π/2.Hallemos ahora ĺımR→+∞ I1.
Separando I1 en suma de dos integrales, efectuando el cambio x = −t, y te-
niendo en cuenta que la función coshx es par:

I1 =

∫ R

−R

eix

coshx
dx =

∫ 0

−R

eix

coshx
dx+

∫ R

0

eix

coshx
dx

=

∫ 0

R

e−it

cosh(−t)
(−dt) +

∫ R

0

eix

coshx
dx =

∫ R

0

e−ix + eix

coshx
dx

= 2

∫ R

0

cosx

coshx
dx⇒ ĺım

R→+∞
I1 = 2

∫ +∞

0

cosx

coshx
dx.

Para hallar ĺımR→+∞ I3, tenemos por una parte

cosh(x+ πi) =
ex+πi + e−x−πi

2
=
−ex − e−x

2
= − coshx.

Separando I3 en suma de dos integrales, efectuando el cambio x = −t,
y teniendo en cuenta que la función coshx es par, obtenemos de manera
análoga a la de I1 :

ĺım
R→+∞

I3 = 2e−π
∫ +∞

0

cosx

coshx
dx.
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Tomando ĺımites en la igualdad (1) cuando R→ +∞ :

2πe−π/2 = 2(1 + e−π)

∫ +∞

0

cosx

coshx
dx+ ĺım

R→+∞
I2 + ĺım

R→+∞
I4.

Si demostramos ĺımR→+∞ I2 = ĺımR→+∞ I4 = 0, entonces:∫ +∞

0

cosx

coshx
dx =

πe−π/2

1 + e−π
=

π

eπ/2 + e−π/2
=

π

2 cosh(π/2)
=
π

2
sech

π

2
.

y ya tendŕıamos calculada la integral pedida. Acotemos la integral I2. Usan-
do la propiedad |z1 − z2| ≥ | |z1| − |z2| | y que 1 es cota de e−y en [0, π] :∣∣∣∣ eiR−yi

cosh(R+ iy)

∣∣∣∣ =
|e−y|

|eR+iy + e−R−iy| /2
=

2e−y

|eReiy − (−e−Re−iy)|

≤ 2e−y

| |eReiy| − |(−e−Re−iy)| |
=

2e−y

eR − e−R
≤ 2

eR − e−R
.

Como el módulo de la integral de una función a lo largo de una curva es
menor que una cota del módulo de la función por la longitud de la curva:

0 ≤ |I2| ≤
2

eR − e−R
· π ⇒ 0 ≤ ĺım

R→+∞
|I2| ≤ ĺım

R→+∞

2π

eR − e−R
= 0.

En consecuencia, ĺımR→+∞ I2 = 0. De manera análoga se demuestra que
ĺımR→+∞ I4 = 0. Podemos pues concluir que∫ +∞

0

cosx

coshx
dx =

π

2
sech

π

2
.

14.20. Función holomorfa biperiódica

Sea f una función holomorfa en C salvo por una cantidad finita de polos y
que verifica

∀z ∈ C f(z + 1) = f(z), f(z + i) = f(z).

Diremos que f es doblemente periódica de periodos 1 e i. Consideremos un
paralelogramo de vértices z0 + i, z0, z0 + 1, z0 + 1 + i cuyo borde llamamos
Γ siendo z0 ∈ C un punto cualquiera pero tal que f no tiene ningún polo en Γ.

1. Calcular

∫
Γ
f(z) dz.

2. Estudiar si g(z) = f ′(z)/f(z) es doblemente periódica, y en caso afir-
mativo determinar sus periodos. Suponiendo que f no tiene ceros sobre Γ,
calcular

∫
Γ(f ′(z)/f(z)) dz.

3. Si f tiene m polos en C, hallar el número de ráıces de la ecuación f(z).
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(Propuesto en examen, Amp. de Cálculo, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Consideremos los lados orientados del paralelogramo:

Γ1 : ( de origen z0 + i y extremo z0) z = z0 + i− ti, t ∈ [0, 1],

Γ2 : ( de origen z0 y extremo z0 + 1) z = z0 + t, t ∈ [0, 1],

Γ3 : ( de origen z0 + 1 y extremo z0 + 1 + i) z = z0 + 1 + ti, t ∈ [0, 1],

Γ4 : ( de origen z0 + 1 + i y extremo z0 + i) z = z0 + 1 + i− t, t ∈ [0, 1].

Entonces,∫
Γ
f(z) dz =

∫
Γ1

f(z) dz +

∫
Γ2

f(z) dz +

∫
Γ3

f(z) dz +

∫
Γ4

f(z) dz.

Teniendo en cuenta que f es periódica de periodo i :∫
Γ2

f(z) dz +

∫
Γ4

f(z) dz =

∫ 1

0
f(z0 + t) dt+

∫ 1

0
f(z0 + 1 + i− t)(−dt)

=

∫ 1

0
f(z0 + t) dt−

∫ 1

0
f(z0 + 1− t) dt.

Efectuando el cambio u = 1− t :∫ 1

0
f(z0 + 1− t) dt =

∫ 0

1
f(z0 + u) (−du) =

∫ 1

0
f(z0 + u) du.

En consecuencia,
∫

Γ2
f(z) dz +

∫
Γ4
f(z) dz = 0. Teniendo en cuenta que f

es periódica de periodo 1 deducimos de forma análoga que
∫

Γ1
f(z) dz +∫

Γ3
f(z) dz = 0. Es decir,

∫
Γ f(z) dz = 0.

2. Tenemos {
f(z + 1) = f(z)
f(z + i) = f(z)

⇒
{
f ′(z + 1) = f ′(z)
f ′(z + i) = f ′(z)

⇒


g(z + 1) =

f ′(z + 1)

f(z + 1)
=
f ′(z)

f(z)
= g(z)

g(z + i) =
f ′(z + i)

f(z + i)
=
f ′(z)

f(z)
= g(z),

lo cual implica que g es doblemente periódica de periodos 1 e i. Además, si f
no tiene ceros sobre Γ entonces g no tiene polos sobre Γ. Usando el apartado
anterior concluimos que

∫
Γ(f ′(z)/f(z)) dz = 0.
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3. De acuerdo con el teorema del residuo logaŕıtmico y el apartado anterior:

0 =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P,

siendo N el número de ceros de f(z) en el interior de Γ y P el número de
polos de f(z) en el interior de Γ (contando en ambos casos los órdenes).
Dado que podemos mover a placer z0 en el plano complejo, concluimos que
el número de ceros de f(z) es m.

14.21. Principio del argumento: ceros en Re(z) >
0

Usando el principio del argumento, calcular el número de ceros de la función

f(z) = z5 + z4 + 2z3 − 8z − 1

en el semiplano Re (z) > 0.

Solución. Consideremos la curvas

γ1(t) = ti, t ∈ [−R,R],

γ2(t) = R cos t+ isen t, t ∈ [−π/2, π/2],

sea γ = γ1 ∪ γ2. Elijamos R suficientemente grande para que todos los ceros
de f(z) en Re (z) > 0 estén en el interior geométrico D de γ. Según el
principio del argumento, si N es el número de ceros de f(z) en D y P el de
sus polos, entonces:

N − P =
1

2π
∆γArgf(z)

siendo en nuestro caso P = 0 por ser f(z) polinómica. Primero vamos a cal-
cular ∆γ1Argf(z) siendo γ1 la semicircunferencia contenida en γ y recorrida
en sentido antihorario. Podemos expresar:

f(z) = z5

(
1 +

1

z
+

2

z2
− 8

z4
− 1

z5

)
.

Entonces:

Argf(z) = 5Argz + Arg

(
1 +

1

z
+

2

z2
− 8

z4
− 1

z5

)

⇒ ∆γ1Argf(z) = 5π + ∆γ1

(
1 +

1

z
+

2

z2
− 8

z4
− 1

z5

)
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Por la continuidad del argumento, para R→ +∞ obtenemos ∆γ1Argf(z) =
5π. Ahora vamos a mover z en el segmento γ2 que va desde iR hasta −iR.
La ecuación de este segmento es z = it con t ∈ [−R,R]. Sustituyendo en
f(z) obtenemos:

f(z) = (it)5 + (it)4 + 2(it)3 − 8(it)− 1 = (t4 − 1) + (t5 − 2t3 − 8t)i.

Haremos un esbozo de la gráfica de:

(u, v) = (t4 − 1, t5 − 2t3 − 8t), t ∈ (−∞,+∞).

Para t4 − 1 = 0 obtenemos t = ±1 y para t5 − 2t3 − 8t = 0, t = ±2, t = 0.
Obtenemos el cuadro de valores:

t 2 1 0 −1 −2

u 15 0 −1 0 15
v 0 −9 0 9 0

Por otra parte, ĺımt→±∞ u = +∞, ĺımt→±∞ v = ±∞. Haciendo un esbozo
de la curva transformada por f de la γ2 cuando t se recorre desde t = +∞
hasta t = −∞ deducimos:

∆Argγ2f(z) = −3π ⇒ ∆Argγf(z) = 5π − 3π = 2π ⇒ N = 1.

La función f(z) tiene pues exactamente un cero en Re(z) > 0.

14.22. Una integral con residuo en el punto del
infinito

Calcular la integral: I =

∫
|z|=3

z17dz

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. Industriales, UNED).

Solución. La función integrando f(z) tiene en la región |z| < 3 dos polos
triples y tres cuádruples. Esto hace prácticamente inviable calcular la inte-
gral por medio de estos polos. Usaremos en su lugar el residuo en el punto del
infinito. Concretamente aplicaremos la conocida propiedad: si una función
g(z) tiene en el plano extendido C = C ∪ {∞} un número finito de puntos
singulares, entonces la suma de todos los residuos, incluido el residuo en el
infinito, es igual a 0. Es decir, si z1, . . . , zm son las singularidades finitas de
g(z) entonces:

Res(g,∞) +

m∑
k=1

Res(g, zk) = 0.
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Nótese que todos las singularidades finitas de la función integrando dada
f(z) están en |z| < 3. En consecuencia:

I =

∫
|z|=3

f(z) dz = −2πi Res(f,∞).

Para calcular Res(f,∞) hallaremos el desarrollo en serie de Laurent de f(z)
en potencias enteras de z. Tenemos:

f(z) =
1

z
· z18

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
=

1

z
· 1(

1 +
2

z2

)3(
1 +

3

z3

)4 =
1

z
· 1

h(z)
.

Usando la serie geométrica es claro que el desarrollo en serie de Laurent de
h(z) en un entorno de ∞ es de la forma:

h(z) = 1 +
+∞∑
n=1

an
zn
.

Efectuando la división de 1 entre h(z) según las potencias crecientes de z
obtenemos la forma del desarrollo de f(z) :

f(z) =
1

z
· 1

h(z)
=

1

z

(
1 +

+∞∑
n=1

bn
zn

)
=

1

z
+

+∞∑
n=1

bn
zn+1

.

Por otra parte sabemos que Res(f,∞) = −coef(1/z) en el desarrollo de de
Laurent de f(z) en un entorno de ∞. Podemos por tanto concluir que:

I =

∫
|z|=3

z17dz

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
= 2πi.

14.23. Ceros de las funciones anaĺıticas

1. Hallar los ceros de la función f(z) = z4 + 4z2 y determinar sus órdenes.

2. Hallar los ceros de f(z) = 1 + cos z y determinar sus multiplicidades.

3. Hallar el orden del cero z0 = 0 para la función f(z) =
z8

z − sin z
.

4. Hallar los ceros de la función f(z) = (z2 + 1)3 sinh z determinando sus
órdenes.
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Solución. Recordamos la siguiente definición y teorema:

Definición. Sea f una función anaĺıtica en un entorno de z0 ∈ C. Se dice
que z0 es un cero de orden (o multiplicidad) n de f si, y sólo si

f(z0) = 0, f ′(z0) = 0, . . . f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) 6= 0.

Teorema. z0 es un cero de orden n de f si, y sólo si f(z) = (z − z0)nϕ(z)
en un entorno de z0 con ϕ anaĺıtica en dicho entorno y ϕ(z0) 6= 0 �

1. Ceros de f :

z4 + 4z2 = 0⇔ z2(z2 + 4) = 0⇔ z = 0 ∨ z = ±2i.

Tenemos f ′(z) = 4z3 + 8z, f ′′(z) = 12z2 + 8. Entonces,

f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 8 6= 0.

f(2i) = 0, f ′(2i) = −16i 6= 0.

f(−2i) = 0, f ′(−2i) = 16i 6= 0.

Por tanto, z = 0 es cero doble y z = ±2i son ceros simples.

Otra forma: f(z) = z2(z2+4) con ϕ(z) = z2+4, ϕ(z) anaĺıtica en un entorno
de 0 (en realidad en todo C) y ϕ(0) 6= 0. Es decir, 0 es cero doble de f. Por
otra parte,

f(z) = (z − 2i), ϕ1(z) = z2(z + 2i),

con ϕ1(z) anaĺıtica en un entorno de 2i y ϕ(2i) 6= 0. Es decir, 2i es cero
simple de f. Análogo razonamiento para −2i.

2. Ceros de f :

1 + cos z = 0⇔ cos z = −1⇔ eiz + e−iz

2
= −1⇔ eiz +

1

eiz
= −2

⇔ e2iz + 2eiz + 1 = 0⇔ (eiz + 1)2 = 0⇔ eiz + 1 = 0⇔ eiz = −1.

Llamando z = x+ iy con x, y reales:

eiz = −1⇔ e−y+ix = −1⇔ e−y(cosx+ i sinx) = 1(cosπ + i sinπ)

⇔
{

e−y = 1
x = (2k + 1)π (k ∈ Z)

⇔
{

y = 0
x = (2k + 1)π (k ∈ Z)

⇔ z = (2k + 1)π (k ∈ Z).

Determinemos las multiplicidades

f ′(z) = − sin z ⇒ f ′ ((2k + 1)π) = 0,
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f ′′(z) = − cos z ⇒ f ′′ ((2k + 1)π) = − cos ((2k + 1)π) = 1 6= 0.

Todos los ceros son dobles.

3. Podemos expresar:

f(z) =
z8

z − (z − z3/3! + z5/5! + · · · )
=

z8

z3/3!− z5/5! + · · ·

=
z5

1/3!− z2/5! + · · ·
= z5 · 1

1/3!− z2/5! + · · ·
.

Entonces, ĺımz→0 f(z) = 0, lo cual implica por el teorema de Riemann que
la función f(z) es anaĺıtica en un entorno de 0 si definimos f(0) = 0. Dado
que

ϕ(z) =
1

1/3!− z2/5! + · · ·
es anaĺıtica en un entorno de 0 y ϕ(0) = 3! 6= 0, concluimos que z0 = 0 es
cero qúıntuple de la función dada.

4. Ceros de f :

(z2 + 1)3 sinh z = 0⇔ (z2 + 1)3 = 0 ∨ sinh z = 0⇔ z = ±i ∨ sinh z = 0.

Por otra parte,

sinh z = 0⇔ ez − e−z

2
= 0⇔ ez − 1

ez
= 0⇔ e2z − 1 = 0.

Llamando z = x+ iy con x, y reales:

e2z = 1⇔ e2x+2yi = 1⇔ e2x(cos 2y + i sin 2y) = 1(cos 0 + i sin 0)

⇔
{

e2x = 1
2y = 2kπ (k ∈ Z)

⇔
{

x = 0
y = kπ (k ∈ Z)

⇔ z = kπi (k ∈ Z).

Determinemos el orden de los ceros. Tenemos:

f(z) = (z − i)3
[
(z + i)3 sinh z

]
.

La función ϕ(z) = (z+ i)3 sinh z es anaĺıtica en un entorno de i (en realidad
en todo C) y además ϕ(i) = −8i sinh i 6= 0, luego i es cero triple de f.
También −i es cero triple (análogo razonamiento). La derivada de f es

f ′(z) = 3(z2 + 1)22z sinh z + (z2 + 1)3 cosh z

= (z2 + 1)
[
6z sinh z + (z2 + 1) cosh z

]
.

No es dif́ıcil comprobar que que f ′(kπi) 6= 0 lo cual implica que kπi es cero
simple. Podemos concluir:{

z = ±i polos triples,
z = kπi (k ∈ Z) polos simples.
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14.24. Series complejas: conceptos básicos

1. (Condición necesaria para la convergencia de una serie). Demostrar que

si la serie compleja
+∞∑
n=1

un es convergente, entonces ĺım
n→+∞

un = 0.

2. (Serie geométrica). Se considera la serie geométrica

+∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + z3 + · · · (z ∈ C).

Demostrar que
a) Es convergente si, y sólo si |z| < 1.

b) Si es convergente, su suma es S =
1

1− z
.

3. (Álgebra de series). Supongamos que las series

+∞∑
n=1

un y

+∞∑
n=1

vn son con-

vergentes de sumas respectivas U y V. Demostrar que

a) La serie suma
+∞∑
n=1

(un + vn) es convergente con suma U + V.

b) Para todo λ ∈ C, la serie

+∞∑
n=1

λun es convergente con suma λU.

4. Hallar la suma de la series

a)
+∞∑
n=0

(
1

2

)n
. b)

+∞∑
n=0

(
1

1 + i

)n
. c)

+∞∑
n=0

(
i

(
1

2

)n
+ 5

(
1

1 + i

)n)
.

5. Sea un = u′n + iu′′n el término general de una serie (u′n, u
′′
n ∈ R).

(i) Demostrar que para que la serie de término general un sea convergente,
es necesario y suficiente que las series de término general u′n y u′′n lo sean.
(ii) Demostrar además, si S, S′ y S′′ representan las sumas de estas tres
series, se verifica S = S′ + iS′′.

6. (Criterio de Cauchy para la convergencia de series). Sea u1 + u2 + . . . +
un + . . . una serie de números complejos. Demostrar que para que sea con-
vergente es necesario y suficiente que se cumpla la siguiente condición:

Para todo ε > 0 existe un número natural N tal que

n ≥ m ≥ N ⇒ |um + um+1 + · · ·+ un| < ε.
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Solución. 1. Por hipótesis existe S = ĺım
n→+∞

Sn y dicho ĺımite es finito. Por

otra parte. un = Sn − Sn−1 para todo n ≥ 2, por tanto:

ĺım
n→+∞

un = ĺım
n→+∞

(Sn − Sn−1) = ĺım
n→+∞

Sn − ĺım
n→+∞

Sn−1 = S − S = 0.

2. El término enésimo de la serie es un = zn−1. Si |x| ≥ 1, también
∣∣un−1

∣∣ =

|z|n−1 ≥ 1. Es decir, {un} no tiende a 0, lo cual implica que la serie no es
convergente.
Sea |x| < 1. La suma parcial enésima es:

Sn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
zn − 1

s− 1
,

por tanto, S = ĺım
n→+∞

Sn = ĺım
n→+∞

zn − 1

z − 1
=

0− 1

z − 1
=

1

1− z
, finito. Quedan

pues demostrados los apartados a) y b).

3. a) Sean Un y Vn las sumas parciales enésimas de las series dadas, respec-
tivamente. Entonces la suma parcial enésima de la serie suma es Un + Vn.
Tenemos

ĺım
n→+∞

(Un + Vn) = ĺım
n→+∞

Un + ĺım
n→+∞

Vn = U + V,

es decir la serie suma es convergente con suma U + V.

b) La suma parcial enésima de la serie
∑+∞

n=1 λun es λUn. Tenemos

ĺım
n→+∞

λUn = λ ĺım
n→+∞

Un = λU,

es decir la serie
∑+∞

n=1 λun es convergente con suma λU.

4. a) La serie es convergente y |1/2| < 1, por tanto es convergente de suma

+∞∑
n=0

(
1

2

)n
=

1

1− 1/2
= 2.

b) La serie es convergente y |1/(1 + i)| = 1/
√

2 < 1, por tanto es convergente
de suma

+∞∑
n=0

(
1

1 + i

)n
=

1

1− 1/(1 + i)
= 1− i.

c) Usando los dos apartados anteriores y el teorema del álgebra de series:

+∞∑
n=0

(
i

(
1

2

)n
+ 5

(
1

1 + i

)n)
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= i
+∞∑
n=0

(
1

2

)n
+ 5

+∞∑
n=0

(
1

1 + i

)n
= i · 2 + 5(1− i) = 5 + i.

5. Sean

Sn = u1 + . . .+ un, S
′
n = u′1 + . . .+ u′n, S

′′
n = u′′1 + . . .+ u′′n.

Por un conocido teorema de sucesiones complejas, para que S′n tienda a S′

y S′′n tienda a S′′ es necesario y suficiente que Sn tienda a S′+ iS′′, de donde
resultan (i) y (ii).

6. Sea Sn = u1 + u2 + · · ·+ un. Se verifica para n ≥ m :

|Sn − Sm−1| = |um + um+1 + · · ·+ un| ,

luego la propiedad resulta del Criterio de Cauchy para sucesiones.

14.25. Series complejas: criterios de la ráız y del
cociente

1. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente.

2. Demostrar que no toda serie convergente es absolutamente convergente.

3. Demostrar el criterio de la ráız:
Sea u1 + u2 + · · · + un + · · · una serie compleja. Supongamos que n

√
|un|

tiene ĺımite L. Entonces:
i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente.
ii) Si L > 1, la serie es divergente.
iii) Si L = 1, el criterio no decide.

4. Demostrar el criterio del cociente:
Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie compleja. Supongamos que |un+1/un|
tiene ĺımite L. Entonces:
i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente.
ii) Si L > 1, la serie es divergente.
iii) Si L = 1, el criterio no decide.

5. Estudiar la convergencia absoluta de las series:

a)
+∞∑
n=1

(1 + i)nn

2n
. b)

+∞∑
n=1

sen in

3n
. c)

+∞∑
n=1

1

(z − 2)n
.
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6. Estudiar las regiones de convergencia absoluta de las series

a)
+∞∑
n=1

1

n(z + 1)n
. b)

+∞∑
n=1

n2n

(z − 3i)2n
.

Nota. No se pide analizar los casos dudosos.

7. Estudiar las regiones de convergencia absoluta de las series

a)
+∞∑
n=1

√
ne−nz. b)

+∞∑
n=1

nenz.

Nota. No se pide analizar los casos dudosos.

Solución. 1. Sea u1 + u2 + · · · + un + · · · absolutamente convergente. Sea
ε > 0. Por el criterio de Cauchy para series, existe n0 natural tal que

n ≥ m ≥ n0 ⇒ | |un|+ |un+1|+ · · ·+ |um| |

= |un|+ |un+1|+ · · ·+ |um| < ε.

Pero |un + un+1 + · · ·+ um| ≤ |un| + |un+1| + · · · + |um| , lo cual implica,
de nuevo por el criterio de Cauchy, que la serie u1 + u2 + · · · + un + · · · es
convergente.

2. Consideremos las serie real (y por tanto compleja):

+∞∑
n=1

(−1)n

n
.

Sabemos por teoŕıa de series reales que es convergente pero no absolutamen-
te convergente.

3. i) Como L < 1, consideremos un número r tal que L < r < 1. Por defi-
nición de ĺımite, para n suficientemente grande se verifica n

√
|un| < r, o de

forma equivalente |un| < rn. Como la serie de término general rn es conver-
gente (geométrica de razón un número en módulo menor que 1), se deduce
que la serie de término general |un| es convergente.

ii) Si L > 1, por definición de ĺımite se verifica para n suficientemente gran-
de n
√
|un| > 1, o de forma equivalente |un| > 1. El ĺımite de un no tiende a

0, luego la serie es divergente.
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iii) Elijamos las series reales (y por tanto complejas):

+∞∑
n=1

1

n
,

+∞∑
n=1

1

n2
.

Para la primera serie tenemos

L = ĺım
n→+∞

n
√
|un| = ĺım

n→+∞

(
1

n

)1/n

= ĺım
n→+∞

1

n1/n
= ĺım

n→+∞

1
n
√
n

=
1

1
= 1,

y para la segunda

L = ĺım
n→+∞

n
√
|un| = ĺım

n→+∞

(
1

2n

)1/n

= ĺım
n→+∞

1

21/nn1/n

= ĺım
n→+∞

1

21/n
ĺım

n→+∞

1
n
√
n

=
1

20
· 1 = 1.

Sabemos por teoŕıa de series reales que la primera es divergente y la segun-
da convergente. Esto demuestra que el criterio de la ráız no decide sobre el
carácter de la serie si L = 1.

4. i) Como L < 1, consideremos un número r tal que L < r < 1. Por
definición de ĺımite, para n suficientemente grande se verifica |un+1/un| < r.
Si pérdida de generalidad, podemos suprimir un número finito de términos
de la serie de tal manera que se verifique |un+1/un| < r para todo n. Tenemos
pues

|un| =
∣∣∣∣ unun−1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣un−1

un−2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣un−2

un−3

∣∣∣∣ · . . . · ∣∣∣∣u2

u1

∣∣∣∣ · |u1| < |u1| rn−1.

Como r tiene valor absoluto menor que 1, la serie de término general |u1| rn−1

es convergente (álgebra de series y teorema de convergencia de la serie
geométrica). Por el criterio de comparación, la serie de término general |un|
es convergente.

ii) Si L > 1, entonces para n suficientemente grande se verifica |un+1/un| >
1, o de forma equivalente |un+1| > |un| , luego el término general un no tien-
de a 0 y como consecuencia la serie es divergente.
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(iii) Consideremos las series reales (y por tanto complejas):

+∞∑
n=1

1

n
,

+∞∑
n=1

1

n2
.

En ambos casos, L = 1, la primera es divergente y la segunda convergente,
según conocidos resultados de series reales.

5. a) Usando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣(1 + i)n+1(n+ 1)

2n+1
· 2n

(1 + i)nn

∣∣∣∣
= ĺım

n→+∞

∣∣∣∣1 + i

2
· n+ 1

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 + i

2

∣∣∣∣ · |1| = √2

2
< 1,

por tanto la serie es absolutamente convergente.

(b) Usando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣sen i(n+ 1)

3n+1
· 3n

sen in

∣∣∣∣
=

1

3
ĺım

n→+∞

∣∣∣∣sen i(n+ 1)

sen in

∣∣∣∣ =
1

3
ĺım

n→+∞

∣∣∣∣e−n−1 − en+1

e−n − en

∣∣∣∣ .
Dividiendo numerador y denominador entre en+1 :

L =
1

3
ĺım

n→+∞

∣∣∣∣ e−2n−2 − 1

e−2n−1 − 1/e

∣∣∣∣ =
e

3
< 1,

por tanto la serie es absolutamente convergente.

(c) Usando el criterio de la ráız:

L = ĺım
n→+∞

n
√
|un| = ĺım

n→+∞
n

√
1

|z − 2|n
= ĺım

n→+∞

1

|z − 2|
=

1

|z − 2|
.

Entonces,
1

|z − 2|
< 1⇔ 1 < |z − 2| .

Por tanto, si 1 < |z − 2| la serie es absolutamente convergente, si 1 > |z − 2|
es divergente, y si |z − 2| = 1 también es divergente según el conocido resul-
tado acerca de las series geométricas.
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6. a) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ 1

(n+ 1)(z + 1)n+1
· n(z + 1)n

∣∣∣∣ =
1

|z + 1|
ĺım

n→+∞

n

n+ 1

=
1

|z + 1|
< 1⇔ 1 < |z + 1| .

b) De manera análoga:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ (n+ 1)2n+1

(z − 3i)2n+2
· (z − 3i)2n

n2n

∣∣∣∣ =
1

|z − 3i|2
ĺım

n→+∞

2(n+ 1)

n

=
2

|z − 3i|2
< 1⇔

√
2 < |z − 3i| .

7. a) Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣∣
√
n+ 1e−(n+1)z

√
ne−nz

∣∣∣∣∣ =
1

|ez|
ĺım

n→+∞

√
n+ 1

n
=

1

|ez|
< 1

⇔ 1 < |ez| ⇔ 1 <
∣∣ex+iy

∣∣⇔ 1 < ex ⇔ x > 0⇔ Re z > 0.

b) De manera análoga:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)e(n+1)z

nenz

∣∣∣∣∣ = |ez| ĺım
n→+∞

n+ 1

n
= |ez| < 1

⇔
∣∣ex+iy

∣∣ < 1⇔ ex < 1⇔ x < 0⇔ Re z < 0.

14.26. Series complejas enteras, radio de conver-
gencia

1. Sea la serie entera compleja
∑
n≥0

anz
n. Demostrar que si converge para

z = z0 6= 0, entonces converge para todo z tal que |z| < |z0| .

2. Sea la serie entera compleja
∑
n≥0

anz
n. Demostrar que existe un único

ρ ∈ [0,+∞] tal que:
i) Si |z| < ρ la serie es absolutamente convergente.
ii) Si |z| > ρ la serie es divergente.
A ρ se le llama radio de convergencia de la serie entera dada, y al ćırculo
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abierto |z| < ρ, ćırculo o disco de convergencia.

3. Generalizar el resultado del problema anterior para la serie entera com-

pleja
∑
n≥0

an(z − z0)n.

4. Hallar los radios de convergencia de las series enteras o de potencias

a)
+∞∑
n=1

einzn. b)
+∞∑
n=0

(
z

1− i

)n
.

5. Hallar el radio de convergencia de la serie de potencias

+∞∑
n=0

(z − 1)n

n22n
.

Solución. 1. Si la serie converge para z = z0, entonces anz
n
0 → 0, lo cual

implica que existe K ≥ 0 tal que |anzn0 | ≤ K para todo n. Entonces, si
|z| < |z0| :

|anzn| = |anzn0 |
∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣n ≤ K ∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣n .
La serie de término general |z/z0|n es geométrica de razón menor que 1,
luego es convergente. Por el teorema del álgebra de series también lo es la
de término general K |z/z0|n y por el criterio de la mayorante, también lo

es
∑
n≥0

|anzn| .

2. Existencia de ρ. Llamemos

S = {z ∈ C :
∑
n≥0

anz
n converge}, S′ = {|z| : z ∈ S}.

Como 0 ∈ S, también 0 ∈ S′ es decir S′ 6= ∅. Llamemos ρ = supS′ (será fi-
nito o infinito). Sea z tal que |z| < ρ, entonces |z| no es cota superior de S′

lo cual implica que existe z0 ∈ S con |z| < |z0| . Por el problema anterior, la
serie converge absolutamente en z.

Sea z tal que |z| > ρ. Si la serie fuera convergente en z, entonces z ∈ S con
lo cual |z| ∈ S′ y ρ no seŕıa cota superior de S′ (absurdo).

Unicidad de ρ. Si existieran dos ρ < ρ′ cumpliendo las condiciones i) y ii),
elijamos z tal que ρ < |z| < ρ′. Entonces la serie seŕıa a la vez absolutamente
convergente y divergente en z (absurdo).
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3. Llamando w = z − z0 obtenemos la serie
∑
n≥0

anw
n. Existe por tanto un

único ρ ∈ [0,+∞] tal que:
i) Si |w| < ρ la serie es absolutamente convergente.
ii) Si |w| > ρ la serie es divergente.
o bien, existe por tanto un único ρ ∈ [0,+∞] tal que:
i) Si |z − z0| < ρ la serie es absolutamente convergente.
ii) Si |z − z0| > ρ la serie es divergente.

Nota. Mantenemos las definiciones: a ρ se le llama radio de convergencia
de la serie entera dada, y al ćırculo abierto |z − z0| < ρ, ćırculo o disco de
convergencia.

4. a) La serie es

+∞∑
n=1

(
eiz
)n

(geométrica). Es absolutamente convergente si y

sólo si
∣∣eiz∣∣ =

∣∣ei∣∣ |z| = 1 · |z| = |z| < 1, por tanto el radio de convergencia
es R = 1.

b) La serie es geométrica. Es absolutamente convergente si y sólo si∣∣∣∣ z

1− i

∣∣∣∣ =
|z|√

2
< 1, o bien |z| <

√
2

por tanto el radio de convergencia es R =
√

2.

5. Aplicando el criterio del cociente:

L = ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ (z − 1)n+1

(n+ 1)22n+1
· n22n

(z − 1)n

∣∣∣∣ =
|z − 1|

2
ĺım

n→+∞

n2

(n+ 1)2

=
|z − 1|

2
< 1⇔ |z − 1| < 2.

Si |z − 1| < 2 la serie es absolutamente convergente y si |z − 1| > 2, diver-
gente. Su radio de convergencia es por tanto R = 2.

14.27. Fórmula de Cauchy-Hadamard

1. Demostrar el teorema de Cauchy-Hadamard:

Sea la serie entera compleja
+∞∑
n=0

anz
n y ρ su radio de convergencia. Entonces

1

ρ
= ĺım sup

n→+∞
|an|1/n .
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2. Usando la fórmula de Caucy-Hadamard hallar el radio de convergencia
de la serie

+∞∑
n=1

anz
n , a2n =

(
1

2

)2n

, a2n+1 =

(
1

3

)2n+1

.

Solución. 1. Recordamos que

ĺım sup
n→+∞

xn = ĺım
p→+∞

(sup{xn : n ≥ p})

para xn sucesión de números reales. Sea la serie de términos positivos:

+∞∑
n=0

un. (1)

i) Veamos que si ĺım sup
n→+∞

u1/n
n < 1, la serie (∗) converge. En efecto, sea r fijo

tal que ĺım sup
n→+∞

u1/n
n < r < 1. Entonces, para n suficientemente grande,

sup{u1/m
m : m ≥ n} < r.

Tenemos:

sup{u1/m
m : m ≥ n} < r ⇒ u1/m

m < r ⇒ um < rm.

Como |r| = r < 1, la correspondiente serie geométrica es convergente, luego
también lo es la serie (1).

ii) Veamos que si ĺım sup
n→+∞

u1/n
n < 1, la serie (1) diverge. En efecto, sea r fijo

tal que ĺım sup
n→+∞

u1/n
n > r > 1. Entonces, y razonando de manera análoga a i),

para n suficientemente grande, se verifica um > rm. Como |r| = r > 1, la co-
rrespondiente serie geométrica es divergente, luego también lo es la serie (1).

Consideremos ahora la serie

+∞∑
n=0

anz
n. (2)

Entonces, si ρ 6= 0 y ρ 6= +∞ :

ĺım sup
n→+∞

|anzn|1/n = ĺım sup
n→+∞

|an|1/n |z| = |z| ĺım sup
n→+∞

|an|1/n < 1
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⇔ |z| < 1

ĺım sup
n→+∞

|an|1/n
.

Por tanto, la serie (2) es absolutamente convergente si, y sólo si se verifica
la última desigualdad, en consecuencia

ρ =
1

ĺım sup
n→+∞

|an|1/n
.

Los casos ρ = 0 y ρ = +∞ son triviales.

2. Usamos la propiedad de que el ĺımite superior de una sucesión es el su-
premo de los ĺımites de las subsucesiones convergentes. En nuestro caso es
claro que los ĺımites de las subsucesiones convergentes de |an|1/n son

ĺım
n→+∞

|a2n|1/(2n) = ĺım
n→+∞

1

2
=

1

2
,

ĺım
n→+∞

|a2n+1|1/(2n+1) = ĺım
n→+∞

1

3
=

1

3
.

En consecuencia,

1

ρ
= ĺım sup

n→+∞
|an|1/n = sup{1/2, 1/3} = 1/2,

por tanto el radio de convergencia es ρ = 2.

14.28. Teorema de Pitagoras trigonométrico por
series de potencias

Usando los desarrollos en serie de potencias, demostrar el teorema de Pitágo-
ras trigonométrico en C, es decir

sen 2z + cos2 z = 1, ∀z ∈ C.

Solución. Sabemos que para todo z ∈ C se verifica

sen z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1, cos z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n,

siendo ambas series absolutamente convergentes para todo z. Para dos series
absolutamente convergentes

∑∞
n=0 an y

∑∞
n=0 bn, también sabemos que se

verifica el teorema del producto de Cauchy:( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
.
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Por tanto tenemos:

sen 2z =

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1 · (−1)n−k

(2(n− k) + 1)!
z2(n−k)+1

)

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)n

(2k + 1)!(2(n− k) + 1)!
z2(n+1)

)
.

Haciendo una traslación de sub́ındices podemos escribir

sen 2z =
∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(−1)n−1

(2k + 1)!(2(n− k − 1) + 1)!

)
z2n.

Por otra parte,(
2n

2k + 1

)
=

(2n)!

(2k + 1)!(2n− 2k − 1)!
=

(2n)!

(2k + 1)!(2(n− k − 1) + 1)!
.

En consecuencia,

sen 2z =

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

))
(−1)n−1

(2n)!
z2n. (1)

Procedemos de manera análoga para cos2 x :

cos2 z =
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k · (−1)n−k

(2(n− k))!
z2(n−k)

)

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)n

(2k)!(2(n− k))!
z2n

)
.

Por otra parte, (
2n

2k

)
=

(2n)!

(2k)!(2n− 2k)!
=

(2n)!

(2k)!(2(n− k))!
.

En consecuencia,

cos2 z =

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
2n

2k

))
(−1)n

(2n)!
z2n. (2)

Usando los desarrollos (1) y (2), podemos escribir

cos2 z + sen 2z
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= 1 +
∞∑
n=1

(
n∑
k=0

(
2n

2k

))
(−1)n

(2n)!
z2n +

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

))
(−1)n−1

(2n)!
z2n

= 1 +
∞∑
n=1

(
n∑
k=0

(
2n

2k

))
(−1)n

(2n)!
z2n −

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

))
(−1)n

(2n)!
z2n

= 1 +

∞∑
n=1

(
n∑
k=0

(
2n

2k

)
−
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

))
(−1)n

(2n)!
z2n.

Ahora bien,

n∑
k=0

(
2n

2k

)
−
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

)
=

2n∑
j=0

(−1)j
(

2n

j

)
= (1− 1)2n = 0.

Concluimos pues que sen 2z + cos2 z = 1, ∀z ∈ C.

14.29. Ecuación funcional compleja

Determinar todas las funciones enteras f que satisfacen la ecuación funcional
compleja

f(2z) =
f(z) + f(−z)

2
, ∀z ∈ C

Solución. Si f es una función entera, se puede expresar en todo el plano con-
lejo como suma de una serie de potencias convergente, i.e. f(z) =

∑
n≥0 anz

n.
Si f satisface la ecuación funcional dada, se ha de verificar

∑
n≥0

2nan =

∑
n≥0 anz

n +
∑

n≥0(−1)nanz
n

2
=
∑
n≥0

1 + (−1)n

2
anz

n,

lo cual implica

2nan =
1 + (−1)n

2
an, ∀n ≥ 0.

Si an 6= 0 entonces, 2n = (1 + (−1)n)/2, o de forma equivalente 2n+1 =
1+(−1)n. Claramente, esta relación no se cumple para n ≥ 1, luego ha de ser
an = 0 si n ≥ 1. En consecuencia, las únicas posibles funciones enteras que
satisfacen la ecuación funcional son las constantes, y es inmediato verificar
que éstas la satisfacen.

Concluimos que las funciones enteras que satisfacen la ecuación funcional
dada son exactamente las funciones constantes.
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14.30. Desarrollo en serie de Laurent

1. Desarrollar en serie de Laurent la función f(z) =
1

3z − 7
en potencias

enteras de z.

2. Desarrollar en serie de Laurent la función f(z) =
(4 + i)z + 3i− 8

z2 + z − 6
en

potencias enteras de z.

3. Desarrollar f(z) =
z

(z + 1)(z + 2)
en una corona abierta de centro z0 =

−2.

4. Desarrollar f(z) =
e2z

(z − 1)2
en una corona abierta de centro z0 = 1.

5. Desarrollar f(z) =
1

(z − 3)2
en un entorno de z0 =∞.

6. Determinar los diferentes desarrollos en serie de Laurent de la función

f(z) =
1

z(z − 1)(z − 2)
.

Solución. 1. La función es anaĺıtica en todo el plano complejo salvo en
z = 7/3. La función es pues anaĺıtica en las coronas abiertas 0 < |z| < 7/3
y 7/3 < |z| < +∞. Dividiendo el numerador y denominador de f(z) entre
−7 y usando la suma de la serie geométrica obtenemos:

f(z) =
−1

7

1

1− 3
7z

= −1

7

+∞∑
n=0

(
3

7

)n
zn ( |3z/7| < 1 ).

Tenemos por tanto los desarrollos

f(z) =

+∞∑
n=0

− 3n

7n+1
zn ( 0 < |z| < 7/3 ),

f(z) =

+∞∑
n=0

3n−1

7n
1

zn+1
( 7/3 < |z| < +∞ ).

2. (Resolución esquemática) La función racional dada es anaĺıtica en todos
los puntos del plano complejo salvo aquellos que anulan al denominador.
Resolviendo z2 + z − 6 = 0 obtenemos z = 2, z = −3. La función es pues
anaĺıtica en la tres coronas abiertas

0 < |z| < 2 , 2 < |z| < 3 , 3 < |z| < +∞.
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Descomponiendo en fracciones simples: f(z) = . . . = i · 1

z − 2
+ 4 · 1

z + 3
.

Llamando f1(z) =
1

z − 2
, f2(z) =

1

z + 3
y procediendo como en el ejemplo

anterior obtendŕıamos desarrollos de Laurent (I), (II), (III) y (IV ) :

f1(z) =

{
(I) si 0 < |z| < 2
(II) si 2 < |z| < +∞,

f2(z) =

{
(III) si 0 < |z| < 3
(IV ) si 3 < |z| < +∞.

Entonces,

f(z) =


i(I) + 4(III) si 0 < |z| < 2
i(II) + 4(III) si 2 < |z| < 3
i(II) + 4(IV ) si 3 < |z| < +∞.

3. Efectuando el cambio u = z + 2 y usando la suma de la serie geométrica:

f(z) =
u− 2

(u− 1)u
=
u− 2

u
· −1

1− u
=

(
1− 2

u

)
(−1− u− u2 − u3 − . . .)

=
2

u
+ 1 + u+ u2 + u3 + . . . (|u| < 1).

Por tanto podemos expresar

f(z) =
2

z + 2
+

+∞∑
n=0

(z + 2)n (0 < |z + 2| < 1).

4. Efectuando el cambio u = z − 1 y usando el desarrollo en serie de la
función exponencial obtenemos para u 6= 0:

f(z) =
e2(u+1)

u2
=
e2

u2
· e2u =

e2

u2

+∞∑
n=0

2nun

n!

=
e2

u2
+

2e2

u
+

+∞∑
n=2

e22n

n!
un−2.

Podemos por tanto expresar

f(z) =
e2

(z − 1)2
+

2e2

z − 1
+

+∞∑
n=0

e22n+2

(n+ 2)!
(z − 1)n, (0 < |z − 1| < +∞).

5. Un entorno de ∞ es una región de la forma |z| > a. La función f no
es anaĺıtica exactamente en z = 3, tenemos por tanto que desarrollar en la
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corona abierta 3 < |z| < +∞. Consideremos la función g(z) = 1/(z − 3).
Entonces:

g(z) =
1

z − 3
=

1

z

1

1− 3/z

=
1

z

+∞∑
n=0

3n

zn
=

+∞∑
n=0

3nz−n−1 (|3/z| < 1).

Derivando

g′(z) = − 1

(z − 3)2
=

+∞∑
n=0

(−n− 1)3nz−n−2 (3 < |z|)

Podemos por tanto expresar

(z) =
+∞∑
n=0

(n+ 1)3n

zn+2
, (3 < |z| < +∞).

6. Descomponiendo en suma de fracciones simples obtenemos

f(z) =
1/2

z
− 1

z − 1
+

1/2

z − 2
,

o bien

f(z) =
1

2z
+

1

1− z
− 1

4

1

1− z/2
.

Denotemos

f1(z) =
1

z
, f2(z) =

1

1− z
, f3(z) =

1

1− z/2
,

por tanto

f(z) =
1

2
f1(z) + f2(z)− 1

4
f3(z).

Usando el conocido teorema acerca de la serie geométrica

f1(z) =
1

z
(|z| > 0)

f2(z) =
1

1− z
=



+∞∑
n=0

zn (0 < |z| < 1) (S1)

−1

z

1

1− 1/z
= −1

z

+∞∑
n=0

1

zn

= −
∑+∞

n=0

1

zn+1
(1 < |z|) (S2)
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f3(z) =
1

1− z/2
=



+∞∑
n=0

zn

2n
(0 < |z| < 2) (S3)

−2

z

1

1− 2/z
= −2

z

+∞∑
n=0

1

(2z)n

= −
∑+∞

n=0

1

2n−1zn+1
(2 < |z|) (S4)

Es decir,

f(z) =


1

2z
+ S1 −

1

4
S3 si 0 < |z| < 1

1

2z
+ S2 −

1

4
S3 si 1 < |z| < 2

1

2z
+ S2 −

1

4
S4 si 2 < |z| < +∞

14.31. Serie de Laurent con parámetros

Se considera la función compleja de variable compleja:

f(z) =
z2 − 1

λz2 + (λ2 + 1)z + λ
(λ ∈ C).

(a) Hallar y clasificar sus singularidades según los diferentes valores del
parámetro complejo λ.

(b) Para cada valor de λ ∈ C hallar los diferentes desarrollos en serie de
Laurent de f(z) en potencias de z y especificar sus respectivos dominios de
validez.

(c) Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la función real de variable real
definida en [0, 2π] :

ϕ(t) =
sin t

1 + a2 − 2a cos t
(0 < a < 1).

Indicación: la serie de Fourier es

+∞∑
−∞

cne
int con cn =

1

2π

∫ 2π

0
ϕ(t)eint dt.

Relacionar esta serie con algún desarrollo de Laurent de f(z).

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS Ing. Industriales, UPM).
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Solución. (a) Para λ = 0 la función es f(z) = (z2 − 1)/z y por tanto
z = 0 es polo simple. Para λ 6= 0 fácilmente verificamos que las ráıces del
denominador de f(z) son z1 = −1/λ y z2 = −λ. Estas dos ráıces son iguales
para λ = ±1. Si λ 6= ±1 el numerador de z no se anula y por tanto z1 y
z2 son polos simples. Si λ = 1 entonces f(z) = (z − 1)/(z + 1) con lo cual
z = −1 es polo simple. Si λ = −1 entonces f(z) = (z + 1)/(1 − z) con lo
cual z = 1 es polo simple. Podemos concluir que

λ = 0 : 0 polo simple
λ = 1 : −1 polo simple
λ = −1 : 1 polo simple

λ 6= ±1 ∧ λ 6= 0 : −λ , −1/λ polos simples .

(b) Para λ = 0 tenemos

f(z) =
z2 − 1

z
= −1

z
+ z (0 < |z| < +∞).

Para λ = 1 y usando el teorema relativo a la suma de la serie geométrica

f(z) =
z − 1

z + 1
= 1− 2

1 + z

=


1− 2

+∞∑
n=0

(−1)nzn (0 < |z| < 1)

1− 2

z

1

1 + 1/z
= 1− 2

+∞∑
n=0

(−1)n

zn+1
(1 < |z| < +∞).

Para λ = −1

f(z) =
z + 1

1− z
= −1 +

2

1− z

=


−1 + 2

+∞∑
n=0

zn (0 < |z| < 1)

−1− 2

z

1

1− 1/z
= 1− 2

+∞∑
n=0

1

zn+1
(1 < |z| < +∞).

Para λ 6= 0,±1, efectuando la división eucĺıdea y descomponiendo en frac-
ciones simples

f(z) =
1

λ
− 1

λ

λ2+1
λ z + 2(

z + 1
λ

)
(z + λ)

=
1

λ
− 1

λ

(
A

z + 1
λ

+
B

z + λ

)

= . . . =
1

λ
− 1

λ2

1

z + 1
λ

− 1

z + λ
.
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Hallemos los desarrollos en serie de Laurent de las fracciones simples ante-
riores.

1

z + 1
λ

= λ
1

1 + λz
= λ

+∞∑
n=0

(−λz)n (|λz| < 1).

Queda

1

z + 1
λ

=
+∞∑
n=0

(−1)nλn+1zn (0 < |z| < 1/|λ|), (desarrollo L1(z)).

Análogamente

1

z + 1
λ

=
1

z

1

1 + 1
λz

=
1

z

+∞∑
n=0

(
−1

λz

)n
(1/|λz| < 1),

1

z + 1
λ

=
+∞∑
n=0

(−1)n

λn
1

zn+1
(1/|λ| < |z| < +∞) (desarrollo L2(z)).

1

z + λ
=

1

λ

1

1 + z
λ

=
1

λ

+∞∑
n=0

(
− z
λ

)n
(|z/λ| < 1),

1

z + λ
=

+∞∑
n=0

(−1)n

λn+1

1

zn
(0 < |z| < |λ|) (desarrollo L3(z)).

1

z + λ
=

1

z

1

1 + λ
z

=
1

z

+∞∑
n=0

(
−λ
z

)n
(|λ/z| < 1),

1

z + λ
=

+∞∑
n=0

(−1)nλn

zn+1
(|λ| < |z| < +∞) (desarrollo L4(z)).

Si 0 < |λ| < 1 entonces, 0 < |λ| < 1 < 1/|λ|. Tendŕıamos los desarrollos

f(z) =
1

λ
− 1

λ2
L1(z)− L3(z) (0 < |z| < |λ|),

f(z) =
1

λ
− 1

λ2
L4(z)− L1(z) (|λ| < |z| < 1/|λ|),

f(z) =
1

λ
− 1

λ2
L2(z)− L4(z) (1/|λ| < |z| < +∞).

Si |λ| > 1 entonces, 1/|λ| < 1 < |λ|. Tendŕıamos los desarrollos

f(z) =
1

λ
− 1

λ2
L1(z)− L3(z) (0 < |z| < 1/|λ|),
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f(z) =
1

λ
− 1

λ2
L2(z)− L3(z) (1/|λ| < |z| < |λ|),

f(z) =
1

λ
− 1

λ2
L2(z)− L4(z) (|λ| < |z| < +∞).

(c) Desarrollemos cn. Para ello efectuamos la sustitución z = eit con lo cual
dz = izdt, sin t = (z2 − 1)/2iz y cos t = (z2 + 1)/2z. Por tanto

cn =
1

2π

∫ 2π

0
ϕ(t)eintdt =

1

2π

∫
|z|=1

z2−1
2iz

1 + a2 − 2a z
2+1
2z

· zn · dz
iz

=

− 1

4π

∫
|z|=1

(z2 − 1)zn−1dz

az2 − (1 + a2)z + a
= − i

2

1

2πi

∫
|z|=1

z2−1
az2−(1+a2)z+a

dz

z−(n−1)
= − i

2
A−n.

en donde A−n es el coeficiente de 1/zn en el desarrollo en serie de Laurent de
la función f(z) del apartado (a) para λ = a < 1 < 1/a = 1/λ. Corresponde
al desarrollo

f(z) =
1

a
− 1

a2
L4(z)− L1(z) (a < |z| < 1/a),

y el coeficiente de 1/zn es (−1/a2)(−1)n−1 = (−1)nan−3. El desarrollo pe-
dido es

ϕ(t) =
+∞∑
−∞

(−1)n+1an−3i

2
eint.

14.32. Recurrente compleja por serie de potencias

(a) Los términos de una sucesión (an) de números complejos satisfacen la
relación de recurrencia de segundo orden 4an+2 +4an+1 +an = 0. Encontrar
una acotación de la forma |an| ≤MKn.
(b) Demostrar que la serie de potencias f(z) =

∑∞
n=0 anz

n tiene su radio de
convergencia no nulo.
(c) Resolver la ecuación en diferencias 4an+2 + 4an+1 + an = 4 con a0 =
1, a1 = −1.
Indicación. Multiplicar por zn+2 ambos miembros de la ecuación en diferen-
cias finitas y despejar f(z). Después, desarrollar f(z) en serie de potencias.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Tenemos an+2 = −(an+1 + an/4). En consecuencia:

|an+2| =
∣∣∣an+1 +

an
4

∣∣∣ ≤ |an+1|+
∣∣∣an

4

∣∣∣ ≤ máx {|an+1| , |an|}
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+
1

4
máx {|an+1| , |an|} =

5

4
máx {|an+1| , |an|} .

Para n = 0 las desigualdad se pueden escribir en la forma:

|a2| ≤
5

4
máx {|a1| , |a0|} .

Para n = 1 en la forma:

|a3| ≤
5

4
máx {|a2| , |a1|} ≤

5

4
máx

{
5

4
máx {|a1| , |a0|} , |a0|

}

=

(
5

4

)2

máx {|a1| , |a0|} .

Usando el método de inducción, se llega inmediatamente a la acotación:

|an| ≤
(

5

4

)n−1

máx {|a1| , |a0|} =

(
4

5
máx {|a1| , |a0|}

)(
5

4

)n
.

En consecuencia tenemos |an| ≤MKn siendo:

M =
4

5
máx {|a1| , |a0|} , K =

5

4
.

(b) El radio de convergencia de la serie de potencias
∑∞

n=0 anz
n sabemos

que viene dado por R = 1/ ĺım sup n
√
|an|. Por el apartado anterior tenemos

|an| ≤MKn. Entonces:

ĺım sup n
√
|an| ≤ ĺım sup

n
√
MKn = K ĺım sup

n
√
M.

Por otra parte ĺımn→∞
n
√
M = ĺımn→∞M

1/n = M0 = 1 si M 6= 0. Si M = 0
es decir, |a1| = |a2| = 0 entonces ĺımn→∞

n
√
M = 0. Todo esto implica que

en cualquier caso ĺım sup n
√
|an| ≤ K y por tanto R ≥ 1/K > 0. Es decir, el

radio de convergencia es no nulo.

(c) Multiplicando ambos miembros de la ecuación recurrente por zn+2:

4an+2z
n+2 + 4an+1z

n+2 + anz
n+2 = 4zn+2.

Tomando sumas:

4
∞∑
n=0

an+2z
n+2 + 4z

∞∑
n=0

an+1z
n+1 + z2

∞∑
n=0

anz
n = 4z2

∞∑
n=0

zn.

Las series del primer miembro tienen radio de convergencia R y la del se-
gundo miembro 1 (geométrica de razón z). La igualdad tiene sentido pues
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para |z| < mı́n{1, R}. Al ser f(z) =
∑∞

n=0 anz
n y f(z) =

∑∞
n=0 z

n =
1/(1− z) (|z| < 1) obtenemos:

4(f(z)− a0 − a1z) + 4z(f(z)− a0) + z2f(z) =
4z2

1− z
,

igualdad válida para |z| < mı́n {1, R}. Sustituyendo a0 = 1, a1 = −1, despe-
jando f(z) y simplificando obtenemos:

f(z) =
4z2 − 4z + 4

(z + 2)2(1− z)
y efectuando la descomposición en fracciones simples:

f(z) =
4/9

1− z
+
−32/9

z + 2
+

28/3

(z + 2)2
.

Desarrollemos en serie f1(z) = 1/(1 − z), f2(z) = 1/(z + 2) y f3(z) =
1/(z + 2)2 :

f1(z) =
1

1− z
=
∞∑
n=0

zn (|z| < 1),

f2(z) =
1

z + 2
=

1

2
· 1

1− (−z/2)
=

1

2

∞∑
n=0

(−z/2)n (|z| < 2).

Derivando la última igualdad respecto de z:

−f3(z) = − 1

(z + 2)2
=

1

2

∞∑
n=1

n

(
−z
2

)n−1

·
(
−1

2

)

=
∞∑
n=1

(−1)nn

2n+1
zn−1 =

∞∑
n=0

(−1)n+1(n+ 1)

2n+2
zn.

Este último desarrollo es válido para |z| < 2 pues toda serie de potencias y
su serie derivada tienen el mismo radio de convergencia. Además claramente
los desarrollos anteriores de f1, f2 y f3 son válido para |z| < mı́n{1, R}. La
expresión de f(z) para esos valores de z es por tanto:

f(z) =
4

9

∞∑
n=0

zn − 32

9
· 1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n
zn − 28

3

∞∑
n=0

(−1)n+1(n+ 1)

2n+2
zn.

Operando y simplificando obtenemos:

f(z) =
∞∑
n=0

[
4

9
+

(−1)n

2n

(
7n

3
+

5

9

)]
zn,

con lo cual, la solución de la ecuación en diferencias es:

an =
1

9

(
4 +

(−1)n(21n+ 5)

2n

)
.
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14.33. Suma de series por residuos

1. Sea N entero no negativo y ΓN el cuadrado de vértices(
N +

1

2

)
(1 + i),

(
N +

1

2

)
(1− i),

(
N +

1

2

)
(−1 + i),

(
N +

1

2

)
(−1− i).

Demostrar que existe M > 0 tal que |cotπz| ≤M para todo z ∈ ΓN .

2. Sea f(z) anaĺıtica en todo el plano complejo salvo en un número finito de
polos z1, z2, . . . , zm ninguno de los cuales es un número entero. Supongamos
además que existen H > 0 y k > 1 tales que

|f(z)| ≤ H

|z|k
para |z| suficientemente grande.

Demostrar que
+∞∑
−∞

f(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cotπz) .

3. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n2 − a2
con (a ∈ R− Z).

4. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n4 − a4
con (a ∈ R− Z).

5. Demostrar que (a)

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
. (b)

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

6. Sea f(z) anaĺıtica en todo el plano complejo salvo en un número finito de
polos z1, z2, . . . , zm ninguno de los cuales es un número entero. Supongamos
además que existen H > 0 y k > 1 tales que |f(z)| ≤ H/ |z|k para |z|
suficientemente grande. Con estas hipótesis, se demuestra que

+∞∑
−∞

(−1)nf(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cscπz) .

Usando este resultado, hallar
+∞∑
−∞

(−1)n

n2 + a2
(a > 0).

Solución. 1. Dado que senπz = 0 si y sólo si z es entero y que ΓN no
contiene puntos con coordenadas enteras, cotπz está definida en todo ΓN .
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Distinguiremos tres casos

i) y > 1/2. En este caso,

|cotπz| =
∣∣∣ cosπz

senπz

∣∣∣ =

∣∣∣∣eπiz + e−πiz

eπiz − e−πiz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣eπix−πy + e−πix+πy

eπix−πy − e−πix+πy

∣∣∣∣
≤︸︷︷︸

|w1−w2|≥||w1|−|w2||

∣∣eπix−πy∣∣+
∣∣e−πix+πy

∣∣
||eπix−πy| − |e−πix+πy||

=
e−πy + eπy

|e−πy − eπy|

=︸︷︷︸
y>1/2⇒eπy>e−πy

e−πy + eπy

eπy − e−πy
=

1 + e−2πy

1− e−2πy
≤︸︷︷︸

y>1/2

1 + e−π

1− e−π
= M1 > 0.

ii) y < −1/2. Razonando como en el caso anterior

|cotπz| = e−πy + eπy

|e−πy − eπy|
=︸︷︷︸

y<−1/2⇒e−πy>eπy

e−πy + eπy

e−πy − eπy

=
1 + e2πy

1− e2πy
≤︸︷︷︸

y<−1/2

1 + e−π

1− e−π
= M1 > 0.

iii) 1/2 ≤ y ≤ −1/2. Si z = n+ 1
2 + iy, usando que cot(π/2 +w) = − tanw,

que tan iw = i tanhw y que la función tanh t es estrictamente creciente en
R,

|cotπz| = |cotπ (n+ 1/2 + iy)| = |cot (π/2 + πiy)|

= |− tanπiy| = |tanhπy| ≤ tanhπ/2 = M2. > 0

Si z = −n− 1
2 + iy y razonando de manera análoga,

|cotπz| = |cotπ (−n− 1/2 + iy)| = |cot (−π/2 + πiy)|

= |tanπiy| =≤ tanhπ/2 = M2 > 0.

Basta ahora elegir M = máx{M1,M2}.

Nota. Dado que

M2 = tanh
π

2
=
eπ/2 − e−π/2

eπ/2 + e−π/2
=

1− e−π

1 + e−π
<

1 + e−π

1− e−π
= M1,

podemos elegir M = M1.
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2. Para todo n entero tenemos

ĺım
z→n

(z − n)f(z)π cotπz = πf(n) ĺım
z→n

z − n
tanπz

= πf(n) ·
{

0

0

}

=︸︷︷︸
L’Hopital

πf(n) ĺım
z→n

1

π cos2 πz
= πf(n) · 1

π
= f(n).

Los polos de la función πf(z) cotπz son por tanto los números enteros y
ademas

Resz=n πf(z) cotπz = f(n).

Si ΓN es la curva del problema anterior recorrida en sentido antihorario
con N suficientemente grande para que encierre todos los polos de f(z) y
aplicando el teorema de los residuos,

∫
ΓN

πf(z) cotπz dz = 2πi

 N∑
−N

f(n) +

m∑
j=1

Resz=zj πf(z) cotπz

 .

El lado del cuadrado ΓN es 2N+1, luego su longitud es L = 8N+4. Entonces,
usando el resultado del problema anterior y las hipótesis de acotación dadas

0 ≤
∣∣∣∣∫

ΓN

πf(z) cotπz dz

∣∣∣∣ ≤ πHM

Nk
(8N + 4).

Tomando ĺımites cuando N → +∞ queda

ĺım
N→+∞

∫
ΓN

πf(z) cotπz dz = 0,

con lo cual se verifica

+∞∑
−∞

f(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cotπz) .

3. Consideremos la función f(z) =
1

z2 − a2
. Como ĺım

z→∞
z2f(z) = 1 (finito), la

función |f(z)| / |z|2 está acotada para |z| suficientemente grande. Es además
anaĺıtica en C salvo en los polos no enteros y simples z = ±a, por tanto
podemos aplicar la fórmula

+∞∑
−∞

f(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cotπz) .
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siendo z1, . . . , zm los polos de f(z), (zj /∈ Z). Tenemos,

Resz=a (f(z) cotπz) = ĺım
z→a

(z − a)
cotπz

(z − a)(z + a)
=

cotπa

2a

Resz=−a (f(z) cotπz) = ĺım
z→−a

(z + a)
cotπz

(z − a)(z + a)
=

cot(−πa)

−2a
=

cotπa

2a
.

Como f(z) es función par y f(0) = −1/a2,

+∞∑
n=−∞

1

n2 − a2
= 2

+∞∑
n=1

1

n2 − a2
− 1

a2
.

Ahora bien,
+∞∑

n=−∞

1

n2 − a2
= −π cotπa

a

Despejando obtenemos

+∞∑
n=1

1

n2 − a2
=

1− πa cotπa

2a2
.

4. Procedemos como el problema anterior. Consideremos la función f(z) =
1

z4 − a4
. Como ĺım

z→∞
z2f(z) = 0 (finito), la función |f(z)| / |z|2 está acotada

para |z| suficientemente grande. Es además anaĺıtica en C salvo en los polos
no enteros y simples z = ±a, y z = ±ai. Fácilmente obtenemos los residuos

Resz=a (f(z) cotπz) = Resz=−a (f(z) cotπz) =
cotπa

4a3
,

Resz=ai (f(z) cotπz) = Resz=−a (f(z) cotπz) =
cothπa

4a3
,

Como f(z) es función par y f(0) = −1/a4,

+∞∑
n=−∞

1

n4 − a4
= 2

+∞∑
n=1

1

n4 − a4
− 1

a4
.

Ahora bien,
+∞∑

n=−∞

1

n4 − a4
= −π

[
cotπa

2a3
+

cothπa

2a3

]
Despejando obtenemos

+∞∑
n=1

1

n4 − a4
=

1

2a4
− π

4a3
(cotπa+ cothπa).
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5. (a) Sea f(z) = 1/z2 y hallemos el residuo de la función πf(z) cotπz en el
polo z = 0. Tenemos

πf(z) cotπz =
π cosπz

z2 senπz
=

π

(
1− π2z2

2!
+
π4z4

4!
− · · ·

)
z2

(
πz − π3z3

3!
+
π5z5

5!
− · · ·

)

=
1− π2z2

2!
+
π4z4

4!
− · · ·

z3 − π2z5

3!
+
π4z7

5!
− · · ·

=︸︷︷︸
div. pot. crecientes

1

z3
− π2

3z
+ · · ·

⇒ Resz=0πf(z) cotπz = coef

(
1

z

)
= −π

3

3
.

Procediendo como en los problemas anteriores,∫
ΓN

πf(z) cotπz dz = 2πi

( −1∑
−N

1

n2
+

N∑
1

1

n2
− π2

3

)

= 2πi

(
2

N∑
1

1

n2
− π2

3

)
⇒︸︷︷︸

N→+∞

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

(b) Sea f(z) = 1/z4 y hallemos el residuo de la función πf(z) cotπz en el
polo z = 0. Tenemos

πf(z) cotπz =
π cosπz

z4 senπz
=

π

(
1− π2z2

2!
+
π4z4

4!
− · · ·

)
z4

(
πz − π3z3

3!
+
π5z5

5!
− · · ·

)

=
1− π2z2

2!
+
π4z4

4!
− · · ·

z5 − π2z7

3!
+
π4z9

5!
− · · ·

=︸︷︷︸
div. pot. crecientes

1

z3
− π2

3z3
− π4

45z
+ · · ·

⇒ Resz=0πf(z) cotπz = coef

(
1

z

)
= −π

4

45
.

Procediendo como en el apartado anterior,∫
ΓN

πf(z) cotπz dz = 2πi

( −1∑
−N

1

n4
+

N∑
1

1

n4
− π4

45

)
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= 2πi

(
2

N∑
1

1

n4
− π4

45

)
⇒︸︷︷︸

N→+∞

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

6. Consideremos la función f(z) =
1

z2 + a2
. Como ĺım

z→∞
z2f(z) = 1 (finito), la

función |f(z)| / |z|2 está acotada para |z| suficientemente grande. Es además
anaĺıtica en C salvo en los polos no enteros y simples z = ±ai, por tanto
podemos aplicar la fórmula

+∞∑
−∞

(−1)nf(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cscπz) .

siendo z1, . . . , zm los polos de f(z), (zj /∈ Z). Tenemos,

Resz=ai (f(z) cscπz) = ĺım
z→ai

(z − ai) cscπz

(z − ai)(z + ai)

=
cscπai

2ai
=

1

2ai senπai
=

1

2ai(i senhπa)
= − 1

2a senhπa
,

Resz=−ai (f(z) cscπz) = ĺım
z→−ai

(z + ai)
cscπz

(z − ai)(z + ai)

=
csc(−πai)
−2ai

=
cscπai

2ai
= − 1

2a senhπa
.

Por tanto,
+∞∑
−∞

(−1)n

n2 + a2
=

π

a senhπa
.

14.34. Familia de racionales complejas

Para cada número real t con |t| < 1 se considera la función compleja definida
por

f(z) =
4− z2

4− 4tz + z2
.

y se pide:

(a) Descomponer f(z) en fracciones simples.
(b) Obtener la expresión de las derivadas sucesivas en z = 0 de la función
f(z).
(c) Demostrar que el coeficiente Tn(t) de zn en el desarrollo en serie de
Taylor en z = 0 de f(z) es un polinomio de grado n en t y que se cumple la
relación de recurrencia

4Tn+1 − 4tTn(t) + Tn−1(t) = 0.
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Solución. (a) Efectuando la división eucĺıdea:

f(z) = −1 +
−4tz + 8

z2 − 4tz + 4
.

Resolviendo z2 − 4tz + 4 = 0 obtenemos a = 2t + 2i
√

1− t2 y ā = 2t −
2i
√

1− t2. Expresando en fracciones simples:

−4tz + 8

z2 − 4tz + 4
=

A

z − a
+

B

z − ā
=
A(z − ā) +B(z − a)

(z − a)(z − ā)
.

Para z = a, tenemos −4ta+8 = A(a− ā) y para z = a, −4tā+8 = B(ā−a).
Entonces:

A =
−4ta+ 8

a− ā
=
−8t2 − 8ti

√
1− t2 + 8

4i
√

1− t2
=
−2t2 − 2ti

√
1− t2 + 2

i
√

1− t2

−2t2i+ 2t
√

1− t2 + 2i

−
√

1− t2
= −2t− 2(1− t2)√

1− t2
i = −2t− 2

√
1− t2i = −a.

Operando de manera análoga obtenemos B = −ā, por tanto la descomposi-
ción en fracciones simples de f(z) es

f(z) = −1− a

z − a
− ā

z − ā

(
a = 2t+ 2i

√
1− t2

)
.

(b) Llamando f1(z) = −a/(z − a) y f2(z) = −ā/(z − ā) :

f1(z) =
1

1− z

a

=
+∞∑
n=0

zn

an
=

+∞∑
n=0

f
(n)
1 (0)

n!
zn ⇒ f

(n)
1 (0) =

n!

an
.

Razonando de manera análoga obtenemos f
(n)
2 (0) = n!/ān. Por tanto, si

n ≥ 1

f (n)(0) = n!

(
1

an
+

1

ān

)
=
n!(an + ān)

(aā)n
=

n!(an + ān)

(4t2 + 4− 4t2)n
=
n!(an + ān)

4n
.

(c) Veamos que efectivamente se verifica la relación de recurrencia dada. En
un entorno del origen podemos escribir

4− z2

4− 4tz + z2
=

+∞∑
n=0

Tn(t)zn
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o bien 4 − z2 = (4 − 4tz + z2)(T0(t) + T1(t)z + T2(t)z2 + . . .). Igualando
coeficientes obtenemos

4 = 4T0(t)
0 = 4T1(t)− 4tT0(t)

−1 = 4T2(t)− 4tT1(t) + T0(t),

de lo cual deducimos T0(t) = 1, T1(t) = t, T2(t) = t2 − 1
2 . Estos polinomios

se han obtenido identificando en ambos miembros los coeficientes de z0, z1

y z2. Identificando en ambos miembros el coeficiente de zn+1 (para n ≥ 2) :

0 = 4Tn+1 − 4tTn(t) + Tn−1(t),

que es la relación de recurrencia pedida. Demostremos por inducción que
Tn(t) es un polinomio de grado n. Hemos visto que es cierto para n = 0, 1, 2.

Sea cierto para todo k ≤ n. De la relación de recurrencia tenemos que

Tn+1(t) = tTn(t) − 1

4
Tn−1(t), lo cual implica que Tn+1(t) es un polinomio.

Como el grado de Tn(t) es n se deduce que el grado de tTn−1(t) es n+ 1 y al
ser el grado de 1

4Tn−1(t) igual a n − 1, concluimos que el grado de Tn+1(t)
es n+ 1.

14.35. Teorema de Rouché

1. Hallar el número de ceros de F (z) = z8 − 4z5 + z2 − 1 en |z| < 1.

2. Aplicando el teorema de Rouché, hallar el número de soluciones de las
siguientes ecuaciones en los dominios que se indican.
1) z4 − 3z3 − 1 = 0 en |z| < 2.
2) z3 + z + 1 = 0 en |z| < 1/2.

3. Hallar el número de soluciones de la ecuación 4z4 − 29z2 + 25 = 0 en
2 < |z| < 3.

Solución. Recordamos el teorema de Rouché:
Sean f y g dos funciones anaĺıticas en un doninio cerrado D del plano
complejo limitado por el contorno Γ. Supongamos que se verifica

|f(z)| > |g(z)| , ∀z ∈ Γ.

Entonces, F (z) = f(z) + g(z) tiene el mismo número de ráıces en D que
f(z) (teniendo en cuenta multiplicidades). �
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1. Elijamos f(z) = −4z5, g(z) = z8 + z2 − 1. En |z| = 1 se verifica

|g(z)| =
∣∣z8 + z2 − 1

∣∣ ≤ ∣∣z8
∣∣+
∣∣z2
∣∣+ |−1| = |z|8 + |z|2 + 1 = 3,

|f(z)| =
∣∣−4z5

∣∣ = 4 |z|5 = 4.

Por tanto, |f(z)| > |g(z)| en |z| < 1. Según el teorema de Rouché F (z) tiene
el mismo número de ráıces en |z| < 1 que −4z5 incluyendo multiplicidades
es decir, 4 ráıces.

2. 1) Llamemos F (z) = z4 − 3z3 − 1 y elijamos f(z) = −3z3, g(z) = z4 − 1.
En |z| = 2 se verifica

|g(z)| =
∣∣z4 − 1

∣∣ ≤ ∣∣z4
∣∣+ |−1| = |z|4 + 1 = 16 + 1 = 17,

|f(z)| =
∣∣−3z3

∣∣ = 3 · 23 = 24.

Por tanto, |f(z)| > |g(z)| en |z| < 2. Según el teorema de Rouché F (z) tiene
el mismo número de ráıces en |z| < 2 que −3z3 incluyendo multiplicidades
es decir, 3 ráıces.

2) Llamemos F (z) = z3 + z + 1 y elijamos f(z) = 1, g(z) = z3 + z. En
|z| = 1/2 se verifica

|g(z)| =
∣∣z3 + z

∣∣ ≤ ∣∣z3
∣∣+ |z| = 1

8
+

1

2
=

5

8
,

|f(z)| = |1| = 1.

Por tanto, |f(z)| > |g(z)| en |z| < 1/2. Según el teorema de Rouché F (z)
tiene el mismo número de ráıces en |z| < 1/2 que 1 incluyendo multiplicida-
des es decir, no tiene ráıces.

3. Llamemos F (z) = 4z4− 29z2 + 25 y sean N1 el número de ráıces de F (z)
en |z| < 3, y N2 el número de ráıces de F (z) en |z| < 2. Entonces, el número
de ráıces de F (z) en 2 < |z| < 3 es N1−N2, si F (z) no tiene ráıces en |z| = 2.

Aplicando el teorema de Rouché para |z| < 3 considerando f(z) = 4z3,
fácilmente obtenemos que N1 = 4, y aplicandolo para |z| < 2 considerando
f(z) = −29z2, fácilmente obtenemos que N2 = 2.

En el proceso de cálculo de N2 ya se habrá comprobado que F (z) no tiene
ráıces en |z| = 2 pues |f(z)| > |g(z)| . Concluimos que el número de ráıces
de F (z) en 2 < |z| < 3 considerando multiplicidades es N1 −N2 = 2.
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14.36. Función holomorfa: representación integral

Se considera la función compleja definida mediante la representación integral

f(z) =

∫ +∞

0
e−zt

2
dt.

(a) Comprobar que la función está bien definida en el semiplano de los núme-
ros complejos con parte real estrictamente positiva y calcular el valor f(z)
cuando z es un número real positivo.

(b) Aceptando que la función f es holomorfa en ese semiplano, determinar
el valor de la integral ∫ +∞

0
e−t

2
cos t2 dt.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Sea z = x+ iy con x, y ∈ R. Entonces,

e−zt
2

= e−(x+iy)t2 = e−xt
2
e−iyt

2
= e−xt

2
[cos(−yt2) + i sin(−yt2)]

= e−xt
2

cos(yt2)− ie−xt2 sin(yt2).

Por otra parte, |e−xt2 cos(yt2)| ≤ e−xt
2

y |e−xt2 sin(yt2)| ≤ e−xt
2

lo cual
implica que si la integral

∫ +∞
0 e−xt

2
dt es convergente para x > 0 también

son convergentes∫ +∞

0
e−xt

2
cos(yt2) dt y

∫ +∞

0
e−xt

2
sin(yt2) dt. (1)

Efectuando el cambio u =
√
xt y usando la integral de Euler∫ +∞

0
e−xt

2
dt =

∫ +∞

0
e−u

2 1√
x
du =

√
π

2
√
x
.

Al ser convergentes las integrales que aparecen en (1), lo es la integral∫ +∞
0 e−zt

2
dt, es decir f(z) está bien definida en Re z > 0.

(b) Llamemos I =
∫ +∞

0 e−t
2

cos t2 dt y
∫ +∞

0 e−t
2

sin t2 dt. Entonces,

K = I − iJ =

∫ +∞

0
(e−t

2
cos t2 − ie−t2 sin t2) dt

=

∫ +∞

0
e−t

2
[cos(−t2) + i sin(−t2)] dt
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∫ +∞

0 x dx/((1 + x)n − (1− x)n) por residuos

=

∫ +∞

0
e−t

2−it2 dt =

∫ +∞

0
e−(1+i)t2 dt = f(1 + i).

Por el apartado anterior, f(x) =
√
π/(2
√
x) en el intervalo (0,+∞). Usando

el principio de identidad de las funciones holomorfas (según el enunciado
podemos aceptar que f lo es), f(z) =

√
π/(2
√
z) en Re z > 0. Por tanto,

K = I − iJ = f(1 + i) =

√
π

2
√

1 + i
=

√
π

2 4
√

2 eπi/8

=

√
π

2 4
√

2
e−πi/8 =

√
π

2 4
√

2

(
cos

π

8
− i sin

π

8

)
.

Igualando partes reales queda∫ +∞

0
e−t

2
cos t2 dt =

√
π

2 4
√

2
cos

π

8
.

14.37. Integral
∫ +∞

0 x dx/((1 + x)n − (1 − x)n) por
residuos

a) Para cada valor de n entero positivo calcular todas las ráıces reales o
complejas de la ecuación (1 + z)n = (1− z)n.

b) Para cada valor de n entero positivo, determinar y clasificar las singula-
ridades de la función compleja:

f(z) =
z

(1 + z)n − (1− z)n
.

c) Aplicando la técnica de residuos, calcular la siguiente integral real, de-
terminando previamente los valores de n (entero positivo) para los cuales es
convergente: ∫ +∞

0

x dx

(1 + x)n − (1− x)n
.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. a) Claramente z = 1 no es solución de la ecuación. Para z 6= 1
tenemos:(

1 + z

1− z

)n
= 1⇔ 1 + z

1− z
= e

2kπ
n
i (k = 0, 1, 2, . . . , n− 1)

⇔ 1 + z = e
2kπ
n
i − ze

2kπ
n
i ⇔ z(1 + e

2kπ
n
i) = e

2kπ
n
i − 1⇔ z =

e
2kπ
n
i − 1

e
2kπ
n
i + 1

.
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Si e
2kπ
n
i = 1 ( es decir, si n = 2k ) no está definido z. Multiplicando y

dividiendo por e−
kπ
n
i obtenemos las soluciones de la ecuación:

zk =
e

2kπ
n
i − 1

e
2kπ
n
i + 1

=
e
kπ
n
i − e−

kπ
n
i

e
kπ
n
i + e−

kπ
n
i

= i tan
kπ

n
,

para k = 0, 1, . . . , n− 1 y 2k 6= n, es decir tenemos n ráıces si n es impar y
n− 1 ráıces si n es par.

b) Veamos que z0 = 0 es singularidad evitable

f(z) =
z

(1 + z)n − (1− z)n
=

z

1 + nz + p(z)− (1− nz + q(z))

=
z

2nz + p(z)− q(z)
=

1

2n+ (p(z)− q(z))/z
⇒ ĺım

z→0
f(z) =

1

2n
.

El ĺımite es finito y por tanto la singularidad es evitable. Veamos que las
otras ráıces son polos simples.

ĺım
z→zk

f(z)(z − zk) = ĺım
z→zk

z

(1 + z)n − (1− z)n
· (z − zk) =

{
0

0

}
= ĺım

z→zk

z(z − zk)
(z − z0) . . . (z − zk) . . . (z − zn)

=
zk

(zk − z0) . . . (zk − zn)
6= 0.

El ĺımite es no nulo pues todas las ráıces son distintas y estamos en el caso
zk 6= 0.

c) Para todo x ∈ R− {0} tenemos:

f(−x) =
−x

(1− x)n − (1 + x)n
=

x

(1 + x)n − (1− x)n
= f(x).

Es decir, f es función par. Por otra parte I =
∫ +∞

0 f(x)dx es impropia en
+∞ y no es impropia en 0. Por un conocido teorema, la integral I será con-
vergente sii el grado del denominador es mayor o igual que 3. Es decir, I es
convergente sii n ≥ 3 y además I = (1/2)

∫ +∞
−∞ f(x)dx. Consideremos ahora

las curvas γ ≡ ABCA y Γ ≡ BCA de la figura.

y

x
−R R

A B

C

z1
z2

...
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∫ +∞

0 x dx/((1 + x)n − (1− x)n) por residuos

La singularidad zk = i tan(kπ/n) está en el semiplano y > 0 sii 0 < kπ/n <
π/2, o bien sii 0 < k < n/2. Para R suficientemente grande podemos escribir:∫

γ
f(z) dz =

∫ R

−R
f(x) dx+

∫
Γ
f(z) dz. [∗]

Hallaremos pues los residuos en los polos simples zk con 0 < k < n/2
(recuérdese que z0 = 0 es singularidad evitable).

∀k : 0 < k < n/2⇒ Res(f, zk) = ĺım
z→zk

z(z − zk)
(1 + z)n − (1− z)n

=

{
0

0

}

= ĺım
z→zk

2z − zk
n(1 + z)n−1 + n(1− z)n−1

=
zk

n(1 + zk)n−1 + n(1− zk)n−1
.

Como zk cumple (1+zk)
n = (1−zk)n, tenemos (1+zk)

n−1 = (1−zk)n/(1+zk)
y por tanto:

Res(f, zk) =
zk

n

(
(1− zk)n

1 + zk
+ (1− zk)n−1

) =
zk(1 + zk)

2n(1− zk)n−1
.

Simplifiquemos la expresión anterior:

1− zk = 1− i tan
kπ

n
= 1− e

kπ
n
i − e−

kπ
n
i

e
kπ
n
i + e−

kπ
n
i

=
2e

kπ
n
i

2 cos
kπ

n

=
e−

kπ
n
i

cos
kπ

n

,

1 + zk = 1 + i tan
kπ

n
= 1 +

e
kπ
n
i − e−

kπ
n
i

e
kπ
n
i + e−

kπ
n
i

=
2e

kπ
n
i

2 cos
kπ

n

=
e
kπ
n
i

cos
kπ

n

.

Entonces:

Res(f, zk) =
zke

kπ
n
i cosn−1(kπ/n)

2n cos(kπ/n) (e−
kπ
n
i)n−1

=
zk
2n

cosn−2(kπ/n)e( kπ
n

+
k(n−1)π

n
)i

=
zk
2n

cosn−2(kπ/n)ekπi =
(−1)kzk cosn−2(kπ/n)

2n
.

Tomando ĺımites en la igualdad [∗] cuando R→ +∞ y aplicando una cono-
cida propiedad (Lema de Jordan):

2πi
∑

0<k<n/2

Res(f, zk) =

∫ +∞

−∞
f(x) dx+ 0.
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De forma equivalente:

2πi
∑

0<k<n/2

(−1)ki
(
tan kπ

n

)
(cos kπn )n−2

2n
=

∫ +∞

−∞
f(x) dx

⇔ π

n

∑
0<k<n/2

(−1)k+1 sin
kπ

n

(
cos

kπ

n

)n−3

= 2

∫ +∞

0
f(x) dx.

La integral pedida es por tanto:∫ +∞

0

x dx

(1 + x)n − (1− x)n
=

π

2n

∑
0<k<n/2

(−1)k+1 sin
kπ

n

(
cos

kπ

n

)n−3

.

14.38. Una aplicación de las desigualdades de Cauchy

Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n una función entera (holomorfa en todo el plano com-

plejo), tal que an ≥ 0,
∑∞

n=0 an = 1 y además satisface la desigualdad
|f(x)| ≤ x para todo x ≥ 0. Se pide:

(a) Calcular f(0) y f(1).
(b) Demostrar que |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ C.
(c) Demostrar que f(z) = z para todo z ∈ C. Indicación: utilizar las de-
sigualdades de Cauchy para las derivadas de f.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Tenemos |f(0)| ≤ |0| = 0, lo cual implica f(0) = 0. Además,
f(1) =

∑∞
n=0 an = 1.

(b) Expresando en forma exponencial z = ρeiθ :

|f(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an(ρeiθ)n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anρ
neinθ

∣∣∣∣∣
≤
∞∑
n=0

anρ
n
∣∣∣einθ∣∣∣ =

∞∑
n=0

anρ
n = f(ρ).

De 0 ≤ |f(z)| ≤ f(ρ) deducimos f(ρ) = |f(ρ)| , y de ρ ≥ 0 y |f(x)| ≤
x ∀x ≥ 0 :

|f(z)| ≤ f(ρ) ≤ ρ = |z| .

Es decir, |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ C.
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(c) Recordamos el teorema de las desigualdades de Cauchy: Si f(z) es ho-
lomorfa en un abierto Ω ⊂ C y |f(z)| ≤ M en la circunferencia |z − a| = r
contenida en Ω, entonces∣∣∣f (n)(a)

∣∣∣ ≤ n!M

rn
(n = 0, 1, 2, . . .).

En nuestro caso, dado que f(z) es holomorfa en C y que |f(z)| ≤ |z| para
todo z ∈ C tenemos para todo r > 0

|ann!| =
∣∣∣f (n)(0)

∣∣∣ ≤ n!r

rn
=

n!

rn−1
(n = 0, 1, 2, . . .).

Es decir, 0 ≤ |an| ≤ 1/rn−1. Para n ≥ 2 y tomando ĺımites cuando r → +∞
obtenemos 0 ≤ |an| ≤ 0. Por tanto, a2 = a3 = . . . = 0. Como a0 = 0 y
a1 = 1, concluimos que f(z) = z.

14.39. Un problema de Dirichlet

Se considera una función compleja f(z) holomorfa en el semiplano Im z ≥ 0
y tal que |z|p|f(z)| ≤ M en dicho semiplano con p > 0, M > 0 constantes.
Se pide:

(a) Para cada z0 ∈ C : Im z0 < 0 calcular la integral compleja curviĺınea∫
ΓR

f(z)

(z − z0)(z − z̄0)
dz.

siendo ΓR el circuito formado por la circunferencia z(t) = Reit con t ∈ [0, π]
y el segmento rectiĺıneo [−R,R], recorrido en sentido positivo.

(b) Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y) con y > 0, calcular∫ +∞

−∞

u(t, 0)

(t− x)2 + y2
dt.

(c) Aplicando el apartado anterior a la función f(z) = 1/(z + i), resolver el
siguiente problema de Dirichlet en el semiplano y > 0 : Hallar una función

u(x, y) con y > 0 tal que ∆u = 0, u(x, 0) =
x

x2 + 1
.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).
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Solución. (a) La función f(z)/(z−z̄0) es holomorfa en el interior geométrico
de ΓR. Aplicando la fórmula integral de Cauchy:∫

ΓR

f(z)

(z − z0)(z − z̄0)
dz =

∫
ΓR

f(z)
z−z̄0

(z − z0)
dz

= 2πi
f(z0)

z0 − z̄0
=

2πif(z0)

2i Im z0
=
πf(z0)

Im z0
.

(b) Llamando Γ a la parte del circuito formado por la semicircunferencia:∫
ΓR

f(z) dz

(z − z0)(z − z̄0)
=

∫ R

−R

u(t, 0) + iv(t,0)

(t− z0)(t− z̄0)
dt+

∫
Γ

f(z) dz

(z − z0)(z − z̄0)
. (1)

En |z| = R y teniendo en cuenta las hipótesis de acotación dadas:∣∣∣∣ f(z)

(z − z0)(z − z̄0)

∣∣∣∣ =
|f(z)|

|z − z0||z − z̄0|
≤ |f(z)|
| |z| − |z0| | · | |z| − |z̄0| |

=
|f(z)|

(z − z0) (R2 − |z0|2)
≤ M/|z|p

(R2 − |z0|2)
=

M

Rp (R2 − |z0|2)
.

Entonces∣∣∣∣∫
Γ

f(z) dz

(z − z0)(z − z̄0)

∣∣∣∣ ≤ MπR

Rp (R2 − |z0|2)
→ 0 (si R→ +∞),

lo cual implica que la integral a lo largo de Γ tiende a 0 cuando R → +∞.
Tomando ĺımites en (1) cuando R → +∞ y usando que (t − z0)(t − z̄0) =
(t− x0)2 + y2

0 :

πf(z0)

Im z0
=

∫ +∞

−∞

u(t, 0) dt

(t− x0)2 + y2
0

dt+ i

∫ +∞

−∞

v(t,0) dt

(t− x0)2 + y2
0

dt (2)

(en el supuesto de que las integrales sean convergente). Tomando partes
reales en (2) y denotando x0, y0 por x, y :∫ +∞

−∞

u(t, 0) dt

(t− x)2 + y2
dt =

π Re f(z0)

Im z0
.

(c) La función f(z) = 1/(z+ i) es holomorfa en Im z ≥ 0. Podemos expresar

f(z) =
1

z + i
=

1

x+ (y + 1)i
=

x− (y + 1)i

x2 + y2 + 2y + 1

=
x

x2 + y2 + 2y + 1
+ i

−(y + 1)

x2 + y2 + 2y + 1
= u(x, y) + iv(x, y).

Al ser f(z) holomorfa para y > 0, u(x, y) es armónica en y > 0, es decir
∆u = 0. Además, u(x, 0) = x/(x2 + 1).
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14.40. Integrales de Fresnel

Se sabe que las integrales de Fresnel:

I1 =

∫ +∞

0
cosx2 dx, I2 =

∫ +∞

0
senx2 dx,

son convergentes. Calcular su valor. Indicación: usar la integral de Euler, es

decir

∫ +∞

0
e−x

2
dx =

√
π

2
.

Solución. Consideremos la función f(z) = eiz
2

y el contorno γ ≡ OABO
de la figura:

y

x
R

B

O

A
π
4

Tenemos∫
γ
eiz

2
dz =

∫ R

0
eix

2
dx+

∫
AB

eiz
2
dz +

∫
BO

eiz
2
dz. (1)

Se verifica
∫
γ e

iz2 dz = 0 pues la función f(z) es holomorfa en C. Veamos que

ĺımR→+∞
∫
AB e

iz2 dz = 0. Haciendo el cambio w = z2, obtenemos dz = dw
2
√
w

y el arco AB se transforma en el DE :

y

x
R2

D

w

E

Por tanto,

∫
AB

eiz
2
dz =

∫
DE

eiw

2
√
w
dz. Por otra parte y para |z| = R :∣∣∣∣ 1

2
√
w

∣∣∣∣ =
1

2(R2)1/2
=

1/2

(R2)1/2
=

1/2

(R2)k
(k = 1/2 > 0).
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Por un conocido lema de acotación:

ĺım
R2→+∞

∫
DE

eiz
2

2
√
w
dw = ĺım

R→+∞

∫
AB

eiz
2
dz = 0.

Hallemos ahora
∫
BO e

iz2 dz. Los puntos del segmento BO son de la forma

z = ρeπi/4 con ρ ∈ [0, R], en consecuencia:∫
BO

eiz
2
dz =

∫ 0

R
eiρ

2eπi/2eπi/4 dρ = −
√

2

2
(1 + i)

∫ R

0
e−ρ

2
dρ.

Tomando ĺımites en la igualdad (1) y usando que
∫ +∞

0 e−ρ
2
dρ =

√
π/2 :

0 =

∫ +∞

0
cosx2 dx+ i

∫ +∞

0
senx2 dx−

√
2

2
(1 + i) ·

√
π

2
.

Igualando partes real e imaginaria:∫ +∞

0
cosx2 dx =

∫ +∞

0
senx2 dx =

√
2π

4
.

14.41. Ĺımite de promedios en un poĺıgono regu-
lar

(a) Siendo n un entero positivo, determinar la expresión de la suma

sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx.

(b) Se considera un poĺıgono regular de n lados inscrito en una circunferen-
cia de radio 1. Determinar el promedio de las distancias de un vértice fijo del
poĺıgono a los vértices restantes. Calcular el valor ĺımite de esos promedios
cuando el número de lados crece indefinidamente.

(c) Determinar el valor de la integral

I =
1

2π

∫ 2π

0
|1− eit| dt.

Justificar la relación del resultado obtenido con el resultado del apartado
anterior.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).
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Solución. (a) Vamos a denotar S2 = sinx+sin 2x+ . . .+sinnx. De manera
análoga denotamos S1 = cosx + cos 2x + . . . + cosnx. Obtenemos para
eix − 1 6= 0 :

S1 + S2i = eix + ei2x + . . .+ einx =
eix(einx − 1)

eix − 1

= eix · e
inx
2 − e−

inx
2

e
ix
2 − e−

ix
2

· e
inx
2

e
ix
2

= eix ·
2i sin nx

2

2i sin x
2

· e
i(n−1)x

2

=
sin nx

2

sin x
2

· ei
(n+1)x

2 =
sin nx

2

sin x
2

·
(

cos
n+ 1

2
x+ i sin

n+ 1

2
x

)
.

Igualando partes imaginarias, obtenemos la suma pedida

sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx =
sin nx

2 · sin
(n+1)x

2

sin x
2

.

Nota: la relación eix − 1 = 0 es equivalente a x = 2kπ con k ∈ Z. En este
caso, la suma pedida es claramente igual a 0. (b) Sabemos que las ráıces
enésimas de un número complejo corresponden a los vértices de un poĺıgono
regular de n lados. Podemos suponer entonces que los vértices son los afijos
de las ráıces enésimas de la unidad. Es decir, los vérices del poĺıgono son

wk = e
2kπ
n
i con k = 0, 1, . . . , n − 1. Tomando como referencia el vértice

w0 = 1, la media aritmética de las distancias del vértice w0 a los restantes
vértices w1, w2, . . . , wn−1 vendrá dado por

pn =

n−1∑
k=1

|1− wk|

n− 1
.

Hallemos previamente
∣∣1− eiα∣∣ siendo α ∈ R :∣∣1− eiα∣∣2 = |1−cosα+ i sinα|2 = 1+cos2 α−2 cosα+sin2 α = 2(1−cosα).

Por otra parte

sin(α/2) =
√

(1− cosα)/2⇒ sin2(α/2) = (1− cosα)/2

⇒
∣∣1− eiα∣∣ =

√
4 sin2(α/2) = 2 |sin(α/2)| .

Como consecuencia, |1− wk| =
∣∣∣1− e 2kπ

n
i
∣∣∣ = 2

∣∣sin kπ
n

∣∣. Simplifiquemos pn

pn =
1

n− 1

n−1∑
k=1

2

∣∣∣∣sin kπn
∣∣∣∣ =

2

n− 1

n−1∑
k=1

sin
kπ

n
( pues 0 ≤ kπ

n
≤ π)
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=
2

n− 1
·

sin
(
n−1

2
π
n

)
· sin

(
n
2
π
n

)
sin π

2n

(apartado (a))

=
2

n− 1
·

sin
(
π
2 −

π
2n

)
sin π

2n

=
2

n− 1
·

cos π
2n

sin π
2n

=
2

n− 1
· cot

π

2n
.

Para hallar este ĺımite consideremos la función auxiliar f(x) =
2

x− 1
cot

π

2x

ĺım
x→+∞

f(x) = 2 ĺım
x→+∞

cot π
2x

x− 1
=

{
+∞
+∞

}

= 2 ĺım
x→+∞

− 1

sin2 π
2x

· π
2
·
(
− 1

x2

)
1

(L’Hopital )

= 2 ĺım
x→+∞

(
1

x

)2

· π
2

sin2
( π

2x

) = 2 ĺım
x→+∞

( π
2x

)2
· 2

π

sin2
( π

2x

) (u = πx/2)

=
4

π
ĺım
u→0

( u

sinu

)2
=

4

π
⇒ ĺım

n→+∞
pn =

4

π
.

(c)

I =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣1− eit∣∣ dt =
1

2π

∫ 2π

0
2 |sin(t/2)| dt ( por el apartado (b))

=
1

π

∫ 2π

0
sin(t/2) dt ( pues 0 ≤ t/2 ≤ π ) =

1

π
[−2 cos(t/2)]2π0

=
1

π
(−2)(−1− 1) =

4

π
.

Analicemos la coincidencia de estos dos resultados. Para ello particionamos
el intervalo [0, 2π] en n subintervalos. La longitud de cada uno de estos es
2π/n. La partición correspondiente es por tanto

0 < 1 · 2π

n
< 2 · 2π

n
< . . . < (n− 1) · 2π

n
< n · 2π

n
.

Como consecuencia de un conocido teorema para la integral de Riemann de
una función continua:

I =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣1− eit∣∣ dt =
1

2π
· 2π

n
ĺım

n→+∞

n∑
k=1

∣∣∣1− e 2kπ
n
i
∣∣∣ = ĺım

n→+∞
pn.
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14.42. Fórmula integral de Cauchy y matriz ex-
ponencial

La fórmula integral de Cauchy se puede generalizar a matrices de la siguiente
manera

f(M) =
1

2πi

∫
γ
f(z)(zI −M)−1 dz,

donde γ es la circunferencia |z| = r, I es la matriz identidad y todos los
autovalores de zI −M están en el interior de γ.

(a) Calcular las integrales complejas

I1(t) =

∫
|z|=r

zez dz

z2 + t2
, I2(t) =

∫
|z|=r

tez dz

z2 + t2
(t ∈ R, |t| < r).

(b) Si A es la matriz A =

(
2 5
−1 −2

)
, calcular f(tA) = etA.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Hallemos I1(t), Si t 6= 0, las singularidades son z = ±ti (polos
simples). Los residuos en estos polos son

Res [f, ti] = ĺım
z→ti

zez(z − ti)
(z − ti)(z + ti)

=
tieti

2ti
=
eti

2
,

Res [f,−ti] = ĺım
z→−ti

zez(z + ti)

(z − ti)(z + ti)
=
−tie−ti

−2ti
=
e−ti

2
.

Aplicando el teorema de los residuos de Cauchy

I1(t) = 2πi

(
eit

2
+
e−it

2

)
= 2πi cos t. (1)

Si t = 0, tenemos I1(0) =
∫
|z|=r e

zdz/z = 2πie0 = 2πi (fórmula integral de

Cauchy), por tanto también es válida la igualdad (1) en este caso. Procede-
mos de manera análoga para I2(t) :

Res [f, ti] = ĺım
z→ti

tez

z + ti
=
teti

2ti
=
eti

2i
,

Res [f,−ti] = ĺım
z→−ti

tez

z − ti
=
−te−ti

−2ti
= −e

−ti

2i
,

I2(t) = 2πi

(
eit

2i
− e−it

2i

)
= 2πi sin t. (2)
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Si t = 0, tenemos trivialmente I2(0) = 0, por tanto también es válida la
igualdad (2) en este caso.

(b) Llamando M = tA :

zI −M = zI − tA =

[
z − 2t −5t
t z + 2t

]
,

(zI −M)−1 =
1

z2 + t2

[
z + 2t 5t
−t z − 2t

]
.

Usando los resultados del apartado anterior

etA = f(tA) =
1

2πi

∫
γ

ez

z2 + t2

[
z + 2t 5t
−t z − 2t

]
dz

=
1

2πi

[
2πi cos t+ 4πi sin t 10πi sin t
−2πi sin t 2πi cos t− 4πi sin t

]

=

[
cos t+ 2 sin t 5 sin t
− sin t 2 cos t− 2 sin t

]
.

14.43. Polinomio de Lagrange-Sylvester, repre-
sentación integral

a) Comprobar que cualquiera que sea la función f(z) holomorfa en los puntos
de Γ y en su interior, la función definida mediante

ϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
· p(ξ)− p(z)

ξ − z
dξ

es un polinomio en z cuyo grado se determinará.

(b) Supóngase que a es un cero del polinomio p(z). Determinar el valor de
la función ϕ(z) en a.

(c) Supóngase que a es un cero del polinomio p(z) de multiplicidad ν. De-
terminar los valores que toman en el punto a las funciones derivadas ϕ(k)

para k = 1, 2, . . . , ν − 1.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).
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Solución. (a) Sea p(z) = anz
n + . . .+ a1z+ a0, entonces podemos expresar

p(ξ)− p(z) en la forma an(ξn − zn) + . . .+ a1(ξ − z). Por otra parte:

ξk − zk = (ξ − z)(ξk−1 + ξk−2z + . . .+ ξzk−2 + zk−1)

con lo cual obtenemos la igualdad:

p(ξ)− p(z) = (ξ − z)(bn−1(ξ)zn−1 + . . .+ b0(ξ)) =
n−1∑
k=0

bk(ξ)z
k

siendo bk(ξ) polinomios en ξ para todo k = 0, 1, . . . , n − 1. Podemos por
tanto expresar:

ϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
·
n−1∑
k=0

bk(ξ)z
k dξ =

n−1∑
k=0

(
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
· bk(ξ) dξ

)
zk.

Es decir, ϕ(z) es un polinomio de grado menor o igual que n− 1.

(b) Usando que p(a) = 0 y la fórmula integral de Cauchy:

ϕ(a) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
· p(ξ)
ξ − z

dξ =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ = f(a).

(c) Podemos expresar la función ϕ(z) de la siguiente manera:

ϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2πi
p(z)

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
· 1

ξ − z
dξ.

Usando de nuevo la fórmula integral de Cauchy con z en el interior de Γ :

ϕ(z) = f(z)− p(z)
(

1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
· 1

ξ − z
dξ

)
= f(z)− p(z)g(z).

Derivemos ambos miembros de la igualdad ϕ(z) = f(z)− p(z)g(z). Usando
la regla de Newton-Leibniz para la derivada k-ésima de un producto:

ϕ(k)(z) = f (k)(z)−
k∑
j=0

(
k

j

)
p(k−j)(z) g(j)(z). (1)

Como a es un cero de multiplicidad ν del polinomio p(z), se verifica

p(a) = p′(a) = . . . = p(ν−1)(a) = 0.

Usando (1) deducimos ϕ(k)(a) = f (k)(a) para todo k = 1, 2, . . . , ν − 1.
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14.44. Transformado de un polinomio complejo

Para cada polinomio complejo p(z) se define el nuevo polinomio p∗(z) =
p(−z̄) en donde z̄ es el conjugado de z.

1) Si p(z) es un polinomio de grado n ≥ 1, expresar las ráıces de p∗(z) en
términos de las ráıces de p(z).

2) Sea p(z) = 1 + z. Determinar la región del plano complejo en el que se

transforma el semiplano Re(z) > 0 mediante la transformación w =
p∗(z)

p(z)
.

3) Sea p(z) un polinomio complejo de grado n ≥ 1 que satisface las dos
condiciones siguientes:

a) La imagen del semiplano Re(z) > 0 bajo la transformación w =
p∗(z)

p(z)
está contenida en el ćırculo unidad |w| < 1.
b) p(z) y p∗(z) no tienen ráıces comunes.

Determinar la parte real de las ráıces de p(z).

4) Sea p(z) un polinomio complejo de grado n ≥ 1 cuyas ráıces z1, z2, . . . , zn
satisfacen Re(zk) < 0 (k = 1, . . . , n). Decidir razonadamente si la siguiente
implicación es verdadera o falsa:

Re(z) > 0⇒ |p(z)| > |p∗(z)| .

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1) Sea z0 ∈ C y w0 = −z0. Aplicando conocidas propiedades de
la conjugación queda z0 = −w0. Entonces,

p(z0) = 0⇔ p(z0) = 0⇔ p(−w0) = 0⇔ p∗(w0) = 0.

Es decir, z0 es ráız de p si y sólo si −z0 es ráız de p∗.

2) Hallemos la expresión de w :

w =
p∗(z)

p(z)
=

1 + (−z̄)
1 + z

=
1 +−z̄
1 + z

=
1− z
1 + z

. (1)

El módulo de w es:

|w| = ww̄ =
1− z
1 + z

1− z̄
1 + z̄

=
1− z − z̄ + zz̄

1 + z + z̄ + zz̄
=

1− 2Re(z) + |z|2

1 + 2Re(z) + |z|2
< 1.
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Es decir, w pertenece al disco abierto unidad D. Veamos ahora que todo w ∈
D es el transformado de algún z con parte real mayor que 0. Efectivamente,
sea w tal que |w| < 1. Despejando en (1) obtenemos z = (1 − w)/(1 + w).
Entonces:

2Re(z) = z + z̄ =
1− w
1 + w

+
1− w̄
1 + w̄

=
2(1− |w|2)

1 + 2Re(w) + |w|2
.

Dado que |w| < 1, el numerador es positivo. Veamos que también lo es el
denominador. Efectivamente, si w = u+ iv :

1 + 2Re(w) + |w|2 = 1 + 2u+ u2 + v2 = (u+ 1)2 + v2 > 0 (si w 6= −1).

Por tanto, si |w| < 1 entonces Re(z) > 0. Concluimos que la región trans-
formada de Re(z) > 0 es |w| < 1.

3) Si z0 es ráız de p(z), entonces por b) ocurre p(z0) = 0 y p∗(z0) 6= 0.
Veamos que no puede ocurrir Re(z0) > 0. En efecto, si fuera aśı entonces la
función |w| = |p∗(z)/p(z)| no estaŕıa acotada (en contradicción con la hipóte-
sis |w| < 1). Ha de ser por tanto Re(z0) ≤ 0. Ahora bien, si z0 es ráız de p(z),
entonces z0 6= −z0 (apartado 1)). Esto equivale a 2Re(z0) = z0 + z0 6= 0. Ha
de ser pues Re(z0) < 0.

4) Si p(z) = anz
n + . . .+ a0, por el apartado 1) las ráıces de p∗(x) son −zk

con k = 1, . . . , n. Podemos por tanto expresar:

p(z) = an

k=n∏
k=1

(z − zk) , p∗(z) = (−1)nan

k=n∏
k=1

(z + zk). (2)

Si z = x+ iy y zk = xk + iyk. se verifica:

|z − zk|2 = (x− xk)2 + (y − yk)2 , |z + zk|2 = (x+ xk)
2 + (y − yk)2.

Entonces,

|z + zk|2 < |z − zk|2 ⇔ (x+xk)
2 < (x−xk)2 ⇔ 2xxk < −2xxk ⇔ 4xxk < 0.

Por hipótesis x < 0 y xk < 0 para todo k = 1, . . . , n lo cual implica que
la última desigualdad es cierta. Se verifica por tanto |z + zk| < |z − zk|
(k = 1, . . . , n). Tomando módulos en (2) deducimos |p(z)| > |p∗(z)| , es
decir la implicación propuesta es verdadera.
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14.45. Área de una imagen del ćırculo unidad

1. Se considera en el plano complejo una curva de Jordan Γ con orientación
positiva. Expresar el área de la región interior a dicha curva en términos de
la integral compleja curviĺınea

∫
Γ w̄ dw.

2. Calcular el área de la imagen del ćırculo unidad |z| ≤ 1 bajo la transfor-
mación w = z

(
z − 1

2z
)
.

3. Sea f(z) =
∑+∞

n=0 cnz
n una función holomorfa e inyectiva del plano com-

plejo que contiene al ćırculo unidad. Expresar el área de la imagen bajo f
del ćırculo unidad en términos de los coeficientes cn.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Sea A el área pedida y w = x + iy con x, y ∈ R. Usando el
teorema de Green en el plano y la conocida fórmula del área en términos de
una integral curviĺınea:∫

Γ
w̄ dw =

∫
Γ
(x− iy)(dx+ i dy) =

∫
Γ
x dx+ y dy + i

∫
Γ
x dy − y dx

= 0 + 2Ai = 2Ai⇒ A =
1

2i

∫
Γ
w̄ dw ⇒ A = − i

2

∫
Γ
w̄ dw.

2. Llamando A1 al área pedida y usando el apartado anterior

A1 = − i
2

∫
Γ
w̄ dw = − i

2

∫
|z|=1

(
z̄ − 1

2
z̄2

)
(1− z) dz

Efectuando la substitución w = eiθ :

A1 = − i
2

∫ 2π

0

(
e−iθ − 1

2
e−2iθ

)
(1− eiθ)ieiθ dθ

=
1

2

∫ 2π

0

(
1− 1

2
e−iθ − eiθ +

1

2

)
dθ =

1

2

∫ 2π

0

3

2
dθ =

3π

2
.

3. Llamando A2 al área pedida y usando el primer apartado

A2 = − i
2

∫
Γ
w̄ dw = − i

2

∫
|z|=1

(
+∞∑
n=0

c̄nz̄
n

)(
+∞∑
n=1

ncnz
n−1

)
dz.

Efectuando la substitución w = eiθ :

A2 = − i
2

∫ 2π

0

(
+∞∑
n=0

c̄ne
−inθ

)(
+∞∑
n=1

ncne
(n−1)i

)
ieiθ dθ
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=
1

2

∫ 2π

0

(
+∞∑
n=0

c̄ne
−inθ

)(
+∞∑
n=0

ncne
inθ

)
dθ.

Usando que
∫ 2π

0 eipθ dθ = 0 si p ∈ Z − {0}, que
∫ 2π

0 dθ = 2π y el conocido
teorema sobre la convergencia uniforme de las series de potencias:

A2 =
1

2

+∞∑
n=0

∫ 2π

0
n |cn|2 dθ = π

+∞∑
n=1

n |cn|2 .

14.46. Relación entre dos integrales por residuos

Para cada entero positivo n se considera la función racional

fn(z) =
(1 + z2)n−1

1 + z2n
.

(a) Calcular los residuos de fn en sus puntos singulares.
(b) Empleando la fórmula de los residuos de Cauchy, deducir el valor de las
integrales

In =

∫ +∞

0
fn(x) dx.

(c) Aplicar el resultado anterior al cálculo de las integrales

Jn =

∫ 1

0
fn(x) dx.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Igualando el denominador a 0, obtenemos los puntos singu-
lares de fn :

1 + z2n ⇔ z = 2n
√
−1⇔ z = 2n

√
exp{πi} ⇔ z = exp

{
π

2n
+

2kπ

2n
i

}
(k = 0, 1, . . . , 2n− 1).

Es decir, zk = exp{ (2k+1)π
2n i} (k = 0, 1, . . . , 2n− 1). Estas singularidades son

o bien polos simples o bien singularidades evitables (si zk = ±i). Para cada
polo simple, su residuo es Res (f, zk) = ĺım

z→zk
f(z)(z − zk) que presenta la

indeterminación 0/0. Aplicando a regla de L’Hopital:

Res (f, zk) = ĺım
z→zk

(1 + z2)n−1(z − zk)
1 + z2n
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= ĺım
z→zk

(
(1 + z2)n−1

)′
(z − zk) + (1 + z2)n−1

2nz2n−1
=

(1 + z2
k)n−1

2nz2n−1
k

. (1)

Obsérvese que si zk = ±i los residuos han de ser cero por ser singulares
evitables, pero dado que 2n(±i)2n−1 6= 0, vale también la expresión (1) en
estos casos. Podemos expresar estos residuos de otra manera:

Res (f, zk) =
(1 + exp{2k+1

n πi})n−1

2n exp{2k+1
2n (2n− 1)πi}

=
1

2n

(1 + exp{2k+1
n πi})n−1

exp{2k+1
2n (n+ n− 1)πi}

=
1

2n

(1 + exp{2k+1
n πi})n−1

exp{2k+1
2 πi}(exp{2k+1

2n πi})n−1

=
1

2n

(exp{−2k+1
2n πi}+ exp{2k+1

2n πi})n−1

exp{kπi+ π
2 i}

=
1

2n

(
2 cos 2k+1

2n π
)n−1

exp{kπi} exp{π2 i}
=

1

2n

2n−1 cosn−1 2k+1
2n π

(−1)ki
.

En consecuencia, los residuos son:

Res (f, zk) = (−1)k+1i
2n−2

n
cosn−1 2k + 1

2n
π.

(b) Elegimos la curva cerrada estándar C para éstos casos, es decir la unión
del segmento [−R,R] y la semicircunferencia superior Γ de centro el origen
y radio R, recorriéndose C en sentido antihorario. Tenemos:∫

C
fn(z) dz =

∫ R

−R
fn(x) dx+

∫
Γ
fn(z) dz. (2)

La diferencia de grados entre el denominador y el denominador de la función
racional par fn(x) es 2n − (2n − 2) = 2, lo cual implica que la integral∫ +∞
−∞ fn(x) dx es convergente y por tanto coincide con el valor principal de

Cauchy. Tomando ĺımites en (2) cuando R→ +∞ :∫
C
fn(z) dz =

1

2

∫ +∞

0
fn(x) dx+ ĺım

R→+∞

∫
Γ
fn(z) dz. (3)

Las singularidades en el interior geométrico de C corresponden a los valores
de k tales que 0 < (2k + 1)π/2n < π o de forma equivalente, para 0 <
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2k+1 < 2n. Es decir, para k = 0, 1, . . . , n−1. Claramente no existen puntos
singulares en el eje OX. Por tanto:∫

C
fn(z) dz = 2πi

n−1∑
k=0

Res (f, zk) =
2n−1π

n

n−1∑
k=0

(−1)k cosn−1 2k + 1

2n
π.

Por un conocido lema de Jordan, el ĺımite que aparece en (3) es igual a 0,
con lo cual: ∫ +∞

0
fn(x) dx =

2nπ

n

n−1∑
k=0

(−1)k cosn−1 2k + 1

2n
π.

(c) Efectuando el cambio de variable t = 1/x :∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

+∞

(
1 + 1

t2

)n−1

1 + 1
t2n

−1

t2
dt

=

∫ +∞

1

(1 + t2)n−1

1 + t2n
dt =

∫ +∞

1
fn(x) dx.

Entonces,∫ +∞

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
fn(x) dx+

∫ +∞

1
fn(x) dx = 2

∫ 1

0
fn(x) dx.

De esto deducimos

∫ 1

0
fn(x) dx =

1

2

∫ +∞

0
fn(x) dx, y ésta última integral

ya está calculada.

14.47. Una integral trigonométrica en [0, π]

Se considera la función compleja definida por

f(z) =
+n∑

k=−n
ckz

k.

(a) Obtener la expresión de la integral

∫ 2π

0

∣∣∣f (eiθ)∣∣∣2 dθ en términos de los

coeficientes ck de la función f.

(b) Aplicar el resultado anterior al cálculo de las integrales∫ π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ (n = 1, 2, . . .).
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(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Desarrollando |f(eiθ)|2 :∣∣∣f (eiθ)∣∣∣2 = f
(
eiθ
)
f (eiθ) =

(
+n∑

k=−n
cke

ikθ

)(
+n∑
l=−n

c̄ke
−ilθ

)

=
+n∑

k=−n
|ck|2 +

∑
k 6=l

ck c̄le
i(k−l)θ.

Por otra parte∫ 2π

0
ei(k−l)θ dθ =

[
ei(k−l)θ

i(k − l)

]2π

0

=
1

i(k − l)
(e2(k−l)π − e0) = 0.

En consecuencia∫ 2π

0

∣∣∣f (eiθ)∣∣∣2 dθ =

∫ 2π

0

+n∑
k=−n

|ck|2 dθ = 2π
+n∑

k=−n
|ck|2 .

(b) Como la función integrando es par y periódica de periodo 2π, podemos
escribir∫ π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ =
1

2

∫ π

−π

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ =
1

2

∫ 2π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ.

Vamos a transformar la función integrando:

sin 2nθ

sin θ
=

1
2i(e

2niθ − e−2inθ)
1
2i(e

iθ − e−iθ)
=

e4niθ − 1

e(2n+1)iθ − e(2n−1)iθ
=

e4niθ − 1

e(2n−1)iθ(e2iθ − 1)
.

Consideremos ahora la función

f(z) =
z4n − 1

z2n−1(z2 − 1)
=

1

z2n−1

(z2)2n − 1

z2 − 1
.

Dado que y2n − 1 = (y − 1)(y2n−1 + y2n−2 + . . .+ y + 1), llamando y = z2 :

f(z) =
1

z2n−1

(
(z2)2n−1 + (z2)2n−2 + . . .+ z2 + 1

)
=

1

z2n−1

(
z4n−2 + z4n−4 + . . .+ z2 + 1

)
= z2n−1 + z2n−3 + . . .+ z−2n+3 + z−2n+1 =

2n−1∑
n=−(2n−1)

ckz
k.
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∫ 2π

0
cos 3t

1−2a cos t+a2
dt

en donde los coeficientes ck son o bien 1, o bien 0. Entonces∫ π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ =
1

2

∫ 2π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ =
1

2

∫ 2π

0
|f(eiθ)|2 dθ.

Usando el apartado (a) obtenemos∫ π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ =
1

2
· 2π

2n−1∑
k=−(2n−1)

|ck|2 = 2πn,

pues existen 2n coeficientes entre los ck que valen 1 y el resto son nulos.

14.48. Integral
∫ 2π

0
cos 3t

1−2a cos t+a2 dt

Calcular la integral

I(a) =

∫ 2π

0

cos 3t

1− 2a cos t+ a2
dt

para todos los posibles valores del parámetro real a.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Veamos para qué valores de a ∈ R la integral (a) es convergente.
Dado que el intervalo de integración está acotado, la integral sólo puede ser
divergente si la función integrando tiene puntos de discontinuidad infinita.
Igualando el denominador a 0 y resolviendo en a :

a =
2 cos t±

√
4 sin2 t− 4

2
=

2 cos t± i sin t

2
= cos t± i sin t.

Dado que a es real, ha de ser sin t = 0 en [0, 2π], es decir t = 0, t = π o
t = 2π. Por tanto la integral sólo puede ser divergente para a = 1 o a = −1.
Si a = 1, el integrando tiene discontinuidades infinitas en 0 y 2π. Tenemos:

ĺım
t→0+

(
cos 3t

2− 2 cos t
:

1

t2

)
= ĺım

t→0+

t2 cos 3t

2− 2 cos t
= ĺım

t→0+

t2 cos 3t

2(t2/2)
= 1 6= 0.

Por un conocido criterio de convergencia, la integral es divergente. Si a =
−1, el integrando presenta un punto de discontinuidad infinita en t = π.
Entonces,

ĺım
t→π

(
cos 3t

2 + 2 cos t
:

1

(t− π)2

)
= ĺım

t→π

(t− π)2 cos 3t

2 + 2 cos t
= ĺım

u→0

u2 cos 3(u+ π)

2 + 2 cos(u+ π)
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= ĺım
u→0

u2 cos 3(u+ π)

2− 2 cosu
= ĺım

u→0

u2 cos 3(u+ π)

2(u2/2)
= −1 6= 0

y la integral es también divergente en este caso. Por tanto tenemos que
calcular I(a) cuando a 6= ±1. Para ello consideramos la igualdad:∫ 2π

0

e3it

1− 2a cos t+ a2
dt = I(a) + i

∫ 2π

0

sin 3t

1− 2a cos t+ a2
dt. (1)

La integral I(a) es por tanto la parte real de la integral J(a) del primer
miembro de (1). Con el cambio de variable z = eit obtenemos:

J(a) =

∫
|z|=1

z3

1− 2a
(
z2+1

2z

)
+ a2

dz

iz
= −1

i

∫
|z|=1

z3

az2 − (a2 + 1)z + a
dz.

Igualando el denominador a 0, obtenemos los puntos singulares:

z =
a2 + 1±

√
a4 + 2a2 + 1− 4a2

2a
=
a2 + 1±

√
(a2 − 1)2

2a

=
a2 + 1± (a2 − 1)

2a
= {a, 1/a} (a 6= 0).

Éstas singularidades son polos simples. Llamando f a la función integrando:

Res (f, a) = ĺım
z→a

z3(z − a)

a(z − a)(z − 1/a)
=

a3

a2 − 1
,

Res (f, 1/a) = ĺım
z→1/a

z3(z − 1/a)

a(z − a)(z − 1/a)
=

1

a3(1− a2)
.

Para |a| < 1 el único polo en el interior geométrico de |z| = 1 es a y para
|a| > 1, el único es 1/a. Por tanto:

J(a) = −1

i
2πi

a3

a2 − 1
=

2πa3

1− a2
(|a| < 1 ∧ a 6= 0),

J(a) = −1

i
2πi

1

a3(1− a2)
=

2π

a3(a2 − 1)
(|a| > 1).

Para a = 0 tenemos:

I(0) =

∫ 2π

0
cos 3t dt =

[
sin 3t

3

]2π

0

= 0.

En consecuencia podemos concluir que:

I(a) =


2πa3

1− a2
si |a| < 1 ∧ a 6= 0

2π

a3(a2 − 1)
si |a| > 1

0 si a = 0.
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14.49. Función entera y polinomio

Sea p(z) un polinomio complejo y f(z) una función entera de variable com-
pleja. Se considera una curva de Jordan Γ sobre la que no se anula el poli-
nomio p(z). Deducir la expresión de la integral∫

Γ
f(z)

p′(z)

p(z)
dz.

mediante los valores de la función f(z) en los ceros del polinomio.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. Sea p(z) = anz
n + . . . + a1z + a0 ∈ C[z] con an 6= 0 y sean

z1, . . . , zp los distintos ceros de este polinomio con multiplicidades n1, . . . , np
respectivamente. Podemos por tanto expresar p(z) en la forma p(z) = an(z−
z1)n1 . . . (z − zp)np . Derivando:

p′(z) = an
[
n1(z − z1)n1−1 . . . (z − zp)np + . . .+ np(z − z1)n1 . . . (z − zp)np−1

]
.

El cociente p′(z)/p(z) queda en la forma:

p′(z)

p(z)
=

n1

z − z1
+ . . .+

np
z − zp

.

Clasifiquemos las singularidades z1, . . . , zp. Tenemos

ĺım
z→zk

f(z)
p′(z)

p(z)
(z − zk) = ĺım

z→zk

(
n1
z − zk
z − z1

+ . . .+ np
z − zk
z − zp

)
= f(zk)(0 + . . .+ nk + . . .+ 0) = nkf(zk).

Si f(zk) 6= 0 entonces nkf(zk) 6= 0 y zk es polo simple con Res (f, zk) =
nkf(zk). Si f(zk) = 0 entonces f(z) = (z − zk)ϕ(z) con ϕ holomorfa en C.
Se verifica

ĺım
z→zk

f(z)
p′(z)

p(z)
= ĺım

z→zk
(z − zk) ϕ(z)

p′(z)

p(z)
= 0.

La singularidad es evitable y el residuo es 0 o lo que es lo mismo, nkf(zk).
Podemos entonces asegurar que∫

Γ
f(z)

p′(z)

p(z)
dz = 2πi

∑
nkf(zk),

en donde la suma se extiende sobre los ceros zk de p(z) en el interior
geométrico de Γ.
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14.50. Integral
∫ +∞

0 xn dx/(x2n+1 + 1)

(a) Determinar y clasificar las singularidades de la función compleja de va-
riable compleja f(z), siendo n un entero positivo. Hallar el valor del residuo
en dichas singularidades.

f(z) =
zn

z2n+1 + 1
.

(b) Aplicando la técnica de residuos calcular la integral real impropia:∫ +∞

0

xn

x2n+1 + 1
dx.

Indicación: utilizar como camino de integración el borde de un sector ade-
cuado.

(Propuesto en examen, Amp. Calc., ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. (a) Los puntos singulares de f(z) son aquellos que anulan al
denominador:

z2n+1 + 1 = 0⇔ z2n+1 = −1⇔ z2n+1 = exp{πi}.

Aplicando la conocida fórmula para el cálculo de las ráıces de un número
complejo, obtenemos los puntos singulares de f(z) :

zk = exp

{
(2k + 1)π

2n+ 1
i

}
(k = 0, 1, . . . , 2n).

Claramente, estos zk son polos simples, por tanto sus residuos son:

Res (f, zk) = ĺım
z→zk

zn(z − zk)
z2n+1 + 1

.

El ĺımite anterior presenta la indeterminación 0/0, aplicando la regla de
L’Hopital:

Res (f, zk) = ĺım
z→zk

nzn−1(z − zk) + zn

(2n+ 1)z2n
=

znk
(2n+ 1)z2n

k

=
z−nk

2n+ 1
.

(b) Elijamos el sector circular γ de centro el origen O, radio radio R > 0 y
puntos extremos del arco, el A = R y B = R exp{2πi/(2n+1)}. La amplitud
del sector es por tanto α = 2πi/(2n+ 1).
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∫ +∞

0 xn dx/(x2n+1 + 1)

y

x
R

B

O

A
2π

2n+1

Integrando en sentido antihorario:∫
γ
f(z) dz =

∫ R

0

xn dx

x2n+1 + 1
+

∫
AB

zn dz

z2n+1 + 1
+

∫
BO

zn dz

z2n+1 + 1
. (1)

Hallemos la integral del primer miembro de (1). Los polos en el interior
del sector corresponden a los k que verifican 0 < (2k + 1)π/(2n + 1) <
2π/(2n+ 1), es decir sólo z0 = exp{ πi

2n+1} está en el interior. Por tanto:∫
γ
f(z) dz = 2πi Res (f, z0) =

2πi

2n+ 1
exp

{
− πn

2n+ 1
i

}
.

Transformemos ahora la tercera integral del segundo miembro de (1). Efec-
tuando el cambio de variable z = ρ exp{ 2π

2n+1 i} obtenemos:∫
BO

zn dz

z2n+1 + 1
=

∫ 0

R

ρn exp{ 2πn
2n+1 i}

ρ2n+1 exp{2πi}+ 1
· exp

{
2π

2n+ 1
i

}
dρ

= − exp

{
2π(n+ 1)

2n+ 1
i

}∫ R

0

ρn

ρ2n+1 + 1
dρ

= − exp

{
2π(n+ 1)

2n+ 1
i

}∫ R

0

xn

x2n+1 + 1
dx.

Tomando ĺımites en (1) cuando R→ +∞ :

2πi

2n+ 1
exp

{
− πn

2n+ 1
i

}
=

(
1− exp

{
2π(n+ 1)

2n+ 1
i

})∫ +∞

0

xn

x2n+1 + 1
dx+ ĺım

R→+∞

∫
AB

zn

z2n+1 + 1
dz. (2)

Veamos que el ĺımite que aparece en (2) es igual a 0, para ello acotemos el
integrando. Tenemos para R > 1 :∣∣∣∣ zn

z2n+1 + 1

∣∣∣∣ =
|z|n

|z2n+1 − (−1)|
≤ |z|n

||z|2n+1 − | − 1||
=

Rn

R2n+1 − 1
.
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La longitud del arco AB es 2πR/(2n+ 1), por tanto:

0 ≤
∣∣∣∣∫
AB

zn

z2n+1 + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ Rn

R2n+1 − 1
· 2πR

2n+ 1
.

Dado que n ≥ 1, ĺım
R→+∞

Rn

R2n+1 − 1
· 2πR

2n+ 1
= 0 lo cual implica

ĺım
R→+∞

∫
AB

zn

z2n+1 + 1
dz = 0.

De (2), deducimos que el valor de la integral pedida I =

∫ +∞

0

xn

x2n+1 + 1
dx

es:

I =
2πi

2n+ 1
· 1

exp
{

πn
2n+1 i

}(
1− exp

{
2π(n+1)

2n+1 i
})

=
2πi

2n+ 1
· 1

exp
{

πn
2n+1 i

}
− exp

{
− πn

2n+1 i
} .

Podemos por tanto concluir que:∫ +∞

0

xn

x2n+1 + 1
dx =

π

2n+ 1
csc

πn

2n+ 1
.
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∫ +∞

0 xn dx/(x2n+1 + 1)



Caṕıtulo 15

Ecuaciones diferenciales de
primer orden y grado

15.1. Concepto de ecuación diferencial ordinaria

1. Averiguar si las funciones que se dan son soluciones de la ecuación di-
ferencial correspondiente a) xy′ = 2y, función y = 5x2. b) y′′ = x2 + y2,

función y =
1

x
.

2. Comprobar que y = C1e
λ1x + C2e

λ2x es solución general de la ecuación
diferencial

y′′ − (λ1 + λ2)x+ λ1λ2y = 0,

y encontrar dos soluciones particulares.

3. Demostrar que y = C1 cos 2x + C2 sen 2x es solución general de la ecua-
ción diferencial y′′ + 4y = 0. Encontrar la solución particular que satisface
las condiciones iniciales y(0) = 1, y′(0) = 6.

4. Demostrar que y = log(xy) es solución de la ecuación diferencial

(xy − x)y′′ + x(y′)2 + yy′ − 2y′ = 0.

5. Demostrar que f : (0.+∞)→ R, f(x) = log x es solución de la ecuación
diferencial xy′′ + y′ = 0.

6. Demostrar que y =
1

x2 − 1
es una solución de y′+2xy2 = 0 en el intervalo

I = (−1, 1), pero no en ningún intervalo que contenga a I.

521
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7. Demostrar que y = Cx + 2C2 es solución general de la ecuación de la
ecuación diferencial xy′ + 2(y′)2 − y = 0. ¿Es y = −x2/8 solución singular?

8. Demostrar que la curva para la cual la pendiente de la recta tangente en
cualquier punto es proporcional a la abscisa del punto de contacto, es una
parábola.

Solución. 1. a) Tenemos xy′ = x(10x) = 2(5x2) = 2y para todo x ∈ R, por
tanto y = 5x2 es solución de la ecuación dada.

b) Derivando la función dada:

y′ = − 1

x2
, y′′ =

(
−x−2

)′
= 2x−3 =

2

x3
.

Por otra parte,

x2 + y2 = x2 +
1

x2
=
x4 + 1

x2
,

y
x4 + 1

x2
no es idénticamente igual a

2

x3
, por tanto y =

1

x
no es solución de

la ecuación dada.

2. Derivando la función dada:

y′ = λ1C1e
λ1x + λ2C2e

λ2x,

y′′ = λ2
1C1e

λ1x + λ2
2C2e

λ2x.

Por otra parte,

y′′ − (λ1 + λ2)y′ + λ1λ2y

= λ2
1C1e

λ1x + λ2
2C2e

λ2x − (λ1 + λ2)
(
λ1C1e

λ1x + λ2C2e
λ2x
)

+λ1λ2

(
C1e

λ1x + C2e
λ2x
)
,

y simplificando la expresión anterior, fácilmente verificamos que es igual a
0. Dando los valores C1 = C2 = 0, obtenemos la solución particular y = 0.
Dando los valores C1 = 1, C2 = 0 obtenemos la solución particular y = eλ1x.

3. Derivando la función dada:

y′ = −2C1 sen 2x+ 2C2 cos 2x,

y′′ = −4C1 cos 2x− 4C2 sen 2x.
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Por otra parte,

y′′ + 4y = −4C1 cos 2x− 4C2 sen 2x+ 4 (C1 cos 2x+ C2 sen 2x) = 0,

por tanto, la familia de funciones dadas es solución general de la ecuación
y′′ + 4y = 0. Hallemos la solución particular pedida:{

y(0) = 1
y′(0) = 6

⇔
{
C1 = 1

2C2 = 6,

es decir y = cosx+ 3 sen 2x.

4. Derivando y = log(xy) respecto de x:

y′ =
y + xy′

xy
.

Despejando y′ :

y′ =
y

x(y − 1)
.

La derivada segunda de y es:

y′′ =
y′x(y − 1)− (y − 1 + xy′) y

x2(y − 1)2
.

Sustituyendo en la ecuación diferencial,

(xy − x)
y′x(y − 1)− (y − 1 + xy′) y

x2(y − 1)2

+x

(
y

x(y − 1)

)2

+ y
y

x(y − 1)
− 2

y

x(y − 1)
.

Operando y simplificando, fácilmente obtenemos que la expresión anterior
es igual a 0.

5. Para todo x ∈ (0.+∞) se verifica:

f ′(x) =
1

x
, f ′′(x) = − 1

x2
,

y sustituyendo en la ecuación,

xf ′′(x) + f ′(x) = x · −1

x2
+

1

x
= 0.

6. Para todo x ∈ (−1, 1) :

y =
1

x2 − 1
⇒ y′ =

−2x

(x2 − 1)2
.
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Sustituyendo:

y′ + 2xy2 =
−2x

(x2 − 1)2
+ 2x

1

(x2 − 1)2
= 0,

por tanto y =
1

x2 − 1
es solución en I. Dado que esta función no está defi-

nida en x = ±1, ningún intervalo que contenga a I puede ser solución.

7. La derivada de y = Cx + 2C2 es y′ = C. Sustituyendo en la ecuación
diferencial:

xy′ + 2(y′)2 − y = Cx+ 2C2 − Cx− 2C2 = 0,

por tanto y = Cx + 2C2 es solución general.La derivada de y = −x2/8 es
y′ = −x/4. Sustituyendo en la ecuación diferencial:

xy′ + 2(y′)2 − y = x · −x
4

+ 2
x2

16
+
x2

8
= 0,

por tanto y = −x2/8 es solución. Dado que y = Cx + 2C2 representa una
familia de rectas e y = −x2/8, una parábola, esta última función no está in-
cluida en la solución general, luego es una solución singular.

8. La curva cumple y′ = λx es decir, y = λx2/2 + C, luego es una parábola
si λ 6= 0.

15.2. Construcción de ecuaciones diferenciales

1. Formar la ecuación diferencial de las siguientes familias de curvas
a) y = Cx. b) y = C1 cos 2x+ C2 sen 2x.

2. Encontrar la ecuación diferencial de las siguientes familias de curvas
a) x2 + y2 = C. b) y = C1e

2x + C2e
−2x.

3. Formar la ecuación diferencial de todas las rectas no verticales del plano.

4. Formar la ecuación diferencial de todas las parábolas del plano XOY con
eje vertical.

5. Hallar la ecuación diferencial de las parábolas del plano de la forma y =
Cx2.
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Solución. Recordemos que para una familia de curvas que dependen de n
constantes

φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0,

se puede formar la ecuación diferencial cuya solución general es la fami-
lia de curvas dada derivando n veces y eliminando C1, C2, . . . , Cn entre las
relaciones

φ = 0 ,
dφ

dx
= 0 ,

d2φ

dx2
= 0 , . . . ,

dnφ

dxn
= 0. �

1. a) Derivando obtenemos y′ = C. Sustituyendo en la ecuación dada obte-
nemos la ecuación diferencial y = y′x.

b) Derivando dos veces obtenemos las relaciones:
y = C1 cos 2x+ C2 sen 2x, (1)

y′ = −2C1 sen 2x+ 2C2 cos 2x, (2)
y′′ = −4C1 cos 2x− 4C2 sen 2x. (3)

Despejando C1 y C2 entre (1) y (2) obtenemos C1 = (1/2)(2y cos 2x −
y′ sen 2x) y C2 = (1/2)(y′ cos 2x + 2y sen 2x). Sustituyendo estos valores
en (3) obtenemos la ecuación diferencial y′′ + 4y = 0.

2. a) Derivando obtenemos 2x + 2yy′ = 0, o equivalentemente x + yy′ = 0,
ecuación que también la podemos escribir en la forma xdx+ ydy = 0.

b) Derivando dos veces obtenemos las relaciones:
y = C1e

2x + C2e
−2x, (1)

y′ = 2C1e
2x − 2C2e

−2x, (2)
y′′ = 4C1e

2x + 4C2e
−2x. (3)

Despejando C1 y C2 entre (1) y (2) y sustituyendo en (3), obtenemos la
ecuación diferencial y′′ − 4y = 0.

3. Las rectas no verticales del plano son de la forma y = mx+ b. Derivando
dos veces, obtenemos y′ = m, y′′ = 0. La ecuación diferencial pedida es por
tanto y′′ = 0.

4. Las parábolas del plano con eje verical.son de la forma y = ax2 + bx+ c
con a 6= 0. Derivando tres veces, obtenemos y′ = 2ax+ b, y′′ = 2a, y′′′ = 0.
La ecuación diferencial pedida es por tanto y′′′ = 0.
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5. Derivando obtenemos y′ = 2Cx, con lo cual C = y′/2x. Sustituyendo en
y = Cx2 :

y =
y′

2x
x2, o bien xy′ − 2y = 0.

15.3. Ecuación diferencial de variables separadas

1. Hallar la solución general de la ecuación diferencial

x(y2 − 1)dx− y(x2 − 1)dy = 0.

2. Hallar la solución de la ecuación diferencial (1 + ex)yy′ = ex que satisface
la condición inicial y(0) = 1.

3. Resolver la ecuación (x2 − x)y′ = y2 + y.

4. Determinar la ecuación de una curva que pasa por el punto (0, 4) y que
la pendiente de la recta tangente en cada uno de sus puntos es igual a la
ordenada del punto aumentada en 5 unidades.

5. Resolver la ecuación diferencial x′ = x+
1

x
con la condición inicial x(0) =

a (a > 0). Escribir la solución en forma expĺıcita y hallar su intervalo de
continuidad (Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes,
UPM).

Solución. Recordamos que se dice que la ecuación P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0
es de variables separadas, si es de la forma

P1(x)P2(y)dx+Q1(x)Q2(y)dy = 0.

Si la ecuación es de variables separadas, dividiendo entre P2(y)Q1(x) :

P1(x)

Q1(x)
dx+

Q2(y)

P2(y)
dy = 0.

Integrando, ∫
P1(x)

Q1(x)
dx+

∫
Q2(y)

P2(y)
dy = C,

lo cual proporciona una solución general de la ecuación diferencial. �

1. Podemos escribir la ecuación en la forma

x

x2 − 1
dx− y

y2 − 1
dy = 0.
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Integrando:
1

2
log
∣∣x2 − 1

∣∣− 1

2
log
∣∣y2 − 1

∣∣ = K

o bien 4 log

∣∣∣∣x2 − 1

y2 − 1

∣∣∣∣ = K1. Tomando exponenciales queda

(x2 − 1) = C(y2 − 1).

2. Podemos escribir la ecuación en la forma

ydy =
ex

1 + ex
dx.

Integrando, obtenemos la solución general

y2

2
= log(1 + ex) + C.

Sustituyendo x = 0, y = 1 en la igualdad anterior obtenemos C = 1/2 −
log 2, de donde

y2 = log

(
1 + ex

2

)2

+ 1.

La solución particular pedida es por tanto

y =

√
log

(
1 + ex

2

)2

+ 1.

3. Podemos expresar la ecuación en la forma:

dy

y2 + y
− dx

x2 − x
.

Integrando: ∫
dy

y2 + y
−
∫

dx

x2 − x
= K.

Descomponiendo en fracciones simples, obtenemos:

1

y2 + y
=

1

y
− 1

y + 1
,

1

x2 − x
= −1

x
+

1

x− 1
.

∫
dy

y2 + y
=

∫ (
1

y
− 1

y + 1

)
dy = log |y| − log |y + 1| = log

∣∣∣∣ y

y + 1

∣∣∣∣ .∫
dx

x2 − x
=

∫ (
1

x+ 1
− 1

x

)
dx = log |x+ 1| − log |x| = log

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ .
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Queda

log

∣∣∣∣ y

y + 1

∣∣∣∣− log

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ = K, log

∣∣∣∣ xy

(y + 1)(x− 1)

∣∣∣∣ = K,

xy

(y + 1)(x− 1)
= eK .

Llamando C = eK , obtenemos la solución general

xy = C(x− 1)(y + 1).

4. Sabemos que la pendiente de la recta tangente a una curva y = y(x) es
la derivada y′, por tanto la curva pedida ha de cumplir y′ = y + 5, que
proporciona la ecuación de variables separadas dy− (y+ 5)dx = 0. Tenemos

dy

y + 5
= dx, log |y + 5| = x+K, y + 5 = eKex, y + 5 = Cex.

Obligando a que la curva pase por (0, 4) obtenemos C = 9, por tanto la
curva pedida es y = 9ex − 5.

5. Es una ecuación de variables separadas. Usamos el método estándar para
su resolución:∫

x dx

x2 + 1
=

∫
dt,

1

2
log(x2 + 1) = t+ C, log(x2 + 1) = 2t+ 2C,

x2 + 1 = e2Ce2t, x2 + 1 = C1e
2t, x =

√
C1e2t − 1.

La condición inicial x(0) = a (a > 0) equivale a a2 + 1 = C1. La solución
pedida es por tanto

x = +
√

(a2 + 1)e2t − 1.

Hallemos el intervalo de continuidad de la solución. La función está definida
y es derivable si y sólo si (a2 + 1)e2t − 1 > 0. Tenemos

(a2 + 1)e2t − 1 > 0⇔ (a2 + 1)e2t > 1⇔ e2t >
1

a2 + 1
⇔

2t > log
1

a2 + 1
⇔ 2t > log 1− log(a2 + 1)⇔ t > −1

2
log(a2 + 1)

El intervalo de continuidad pedido es por tanto(
−(1/2) log(a2 + 1),+∞

)
.
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15.4. Ecuación diferencial homogénea

1. Demostrar que si la ecuación Pdx + Qdy = 0 es homogénea, entonces la
sustitución y = vx la transforma en una de variables separadas.

2. Resolver la ecuación diferencial (x2 − y2)dx+ 2xydy = 0.

3. Resolver la ecuación diferencial
(
2yey/x − x

)
y′ + 2x+ y = 0.

Solución. Recordamos que la ecuación diferencial: P (x, y)dx+Q(x, y)dy =
0 se dice que es homogénea cuando P y Q son funciones homogéneas del
mismo grado. �

1. La sustitución y = vx transforma P y Q en las formas P (x, y) = P (x, vx)
y Q(x, y) = Q(x, vx). Si P y Q son homogéneas del mismo grado d entonces

P (x, vx) = P (1 · x, vx) = xdP (1, v) = xdR(v),

Q(x, vx) = Q(1 · x, vx) = xdQ(1, v) = xdS(v).

La ecuación inicial se transforma en (R(v) + vS(v))dx+xS(v)dv = 0 que es
de variables separadas.

2. Las funciones P y Q son homogéneas de grado 2. Efectuando la sustitución
y = vx obtenemos

(x2 − v2x2)dx+ 2x2v(vdx+ xdv) = 0.

Simplificando y separando variables

dx

x
+

2vdv

1 + v2
= 0.

Integrando∫
dx

x
+

∫
2vdv

1 + v2
= K , log |x|+ log |1 + v2| = K , log |x(1 + v2)| = K.

Tomando exponenciales queda x(1 + v2) = C. Sustituyendo v = y/x obte-
nemos la integral general

x2 + y2 = Cx.

3. La ecuación es (2x + y)dx +
(
2yey/x − x

)
dy = 0 y las dos funciones son

homogéneas de grado 1. Efectuando el cambio y = vx :

(2x+ vx)dx+ (2vxev − x)(vdx+ xdv) = 0,
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(2 + v)dx+ (2vev − 1)(vdx+ xdv) = 0,

(2 + 2v2ev)dx+ (2vev − 1)xdx = 0,

dx

x
+

2vev − 1

2v2ev + 2
dv = 0,

∫
dx

x
+

1

2

∫
2vev − 1

v2ev + 1
dv = K.

Calculemos la segunda integral. Sumando y restando en el numerador v2ev :∫
2vev − 1

v2ev + 1
dv =

∫
2vev + v2ev − v2ev − 1

v2ev + 1
dv

=

∫
2vev + v2ev

v2ev + 1
dv −

∫
dv = log(v2ev + 1)− v.

La solución general de la ecuación es por tanto

log |x|+ 1

2
log(v2ev + 1)− 1

2
v = K,

2 log |x|+ log(v2ev + 1) = 2K + v,

log
∣∣x(v2ev + 1)

∣∣ = 2K + v, x(v2ev + 1) = e2Kev = Cev.

Sustituyendo v = y/x y simplificando, obtenemos la solución general de la
ecuación dada:

y2 + x2e−y/x = C.

15.5. Ecuación diferencial con coeficientes lineales

1. Sea la ecuación con coeficientes lineales

(ax+ by + c)dx+ (a′x+ b′y + c′)dy = 0.

Demostrar que si los coeficientes de dx y dy representan rectas secantes en
el punto (h, k), entonces la sustitución x = h+X, y = k + Y transforma la
ecuación en una homogénea, y que si representan rectas paralelas, la susti-
tución z = ax+ by la transforma en una de variables separadas.

2. Resolver la ecuación diferencial y′ =
4x− y + 7

2x+ y − 1
.

3. Resolver la ecuación diferencial

(2x− 4y + 5)y′ + x− 2y + 3 = 0.

4. Proporcionar un método para resolver ecuaciones de la forma:

y′ = F

(
ax+ by + c

a′x+ b′y + c′

)
.
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Solución. 1. Si las rectas secantes en el punto (h, k), sustituyendo x =
h+X, y = k + Y en la ecuación dada:

(ah+ aX + bk + bY + c)dX + (a′h+ a′X + b′k + b′Y + c′)dY = 0.

Dado que (h, k) pertenece a ambas rectas, ah+ bk + c = a′h+ b′k + c′ = 0.
Queda:

(aX + bY )dX + (a′X + b′Y )dY = 0,

que una ecuación homogénea.

Si las rectas son paralelas entonces los vectores (a, b) y (a′, b′) son propor-
cionales y podemos escribir (a′, b′) = k(a, b) con k 6= 0. Sustituyendo en la
ecuación dada:

(ax+ by + c)dx+ (k(ax+ by) + c′)dy = 0.

Efectuando el cambio z = ax+ by y usando dz = adx+ bdy :

(b(z + c)− a(kz + c′))dx+ (kz + c′)dz = 0.

que es una ecuación de variables separadas.

2. La ecuación dada se puede expresar en la forma:

(4x− y + 7)dx− (2x+ y − 1)dy = 0.

Las rectas 4x−y+7 = 0 y 2x+y−1 = 0 se cortan en el punto (h, k) = (−1, 3).
Con el cambio x = −1 +X, y = 3 + Y obtenemos

(4X − Y )dX − (2X + Y )dY = 0,

y con Y = vX :

(4X − vX)dX − (2X + vX)(vdX +Xdv) = 0.

Simplificando y separando variables

dX

X
+

(v + 2)dv

v + 3v − 4
= 0.

Descomponiendo el segundo miembro en fracciones simples e integrando:

log |X|+
∫ (

2/5

v − 1
+

3/5

v + 4

)
dv = K , log |X5(v − 1)2(v + 4)3| = K,

X5(v − 1)2(v + 4)3 = C , X5 (Y/X − 1)2 (Y/X + 4)3 = C.
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Sustituyendo X = x+ 1, Y = y − 3 obtenemos la solución general

(x− y + 4)2(4x+ y + 1)3 = C.

3. Las rectas son paralelas. Efectuando el cambio z = x − 2y y operando
obtenemos

2z + 5

4z + 11
dz = dx o bien

(
1− 1

4z + 11

)
dz = 2x.

Integrando obtenemos 4z − log |4z + 11| = 8x+ C. La solución general es

4x+ 8y + log |4x− 8y + 11| = C.

4. Consideremos las rectas ax+by+c = 0, a′x+b′y+c′ = 0. Si son secantes,
en el punto (h, k) el cambio x = h + X, y = k + Y transforma la ecuación
en:

dY

dX
= F

(
aX + bY

a′X + b′Y

)
o bien F

(
aX + bY

a′X + b′Y

)
dX − dY = 0.

Los coeficientes de dX y dY en la última ecuación son funciones homogéneas
(ambas de grado 0), por tanto es homogénea.

Si las rectas son paralelas, el cambio z = ax+ by transforma la ecuación en:

dy

dx
= F

(
z + c

kz + c′

)
o bien

dz − adx
dx

= bF

(
z + c

kz + c′

)
.

La última ecuación es de la forma dz − adx = bg(z)dx o bien

(bg(z) + a)dx− dz = 0,

que es de variables separadas.

15.6. Ecuación diferencial exacta

1. Resolver la ecuación diferencial (3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0.

2. Resolver la ecuación diferencial

log(y2 + 1) dx+
2y(x− 1)

y2 + 1
dy = 0.

3. Resolver la ecuación diferencial (x2 + y2 + 2x) dx+ 2xy dy = 0.
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Solución. Recordamos que la ecuación P (x, y)dx+Q(x.y)dy se llama dife-
rencial exacta si se verifica la relación Py = Qx. Además, supongamos que
P (x, y), Q(x, y) son continuas, aśı como sus derivadas parciales Py y Qx en
un recinto D simplemente conexo del plano y se verifica Py = Qx en D.
En estas hipótesis, se sabe que existe una función u = u(x, y) (única salvo
constante aditiva) tal que se verifica en D :

du = uxdx+ uy = Pdx+Qdy.

Entonces, la solución general de la ecuación diferencial exacta Pdx+Qdy = 0
es u(x, y) = C. �

1. Tenemos Py = 12xy, Qx = 12xy, por tanto la ecuación es diferencial
exacta. Hallemos u tal que{

ux = P (x, y) = 3x2 + 6xy2

uy = Q(x, y) = 6x2y + 4y3.

Integrando la primera igualdad:

u =

∫
(3x2 + 6xy2) dx = x3 + 3x2y2 + ϕ(y).

Usando ahora la segunda igualdad:

uy = 6x2y + ϕ′(y) = 6x2y + 4y3 ⇒ ϕ′(y) = 4y3 ⇒ ϕ(y) = y4.

La solución general de la ecuación es por tanto

x3 + 3x2y2 + y4 = C.

2. Tenemos:
∂P

∂y
=

2y

y2 + 1
,

∂Q

∂x
=

2y

y2 + 1
,

por tanto la ecuación es diferencial exacta. Hallemos u tal que{
ux = P (x, y) = log(y2 + 1)

uy = Q(x, y) = 2y(x−1)
y2+1

.

Integrando la segunda igualdad:

u =

∫
2y(x− 1)

y2 + 1
dy = (x− 1) log(y2 + 1) + ϕ(x).

Usando ahora la primera igualdad:

ux = log(y2 + 1) + ϕ′(x) = log(y2 + 1)⇒ ϕ′(x) = 0⇒ ϕ(x) = K.
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La solución general de la ecuación es por tanto

(x− 1) log(y2 + 1) = C.

3. Tenemos: Py = 2y = Qx, por tanto la ecuación es diferencial exacta.
Hallemos u tal que {

ux = P (x, y) = x2 + y2 + 2x
uy = Q(x, y) = 2xy.

Integrando la primera igualdad:

u =

∫
(x2 + y2 + 2x) dx =

x3

3
+ y2x+ x2 + ϕ(y).

Usando ahora la segunda igualdad:

uy = 2xy + ϕ′(y) = 2xy ⇒ ϕ′(y) = 0⇒ ϕ(y) = K.

La solución general de la ecuación es por tanto

x3

3
+ y2x+ x2 = C.

15.7. Factores integrantes

1. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(x) que dependa exclusivamente de x.
(b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial (1−xy)dx+(xy−x2)dy = 0.

2. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(y) que dependa exclusivamente de y.

(b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial
y

x
dx+ (y3 − log x)dy = 0.

3. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(y2 − x2) que dependa de y2 − x2.
(b) Aplicación: hallar un factor integrante de la ecuación

(x+ y2 + 1)dx− 2xydy = 0.

4. Se considera la ecuación diferencial Pdx + Qdy = 0. Determinar la rela-
ción que se ha de cumplir para que la ecuación tenga un factor integrante
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µ = µ(x+ y2) que dependa exclusivamente de x+ y2.

5. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(x2 + y2) que dependa exclusivamente de x2 + y2.
(b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial xdx+ydy+x(xdy−ydx) = 0.

Solución. Supongamos que la ecuación Pdx + Qdy = 0 no es diferencial
exacta. Si µ = µ(x, y) es una función tal que µPdx+µQdy = 0 es diferencial
exacta, decimos que µ es un factor integrante de la ecuación dada. La condi-
ción para que µ = µ(x, y) sea factor integrante de la ecuación Pdx+Qdy = 0
es

∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x
,

o de manera equivalente

∂µ

∂y
P + µ

∂P

∂y
=
∂µ

∂x
Q+ µ

∂Q

∂x
.

Esta última ecuación diferencial en derivadas parciales será en principio más
dif́ıcil de resolver que la ecuación inicial dada, sin embargo es posible hallar
factores integrantes cuando conocemos a priori una forma particular de la
función µ. �

1. (a) La ecuación µPdx+ µQ = 0 es diferencial exacta si y sólo si (µP )y =
(µQ)x. Entonces, si µ depende exclusivamente de x :

(µP )y = (µQ)x ⇔ µPy = µ′Q+ µQx ⇔
µ′

µ
=

1

Q
(Py −Qx).

Esto implica que (Py −Qx)/Q = F (x), es decir ha de ser función de x.

(b) Para la ecuación dada tenemos

1

Q
(Py −Qx) =

−x− y + 2x

xy − x2
=

x− y
x(y − x)

= −1

x
= F (x).

Halemos un factor integrante

µ′

µ
= −1

x
, log |µ| = − log |x| , µ =

1

x
.

Multiplicando por µ = 1/x obtenemos la ecuación diferencial exacta:(
1

x
− y
)
dx+ (y − x)dy = 0.
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Hallemos la correspondiente función potencial u = u(x, y) :

u =

∫
(y − x)dy =

y2

2
− xy + ϕ(x)⇒

ux = −y + ϕ′(x) =
1

x
− y ⇒ ϕ(x) = log |x|+K.

La solución general de la ecuación dada es

log |x| − xy +
y2

2
= C.

2. (a) La ecuación µPdx+ µQ = 0 es diferencial exacta si y sólo si (µP )y =
(µQ)x. Entonces, si µ depende exclusivamente de y :

(µP )y = (µQ)x ⇔ µ′P + µPy = µQx ⇔
µ′

µ
=

1

P
(Qx − Py).

Esto implica que (Qx − Py)/P = F (y), es decir ha de ser función de y.

(b) Para la ecuación dada tenemos

1

P
(Qx − Py) =

x

y

(
−1

x
− 1

x

)
=
−2

y
= F (y).

Halemos un factor integrante

µ′

µ
= −2

y
, log |µ| = −2 log |y| = log |y|−2 , µ =

1

y2
.

Multiplicando por µ = 1/y2 obtenemos la ecuación diferencial exacta:

1

xy
dx+

(
y − log x

y2

)
dy = 0.

Hallemos la correspondiente función potencial u = u(x, y) :

u =

∫
dx

xy
=

log x

y
+ ϕ(y)⇒ uy = − log x

y2
+ ϕ′(y) =

y − log x

y2
⇒ ϕ(y) =

y2

2
+K

La solución general de la ecuación dada es

log x

y
+
y2

2
= C.
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3. (a) La ecuación µPdx+ µQ = 0 es diferencial exacta si y sólo si (µP )y =
(µQ)x. Entonces, si µ = µ(z) depende exclusivamente de z = y2 − x2 :

(µP )y = (µQ)x ⇔ µ′(z)2yP + µ(z)Py = −2xµ′(z)Q+ µ(z)Qx

⇔ µ′(z)

µ(z)
=

Qx − Py
2xQ+ 2yP

Esto implica que
Qx − Py

2xQ+ 2yP
= F (y2 − x2),

es decir ha de ser función de y2 − x2.
(b) Para la ecuación dada tenemos

Qx − Py
2xQ+ 2yP

=
−2y − 2y

−4x2y + 2x2y + 2y3 + 2y
=

−2

1 + y2 − x2
= F (y2 − x2).

Halemos un factor integrante

µ′(z)

µ(z)
= − 2

1 + z
, log |µ(z)| = −2 log |1 + z| = log |1 + z|−2 , µ(z) =

1

z2
.

Por tanto, un factor integrante que depende de y2 − x2 es:

µ =
1

(1 + y2 − x2)2
.

4. La ecuación µPdx + µQ = 0 es diferencial exacta si y sólo si (µP )y =
(µQ)x. Entonces, si µ = µ(z) depende exclusivamente de z = x+ y2 :

(µP )y = (µQ)x ⇔ µ′(z)2yP + µ(z)Py = µ′(z)Q+ µ(z)Qx

⇔ µ′(z)

µ(z)
=
Qx − Py
2yP −Q

Esto implica que
Qx − Py
2yP −Q

= F (x+ y2),

es decir ha de ser función de x+ y2.

5. (a) La ecuación µPdx+ µQ = 0 es diferencial exacta si y sólo si (µP )y =
(µQ)x. Entonces, si µ = µ(z) depende exclusivamente de z = x2 + y2 :

(µP )y = (µQ)x ⇔ µ′(z)2yP + µ(z)Py = 2xµ′(z)Q+ µ(z)Qx

⇔ µ′(z)

µ(z)
=

Qx − Py
2yP − 2xQ
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Esto implica que

Qx − Py
2yP − 2xQ

= F (x2 + y2),

es decir ha de ser función de x2 + y2.

(b) La ecuación diferencial es

(x− xy)dx+ (y + x2)dy = 0.

Entonces,

µ′(z)

µ(z)
=

Qx − Py
2yP − 2xQ

=
2x+ x

2y(x− xy)− 2x(y + x2)
= −3

2

1

x2 + y2

= − 3

2z
, log |µ(z)| = −3

2
log |z| = log |z|−3/2 , µ(z) =

1

(x2 + y2)3/2
.

Multiplicando por µ(z) a la ecuación dada obtenemos la ecuación diferencial
exacta:

x− xy
(x2 + y2)3/2

dx+
y + x2

(x2 + y2)3/2
dy = 0.

Hallemos la función potencial u :

∂u

∂x
=

x− xy
(x2 + y2)3/2

, u = (1− y)

∫
x dx

(x2 + y2)3/2

= (y − 1)(x2 + y2)−1/2 + ϕ(y).

∂u

∂y
= (x2 + y2)−1/2 + (y − 1) · −1

2
(x2 + y2)−3/22y + ϕ′(y)

=
x2 + y2

(x2 + y2)3/2
− y2 − y

(x2 + y2)3/2
+ ϕ′(y) =

y + x2

(x2 + y2)3/2
+ ϕ′(y).

Igualando a
y + x2

(x2 + y2)3/2
, queda ϕ′(y) = 0, por tanto ϕ(y) = K. La solución

general es por tanto

y − 1√
x2 + y2

= C.
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15.8. Ecuación diferencial lineal

1. Demostrar que la solución general de la ecuación diferencial lineal y′+py =
q es

ye
∫
pdx −

∫
qe

∫
pdxdx = C.

2. Resolver la ecuación y′ = y tanx+ cosx.

3. Resolver la ecuación lineal y′ + 2xy = 2xe−x
2
.

4. Usando el método de variación de las constantes, resolver la ecuación li-
neal y′ + 2xy = 2xe−x

2
.

5. Resolver la ecuación
dy

dx
=

1

x cos y + sen 2y
.

6. Demostrar que la solución general de la ecuación lineal completa y′+py =
q se obtiene sumando a una solución particular todas las de la homogénea.

7. Resolver la ecuación 2xy′ − y = 3x2.

8. Usando el método de variación de las constantes, resolver la ecuación
lineal

dy

dx
+

2x+ 1

x
y = e−2x.

9. Demostrar que si y1 e y2 son soluciones particulares de la ecuación lineal
y′ + py = q, entonces su solución general es

y − y2

y2 − y1
= C.

10. Resolver la ecuación diferencial

x′ +
2tx

3 + t2
= et

con la condición inicial x(0) = 0. Escribir la solución en forma expĺıcita e
indicar su intervalo máximo de continuidad (Propuesto en examen, Amp.
Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Podemos escribir la ecuación y′ + py = q en la forma

dy

dx
= −py + q, o bien (py − q)dx+ dy = 0.
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Veamos que tiene un factor integrante µ = µ(x) que depende exclusivamente
de x. Multiplicando por µ :

µ(py − q)dx+ µdy = 0.

Obligando a que sea diferencial exacta:

∂

∂y
(µ(py − q)) =

∂

∂x
(µ), µp = µ′,

µ′

µ
= p,

log |µ| =
∫
pdx, µ = e

∫
pdx.

Es decir, obtenemos la ecuación diferencial exacta:

Pdx+Qdy = 0, con P = (py − q)e
∫
pdx, Q = e

∫
pdx.

Hallemos u tal que {
ux = (py − q)e

∫
pdx

uy = e
∫
pdx.

Integrando la segunda igualdad:

u =

∫
e
∫
pdx dy = ye

∫
pdx + ϕ(x).

Usando ahora la primera igualdad:

ux = ype
∫
pdx + ϕ′(x) = (py − q)e

∫
pdx

⇒ ϕ′(x) = −qe
∫
pdx ⇒ ϕ(x) = −

∫
qe

∫
pdxdx.

La solución general de la ecuación lineal es por tanto

ye
∫
pdx −

∫
qe

∫
pdxdx = C.

2. Podemos escribir la ecuación en la forma

y′ − (tanx)y = cosx,

es decir es lineal. Usando la fórmula de la solución general:

ye
∫
− tanx dx −

∫
(cosx)e

∫
− tanx dxdx = C,

yelog|cosx| −
∫

(cosx)elog|cosx|dx = C,
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y cosx−
∫

cos2 xdx = C, y cosx− 1

2
x− 1

4
sen 2x+ C.

La solución general de la ecuación es por tanto y cosx− 1

2
x− 1

4
sen 2x+C.

3. Usando la fórmula de la solución general de la ecuación lineal:

ye
∫

2xdx −
∫

2xe−x
2
e
∫

2xdxdx = C,

yex
2 −

∫
2xe−x

2
ex

2
dx = C,

yex
2 −

∫
2xdx = C, yex

2 − x2 = C.

La solución general de la ecuación es por tanto y = (C + x2)e−x
2
.

4. Recordamos que método de variación de las constantes consiste en resol-
ver primeramente la ecuación homogénea correspondiente y′ + py = 0, que
es de variables separadas, siendo su solución general y = Ce−

∫
pdx. Después,

suponemos que C es función de x, es decir C = C(x). Obligando a que
y = C(x)e−

∫
pdx sea solución de la ecuación completa, obtenemos la solu-

ción general de esta. �

La ecuación homogénea es y′+2xy = 0, y su solución general y = Ce−
∫

2x dx =
Ce−x

2
. Sustituyendo y = C(x)e−x

2
en la ecuación completa:

C ′(x)e−x
2

+ C(x)e−x
2
(−2x) + 2xC(x)e−x

2
= 2xe−x

2
,

C ′(x)e−x
2

= 2xe−x
2
, C ′(x) = 2x, C(x) = x2 + C.

La solución general de la ecuación completa es por tanto

y = (x2 + C)e−x
2
.

5. Invirtiendo obtenemos

dx

dx
= x cos y + sen 2y, o bien x′ − (cos y)x = sen 2y

es decir, la ecuación dada es lineal en x como función de y. Usando la fórmula
de la solución general:

xe
∫
− cos y dy −

∫
(sen 2y)e

∫
− cos y dydy = C,
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xe− sen y −
∫

(sen 2y)e− sen ydy = C.

La última integral la podemos expresar en la forma∫
(sen 2y)e− sen ydy = 2

∫
sen y cos y e− sen ydy.

Usando la fórmula de integración por partes con u = sen y, dv = cos y e− sen y

fácilmente obtenemos∫
(sen 2y)e− sen ydy = −2e− sen y(1 + sen y).

La solución general de la ecuación dada es por tanto

xe− sen y + 2e− sen y(1 + sen y) = C,

que la podemos expresar en la forma

x = Cesen y − 2 sen y − 2.

6. Si y1 es una solución particular de la ecuación completa e yh es solución
de la homogénea, entonces

(y1 + yh)′ + p(y1 + yh) = y′1 + y′h + py1 + pyh

= (y′1 + py1) + (y′h + pyh) = q + 0 = q,

es decir y1 + yh es solución de la completa.

Rećıprocamente, sea y1 solución particular de la completa e yc una solución
cualquiera de la misma. Entonces,

(yc − y1)′ + p(yc − y1) = y′c − y′1 + pyc − py1

(y′c + pyc)− (y′1 + py1) = q − q = 0,

es decir yc − y1 es solución de la homogénea. Llamando yh = yc − y1, queda
yc = y1 + yh siendo yh solución de la homogénea.

7. Podemos escribir la ecuación en la forma

y′ − 1

2x
y =

3x

2
,

es decir es lineal. Usando la fórmula de la solución general:

ye
∫

(−1/2x)dx −
∫

3x

2
e
∫

(−1/2x)dxdx = C,
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ye(−1/2) log|x| − 3

2

∫
xe(−1/2) log|x|dx = C,

y√
x
− 3

2

∫
x · 1√

x
dx = C,

y√
x
− x3/2 = C

La solución general de la ecuación es por tanto y = C
√
x+ x2.

8. La ecuación homogénea es

dy

dx
+

2x+ 1

x
y, o bien

dy

y
+

(
2 +

1

x

)
dx = 0.

Integrando,

log |y|+ 2x+ log |y| = K, log |yx| = K − 2x,

yx = eKe−2x = Ce−2x, y = C
e−2x

x
.

Obliguemos a que y = C(x)e−2x/x sea solución de la completa:

C ′(x)
e−2x

x
+ C(x)

−2e−2xx− e−2x

x2
+

2x+ 1

x
C(x)

e−2x

x
= e−2x.

Multiplicando por e2x :

C ′(x)

x
+ C(x)

−2x− 1

x2
+

2x+ 1

x2
C(x) = 1,

C ′(x) = x, C(x) =
x2

2
+ C.

La solución general de la completa es por tanto

y =

(
x2

2
+ C

)
e−2x.

9. La solución general de la homogénea sabemos que es yh = Ke−
∫
p dx, por

tanto la solución general de la completa es y = y1 + yh, o bien y − y1 =
Ke−

∫
p dx. La solución y2 se obtendrá dando a K un valor K1, es decir

y2 − y1 = K1e
−

∫
p dx, lo cual implica

y − y1

y2 − y1
=

Ke−
∫
p dx

K1e−
∫
p dx

=
K

K1
= C.

10. Se trata de una ecuación lineal, por tanto su solución general es

xe
∫

2tdt/(3+t2) −
∫
ete

∫
2tdt/(3+t2)dt = C,
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xelog(t2+3) −
∫
etelog(t2+3)dt, x(t2 + 3)−

∫
(t2 + 3)etdt.

Aplicando dos veces el método de integración por partes, fácilmente obte-
nemos ∫

(t2 + 3)etdt = (t2 − 2t+ 5)et,

y por tanto la solución general es

x(t2 + 3)− (t2 − 2t+ 5)et = C.

Particularizando para t = 0, x = 0 obtenemos C = −5, luego la solución
particular pedida es

x =
(t2 − 2t+ 5)et − 5

t2 + 3
,

y su intervalo máximo de continuidad es claramente (−∞,+∞).

15.9. Ecuación diferencial de Bernoulli

1. Resolver la ecuación diferencial xy′ = y + 2xy2.

2. Demostrar que la ecuación de Bernoulli se reduce a una ecuación lineal
mediante la sustitución v = y1−n.

3. Resolver la ecuación diferencial x3y′ = 2x2y + y3.

Solución. Recordamos que se llama ecuación de Bernoulli a toda ecuación
de la forma y′ + py = qyn con p y q funciones de x y n número real distinto
de 0 y de 1. Si n = 1 la ecuación es de variables separadas y si n = 0, es
lineal. La ecuación de Bernoulli se reduce a una ecuación lineal mediante la
sustitución v = y1−n. �

1. Dividiendo entre x obtenemos

y′ − 1

x
y = 2y2, o bien y−2y′ − 1

x
y−1 = 2,

que es una ecuación de Bernoulli. Efectuando el cambio v = y−1 queda
v′ = −y−2y′, por tanto la ecuación se transforma en

−v′ − 1

x
v = 2, o bien v′ +

1

x
v = −2.

Usando la fórmula de la solución general de la ecuación lineal:

ve
∫

(1/x) dx + 2

∫
e
∫

(1/x) dxdx = C,
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velog|x| + 2

∫
elog|x|dx = C,

vx+ 2

∫
x dx = C, vx+ x2 = C.

Sustituyendo v = 1/y obtenemos

x

y
+ x2 = C, o bien y =

x

C − x2
,

que es la solución general de la ecuación dada.

2. Dividiendo la ecuación de Bernoulli y′ + py = qyn entre yn :

y−ny′ + py1−n = q. (1)

Derivando respecto de x la igualdad v = y1−n :

v′ = (1− n)y−ny′. (2)

Sustituyendo (2) en (1) queda:

v′

1− n
+ pv = q, o bien v′ + (1− n)pv = (1− n)q,

que es una ecuación lineal en v.

3. Dividiendo entre x3 :

y′ − 2

x
y =

1

x3
y3, o bien , y−3y′ − 2

x
y−2 =

1

x3

es decir, es una ecuación de Bernoulli. Efectuando el cambio v = y−2 queda
v′ = −2y−3y′, por tanto la ecuación se transforma en

v′

−2
− 2

x
v =

1

x3
, o bien v′ +

4

x
v = − 2

x3
.

Usando la fórmula de la solución general de la ecuación lineal:

ve
∫

(4/x) dx −
∫
− 2

x3
e
∫

(4/x) dxdx = C,

ve4 log|x| + 2

∫
e4 log|x|

x3
dx = C,

vx4 + 2

∫
x dx = C, vx4 + x2 = C.

Sustituyendo v = 1/y2 obtenemos

x4

y2
+ x2 = C, o bien x4 = y2(C − x2),

que es la solución general de la ecuación dada.
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15.10. Ecuación diferencial de Riccati

1. Resolver la ecuación y′+ xy2− (2x2 + 1)y+ x3 + x− 1 = 0, sabiendo que
tiene la solución particular y1 = x.

2. Se considera la ecuación de Riccati:

y′ = y2 − 1

x
y − 1

x2
.

(a) Encontrar una solución de la forma y = xm con m real.
(b) Encontrar la solución particular y = y(x) que verifica y(1) = 2.

3. Demostrar que si y1 es una solución particular de la ecuación de Riccati

y′ = py2 + qy + r, entonces la sustitución y = y1 +
1

v
la trasforma en lineal.

4. Hallar una solución de la ecuación diferencial (x2y2 + 1)dx+ 2x2dy = 0,
de la forma y = a/x.

Solución. Recordamos que se llama ecuación de Riccati a toda ecuación de
la forma y′ = py2 + qy + r con p, q y r funciones de x y p no identicamente
nula. Si y1 es una solución particular de la ecuación de Riccati, la sustitución
y = y1 + 1/v la transforma en lineal. �

1. Es una ecuación de Riccati. Veamos que efectivamente y1 = x es solución
de la ecuación,

y′1 + xy2
1 − (2x2 + 1)y1 + x3 + x− 1

= 1 + x3 − (2x2 + 1)x+ x3 + x− 1 = 0 ∀x ∈ R.

Efectuando la sustitución y = x+
1

v
:

1− v′

v2
+ x

(
x+

1

v

)2

− (2x2 + 1)

(
x+

1

v

)
+ x3 + x− 1 = 0.

Simplificando, queda la ecuación lineal v′ + v = x, cuya solución general es

ve
∫
dx −

∫
xe

∫
dxdx = C, vex −

∫
xexdx = C,

vex − ex(x− 1) = C, v = Ce−x + x− 1,

1

v
=

1

Ce−x + x− 1
.
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Usando
1

v
= y − x, obtenemos la solución general de la ecuación dada:

y =
1

Ce−x − x+ 1
+ x.

2. (a) Obliguemos a que y = xm sea solución de la ecuación:

mxm−1 = x2m − xm−1 − x−2.

Si m = −1, el primer miembro es −x−2 y el segundo, también x−2. Por
tanto y = 1/x es solución.

(b) Efectuando el cambio y =
1

x
+

1

v
:

− 1

x2
− v′

v2
=

1

x2
+

2

xv
+

1

v2
− 1

x2
− 1

xv
− 1

x2
.

Simplificando obtenemos la ecuación lineal

v′ +
1

x
v = −1.

Hallemos su solución general:

ve
∫

(1/x)dx −
∫
−e

∫
(1/x)dxdx = C, velog|x| +

∫
elog|x|dx = C,

vx+

∫
x dx, vx+

x2

2
= C. (∗)

La condición inicial y(1) = 2 equivale a y(1) = 1/1 + 1/v(1) es decir, a
v(1) = 1. Sustituyendo x = 1, v = 1 en (∗), obtenemos C = 3/2. La solución
particular pedida es por tanto

v =
3− x2

2x
,

y deshaciendo el cambio:

y =
x2 + 3

x(3− x2)
.

3. Sustituyendo y = y1 +
1

v
en y′ = py2 + qy + r :

(
y1 +

1

v

)′
= p

(
y1 +

1

v

)2

+ q

(
y1 +

1

v

)
+ r,
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y′1 −
v′

v2
= py2

1 + 2p
y1

v
+

p

v2
+ qy1 +

q

v
+ r.

Como y1 es solución de y′ = py2 + qy + r se verifica y′1 = py2
1 + qy1 + r, por

tanto

− v
′

v2
= 2p

y1

v
+

p

v2
+
q

v
.

Simplificando, queda

− v
′

v2
=

2py1v + p+ qv

v2
,

o bien

v′ + (2py1 + q)v = −p,

que es una ecuación lineal en v.

4. La ecuación se puede escribir en la forma:

y′ = −1

2
y2 − 1

2x2
,

es decir, es una ecuación de Riccati. Ensayando soluciones de la forma y =
a/x :

− a

x2
= − a2

2x2
− 1

2x2
,
a2 − 2a+ 1

x2
= 0,

(a− 1)2

x2
= 0.

Deducimos que a = 1, es decir una solución particular es y =
1

x
.

15.11. Cambios de variable en las ecuaciones di-
ferenciales

1. Demostrar que sustitución z = ax + by transforma la ecuación y′ =
f(ax+ by + c), en una de variables separadas.

2. Demostrar que la expresión xdx + ydy, se transforma mediante la susti-
tución u = x2 + y2 en du/2.

3. Efectuar una adecuada sustitución que transforme la siguiente ecuación
en una de variables separadas

(xy + 1)dx+ 2x(2xy − 1)dy = 0.

4. Efectuar el cambio de variable y = v − x para transformar la ecuación
(x+ y)dx+ dy = 0 en una de variables separadas, e integrarla.
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5. a) Demostrar que toda ecuación del tipo xy′ − y = f(x)g(y/x) se trans-
forma en una de variables separadas mediante la sustitución y = vx.
b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial

xy′ − y = 2x
y2 − x2

x4 − 1
.

6. Demostrar que la expresión xdy − ydx, se transforma mediante la susti-
tución v = x/y en −x2dv/v2 y mediante v = y/x en x2dv.

Solución. 1. Se verifica dz = adx+ bdy, por tanto

y′ = f(ax+ by + c)⇔ dy

dx
= f(z + c)⇔ dz − adx

bdx
= f(z + c)

⇔ dz − adx = bf(z + c)dx⇔ (bf(z + c) + a) dx− dz,

que claramente es una ecuación de variables separadas.

2. Diferenciando u = x2 + y2 obtenemos du = 2xdx + 2ydy, por tanto
xdx+ ydy = du/2.

3. La repetición de xy, sugiere la sustitución v = xy, con lo cual dv =
ydx+ xdy. La ecuación dada se transforma en

(v + 1)dx+ 2x(2v − 1)
dv − ydx

x
= 0,

x(v + 1)dx+ 2x2(2v − 1)
(
dv − v

x
dx
)

= 0.

Operando queda

x(1 + 3v − 4v2)dx+ 2x(2v − 1) = 0,

que es una ecuación de variables separadas.

4. El cambio y = v−x transforma la ecuación en la forma vdx+dv−dx = 0 o
equivalentemente (v−1)dx+dv = 0, que es de variables separadas. Tenemos

dx+
dv

v − 1
= 0,

∫
dx+

∫
dv

v − 1
= K, x+ log (v − 1) = K,

log ex(x+ y − 1) = K, ex(x+ y − 1) = eK .

La solución general es por tanto ex(x+ y − 1) = C.
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5. a) Derivando y = vx, obtenemos y′ = v′x−v. Sustituyendo en la ecuación:

x

(
x
dv

dx
− v
)
− vx = f(x)g(v),

x2 dv

dx
= f(x)g(v), f(x)g(v)dx− x2dv = 0,

ecuación de variables separadas.

b) Podemos expresar

2x
y2 − x2

x4 − 1
=

2x

x4 − 1
· x2

(
y2

x2
− 1

)
=

2x3

x4 − 1
(v2 − 1).

Entonces,

f(x) =
2x3

x4 − 1
, g(v) = v2 − 1,

y la ecuación se transforma en

2x3

x4 − 1
(v2 − 1)dx− x2dv = 0, o bien,

2x dx

x4 − 1
− dv

v2 − 1
= 0.

Integrando:∫
2x dx

x4 − 1
−
∫

dv

v2 − 1
= k,

∫
d(x2)

(x2)2 − 1
−
∫

dv

v2 − 1
= k.

Usando que ∫
dt

t2 − 1
=

1

2
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ , queda:

1

2
log

∣∣∣∣x2 − 1

x2 + 1

∣∣∣∣− 1

2
log

∣∣∣∣x2 − 1

x2 + 1

∣∣∣∣ = k, log

∣∣∣∣x2 − 1

x2 + 1

v + 1

v − 1

∣∣∣∣ = 2k,

x2 − 1

x2 + 1

v + 1

v − 1
= e2k,

x2 − 1

x2 + 1

y/x+ 1

y/x− 1
= c,

x2 − 1

x2 + 1

y + x

y − x
= c.

Despejando y, y agrupando constantes queda:

y = x
x2 + C

Cx2 + 1
.

6. Diferenciando v = x/y :

dv =

(
x

y

)′
dx =

y − y′x
y2

dx =
y − dy

dx · x
y2

dx
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=
ydx− xdy

y2
=
ydx− xdy
x2/v2

= −xdy − ydx
x2

v2,

es decir xdy − ydx = −x2dv/v2.

Diferenciando v = y/x :

dv =
(y
x

)′
dx =

y′x− y
x2

dx =
dy
dx · x− y

x2
dx =

xdy − ydx
x2

es decir xdy − ydx = x2dv.

15.12. Ecuación diferencial con paso a polares

(a) Expresar xdx+ ydy y xdy − ydx en coordenadas polares.
(b) Como aplicación, resolver la ecuación

(x2 + y2)(xdx+ ydy) + (x2 + y2 − 2x+ 2y).

Solución. (a) De las relaciones x = ρ cos θ, y = ρ sen θ deducimos

xdx+ ydy = ρ cos θ(cos θdρ− ρ sen θdθ) + ρ sen θ(sen θdρ+ ρ cos θdθ) =

ρ(cos2 θ + sen2 θ)dρ+ ρ2(− cos θ sen θ + sen θ cos θ)dθ = ρ dρ.

xdy − ydx = ρ cos θ(sen θdρ+ ρ cos θdθ)− ρ sen θ(cos θdρ− ρ sen θdθ) =

ρ(cos θ sen θ − sen θ cos θ)dρ+ ρ2(cos2 θ + sen2 θ)dθ = ρ2dθ.

(b) Usando el apartado anterior, la ecuación diferencial dada se transforma
en

ρ3dρ+ (ρ2 − 2ρ cos θ + 2ρ sen θ)ρ2dθ = 0.

Dividiendo entre ρ3, podemos expresar la ecuación anterior en la forma

dρ

dθ
− ρ = 2(sen θ − cos θ).

Esta ecuación es del tipo ρ′ + p(θ)ρ = q(θ) es decir, lineal. Sabemos que su
solución general es

ρ e
∫
p(θ)dθ −

∫
q(θ)e

∫
p(θ)dθdθ = C

En nuestro caso queda

ye−θ − 2

∫
(sen θ − cos θ)dθ = C.

Aplicando el método de integración por partes, obtenemos la solución general
de la ecuación dada: ρ = Ceθ − 2 sen θ.
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15.13. Máquina quitanieves

Una máquina quitanieves desplaza un volumen de V (m3/ hora), barriendo
una anchura a (m) de la carretera. Su velocidad cuando avanza por la carre-
tera vaŕıa según la cantidad de nieve precipitada para mantener V constante
en el tiempo. Nieva regularmente, de manera que la altura de nieve crece a
razón de r (m/hora). Despues de empezar a nevar, la máquina empieza la
limpieza de la carretera en t = 0 (horas). Se pide:

(a) Plantear la ecuación diferencial que satisface la longitud de carretera
x(t) (Km) limpiada por la máquina. Determinar la solución.
(b) En la primera hora de trabajo, la máquina ha limpiado 2 Km de carretera
y en la segunda hora ha avanzado 1 Km más. Si la máquina empezó la
limpieza a las 12 h del mediod́ıa, determinar en qué momento empezó a
nevar.

Solución. (a) La máquina empieza a funcionar en el instante t = 0, en
consecuencia empezó a nevar en el instante t = t0 (t0 < 0). Llamemos h(t)
a la altura de la nieve en la carretera en el instante t, y sea h0 = h(0) la
altura inicial, es decir cuando la máquina empieza a funcionar. Teniendo en
cuenta que nieva regularmente, se verifica h(t) = h0 + rt. Como la máquina
mantiene constante el volumen de nieve quitado, se verifica

x′(t) =
V

ah(t)
, o bien x′(t) =

V

a

1

h0 + rt
,

que es la ecuación diferencial que verifica x(t). Integrando obtenemos

x(t) =
V

a

∫
dt

h0 + rt
=
V

ar
log (h0 + rt) + C (C constante).

Usando la condición inicial x(0) = 0,

0 =
V

ar
log h0 + C,

con lo cual

x(t) =
V

ar
(log (h0 + rt)− log h0) =

V

ar
log

(
1 +

rt

h0

)
.

(b) Utilizando las condiciones iniciales,

{
x(1) = 2

x(2) = 3
⇒


V

ar
log

(
1 +

r

h0

)
= 2

V

ar
log

(
1 +

2r

h0

)
= 3
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⇒ 3 log

(
1 +

r

h0

)
= 2 log

(
1 +

2r

h0

)
⇒ 1 +

2r

h0
=

(
1 +

r

h0

)3/2

.

Llamando A = r/h0 y elevando al cuadrado, obtenemos (1+2A)2 = (1+A)3

o bien

A(A2 −A− 1) = 0, A = 0, A =
1±
√

5

2
.

Como A es positivo, sólo tiene sentido la solución A = (1 +
√

5)/2. De la
igualdad h(t) = h0 + rt obtenemos 0 = h0 + rt0, con lo cual t0 = −h0/r. Por
tanto

A =
1±
√

5

2
=

r

h0
= − 1

t0
⇒ t0 = − 2

1 +
√

5
≈ −0,61.

Es decir, empezo a llover aproximadamente las 11.39 h de la mañana, que
son (aproximadamente) las 11 h 23 m de la mañana.

15.14. Lineal, Bernoulli y Riccati

Resolver los siguientes problemas de valores iniciales, escribiendo en cada
caso la solución forma expĺıcita, y su intervalo de continuidad.

a) x′ =
t

1 + t2
x+ t, x(0) = 2.

b) x′ = − tx

1 + t2
− tx2, x(0) = 1/2.

c) x′ =
t− t3

4(1 + t2)
+

t3

1 + t2
x− tx2, x(0) = 1.

Indicación: la ecuación tiene una solución particular constante.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. a) Es una ecuación lineal. La ecuación homogénea asociada es

dx

x
− tdt

1 + t2
= 0.

Integrando:

log |x| − 1

2
log(1 + t2) = K, log

∣∣∣∣ x√
1 + t2

∣∣∣∣ = K, x = C
√

1 + t2.

Usaremos el método de variación de la constante, es decir obligamos a que
la función x = C(t)

√
1 + t2 sea solución de la lineal completa:

C ′(t)
√

1 + t2 + C(t)
t√

1 + t2
=

t

1 + t2
C(t)

√
1 + t2 + t
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⇔ C ′(t) =
t√

1 + t2
⇔ C(t) =

√
1 + t2 + C1.

La solución general de la completa es por tanto x =
√

1 + t2 (
√

1 + t2 +C1).
Imponiendo x(0) = 2 obtenemos C1 = 1, en consecuencia la solución pedida
es

x =
√

1 + t2 + 1 + t2.

Su intervalo de continuidad es (−∞,+∞).

b) Es una ecuación de Bernoulli. Dividiendo la ecuación entre x2 :

x′

x2
= − t

x(1 + t2)
− t.

Efectuando el cambio v = 1/x obtenemos v′ = −x′/x2 y la ecuación se
transforma en

v′ =
t

1 + t2
v + t.

La condición x(0) = 1/2 equivale a v(0) = 2. Pero esta es exactamente el
problema que se resolvió en el apartado anterior. Dado que v = 1/x, la
solución pedida es por tanto

x =
1

1 + t2 +
√

1 + t2
.

El intervalo de continuidad es (−∞,+∞).

c) Es una ecuación de Riccati. Obligando a que la función constante x = a
sea solución de la ecuación dada:

0 =
t− t3

4(1 + t2)
+

t3

1 + t2
a+ ta2 ⇔

0 =
t− t3 + 4t3a− 4(1 + t2)ta2

4(1 + t2)
⇔

0 =
(−4a2 + 4a− 1)t3 + (1− 4a2)t

4(1 + t2)
.

Para que la última igualdad sea una identidad, el polinomio del numerador
ha de ser idénticamente nulo es decir, cuando −4a2 + 4a − 1 = 0 y 1 −
4a2 = 0. Esta última igualdad se verifica para a = ±1/2 pero solamente
a = 1/2 verifica la primera. Concluimos que x = 1/2 es solución de la
ecuación diferencial dada. Efectuando el cambio x = 1/2 + 1/v obtenemos
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x′ = −v′/v2. Sustituyendo en la ecuación dada, operando y simplificando
obtenemos

v′ =
t

1 + t2
v + t.

La condición x(0) = 1 equivale a v(0) = 2. Pero de nuevo, este es exactamen-
te el problema que se resolvió en el apartado a). Dado que x = 1/2 + 1/v,
la solución pedida es por tanto

x =
1

2
+

1

1 + t2 +
√

1 + t2
.

El intervalo de continuidad es (−∞,+∞).
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Caṕıtulo 16

Transformadas de Laplace

16.1. Concepto de transformada de Laplace

1. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = 1.

2. Calcular L{t}.

3. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = eat.

4. Calcular L{sen bt}.

5. Demostrar que L{cos bt} =
s

s2 + b2
.

Solución. Recordamos que si f : (0. +∞) → R es una función, se llama
transformada de Laplace de la función f y se representa por L{f(t)} o por
L{f} a

L{f(t)} = F (s) =

∫ +∞

0
e−stf(t) dt,

para todos los valores de s para los cuales exista y sea finita la integral an-
terior. �

1.

L{1} =

∫ +∞

0
e−stdt =

[
−1

s
e−st

]+∞

0

=︸︷︷︸
si s>0

−1

s

(
e−∞ − e0

)
=

1

s
.

Si s ≤ 0 la integral es divergente, por tanto L{1} =
1

s
, s > 0.

557
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2. Usando la fórmula de integración por partes,

L{t} =

∫ +∞

0
e−stt dt =

[
−e
−st

s2
(st+ 1)

]+∞

0

.

Calculando el correspondiente ĺımite obtenemos fácilmente

L{t} = F (s) =
1

s2
, s > 0.

3.

L{eat} =

∫ +∞

0
e(a−s)tdt =

[
1

a− s
e(a−s)t

]+∞

0

=︸︷︷︸
si s>a

1

a− s
(
e−∞ − e0

)
=

1

s− a
, s > a.

4. Usando la fórmula de integración por partes y que las funciones seno y
coseno están acotadas,

L{sen bt} =

∫ +∞

0
e−st sen bt dt =

[
− e−st

s2 + b2
(s sen bt+ b cos bt)

]+∞

0

= −
[
e−sts sen bt

s2 + b2

]+∞

0

−
[
e−stb cos bt

s2 + b2

]+∞

0

=︸︷︷︸
si s>0

− (0− 0)−
(

0− b

s2 + b2

)
=

b

s2 + b2
, s > 0.

5. Usando la fórmula de integración por partes y que las funciones seno y
coseno están acotadas,

L{cos bt} =

∫ +∞

0
e−st cos bt dt =

[
e−st

s2 + b2
(−s cos bt+ b sen bt)

]+∞

0

= −
[
se−st

s2 + b2
cos bt

]+∞

0

+

[
be−st

s2 + b2
sen bt

]+∞

0

=︸︷︷︸
si s>0

−
(

0− s

s2 + b2

)
+ (0− 0) =

s

s2 + b2
, s > 0.
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16.2. Funciones de orden exponencial

Una función f : (0,+∞)→ R se dice que es de orden exponencial si, y sólo
si existen α ∈ R, t0 > 0, M > 0 tales que

|f(t)| < Meαt si t > t0.

1. Demostrar que toda función acotada es de orden exponencial.
2. Demostrar que sen bt y cos bt son de orden exponencial.
3. Demostrar que f(t) = eat sen bt es de orden exponencial.
4. Demostrar que f(t) = tn con n entero positivo, es de orden exponencial.
5. Demostrar que f(t) = et

2
no es de orden exponencial.

Solución. 1. Si f está acotada, existe M > 0 tal que |f(t)| < M para todo
t > 0, y por tanto

|f(t)| < Me0t si t > 0,

luego f es de orden exponencial.

2. Ambas funciones son acotadas y como consecuencia del ejercicio anterior,
de orden exponencial.

3. Para todo t real,
∣∣eat sen bt

∣∣ = eat |sen bt| ≤ eat. Basta por tanto elegir
t0 = 0, α = a, M = 1.

4. Se verifica
tn

et
→ 0 cuando t→ +∞. Eligiendo M = 1, y por la definición

de ĺımite en el infinito, existe t0 > 0 tal que

∣∣∣∣ tnet
∣∣∣∣ < 1, es decir |tn| < et si

t > t0, luego f(t) es de orden exponencial.

5. Si existieran α ∈ R, t0 > 0, M > 0 tales que |f(t)| < Meαt para todo
t > t0, entonces et

2−αt < M lo cual es absurdo pues t2 − αt→ +∞ cuando
t→ +∞.

16.3. Existencia y linealidad de la transformada
de Laplace

1. Demostrar el teorema de existencia de la transformada de Laplace:
Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo intervalo [0, b]
con b > 0, y de orden exponencial, es decir existen α ∈ R, t0 > 0, M > 0
tales que

|f(t)| < Meαt si t > t0.
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Entonces, existe L{f(t)} = F (s) =

∫ +∞

0
e−stf(t) dt para s > α.

2. Demostrar el teorema de linealidad de la transformada de Laplace:
Sean f y g dos funciones para las que existe la transformada de Laplace y
λ, µ ∈ R. Entonces

L{λf + µg} = λL{f}+ µL{g}.

3. Usando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace, hallar
L{sen3 bt}.

Solución. 1. Tenemos∫ +∞

0
e−stf(t) dt =

∫ t0

0
e−stf(t) dt+

∫ +∞

t0

e−stf(t) dt.

Por la hipótesis de la continuidad a trozos, existe la primera integral del
segundo miembro. Veamos que existe la segunda. Para t > t0,

e−st |f(t)| < e−stMeαt = Me−(s−α)t.

Entonces,∫ +∞

t0

Me−(s−α)t dt =

[
−Me−(s−α)t

s− α

]+∞

t0

=
M

s− α

[
−e−(s−α)t

]+∞

t0

=
M

s− α

(
0 + e−(s−α)t0

)
=
Me−(s−α)t0

s− α
si s > α.

Es decir, existe
∫ +∞
t0

Me−(s−α)t dt si s > α. Como 0 ≤ e−st |f(t)| ≤Me−(s−α)t,

la integral
∫ +∞
t0

e−stf(t) dt es absolutamente convergente, y por tanto con-
vergente.

2. Tenemos

L{λf + µg} =

∫ +∞

0
e−st (λf(t) + µg(t)) dt

= λ

∫ +∞

0
e−stf(t) dt+ µ

∫ +∞

0
e−stg(t) dt = λL{f}+ µL{g}.

3. Usando la fórmula de De Moivre y la del binomio de Newton,

cos 3x+ i sen 3x = (cosx+ i senx)3

= cos3 x+ 3i cos2 x senx− 3 cosx sen2 x− i sen3 x
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=
(
cos3 x− 3 cosx sen2 x

)
+
(
3 cos2 x senx− sen3 x

)
i

⇒ sen 3x = 3 cos2 x senx− sen3 x = 3(1− sen2 x) senx− sen3 x

⇒ sen3 x =
3

4
senx− 1

4
sen 3x⇒ sen3 bt =

3

4
sen bt− 1

4
sen 3bt.

Usando la linealidad de la transformada de Laplace y la tabla de transfor-
madas:

L{sen3 bt} =
3

4
L{sen bt} − 1

4
L{sen 3bt}

=
3

4

b

s2 + b2
− 1

4

3b

s2 + 9b2
=

6b3

(s2 + b2)(s2 + 9b2)
.

16.4. Transformada de Laplace de las derivadas

1. Sea f : [0,+∞)→ R una función continua y de orden exponencial eαt. Sea
f ′ continua a trozos en todo intervalo [0, b]. Demostrar que existe L{f ′(t)}
para todo s > α y además

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0).

Nota. En general se verifica:
Sea f : [0,+∞)→ R una función con derivadas continuas hasta orden n− 1
y todas ellas de orden exponencial eαt. Sea f (n) continua a trozos en todo
intervalo [0, b]. Entonces, existe L{f (n)(t)} para todo s > α y además

L{f (n)(t)} = snL{f(t)}−sn−1f(0)−sn−2f ′(0)−sn−3f ′′(0)− . . .−f (n−1)(0).

2. Sabiendo que L{sen2 bt} =
2b2

s(s2 + 4b2)
, hallar L{sen bt cos bt}.

3. Sabiendo que L{t2} =
2

s3
, hallar L{t4}.

4. Sabiendo que L{t4} =
24

s5
, hallar L{t8}.

Solución. 1. Por definición de transformada de Laplace,

L{f ′(t)} =

∫ +∞

0
e−stf ′(t) dt = ĺım

R→+∞

∫ R

0
e−stf ′(t) dt,

para los valores de s para los cuales existe el ĺımite anterior. Por la hipótesis
de continuidad a trozos de la derivada de f, en cualquier intervalo cerrado
[0, R], f ′ tiene a lo sumo un número finito de discontinuidades ci tales que

0 ≤ c1 < c2 < · · · < cn ≤ R.
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Podemos por tanto expresar∫ R

0
e−stf ′(t) dt =

∫ c1

0
e−stf ′(t) dt+

∫ c2

c1

e−stf ′(t) dt+ · · ·+
∫ R

cn

e−stf ′(t) dt.

Aplicando la fórmula de integración por partes a cada uno de los sumandos
del segundo miembro:∫ R

0
e−stf ′(t) dt =

[
e−stf(t)

]c1−
0

+ s

∫ c1

0
e−stf(t) dt+

[
e−stf(t)

]c2−
c1+

+s

∫ c2

c1

e−stf(t) dt+ · · ·+
[
e−stf(t)

]R−
cn+

+ s

∫ R

cn

e−stf(t) dt. (1)

Por hipótesis, f es continua para todo t ≥ 0, en consecuencia

f(c1−) = f(c1+), f(c2−) = f(c2+), . . . , f(cn−) = f(cn+).

Simplificando la igualdad (1) obtenemos∫ R

0
e−stf ′(t) dt = −f(0) + e−sRf(R) + s

∫ R

0
e−stf(t) dt. (2)

Dado que f es de orden exponencial eαt, existen t0 > 0, M > 0 tales
que e−αt |f(t)| < M si t > t0, luego

∣∣e−sRf(R)
∣∣ < Me−(s−α)R si R > t0.

Entonces, si s > α,

ĺım
R→+∞

e−sRf(R) = 0.

Tomando ĺımites en (2) obtenemos

L{f ′(t)} = −f(0) + sL{f(t)},

lo cual prueba el resultado.

2. Si f(t) = sen2 bt, entonces f ′(t) = 2b sen bt cos bt y claramente se verifican
las hipótesis para el cumplimiento de

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0).

En consecuencia,

2bL{sen bt cos bt} =
2b2s

s(s2 + 4b2)

⇒ L{sen bt cos bt} =
b

s2 + 4b2
, s > 0.
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3. Si f(t) = t4, entonces f ′′(t) = 12t2 y claramente se verifican las hipótesis
para el cumplimiento de

L{f ′′(t)} = s2L{f(t)} − sf(0)− f ′(0).

Por tanto,

12 · 2

s3
= s2L{t4} − s · 0− 0⇒ L{t4} =

24

s5
.

4. Si f(t) = t8, entonces f ′(t) = 8t7, f (2)(t) = 56t6, f (3)(t) = 336t5, f (4)(t) =
1680t4 y claramente se verifican las hipótesis para el cumplimiento de

L{f (4)(t)} = s4L{f(t)} − s3f(0)− s2f ′(0)− sf (2)(0)− f (3)(0).

Por tanto,

1680 · 24

s5
= s4L{t8} − s3 · 0− s2 · 0− s · 0− 0⇒ L{t8} =

40320

s9
.

16.5. Propiedades de traslación de las transforma-
das de Laplace

1. Demostrar la primera propiedad de traslación de las transformadas de
Laplace:
Supongamos que f es una función tal que existe F (s) = L{f(t)} para s > α.
Entonces, se verifica

L{eatf(t)} = F (s− a) si s > α+ a.

2. Demostrar la segunda propiedad de traslación de las transformadas de
Laplace:
Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo intervalo [0, b]
y de orden exponencial eαt. Sea L{f(t)} = F (s), s > α y definamos para
a > 0 :

g(t) =

{
0 si 0 < t < a

f(t− a) si t > a.

Entonces, L{g(t)} = e−asF (s).

3. Sabiendo que L{t2} = F (s) =
2

s3
si s > 0, hallar L{eatt2}.

4. Sabiendo que L{sen t} = F (s) =
1

s2 + 1
si s > 0, hallar L{eat sen t}.

5. Hallar L{g(t)}, siendo

g(t) =

{
0 si 0 < t < π/2

cos t si t > π/2.
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Solución. 1. Por hipótesis, L{f(t)} = F (s) =
∫ +∞

0 e−stf(t) dt si s > α.
Entonces,

F (s− a) =

∫ +∞

0
e−(s−a)tf(t) dt =

∫ +∞

0
e−steatf(t) dt = L{eatf(t)},

igualdad válida para s− a > α o equivalentemente para s > α+ a.

2. Efectuando la sustitución t = u+ a :

L{g(t)} =

∫ +∞

0
e−stg(t) dt =

∫ a

0
e−stg(t) dt+

∫ +∞

a
e−stg(t) dt

= 0 +

∫ +∞

a
e−stf(t− a) dt =

∫ +∞

0
e−s(u+a)f(u) du

= e−as
∫ +∞

0
e−suf(u) du = e−asL{f(t)} = e−asF (s).

3. Usando la primera propiedad de traslación,

L{eatt2} = F (s− a) =
2

(s− a)3
, s > a.

4. Usando la primera propiedad de traslación,

L{eat sen t} = F (s− a) =
1

(s− a)2 + 1
, s > a.

5. Tenemos cos t = cos(t+π/2−π/2). Llamando f(t) = cos(t+π/2) = − sen t
queda:

g(t) =

{
0 si 0 < t < π/2

f(t− π/2) si t > π/2.

Usando L{− sen t} = −1/(s2 + 1) y la segunda propiedad de traslación,

L{g(t)} = −e
−πs/2

s2 + 1
, s > 0.

16.6. Derivadas de las transformadas de Laplace

1. Sea f : (0,+∞)→ R una función continua a trozos en todo intervalo [0, b]
y de orden exponencial eαt. Demostrar que si L{f(t)} = F (s) para s > α,
se verifica

L{tnf(t)} = (−1)n
dn

dsn
F (s) si s > α.

2. Calcular L{t2 sen bt}.

3. Calcular L{t4eat}.
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Solución. 1. Derivando la igualdad F (s) =
∫ +∞

0 e−stf(t) dt respecto del
parámetro s :

F ′(s) = (−1)1

∫ +∞

0
te−stf(t) dt,

F ′′(s) = (−1)2

∫ +∞

0
t2e−stf(t) dt,

. . .

F (n)(s) = (−1)n
∫ +∞

0
tne−stf(t) dt = (−1)nL{tnf(t)},

de lo cual se deduce el resultado.

2. Sabemos que F (s) = L{sen bt} =
b

s2 + b2
, s > 0. Por tanto,

L{t2 sen bt} = (−1)2 d
2

ds2
F (s).

Entonces,
d

ds
F (s) = − 2bs

(s2 + b2)2
,

L{t2 sen bt} =
d2

ds2
F (s) =

2b(3s2 − b2)

(s2 + b2)2
, s > 0.

3. Sabemos que F (s) = L{eat} =
1

s− a
, s > a. Por tanto,

L{t4eat} = (−1)4 d
4

ds4
F (s).

Entonces,

d

ds
F (s) = − 1

(s− a)2
,
d2

ds2
F (s) =

2

(s− a)3
,
d3

ds3
F (s) = − 6

(s− a)4
,

L{t4eat} =
d4

ds4
F (s) =

24

(s− a)5
, s > a.

16.7. Transformada inversa de Laplace

1. Calcular L−1

{
s

s2 + 9

}
.

2. Demostrar la propiedad de linealidad para la trasformada inversa de La-
place.
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3. Hallar la transformada inversa de Laplace de F (s) =
1

s2 + 4s+ 9
.

4. Calcular L−1

{
2s

(s− 2) (s2 + 4)

}
.

5. Hallar la transformada de Laplace de la función

g(t) =


1 si 0 < t < 2
3 si t = 2
1 si t ≥ 2.

Concluir que la trasformada inversa de Laplace de una función, no es única.

6. Calcular L−1

{
2s2 − 4

(s+ 1) (s− 2) (s− 3)

}
.

Solución. 1. Dado que que L{cos bt} =
s

s2 + b2
, se verifica L−1

{
s

s2 + 9

}
=

cos 3t.

2. Supongamos que f(t) y g(t) son funciones para las que existen L{f(t)} =
F (s) y L{g(t)} = G(t) para s > α. Entonces, para todo λ, µ y por la
linealidad de L,

L{λf(t) + µg(t)} = λL{f(t)}+ µL{g(t)} = λF (s) + µG(s).

Por tanto,

L−1{λF (s) + µG(s)} = λf(t) + µg(t) = λL−1{F (s)}+ µL−1{G(s)}.

3. Podemos expresar

F (s) =
1

(s+ 2)2 + 5
=

1√
5

√
5

(s+ 2)2 +
(√

5
)2 .

Usando la linealidad de L−1 y la transformada

L
{
e−at sen bt

}
=

b

(s+ a)2 + b2
,

L−1 {F (s)} =
1√
5
e−2t sen

√
5t.

4. Descomponiendo en fracciones simples obtenemos,

2s

(s− 2) (s2 + 4)
=

1

2

1

s− 2
+

1

s2 + 4
− 1

2

s

s2 + 4
.
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Usando la linealidad de L−1 y las transformadas

L
{
eat
}

=
1

s− a
, L{sen bt} =

b

s2 + b2
, L{cos bt} =

s

s2 + b2
,

L−1

{
2s

(s− 2) (s2 + 4)

}
=

1

2
L−1

{
1

s− 2

}
+ L−1

{
1

s2 + 4

}

−1

2
L−1

{
s

s2 + 4

}
=

1

2
e2t +

1

4
sen 2t− 1

2
cos 2t.

5. Tenemos

L{g(t)} =

∫ +∞

0
e−stg(t) dt =

∫ 2

0
e−stdt+

∫ +∞

2
e−stdt

=

[
−1

s
e−st

]2

0

+

[
−1

s
e−st

]+∞

2

=︸︷︷︸
si s>0

−1

s

(
e−2s − e0

)

−1

s

(
e−∞ − e−2s

)
=

1

s
.

Por otra parte sabemos que si f(t) = 1 para todo t > 0, entonces L{f(t)} =
1/s si s > 0. Dado que f 6= g, concluimos que la transformada inversa de
Laplace no es única.

Nota. Si embargo, se demuestra que si f(t) y g(t) son funciones continuas
para todo t ≥ 0 que poseen la misma transformada de Laplace, entonces
f(t) = g(t) para todo t ≥ 0.

6. Descomponiendo en fracciones simples, obtenemos

2s2 − 4

(s+ 1) (s− 2) (s− 3)
= −1

6

1

s+ 1
− 4

3

1

s− 2
+

7

2

1

s− 3
.

Usando la linealidad de L−1 :

L−1

{
2s2 − 4

(s+ 1) (s− 2) (s− 3)

}
= −1

6
L−1

{
1

s+ 1

}

−4

3
L−1

{
1

s− 2

}
+

7

2
L−1

{
1

s− 3

}
= −1

6
e−t − 4

3
e2t +

7

2
e3t.
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16.8. Convolución de dos funciones

1. Demostrar que la convolución es conmutativa.

2. Usando la convolución, hallar L−1

{
1

s(s2 + 1)

}
.

Solución. Recordamos la siguiente definición y teoremas

Definición. Sean f, g : [0,+∞) → R dos funciones continuas (o continuas a
trozos en todo intervalo [0, b]). Se define la convolución de las funciones f y
g y se representa por f ∗ g o bien por f(t) ∗ g(t) a la función

f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0
f(u)g(t− u) du.

Teorema. La convolución de dos funciones es conmutativa, es decir

f(t) ∗ g(t) = g(t) ∗ f(t).

Teorema. En las hipótesis de la definición, si L{f(t)} = F (s) y L{g(t)} =
G(s), entonces

L{f(t) ∗ g(t)} = L{f(t)}L{g(t)} = F (s)G(s).

Es decir, L−1{F (s)G(s)} = f(t) ∗ g(t). �

1. Efectuando el cambio v = t− u,

g(t) ∗ f(t) =

∫ t

0
g(u)f(t− u) du =

∫ 0

t
g(t− v)f(v) (−dv)

=

∫ t

0
f(v)g(t− v) dv = f(t) ∗ g(t).

2. Eligiendo f(t) = 1 y g(t) = sen t,

L{f(t)} =
1

s
= F (s), L{g(t)} =

1

s2 + 1
= G(s).

Entonces,

L−1

{
1

s(s2 + 1)

}
= L−1 {F (s)G(s)} = f(t) ∗ g(t)

= g(t) ∗ f(t) =

∫ t

0
g(u)f(t− u) du =

∫ t

0
senu du

= [− cosu]t0 = 1− cos t.
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16.9. Resolución de ecuaciones y sistemas median-
te transformadas de Laplace

1. Resolver la ecuación x′ − 2x = e5t, x(0) = 3.

2. Resolver la ecuación

x′′ − 5x′ + 4x = 4, x(0) = 0, x′(0) = 2.

3. Resolver la ecuación

x′′′ + x′ = et, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

4. Resolver el problema de valor inicial{
x′ = 6x− 3y + 8et

y′ = 2x+ y + 4et,

{
x(0) = −1
y(0) = 0.

5. Resolver la ecuación x′ − 2x = e5t.

Solución. 1. Aplicando el operador L a ambos miembros,

(sL{x} − 3)− 2L{x} =
1

s− 5
,

(s− 2)L{x} =
1

s− 5
+ 3,

L{x} =
3s− 14

(s− 2)(s− 5)
= F (s).

Descomponiendo en fracciones simples,

F (s) =
3s− 14

(s− 2)(s− 5)
=

8

3

1

s− 2
+

1

3

1

s− 5
.

Por tanto,

x = L−1{F (s)} =
8

3
e2t +

1

3
e5t.

2. Aplicando el operador L a ambos miembros,(
s2L{x} − 5s+ 4

)
− 5 (sL{x}) + 4L{x} =

4

s
,

(s2 − 5s+ 4)L{x} =
4

s
+ 2,

L{x} =
2s+ 4

s(s2 − 5s+ 4)
= F (s).
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Descomponiendo en fracciones simples,

F (s) =
2s+ 4

s(s2 − 5s+ 4)
=

1

s
− 2

s− 1
+

1

s− 4
.

Por tanto,

x = L−1{F (s)} = 1− 2et + e4t.

4. Resolver el problema de valor inicial{
x′ = 6x− 3y + 8et

y′ = 2x+ y + 4et,

{
x(0) = −1
y(0) = 0.

5. Resolver la ecuación x′ − 2x = e5t.

3. Aplicando el operador L a ambos miembros,

s3L{x}+ sL{x} =
1

s− 1
,

(s3 + s)L{x} =
1

s− 1
,

L{x} =
1

s(s− 1)(s2 + 1)
= F (s).

Descomponiendo en fracciones simples,

F (s) =
1

s(s− 1)(s2 + 1)
= −1

s
+

1/2

s− 1
+
s/2− 1/2

s2 + 1
.

Por tanto,

x = L−1{F (s)} = −1 +
1

2
et +

1

2
cos t− 1

2
sen t.

4. Aplicando el operador L :{
sL{x}+ 1 = 6L{x} − 3L{y}+ 8

s−1

sL{y} = 2L{x}+ L{y}+ 4
s−1 .

Resolviendo el sistema anterior en las incógnitas L{x} y L{y} :
L{x} =

−s+ 7

(s− 1)(s− 4)

L{y} =
2

(s− 1)(s− 4)
.
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Descomponiendo en fracciones simples,

L{x} =
−2

s− 1
+

1

s− 4
,

L{y} =
−2/3

s− 1
+

2/3

s− 4
.

Aplicando L−1 : {
x = −2et + e4t

y = −2

3
et +

2

3
e4t.

5. En este caso, no nos dan condiciones iniciales. Esto implica que x(0) = C
siendo C ∈ R. Aplicando el operador L a ambos miembros,

(sL{x} − C)− 2L{x} =
1

s− 5
,

(s− 2)L{x} =
1

s− 5
+ C,

L{x} =
1

(s− 2)(s− 5)
+

C

s− 2
= F (s).

Descomponiendo en fracciones simples,

F (s) =
−1/3 + C

s− 2
+

1/3

s− 5
=

K

s− 2
+

1/3

s− 5
.

Por tanto,

x = L−1{F (s)} = Ke2t +
1

3
e5t, K ∈ R.

16.10. Miscelánea de transformadas de Laplace

1. Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo intervalo y
de orden exponencial. Supongamos que L{f(t)} = F (s). Demostrar que

L{f(at)} =
1

a
F
(s
a

)
, a > 0.

A esta propiedad se la llama propiedad del cambio de escala.

2. Transformada de Laplace de la integral. Sea f : (0,+∞)→ R una función
continua a trozos en todo intervalo y de orden exponencial. Demostrar que

L{f(t)} = F (s)⇒ L{
∫ t

0
f(u) du} =

F (s)

s
.
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3. Transformada de Laplace de funciones periódicas. Sea f : (0,+∞) → R
una función continua a trozos en todo intervalo y de orden exponencial.
Supongamos además que f es periódica de periodo T > 0. Demostrar que

L{f(t)} =

∫ T

0
f(t) dt

1− e−sT
.

4. Sea q > −1 número real. Demostrar que L{tq} =
Γ(q + 1)

sq+1
, s > 0.

5. Se llama función escala unitaria o función unitaria de Heaviside, a la
función

U(t− a) =

{
0 si t < a
1 si t > a

Calcular L{U(t− a)} .

6. Se define para ε > 0 la función

fε(t) =

{
1/ε si 0 ≤ t ≤ ε
0 si t > ε

(a) Calcular L{fε(t)} .
(b) Calcular ĺım

ε→0
L{fε(t)} .

Solución. 1. Efectuando la transformación t = u/a :

L{f(at)} =

∫ +∞

0
e−stf(at) dt =

1

a

∫ +∞

0
e−s(u/a)f(u) du

=
1

a

∫ +∞

0
e−(s/a)uf(u) du =

1

a
F
(s
a

)
.

2. Llamemos g(t) =
∫ t

0 f(u) du. Entonces, g(0) = 0 y g′(t) = f(t). Aplicando
L a los dos miembros de la última igualdad,

L{g′(t)} = sL{g(t)} = sL{
∫ t

0
f(u) du}.

En consecuencia,

L{
∫ t

0
f(u) du} =

L{g′(t)}
s

=
L{f(t)}

s
=
F (s)

s
.
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3. Por definición de transformada de Laplace,

L{f(t)} =

∫ +∞

0
e−stf(t) dt

=

∫ T

0
e−stf(t) dt+

∫ 2T

T
e−stf(t) dt+

∫ 3T

2T
e−stf(t) dt+ · · ·

=

+∞∑
k=0

∫ (k+1)T

kT
e−stf(t) dt.

Efectuando la sustitución t = u+ kT y usando la periodicidad de f,∫ (k+1)T

kT
e−stf(t) dt =

∫ T

0
e−s(u+kT )f(u+ kT ) du = e−ksT

∫ T

0
e−suf(u) du.

Entonces,

L{f(t)} =

∫ T

0
e−suf(u) du ·

+∞∑
k=0

e−ksT .

Para s > 0 se verifica
∣∣e−sT ∣∣ < 1, por tanto

+∞∑
k=0

e−ksT = 1 + e−sT +
(
e−sT

)2
+
(
e−sT

)3
+ · · · = 1

1− e−sT

Queda

L{f(t)} =

∫ T

0
f(t) dt

1− e−sT
.

4. Efectuando la sustitución st = u con s > 0 :

L{tq} =

∫ +∞

0
e−sttq dt =

∫ +∞

0
e−u

(u
s

)q 1

s
du

=
1

sq+1

∫ +∞

0
e−uu(q+1)−1du =

Γ(q + 1)

sq+1
.

5. Tenemos para s > 0 :

L{U(t− a)} =

∫ +∞

0
e−stU(t− a) dt =

∫ a

0
0 dt+

∫ +∞

a
e−st dt

= 0− 1

s

[
e−st

]+∞
a

= −1

s

(
0− e−as

)
=
e−as

s
.
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6. (a) Tenemos para s > 0 :

L{fε(t)} =

∫ +∞

0
e−stfε(t) dt =

∫ ε

0

e−st

ε
dt+

∫ +∞

ε
0 dt

= − 1

εs

[
e−st

]ε
0

+ 0 = − 1

εs

(
e−εs − 1

)
=

1− e−εs

εs
.

(b) Usando la regla de L’Hopital:

ĺım
ε→0
L{fε(t)} = ĺım

ε→0

1− e−εs

εs
=

{
0

0

}
= ĺım

ε→0

se−εs

s
= ĺım

ε→0
e−εs = 1.
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Miscelánea de ecuaciones
diferenciales

17.1. Trayectorias ortogonales y oblicuas

1. Determinar las trayectorias ortogonales de:
(a) La familia de parábolas y = ax2.
(b) La familia de circunferencias x2 + y2 − 2ax = 0.

2. Hallar la familia de trayectorias oblicuas que corta a la familia de rectas
y = ax formando un ángulo de π/4.

Solución. Recordamos los siguientes resultados teóricos:
Teorema. Si F (x, y, y′) = 0 es la ecuación diferencial de la familia de curvas
f(x, y, a) = 0, entonces la ecuación diferencial de sus trayectorias ortogonales
(curvas que las cortan ortogonalmente) es

F

(
x, y,− 1

y′

)
= 0.

Teorema. Si F (x, y, y′) = 0 es la ecuación diferencial de la familia de curvas
f(x, y, a) = 0, entonces la ecuación diferencial de las trayectorias oblicuas
de ángulo α 6= π/2 (curvas que las cortan bajo un ángulo α) es

F

(
x, y,

y′ −m
1 +my′

)
= 0 (m = tanα). �

1. (a) Derivando obtenemos y′ = 2ax y eliminando a queda la ecuación
y′ = 2y/x. Sustituyendo en esta ecuación y′ por−1/y′ obtenemos la ecuación
de las trayectorias ortogonales: −1/y′ = 2y/x, o bien xdx + 2ydy = 0.
Integrando, obtenemos la familia de elipses:

x2 + y2/2 = C (C > 0).

575
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(b) Derivando obtenemos 2x+2yy′−2a = 0. Eliminando a queda la ecuación
y2 − x2 − 2xyy′ = 0, que es homogénea. Efectuando el cambio y = vx,
dividiendo entre x2 y ordenando términos la ecuación se transforma en

dx

x
+

2v

v2 + 1
= 0.

Integrando,

log |x|+ log |v2 + 1| = K , log |x(v2 + 1)| = K , x(v2 + 1) = C.

Sustituyendo v = y/x obtenemos la familia de circunferencias

x2 + y2 − Cx = 0.

2. Tenemos m = tan(π/4) = 1. Derivando obtenemos y′ = a y eliminan-
do a queda la ecuación y = y′x. Sustituyendo en esta ecuación y′ por
(y′ − 1)/(1 + y′) obtenemos la ecuación de las trayectorias ortogonales:
y(1 + y′) = (y′ − 1)x.

Esta ecuación se puede escribir en la forma (x+ y)dx+ (y−x)dx = 0 que es
homogénea. Efectuando el cambio y = vx, dividiendo entre x y ordenando
términos la ecuación se transforma en

dx

x
+

(v − 1)dv

v2 + 1
= 0.

Integrando obtenemos log |x| + (1/2) log(v2 + 1) − arctan v = log |C| o de
forma equivalente logC2x2(v2 + 1) − 2 arctan v = 0. Sustituyendo v = y/x
obtenemos la familia de las trayectorias oblicuas pedida

logC2(x2 + y2)− 2 arctan
y

x
= 0.

17.2. Ecuación de Clairaut

Se llama ecuación de Clairaut a toda ecuación de la forma y = y′x+ f (y′) .
Denotando p = y′ la ecuación de queda en la forma

y = px+ f(p). (∗)

1. Demostrar que una solución general de la ecuación de Clairaut es y =
Cx+ f(C).
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2. Demostrar que {
x = −f ′(p)
y = −pf ′(p) + f(p)

son las ecuaciones paramétricas de una solución singular de la ecuación de
Clairaut, y que es además la única solución singular.

3. Resolver la ecuación y = y′x+
a

y′
.

Solución. 1. Efectivamente, derivando y = Cx+f(C) obtenemos p = C. Al
sustituir en (∗), el primer miembro es Cx+ f(C), y el segundo px+ f(p) =
Cx+ f(C), por tanto obtenemos una identidad.

2. Sustituyendo en el primer miembro de (∗) obtenemos de −pf ′(p) + f(p),
y sustituyendo en el segundo, y′x + f (y′) = −pf ′(p) + f(p), es decir obte-
nemos una identidad. La solución es singular pues la ecuación de Clairaut
la podemos expresar en la forma F (x, y, p) = y − px− f(p), y se verifica

∂F

∂p
= −x− f ′(p) = 0.

Por otra parte, la condición
∂F

∂p
= 0 es necesaria para la singularidad de

una solución, de ah́ı la unicidad.

3. La ecuación es de Clairaut con f(p) = a/p. La solución general es por
tanto y = Cx+f(C), es decir la familia de rectas y = Cx+a/C. La solución
singular es {

x = −f ′(p)
y = −pf ′(p) + f(p)

es decir,


x =

a

p2

y =
2a

p

y eliminando p obtenemos la parábola y2 = 4ax.

17.3. Ecuación de Lagrange

Se llama ecuación diferencial de Lagrange (o de D’Alembert), a toda ecuación
de la forma y = xg(y′) + f(y′). Denotando p = y′, la ecuación se escribe en
la forma

y = xg(p) + f(p). (∗)

Nota. Para g(p) = p obtenemos la ecuación de Clairaut.
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1. Demostrar que derivando respecto de x la ecuación de Lagrange, obtene-
mos una ecuación lineal en x como función de p. Concluir que la solución
general de la ecuación de Lagrange se puede expresar en la forma{

x = x(p, C)

y = x(p, C)g(p) + f(p)

con p parámetro.

2. Hallar la solución general en forma implicita de la ecuación

y = x+
(
y′
)2 − 2

3

(
y′
)3
.

3. Hallar la solución general de la ecuación

y = 2xy′ + log y′.

Solución. 1. Derivando respecto de x la ecuación (∗) :

p = g(p) + xg′(p)p′ + f ′(p)p′,

p− g(p) =
(
xg′(p) + f ′(p)

) dp
dx
,

dx

dp
=

g′(p)

p− g(p)
x+

f ′(p)

p− g(p)
,

que es una ecuación lineal en x como función de p. Nótese que para g(p) = p
se anula el denominador, pero en tal caso obtenemos la ecuación de Clairaut.

Sea x = x(p, C) la solución general de la ecuación lineal anterior. Sustitu-
yendo en (∗) obtenemos la solución general en paramétricas de la ecuación
de Lagrange {

x = x(p, C)

y = x(p, C)g(p) + f(p)
(p parámetro).

2. La ecuación se puede expresar en la forma y = x+ p2 − 2p3/3, por tanto
es una ecuación de Lagrange con g(p) = 1 y f(p) = p2 − 2p3/3. Derivando
respecto de x,

p = 1 + 2pp′ − 2p2p′, p− 1 = 2p(1− p)dp
dx
,

dx

dp
= −2p (si p 6= 1), x = C − p2.
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Sustituyendo en la ecuación inicial,x = C − p2

y = C − 2

3
p3.

Eliminando el parámetro p obtenemos la ecuación en forma impĺıcita de la
solución general

9(C − y)2 = 4(C − x)3.

3. La ecuación se puede expresar en la forma y = 2xp + log p, por tanto es
una ecuación de Lagrange con g(p) = 2 y f(p) = log p. Derivando respecto
de x,

p = 2p+ 2xp′ +
p′

p
, p2 = 2p2 + 2xpp′ + p′,

−p2 = (2xp+ 1)
dp

dx
,

dx

dp
= x · −2

p
− 1

p2
.

Resolviendo la ecuación lineal anterior obtenemos

x =
C

p2
− 1

p
,

y sustituyendo en la ecuación inicial obtenemos:
x =

C

p2
− 1

p

y =
2C

p
− 2 + log p

(p parámetro).

17.4. Ec. dif. lineal homogénea con coef. constan-
tes (orden n)

1. Hallar la solución general de la ecuación diferencial x′′′ − 2x′′ − 3x′ = 0.

2. Hallar la solución general de la ecuación diferencial x′′′ + 2x′′ + x′ = 0.
Hallar la solución particular que cumple x(0) = 4, x′(0) = 2, x′′(0) = −7.

3. Hallar la solución general de la ecuación diferencial x′′′ + 4x′′ + 13x′ = 0.

4. Hallar la solución general de la ecuación diferencial

x(4) + 4x(3) + 8x′′ + 8x′ + 4x = 0.

5. Encontrar una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes que tenga las soluciones: cosh t sin t, sinh t cos t, t.
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Solución. Recordamos algunas definiciones y resultados teóricos:
Definición. Se llama ecuación diferencial lineal real ordinaria con coeficientes
constantes y de orden n a toda ecuación de la forma:

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a2x

′′ + a1x
′ + a0x = 0, (1)

en donde ai (i = 0, 1, . . . , n− 1) son constantes reales y x = x(t) es función
real de la variable real t.

Teorema. (a) El conjunto S de las funciones x;R→ R que son soluciones de
la ecuación diferencial (1) tiene estructura de espacio vectorial real con las
operaciones usuales. (b) dimS = n.
Nota. Como consecuencia, encontrando una base B = {x1(t), . . . , xn(t)} de
S tendremos resuelta la ecuación pues todas las soluciones de (1) vendrán
expresadas en la forma

x(t) = C1x1(t) + . . .+ Cnxn(t) (C1, . . . , Cn ∈ R).

Definición. Se llama ecuación caracteŕıstica de la ecuación diferencial (1) a
la ecuación algebraica

λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0.

Método. Se demuestra que se obtiene una base del espacio de las soluciones
de una ecuación diferencial lineal real homogénea de coeficientes constantes,
eligiendo funciones de las siguiente manera:
(a) Por cada ráız real simple λ de la ecuación caracteŕıstica elegimos la
función eλt.
(b) Por cada ráız real λ de multiplicidad k de la ecuación caracteŕıstica
elegimos las funciones

eλt , teλt , t2eλt , . . . , tk−1eλt.

(c) Por cada ráız compleja a+bi simple de la ecuación caracteŕıstica elegimos
las funciones

eat cos bt , eat sin bt.

(d) Por cada ráız compleja a + bi de multiplicidad k de la ecuación carac-
teŕıstica elegimos las funciones

eat cos bt , teat cos bt , t2 cos bt . . . . , tk−1eat cos bt,

y las funciones

eat sin bt , teat sin bt , t2 sin bt . . . . , tk−1eat sin bt.
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Nota. Como la ecuación caracteŕıstica tiene coeficientes reales por cada ráız
compleja a+bi, aparece su conjugada a−bi. Por esta conjugada no elegimos
ninguna función. �

1. La ecuación caracteŕıstica es λ3 − 2λ2 − 3λ = 0 cuyas ráıces son 0,−1, 3
(simples). Una base del espacio de las soluciones es {e0t, e−t, e3t} = {1, e−t, e3t}.
La solución general de la ecuación es por tanto x = C1 + C2e

−t + C3e
3t.

2. La ecuación caracteŕıstica es λ3 + 2λ2 +λ = 0 cuyas ráıces son 0 (simple)
y −1 (doble). Una base del espacio de las soluciones es {1, e−t, te−t}. La
solución general de la ecuación es por tanto x = C1+(C2+C3t)e

−t. Hallemos
la solución particular pedida. Tenemos:

x = C1 + (C2 + C3t)e
−t

x′ = (C3 − C2 − C3t)e
−t

x′′ = (C2 − 2C3 − C3t)e
−t.

Imponiendo las condiciones x(0) = 4, x′(0) = 2, x′′(0) = −7 :
C1 + C2 = 4
−C2 + C3 = 2
C2 − 2C3 = −7

Resolviendo obtenemos C1 = 1, C2 = 3, C3 = 5, por tanto la solución parti-
cular pedida es x = 1 + (3 + 5t)e−t.

3. La ecuación caracteŕıstica es λ3+4λ2+13λ = 0 cuyas ráıces son 0 y −2±3i
(simples). Una base del espacio de las soluciones es {1, e−2t cos 3t, e−2t sin 3t}.
La solución general de la ecuación es por tanto

x = C1 + (C2 cos 3t+ C3 sin 3t)e−2t.

4. La ecuación caracteŕıstica es λ4 +4λ3 +8λ2 +8λ+4 = 0 = 0. Observemos
que podemos escribirla en la forma (λ2 + 2λ + 2)2 = 0. La ráıces de λ2 +
2λ + 2 = 0 son −1 ± i (simples) por tanto las de la ecuación caracteŕıstica
son −1± i (dobles). Una base del espacio de las soluciones es

{e−t cos t, te−t cos t, e−t sin t, te−t sin t}.

La solución general es por tanto

x = e−t[(C1 + C2t) cos t+ (C3 + C4t) sin t].

5. La solución t = te0t proviene necesariamente de la ráız 0 (doble) de la
ecuación caracteŕıstica. Por otra parte

cosh t sin t =
1

2
et sin t+

1

2
e−t sin t , sinh t cos t =

1

2
et cos t− 1

2
e−t cos t.
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Dado que el conjunto de las soluciones es un espacio vectorial, para que ten-
ga las dos soluciones anteriores basta que tenga las soluciones et sin t, et cos t
que proviene de la ráız −1 + i (simple). La ecuación caracteŕıstica corres-
pondiente es por tanto

(λ− 0)2[λ− (1 + i)][λ− (1− i)][λ− (−1 + i)][λ− (−1− i)] = 0.

Operando obtenemos λ6 +λ2 = 0, que proporciona la ecuación x(6) +x′′ = 0.

17.5. Ec. dif. lineal no homogénea con coef. cons-
tantes (orden n)

1. Hallar la solución general de la ecuación

x′′′ − x′′ + x′ − x = t2 + t.

2. Hallar la solución general de la ecuación

x′′′ − x′′ = 12t2 + 6t.

3. Hallar la solución general de la ecuación

x′′ − 6x′ + 9x = 25et sin t.

4. Resolver la ecuación diferencial x′′+x = sin2 t, con las condiciones iniciales
x(0) = 0, x′(0) = 1.

Solución. Recordamos los siguientes resultados teóricos:
Teorema. Consideremos la ecuación diferencial ordinaria lineal, no homogénea,
con coeficientes reales constantes y de orden n:

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1x

′ + a0x = b(t), (1)

en donde t es la variable independiente, x la dependiente y b(t) representa
una función continua de R en R. La correspondiente ecuación homogénea
asociada es por tanto

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1x

′ + a0x = 0. (2)

Entonces, todas las soluciones de la ecuación completa (1) se obtienen su-
mando a una solución particular de esta todas las de la homogénea (2).

Teorema (Método de selección de soluciones particulares). Si b(t) es una
función de la forma

b(t) = eαt (Pk(t) cosβt+Qr(t) sinβt) . (3)
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con Pk, Qr polinomios de grados k, r respectivamente, y α, β ∈ R, entonces,
una solución particular de la ecuación (1) es de la forma:

xp(t) = tseαt
(
P̃d(t) cosβt+ Q̃d(t) sinβt

)
,

en donde:
(i) P̃d, Q̃d son polinomios con coeficientes indeterminados ambos de grado
d = máx {k, r} .
(ii) s es el orden de multiplicidad de α+ βi como ráız de la ecuación carac-
teŕıstica λn + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0. �

1. Hallemos la solución general de la homogénea. Las soluciones de la ecua-
ción caracteŕıstica λ3−λ2+λ−1 = 0 son 1,±i (simples). La solución general
de la homogénea es por tanto xh(t) = C1e

t+C2 cos t+C3 sin t. Identificando
t2 + t con b(t) de (3):

t2 + t = e0t
(
(t2 + t) cos 0t+ 0 sin 0t

)
,

deducimos que una solución particular de la ecuación no homogénea ha de
tener la forma xp(t) = at2 + bt+ c. Obligamos que sea solución:

0− (2a) + (2at+ b)− (at2 + bt+ c) = t2 + t.

Identificando coeficientes y resolviendo el sistema obtenemos a = −1, b =
−3, c = −1. La solución general de la ecuación dada es

x(t) = −t2 − 3t− 1 + C1e
t + C2 cos t+ C3 sin t.

2. Hallemos la solución general de la homogénea. Las soluciones de la ecua-
ción caracteŕıstica λ3−λ2 = 0 son 0 (doble) y 1 (simple). La solución general
de la homogénea es por tanto xh(t) = C1 +C2t+C3e

t. Identificando 12t2 +6t
con b(t) de (3):

12t2 + 6t = e0t
(
(12t2 + 6t) cos 0t+ 0 sin 0t

)
,

deducimos que una solución particular de la ecuación no homogénea ha de
tener la forma xp(t) = t2(at2 + bt+ c) = at4 + bt3 + ct2. Obligamos que sea
solución:

(24at+ 6b)− (12at2 + 6bt+ 2c) = 12t2 + 6t.

Identificando coeficientes y resolviendo el sistema obtenemos a = −1, b =
−5, c = −15. La solución general de la ecuación dada es

x(t) = −t4 − 5t3 − 15t2 + C1 + C2t+ C3e
t.
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3. Hallemos la solución general de la homogénea. La solución de la ecuación
caracteŕıstica λ2 − 6λ + 9 = 0 es 3 (doble). La solución general de la ho-
mogénea es por tanto xh(t) = C1e

3t+C2te
3t. Identificando 25et sin t con b(t)

de (3):
25et sin t = et (0 cos t+ 25 sin t) ,

deducimos que una solución particular de la ecuación no homogénea ha de
tener la forma xp(t) = et(a cos t+ b sin t). Derivando:

xp(t) = et(cos t+ b sin t)
x′p(t) = et((a+ b) cos t+ (b− a) sin t)

x′′p(t) = et(2b cos t− 2a sin t).

Obligando a que xp(t) sea solución, identificando coeficientes y resolviendo
el sistema resultante, obtenemos a = 4, b = 3. La solución general de la
ecuación dada es

x(t) = et(4 cos t+ 3 sin t) + e3t(C1 + C2t).

4. La ecuación caracteŕıstica asociada es λ2 + 1 = 0 cuyas soluciones son
±i. Una base del espacio de las soluciones de la ecuación homogénea es
por tanto B = {cos t, sin t}, en consecuencia su solución general es xh(t) =
C1 cos t + C2 sin t. Descompongamos sin2 t = 1

2 −
1
2 cos 2t y apliquemos a la

ecuación dada el principio de superposición de las soluciones: si x1(t), x2(t)
son respectivamente soluciones particulares de

x′′ + x =
1

2
, (1) x′′ + x = −1

2
cos 2t. (2)

entonces, x1(t) + x2(t) es una solución particular de

x′′ + x =
1

2
− 1

2
cos 2t. (3)

De acuerdo con el método de selección, una solución particular de (1) es de la
forma x1(t) = a con a constante, que sustituida en (1) proporciona x1(t) =
1/2. Una solución particular de (2) es de la forma x2(t) = a cos 2t+ b sin 2t
con a, b constantes. Sustituyendo en (2) obtenemos

−4a cos 2t− 4b sin 2t+ a cos 2t+ b sin 2t = −1

2
cos 2t.

Como las funciones cos 2t. sin 2t son linealmente independientes, la igualdad
anterior implica−3a = −1/2 y−3b = 0, es decir x2(t) = 1

6 cos 2t. La solución
general de la ecuación dada (es decir, la (3)) es por tanto

x(t) =
1

2
− 1

6
cos 2t+ C1 cos t+ C2 sin t.
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Imponiendo las condiciones x(0) = 0, x′(0) = 1 fácilmente obtenemos C1 =
−1/3 y C2 = 1. Concluimos que la función pedida es

x(t) =
1

6
(3− cos 2t− 2 cos t+ 6 sin t).

17.6. Ecuación diferencial equivalente a un siste-
ma

Se considera la ecuación diferencial lineal real de coeficientes constantes

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1x

′ + a0x = 0.

(a) Transformarla en un sistema diferencial de primer orden.
(b) Usando el apartado anterior, resolver el problema de valor inicial

x′′′ − x′′ − 8x′ + 12x = 0 , x(0) = 0, x′(0) = 1, x′′(0) = −2.

Solución. (a) Denotando y1 = x, y2 = x′, , . . . , yn = x(n−1) obtenemos
y′1 = x′ = y2

y′2 = x′′ = y3

. . .

y′n = x(n) = −a0x− a1x
′ − . . .− an−1x

(n−1) =
−a0y1 − a1y2 − . . .− an−1yn.

Relaciones que podemos expresar en la siguiente forma matricial
y′1
y′2
...
y′n

 =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1



y1

y2
...
yn

 .
(b) Según el apartado anterior, el problema dado es equivalente al de valor
inicial y′1y′2

y′3

 =

 0 1 0
0 0 1

−12 8 1

 y1

y2

y3

 ,

y1(0)
y2(0)
y3(0)

 =

 0
1
−2

 .
Sean V2, V−3 los subespacios propios asociados a λ = 2 y λ = −3 respectiva-
mente. Tenemos dimV−3 = 1 por ser −3 simple y dimV2 = 3−rg (A−2I) =
3 − 2 = 1, lo cual implica que A no es diagonalizable. Hallemos una base
de Jordan. Para el valor propio λ = 2 elegimos dos vectores linealmente
independientes cumpliendo Ae1 = 2e1 y Ae2 = e1 + 2e2. Resolviendo los
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sistemas, obtenemos e1 = (1, 2, 4)t y e2 = (0, 1, 4)t. Para el valor propio
λ = −3 elegimos un vector propio e3, es decir Ae3 = e3. Resolviendo obte-
nemos e3 = (1,−3, 9)t. De las igualdades

Ae1 = 2e1

Ae2 = e1 + 2e2

Ae3 = −3e3

deducimos que la forma canónica de Jordan de A es J =

2 1 0
0 2 0
0 0 −3

 .

Una matriz P tal que P−1AP = J es P =
[
e1 e2 e3

]
=

1 0 1
2 1 −3
4 4 9

 .
Entonces,y1

y2

y3

 = etA

 0
1
−2

 = PetJP−1

 0
1
−2

 = P

e2t te2t 0
0 e2t 0
0 0 e−3t

 P−1

 0
1
−2

 .
Operando, y teniendo en cuenta que sólo necesitamos y1 = x obtenemos

x(t) =
1

25

(
(6− 5t)e2t − 6e−3t

)
.

17.7. Ecuación de Euler

Se llama ecuación de Euler a toda ecuación de la forma

ant
nx(n) + an−1t

n−1x(n−1) + · · ·+ a1tx
′ + a0x = 0,

en donde ai son números reales con an 6= 0 y x es función de t.

1. Demostrar que el cambio de variable independiente de x(t) a x(u) definido
por t = expu transforma la ecuación de Euler t2x′′ + atx′ + bx = 0 en una
ecuación lineal de segundo orden con coeficientes constantes.

2. Como aplicación resolver la ecuación t2x′′ + 2tx′ − 2x = 0 con x(1) = 0,
x′(1) = 1.

3. Resolver la ecuación de Euler t2x′′ + 2tx′ − 2x = 0 del apartado anterior
ensayando soluciones de la forma x(t) = tk.
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Solución. 1. El cambio t = eu equivale a u = log t. Entonces:

x′(t) = x′(u) · 1

t
= x′(u)e−u,

x′′(t) = [x′′(u)e−u + x′(u)(−e−u)] · 1

t
= e−2u(x′′(u)− x′(u)).

Sustituyendo en t2x′′ + atx′ + bx = 0 obtenemos

x′′(u)− x′(u) + ax′(u) + bx(u) = 0,

es decir:
x′′(u) + (a− 1)x′(u) + bx(u) = 0, (1)

que es una ecuación lineal de segundo orden de coeficientes constantes.
Nota. También se llama ecuación de Euler a toda ecuación de la forma

an(at+ b)nx(n) + an−1(at+ b)tn−1x(n−1) + · · ·+ a1(at+ b)x′ + a0x = 0.

El cambio de variable independiente at+b = eu transforma la ecuación ante-
rior en una ecuación diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes.

2. La ecuación (1) es:

x′′(u)− x′(u)− 2x(u) = 0. (2)

Su ecuación caracteŕıstica es λ2 +λ−2 = 0 cuyas ráıces son λ = −2 y λ = 1.
Una base del espacio de las soluciones de la ecuación (2) es B = {e−2u, eu}
con lo cual su solución general es x(u) = C1e

−2u + C2e
u. Expresándola en

términos de la variable independiente t :

x(t) = C1e
−2 log t + C2e

log t = C1t
−2 + C2t.

Derivando obtenemos x′(t) = −2C1t
−3 + C2 y las condiciones x(1) = 0,

x′(1) = 1 equivalen a C1 + C2 = 0 y −2C1 + C2 = 1, sistema cuya solución
es C1 = −1/3, C2 = 1/3. La solución pedida es por tanto:

x(t) =
t

3
− 1

3t2
.

3. Si x(t) = tk, entonces x′(t) = ktk−1, x′′(t) = k(k − 1)tk−2. Sustituyendo
en la ecuación t2x′′ + 2tx′ − 2x = 0 obtenemos:

(k(k − 1)− 2k − 2)tk+2 = 0.

Igualando el coeficiente de tk+2 a 0 obtenemos k2 +k−2 = 0 cuyas ráıces son
k = −2 y k = 1. Dos soluciones particulares de la ecuación de Euler son por
tanto x1(t) = t−2 y x2 = t. Al ser linealmente independientes, determinan
la solución general: x(t) = C1t

−2 + C2t.
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17.8. Independencia funcional

1. Demostrar que si v1, v2, . . . , vp son funcionalmente independientes, tam-
bién son linealmente independientes.

2. Demostrar que

v1 =


e−t

0
−1
e−t

 , v2 =


0
t2

0
−1

 , v3 =


1
t2

−e−t
0


son linealmente independientes en [0, 1], pero funcionalmente dependientes.

Solución. Recordamos las siguientes definiciones:
Definición. Sea I = [a, b] un intervalo cerrado de la recta real, K el cuerpo
R o C, y

V = {v : I → K : v ∈ C1(I)},

el espacio vectorial sobre K de las funciones v con derivada continua en I.
Sea el espacio vectorial producto V m con m entero positivo. Es decir, cada
vector de V m es una n-upla de funciones de V.

Definición. Se dice que los vectores v1, v2, . . . , vp de V m son funcionalmente
independientes, si

f1v
1 + f2v

2 + · · ·+ fpv
p = 0 con f1, f2, . . . , fp ∈ V

⇒ f1 = f2 = . . . = fp = 0.

En caso contrario, se dice que son funcionalmente dependientes. �

1. Sean α1, α2, . . . , αp ∈ K tales que

α1v
1 + α2v

2 + · · ·+ αpv
p = 0.

Consideremos las funciones constantes fi(t) = αi (i = 1, . . . , p), que clara-
mente son de clase 1 en I. Entonces,

f1v
1 + f2v

2 + · · ·+ fpv
p = 0.

Por hipótesis v1, v2, . . . , vp son funcionalmente independientes, lo cual im-
plica que f1 = f2 = . . . = fp = 0, y por tanto α1 = α2 = . . . = αp = 0, luego
v1, v2, . . . , vp son también linealmente independientes.
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2. Supongamos que

α1


e−t

0
−1
e−t

+ α2


0
t2

0
−1

+ α3


1
t2

−e−t
0

 =


0
0
0
0


con αi ∈ R. La igualdad anterior equivale al sistema

α1e
−t + α3 = 0

α2t
2 + α3t

2 = 0
−α1 − α3e

−t = 0
α1e
−t − α2 = 0.

Para t = 0 y t = 1 obtenemos respectivamente

S1 :


α1 + α3 = 0

0 = 0
−α1 − α3 = 0
α1 − α2 = 0,

S2 :


α1e
−1 + α3 = 0

α2 + α3 = 0
−α1 − α3e

−1 = 0
α1e
−1 − α2 = 0.

Las igualdades 
α1 + α3 = 0
α1 − α2 = 0

α1e
−1 + α3 = 0,

implican de manera inmediata que α1 = α2 = α3 = 0, es decir los vecto-
res v1, v2, v3 son linealmente independientes. Elijamos ahora las funciones
f1(t) = et, f2(t) = 1, f3(t) = −1. Se verifica

f1v
1 + f2v

2 + f3v
3 = 0,

por tanto, v1, v2, v3 son funcionalmente dependientes.

17.9. Cálculo de la matriz exponencial

1. Hallar etA, siendo A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .
2. Hallar etA, siendo A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 .
3. Hallar etA, siendo A =

[
3 −1
13 −3

]
.
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Solución. 1. Hallemos los valores propios de A. Restando a la segunda y
tercera filas la primera y posteriormente sumando a la primera columna las
demás en |A− λI| obtenemos:∣∣∣∣∣∣

2− λ 1 1
1 2− λ 1
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1
−1 + λ 1− λ 0
−1 + λ 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
4− λ 1 1

0 1− λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (4− λ)(1− λ)2 = 0⇔ λ = 4 (simple), λ = 1 (doble).

Subespacios propios

ker(A− 4I) ≡


−2x1 + x2 + x3 = 0
x1 − 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 − 2x3 = 0

, ker(A− I) ≡


x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0.

Entonces, dim ker(A− 4I) = 1 (λ = 4 simple) y

dim ker(A− I) = 3− rg(A− I) = 2.

Al coincidir las dimensiones con las multiplicidades, A es diagonalizable.
Unas bases de los subespacios propios son:

B4 = {(1, 1, 1)} , B1 = {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} .

Una matriz P invertible tal que P−1AP = diag (4, 1, 1) es:

P =

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 .
La matriz etA es por tanto:

etA = PetDP−1 = P

e4t 0 0
0 et 0
0 0 et

 P−1

=
1

3

e4t + 2et e4t − et e4t − et
e4t − et e4t + 2et e4t − et
e4t − et e4t − et e4t + 2et

 .
2. Hallemos los valores propios de A. Para ello efectuamos la transformación
F3 − F2 y a continuación C2 + C3 :

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1− λ −5
1 2 −6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1 + λ −5
0 1 + λ −1− λ

∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣
2− λ −9 −15

1 −4 + λ −5
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)

∣∣∣∣2− λ −9
1 −4− λ

∣∣∣∣
= (−1− λ)(λ2 + 2λ+ 1) = −(λ+ 1)(λ+ 1)2 = (λ+ 1)3.

El único valor propio de A es por tanto λ = −1 (triple). La dimensión del
subespacio propio V−1 asociado es:

dim(V−1) = 3− rg(A+ I) = 3− rg

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

 = 3− 1 = 2.

La dimensión no coincide con la multiplicidad, y por tanto A no es diagona-
lizable. Los posibles polinomios mı́nimos son µ1(λ) = λ+1, µ2(λ) = (λ+1)2

o µ3(λ) = (λ+ 1)3. Se verifica µ1(A) = A+ I 6= 0 y µ2(A) = (A+ I)2 = 0,
es decir el polinomio mı́nimo de A es µ2(λ) = (λ+ 1)2. Como consecuencia
la forma canónica de Jordan de A es:

J =

−1 1 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
Una base de Jordan BJ = {e1, e2, e3} en R3 para la matriz A será pues una
base satisfaciendo las condiciones:

Ae1 = −e1

Ae2 = e1 − e2

Ae3 = −e3

o bien


(A+ I)e1 = 0
(A+ I)e2 = e1

(A+ I)e3 = 0.

Tenemos que resolver sistemas del tipo (A+ I)x = h con x = (x1, x2, x3)t y
h = (h1, h2, h3), es decir sistemas del tipo

(A+ I)x = h⇔

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

 x1

x2

x3

 =

h1

h2

h3

 . (1)

Aplicando el método de Gauss obtenemos que el sistema (1) es compatible
si y sólo si se verifica h1 = 3h2 y h2 = h3 (condiciones de compatibilidad) y
la solución general es

x1 = h2 − 2α+ 5β
x2 = α
x3 = β

(α, β ∈ R).

Vector e1. En este caso, h1 = h2 = h3 = 0 y la solución general de (1)
es e1 = (−2α + 5β, α, β). Este vector ”x.estará de h en el siguiente sis-
tema, aśı que le imponemos las condiciones de compatibilidad, es decir



592 17.9 Cálculo de la matriz exponencial

−2α + 5β = 3α y α = β. En consecuencia podemos elegir α = β = 1 y
obtenemos el vector e1 = (3, 1, 1)t.

Vector e2. En este caso, h1 = 3, h2 = h3 = 1 y la solución general de (1)
es e2 = (1 − 2α + 5β, α, β). Eligiendo α = β = 0 obtenemos el vector
e2 = (1, 0, 0)t.

Vector e3. Como en el caso de e1 la solución general de (1) es e1 = (−2α+
5β, α, β). Elegimos α y β de tal manera que e1 y e3 sean linealmente in-
dependientes, por ejemplo α = 1, β = 0 con lo cual obtenemos el vector
e3 = (−2, 1, 0)t. En consecuencia, una matriz P que satisface P−1AP = J
es

P =
[
e1 e2 e3

]
=

3 1 −2
1 0 1
1 0 0

 .
La matriz exponencial es:

etA = PetJP−1 = P e−t

1 t 0
0 1 0
0 0 1

 P−1 = e−t

1 + 3t 6t −15t
t 2t+ 1 −5t
t 2t 1− 5t

 .
3. Valores propios de A :∣∣∣∣3− λ −1

13 −3− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 4 = 0⇔ λ = ±2i (simples).

La matriz A es por tanto diagonalizable en C. El subespacio propio V2i

asociado a 2i y una base de éste son:

V2i ≡
{

(3− 2i)x1 − x2 = 0
13x1 + (−3− 2i)x2 = 0,

BV2i = {(1, 3− 2i)}.

Como A es real, los vectores de V−2i se obtienen conjugando los de V2i, es
decir una matriz P que cumple P−1AP = D = diag (2i,−2i) es:

P =

[
1 1

3− 2i 3 + 2i

]
.

La matriz exponencial es:

etA = PetDP−1 = P

[
e2it 0
0 e−2it

]
P−1.

Usando que 2i sin 2t = e2it − e−2it y 2 cos 2t = e2it + e−2it obtenemos:

etA =
1

2

[
2 cos 2t+ 3 sin 2t − sin 2t

13 sin 2t 2 cos 2t− 3 sin 2t

]
.
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17.10. Matriz exponencial e inversa de I + tA

Se considera la matriz A =


1 0 1 0
0 −1 0 −1
1 0 −1 0
0 −1 0 1

 .
(a) Calcular etA.
(b) Calcular (I + tA)−1.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Para hallar los valores propios de A desarrollamos por los
elementos de la primera columna

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 1 0

0 −1− λ 0 −1
1 0 −1 0
0 −1− λ 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣∣∣
−1− λ 0 −1

0 −1− λ 0
−1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

0 1 0
−1− λ 0 −1
−1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(−1− λ)

∣∣∣∣−1− λ −1
−1 1− λ

∣∣∣∣− ∣∣∣∣−1− λ −1
−1 1− λ

∣∣∣∣
= (λ2 − 2)

∣∣∣∣−1− λ −1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = (λ2 − 2)(λ2 − 2) = 0⇔ λ = ±
√

2 (dobles).

Escalonando, podemos fácilmente deducir que rg (A−
√

2I) = 2 (omitimos
los cálculos por lo rutinario de los mismos). En consecuencia, la dimensión
del subespacio propio V√2 asociado a λ =

√
2 es 2. Un sistema que determina

este subespacio propio (obtenido al hallar el rango de A−
√

2I) es

V√2 ≡
{

(1−
√

2)x1 + x3 = 0

(−1−
√

2)x2 − x4 = 0,

y una base de este subespacio es {(1, 0,−1 +
√

2, 0), (0, 1, 0,−1−
√

2)}. De
manera análoga, obtenemos una base de V−

√
2 :

{(1, 0,−1−
√

2, 0), (0, 1, 0,−1 +
√

2)}.

La matriz A es diagonalizable y una matriz invertible P ∈ R4×4 tal que
P−1AP = D siendo D = diag (

√
2,
√

2,−
√

2,−
√

2) es

P =


1 0 1 0
0 1 0 1

−1 +
√

2 0 −1−
√

2 0

0 −1−
√

2 0 −1 +
√

2

 .



594 17.10 Matriz exponencial e inversa de I + tA

Calculando la inversa obtenemos

P−1 =
1

4


2 +
√

2 0
√

2 0

0 2−
√

2 0 −
√

2

2−
√

2 0 −
√

2 0

0 2 +
√

2 0
√

2

 .
La matriz exponencial pedida es

etA = PetDP−1 = P


e
√

2 t 0 0 0

0 e
√

2 t 0 0

0 0 e−
√

2 t 0

0 0 0 e−
√

2 t

 P−1

= cosh
√

2t


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+

√
2

2
sinh
√

2t


1 0 1 0
0 −1 0 −1
1 0 −1 0
0 −1 0 1

 .

Podemos expresar

etA = (cosh
√

2t)I +

(√
2

2
sinh
√

2t

)
A.

(b) La matriz I + tA la podemos expresar de la siguiente manera

I + tA = PIP−1 + tPDP−1 = P (I + tD)P−1.

Entonces, (I + tA)−1 = P (I + tD)−1P−1. Es decir

(I + tA)−1

= P


(1 +

√
2 t)−1 0 0 0

0 (1 +
√

2 t)−1 0 0

0 0 (1−
√

2 t)−1 0

0 0 0 (1−
√

2 t)−1

 P−1.

La matriz I + tA existe si y sólo si t 6= ±
√

2/2. Operando obtenemos

(I + tA)−1 =
1

1− 2t2


1− t 0 −t 0

0 1 + t 0 t
−t 0 1 + t 0
0 t 0 1− t

 (t 6= ±
√

2/2).

Podemos expresar la inversa de I + tA en la forma:

(I + tA)−1 =
1

1− 2t2
(I − tA) (t 6= ±

√
2/2).
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17.11. Tres propiedades de la matriz exponencial

(a) Demostrar que si etA = etB para todo t entonces es A = B.

(b) Demostrar que si A es simétrica (AT = A) entonces etA es simétrica
para todo t. Enunciar el rećıproco y estudiar su validez.

(c) Demostrar que si A es antisimétrica (AT = −A)) entonces etA es orto-
gonal (MT = M−1) para todo t. Enunciar el rećıproco y estudiar su validez.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Aunque no se menciona expĺıcitamente, suponemos que las ma-
trices son reales, cuadradas de orden n y que t ∈ R.
(a) Usando la conocida propiedad de la derivada de la exponencial:

etA = etB ⇒ d

dt
etA =

d

dt
etB ⇒ AetA = BetB.

Particularizando en t = 0 queda Ae0 = Be0, es decir AI = BI lo cual im-
plica A = B.

(b) Si A es simétrica, por el teorema espectral existe una matriz P ∈ Rn×n
ortogonal tal que A = PDP T con D = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Rn×n. Tenemos
por una parte:

(etD)T = (diag(eλ1t, . . . , eλnt))T = diag(eλ1t, . . . , eλnt) = etD.

Usando éste resultado:

(etA)T = (PetDP T )T = (P T )T (etD)TP T = PetDP T = etA.

Es decir, etA es simétrica. El enunciado rećıproco es: si etA es simétrica para
todo t, entonces A es simétrica. Veamos que es cierto. En efecto, dado que
la derivada de la traspuesta es la traspuesta de la derivada:

d

dt
(etA)T =

(
d

dt
etA
)T

=
(
AetA

)T
=
(
etA
)T
AT = etAAT .

Pero al ser (etA)T = etA, también se verifica:

d

dt
(etA)T =

d

dt
etA = AetA.
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Por tanto, para todo t tenemos etAAT = AetA. Particularizando en t = 0
obtenemos IAT = AI o equivalentemente AT = A. La matriz A es en con-
secuencia simétrica.

(c) Veamos previamente que las matrices (tA)T y tA conmutan

(tA)T (tA) = (tAT )(tA) = (−tA)(tA) = −t2A2,

(tA)(tA)T = (tA)(tAT ) = (tA)(−tA) = −t2A2.

Sabemos que para F,G ∈ Rn×n se cumple e(FT ) = (eF )T y además eF eG =
eF+G si FG = GF. Entonces(

etA
)T

(etA) = e(tA)T etA = e(tA)T+tA = e−tA+tA = e0 = I.

La matriz etA es ortogonal para todo t. El enunciado rećıproco es: si etA es
ortogonal para todo t, entonces A es antisimétrica. Veamos que es cierto.
En efecto, para todo t :(

etA
)T

=
(
etA
)−1 ⇒ e(tA)T = e−tA ⇒ etA

T
= et(−A).

Del apartado (a) concluimos que AT = −A, es decir A es antisimétrica.

17.12. Forma de Jordan asociada a una ecuación
diferencial

1.- Escribir la solución general de la ecuación diferencial

x(6) − 6x(4) + 12x′′ − 8x = 0.

2.- Escribir justificadamente la forma de Jordan J de la matriz

A =



0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
8 0 −12 0 6 0

 .

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1.- La ecuación caracteŕıstica asociada es

λ6 − 6λ4 + 12λ2 − 8 = 0. (1)
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Efectuando la sustitución µ = λ2 obtenemos la ecuación µ3−6µ2 +12µ−8 =
0, una de cuyas soluciones es µ = 2. Usando la regla de Ruffini obtenemos

µ3 − 6µ2 + 12µ− 8 = (µ− 2)(µ2 − 4µ+ 4) = (µ− 2)3.

Las soluciones de la ecuación (1) son por tanto λ1 =
√

2 y λ2 = −
√

2, ambas
triples. Usando un conocido teorema, una base del espacio vectorial de las
soluciones es

B = {e
√

2t, te
√

2t, t2e
√

2t, e−
√

2t, te−
√

2t, t2e−
√

2t}.

La solución general es por tanto

x(t) = (C1 + C2t+ C3t
2)e
√

2t + (C4 + C5t+ C6t
2)e−

√
2t.

2.- Transformemos en la forma habitual la ecuación dada en un sistema:

y1 = x, y2 = x′, y3 = x′′, y4 = x(3), y5 = x(4), y6 = x(5).

Derivando obtenemos:

y′1 = x′ = y2

y′2 = x′′ = y3

y′3 = x(3) = y4

y′4 = x(4) = y5

y′5 = x(5) = y6

y′6 = x(6) = 8y1 − 12y3 + 6y5.

Un sistema equivalente a la ecuación dada es

y′1
y′2
y′3
y′4
y′5
y′6

 =



0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
8 0 −12 0 6 0





y1

y2

y3

y4

y5

y6

 .

La base del espacio de las soluciones de para x = y1 proporciona la forma
de Jordan que necesariamente ha de tener A :

J =



√
2 1 0

0
√

2 1

0 0
√

2

−
√

2 1 0

0 −
√

2 1

0 0 −
√

2


.
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17.13 Sistemas diferenciales lineales homogéneos con coeficientes

constantes

17.13. Sistemas diferenciales lineales homogéneos
con coeficientes constantes

Resolver los siguientes sistemas diferenciales:

1.


x′1 = 2x1 + x2 + x3

x′2 = x1 + 2x2 + x3

x′3 = x1 + x2 + 2x3

con la condición inicial


x1(1) = 1
x2(1) = 0
x3(1) = 3.

2.

x′1x′2
x′3

 =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

x1

x2

x3

 .
3.

[
x′

y′

]
=

[
3 −1
13 −3

] [
x
y

]
con la condición inicial

[
x(0)
y(0)

]
=

[
2
2

]
.

Solución. 1. Recordemos el siguiente teorema: sea el sistema diferencial
lineal homogéneo con coeficientes constantes:

S ≡


x′1 = a11x1 + . . .+ a1nxn

. . .
x′n = an1x1 + . . .+ annxn

que se puede expresar matricialmente en la forma X ′ = AX en donde:

X =

x1
...
xn

 , X ′ =
x
′
1
...
x′n

 , A =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 .

Entonces, dados t0 ∈ R y X0 ∈ Rn, existe solución única deS que satisface
X(t0) = X0. Dicha solución es X(t) = e(t−t0)AX0.
En el ejercicio 17.9 se calculó etA para la matriz de este ejercicio, por tanto:

e(t−1)A =
1

3

e4(t−1) + 2et−1 e4(t−1) − et−1 e4(t−1) − et−1

e4(t−1) − et−1 e4(t−1) + 2et−1 e4(t−1) − et−1

e4(t−1) − et−1 e4t − et e4(t−1) + 2et−1

 .

En consecuencia, la solución pedida es:

X(t) =

x1(t)
x2(t)
x3(t)

 = etA

1
0
3

 =
1

3

 4e4(t−1) − et−1

4e4(t−1) − 4et−1

4e4(t−1) + 5et−1

 .

2. En el ejercicio 17.9 se calculó etA para la matriz de este ejercicio:

etA = e−t

1 + 3t 6t −15t
t 2t+ 1 −5t
t 2t 1− 5t

 .
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Ahora no se da ninguna condición inicial, es decir se pide hallar todas las
soluciones del sistema. Esto equivale a la condición X(0) = (C1, C2, C3)t con
C1, C2, C3 números reales cualesquiera. La solución general del sistema es
por tanto:

X(t) =

x1(t)
x2(t)
x3(t)

 = etA

C1

C2

C3

 =

C1 + (3C1 + 6C2 − 15C3)t
C2 + (C1 + 2C2 − 5C3)t
C3 + (C1 + 2C2 − 5C3)t

 .

3. En el ejercicio 17.9 se calculó etA para la matriz de este apartado:

etA =
1

2

[
2 cos 2t+ 3 sin 2t − sin 2t

13 sin 2t 2 cos 2t− 3 sin 2t

]
.

En consecuencia, la solución pedida es:[
x(t)
y(t)

]
= etA

[
2
2

]
=

[
2 cos 2t+ 2 sin 2t
2 cos 2t+ 10 sin 2t

]
.

17.14. Sistemas diferenciales lineales no homogéneos
con coeficientes constantes

1. Resolver el sistema diferencial:

X ′ =

[
4 1
−2 1

]
X +

[
0
−2et

]
,

con la condición X(0) =

[
1
0

]
.

2. Resolver el sistema diferencial:

X ′ =

−1 0 0
0 2 1
0 0 2

X +

t1
0

 ,

con la condición X(0) =

 0
1
−1

 .
Solución. 1. Recordemos el siguiente teorema: sea el sistema diferencial
lineal no homogéneo con coeficientes constantes X ′ = AX + b(t) en donde
A ∈ Rn×n y b : R → Rn es una función continua. Entonces, dado t0 ∈ R
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y X0 ∈ Rn, existe una única solución del sistema cumpliendo X(t0) = X0.
Dicha solución es

X(t) = e(t−t0)AX0 +

∫ t

t0

e(t−s)Ab(s) ds. (1)

Valores propios de A :∣∣∣∣4− λ 1
−2 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ+ 6 = 0⇔ λ = 2 ∨ λ = 3 (simples).

Subespacios propios:

V2 ≡
{

2x1 + x2 = 0
−2x1 − x2 = 0,

V3 ≡
{

x1 + x2 = 0
−2x1 − 2x2 = 0.

Unas bases respectivas de estos subespacios propios son B2 = {(1,−2)} y
B3 = {(1,−1)}, por tanto se verifica P−1AP = D si

P =

[
1 1
−2 −1

]
, D =

[
2 0
0 3

]
.

Usando la fórmula (1) :

X(t) = etAX0 + etA
∫ t

0
e−sA b(s) ds.

Efectuando los correspondientes cálculos:

etAX0 = PetDP−1X0 =

[
1 1
−2 −1

] [
e2t 0
0 e3t

] [
1 1
−2 −1

]−1 [
1
0

]
=

[
−e2t + 2e3t

2e2t − 2e3t

]
. (2)

∫ t

0
e(t−s)Ab(s) ds =etA

∫ t

0
e−sAb(s) ds

= PetDP−1

∫ t

0
Pe−sDP−1b(s) ds

= PetD
∫ t

0
e−sDP−1b(s) ds,∫ t

0
e−sDP−1b(s) ds =

∫ t

0

[
e−2s 0

0 e−3s

] [
−1 −1

2 1

] [
0
−2es

]
ds

=

∫ t

0

[
2e−s

−2e−2s

]
ds =

[
2− 2e−t

e−2t − 1

]
.
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PetD
∫ t

0
e−sDP−1b(s) ds =

[
1 1
−2 −1

] [
e2t 0
0 e3t

] [
2− 2e−t

e−2t − 1

]
=

[
−et + 2e2t − e3t

3et − 4e2t + e3t

]
. (3)

Sumando las expresiones (2) y (3) obtenemos la solución pedida:

X(t) =

[
−et + e2t + e3t

3et − 2e2t − e3t

]
.

2. La matriz A es en éste caso una forma normal de Jordan, en consecuencia:

etA =

e−t 0 0
0 e2t te2t

0 0 e2t

 .
Efectuando los correspondientes cálculos:

etAX0 =

e−t 0 0
0 e2t te2t

0 0 e2t

 0
1
−1

 =

 0
(1− t)e2t

−e2t

 . (∗)

∫ t

0
e−sAb(s) ds =

∫ t

0

es 0 0
0 e−2s −se−2s

0 0 e−2s

s1
0

 ds
=

∫ t

0

 sese−2s

0

 ds =

et(t− 1) + 1
−1

2e
−2t + 1

2
0

 ,

etA
∫ t

0
e−sAb(s) ds =

e−t 0 0
0 e2t te2t

0 0 e2t

et(t− 1) + 1
−1

2e
−2t + 1

2
0


=

t− 1 + e−t

−1
2 + 1

2e
2t

0

 . (∗∗)

Sumando las expresiones (∗) y (∗∗) obtenemos la solución pedida:

X(t) =

 t− 1 + e−t(
3
2 − t

)
e2t − 1

2
−e−2t

 .
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17.15. Soluciones acotadas de un sistema diferen-
cial

Dado el sistema diferencial X ′(t) = AX(t) con

A =

 6 −1 4
8 −2 4
−4 1 −2

 ,

calcula el conjunto de condiciones iniciales (x0, y0, z0)t que dan lugar a so-
luciones acotadas.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Hallemos la forma canónica de la matriz A. Su polinomio carac-
teŕıstico es

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
6− λ −1 4

8 −2− λ 4
−4 1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
6− λ −1 4

8 −2− λ 4
2− λ 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 4

4 −2− λ 4
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)

∣∣∣∣2− λ −1
4 −2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)λ2.

Los valores propios son por tanto λ = 0 (doble) y λ = 2 (simple). Las
dimensiones de los subespacios propios son dimV0 = 3 − rg(A − 0I) =
3 − 2 = 1 y dimV2 = 1 por ser λ = 2 simple. En consecuencia la forma de
Jordan de A es

J =

0 1 0
0 0 0
0 0 2

 .
Sea P ∈ R3 invertible tal que P−1AP = J y efectuemos el cambio X(t) =
PY (t). Entonces

X ′(t) = AX(t)⇔ (PY (t))′ = A(PY (t))⇔ PY ′(t) = APY (t)

⇔ Y ′(t) = P−1APY (t)⇔ Y ′(t) = JY (t).

Es decir, X(t) es solución del sistema dado si y sólo si Y (t) lo es de Y ′(t) =
JY (t). Por otra parte, si X(0) = (x0, y0, z0) e Y (0) = (u0, v0, w0)t entoncesx0

y0

z0

 = P

u0

v0

w0

 .
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Las soluciones del sistema Y ′(t) = JY (t) son

Y (t) = etJ

u0

v0

w0

 =

1 t 0
0 1 0
0 0 e2t

u0

v0

w0

 =

u0 + tv0

v0

w0e
2t

 .
Es claro que la solución Y (t) está acotada si y sólo si v0 = w0 = 0. Por
otra parte, si Y (t) está acotada entonces (eligiendo por ejemplo la norma
del máximo) existe M ≥ 0 tal que ||Y (t)|| ≤ M para todo t ∈ R. La
correspondiente solución X(t) cumple ||X(t)|| = ||PY (t)|| ≤ ||P || ||Y (t)|| ≤
||P ||M , es decir X(t) está acotada.
Rećıprocamente, dado que Y (t) = P−1X(t) se demuestra de manera análoga
que si X(t) está acotada también lo está Y (t). De todo esto concluimos que
las condiciones iniciales (x0, y0, z0)t que dan lugar a soluciones acotadas son
de la forma x0

y0

z0

 = P

u0

0
0

 .
Esto equivale a decir que (x0, y0, z0)t es proporcional a la primera columna
de P , y esta es un vector propio asociado al valor propio λ = 0, es decir un
vector no nulo de kerA.

kerA ≡


6x1 − x2 + 4x3 = 0
8x1 − 2x2 + 4x3 = 0
−4x1 + x2 − 2x3 = 0.

Resolviendo obtenemos como base de kerA el vector (1, 2,−1). Es decir,
(x0, y0, z0)t da lugar a soluciones acotadas si y sólo si (x0, y0, z0)t ∈ L{(1, 2,−1)t}.

17.16. Polinomio de Taylor de una solución de
una ecuación diferencial

Calcular el polinomio de Taylor de cuarto grado (centrado en el origen) de
la solución x(t) del problema de valor inicial

x′(t) = log(1 + t+ x),

x(0) = 0.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. La función f(t, x) = log(1 + t + x) está definida en el dominio
del plano

D = {(t, x) ∈ R2 : t+ x+ 1 > 0}.
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Por otra parte (0, 0) ∈ D, y tanto f(x, t) como
∂f

∂x
(x, t) = (1 + t+ x)−1 son

continuas en D. Por un conocido teorema, se deduce que existe una única
solución x = x(t) al problema de valor inicial dado. El polinomio de Taylor
pedido es

p(t) = x(0) +
x′(0)

1!
t+

x′′(0)

2!
t2 +

x′′′(0)

3!
t3 +

x(4)(0)

4!
t4.

Las derivadas de órdenes 2, 3 y 4 de x son

x′′(t) = (1 + t+ x)−1(1 + x′),

x′′′(t) = −(1 + t+ x)−2(1 + x′)2 + (1 + t+ x)−1x′′,

x(4)(t) = 2(1 + t+ x)−3(1 + x′)3 − (1 + t+ x)−2 2(1 + x′)x′′

− (1 + t+ x)−2(1 + x′)x′′ + (1 + t+ x)−1x′′′.

Tenemos x(0) = 0 y x′(0) = log 1 = 0. Particularizando sucesivamente t = 0
en las restantes derivadas, obtenemos x′′(0) = 1, x′′′(0) = 0 y x(4)(0) = −1.
Por tanto:

p(t) =
1

2
x2 − 1

24
x4.

17.17. Una ecuación en diferencias finitas

Resolver la ecuación en diferencias finitas

x(m+ 2) + 2x(m+ 1) + x(m) = m2

con la condición inicial x(0) = 1, x(1) = 0.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. La ecuación caracteŕıstica es λ2 + 2λ + 1 = 0 cuya solución es
λ = −1 (doble). La solución general de la ecuación en diferencias homogénea
asociada es por tanto:

xh(m) = (−1)mC1 + (−1)mC2 , (C1, C2 ∈ R).

Dado que 1 no es solución de la ecuación caracteŕıstica, por un conocido
teorema una solución particular de la ecuación completa es de la forma
xp(m) = am2 + bm+ c. Obligando a que sea solución:

a(m+ 2)2 + b(m+ 2) + c+ 2[a(m+ 1)2 + b(m+ 1) + c] +am2 + bm+ c = m2.
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Operando e identificando coeficientes de m obtenemos el sistema
4a = 1

8a+ 4b = 0
6a+ 4b+ 4c = 0

cuya solución es a = 1/4, b = −1/2, c = 1/8. La solución general de la
ecuación completa es

x(m) =
1

8
(2m2 − 4m+ 1) + (−1)m(C1 + C2m).

Imponiendo la condición inicial x(0) = 1, x(1) = 0 :
1

8
+ C1 = 1

1

8
(−1) + (−1)(C1 + C2) = 0,

lo cual implica C1 = 7/8, C2 = −1. La solución al problema de valor inicial
propuesto es

x(m) =
2m2 − 4m+ 1 + (−1)m(7− 8m)

8
.

17.18. Un sistema en diferencias finitas

Resolver el sistema de ecuaciones en diferencias finitas{
x(m+ 1) = x(m)− 2y(m)
y(m+ 1) = 2x(m)− y(m)

con la condición inicial x(0) = 1, y(0) = 0.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Denotando Xm = (x(m), y(m))t podemos expresar

Xm+1 = AXm con A =

[
1 −2
2 −1

]
.

En consecuencia

Xm = AXm−1 = A2Xm−2 = A3Xm−3 = . . . = AmX0.

El polinomio caracteŕıstico de A es λ2 + 3. Hallaremos la potencia emésima
de A usando el teorema de Cayley-Hamilton. Efectuando la división eucĺıdea
de λm entre λ2 + 3 :

λm = q(λ)(λ2 + 3) + αλ+ β , (α, β ∈ R). (1)



606 17.19 Ecuación diferencial por serie de potencias

Sustituyendo λ por A obtenemos Am = c(A) · 0 +αA+βI = αA+βI. Para
hallar α y β sustituimos una ráız del polinomio caracteŕıstico (por ejemplo√

3i) en (1) e igualamos partes real e imaginaria. Hallamos previamente
(
√

3i)m según que m sea par o impar:{
(
√

3i)2k = (
√

3)2k(i)2k = (−1)k3k

(
√

3i)2k+1 = (
√

3i)2k
√

3i = (−1)k3k
√

3i.

Sustituyendo pues λ =
√

3i en (1){
m = 2k ⇒ (−1)k3k =

√
3iα+ β ⇒ α = 0, β = (−1)k3k

m = 2k + 1⇒ (−1)k3k
√

3i =
√

3iα+ β ⇒ α = (−1)k3k, β = 0.

Podemos por tanto expresar[
x(2k)
y(2k)

]
= (−1)k3kI

[
1
0

]
=

[
(−1)k3k

0

]
,

[
x(2k + 1)
y(2k + 1)

]
= (−1)k3kA

[
1
0

]
= (−1)k3k

[
1
2

]
=

[
(−1)k3k

(−1)k2 · 3k
]
.

17.19. Ecuación diferencial por serie de potencias

Se considera la ecuación diferencial y′′(x)+y(x) = x. Sea y(x) solución de la
ecuación que se puede expresar como suma de una serie entera convergente
en R. Determinar expĺıcitamente todas las funciones y(x).

Solución. Derivando y(x) =

∞∑
n=0

anx
n obtenemos

y′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1, y′′(x) =

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2

Obligando a que sea solución de la ecuación diferencial

y′′(x) + y(x) = x⇔
∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 +

∞∑
n=0

anx
n = x

⇔
∞∑
n=0

(n+ 2)(n− 1)an+2x
n +

∞∑
n=0

anx
n = x

⇔
∞∑
n=0

[(n+ 2)(n− 1)an+2 + an]xn = x
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Identificando coeficienres

⇔



2a2 + a0 = 0

6a3 + a1 = 1

12a4 + a2 = 0

20a5 + a3 = 0

. . .

⇒



a2 = −a0

2

a3 =
1− a1

6

a4 =
a0

24

a5 =
−1 + a1

120
. . .

Nótese que en general, se verifica

an+2 = − an
(n+ 1)(n+ 2)

, si n ≥ 2.

Los coeficientes a2, a3, a4, a5 se pueden escribir en la forma

a2 = −a0

2!
, a3 =

1

3!
− a1

3!
, a4 =

a0

4!
, a5 = − 1

5!
+
a1

5!
,

lo cual sugiere las fórmulas

a2k =
(−1)ka0

(2k)!
. (1)

a2k+1 =
(−1)ka1

(2k + 1)!
− (−1)k

(2k + 1)!
. (2)

Demostremos la fórmula (1) por inducción. Es cierta para k = 1. Suponga-
mos que es cierta para k, entonces usando la relación (∗)

a2(k+1) = a2k+2 = − a2k

(2k + 1)(2k + 2)

= −(−1)ka0

(2k)!

1

(2k + 1)(2k + 2)
=

(−1)k+1a0

(2(k + 1))!
,

es decir la fórmula es cierta para k + 1.

De la misma forma, la fórmula (2) es cierta para k = 1. Supongamos que es
cierta para k, entonces usando la relación (∗)

a2(k+1)+1 = a(2k+1)+2 = − a2k+1

(2k + 2)(2k + 3)

= −
(

(−1)ka1

(2k + 1)!
− (−1)k

(2k + 1)!

)
1

(2k + 2)(2k + 3)
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=
(−1)k+1a1

(2k + 3)!
− (−1)k+1

(2k + 3)!
=

(−1)k+1a1

(2(k + 1) + 1)!
− (−1)k+1

(2(k + 1) + 1)!
,

es decir la fórmula es cierta para k + 1. Podemos por tanto escribir

y(x) = −
∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 + a0

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k + a1

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

= (x− sen x) + a0 cosx+ a1 sen x = x+ a0 cosx+ (a1 − 1) sen x.

En consecuencia,

y(x) = x+ C1 cosx+ C2 sen x, C1, C2 ∈ R.

17.20. Teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones

Se considera el siguientes teorema de existencia y unicidad de las soluciones
de una ecuación diferencial:

Teorema. Sea D ⊂ R2 un dominio y f : D → R tal que f y
∂f

∂y
son continuas

en D. Sea (x0, y0) ∈ D. Entonces, existe una única solución de la ecuación
diferencial y′ = f(x, y) que pasa por (x0, y0).

1. Aplicando el teorema anterior, estudiar en que subconjuntos de R2 las
siguientes ecuaciones admiten solución única

(a) y′ = x2 + y3. (b) y′ =
1

y2
. (c) y′ =

y + 1

x− y
. (d) y′ =

3

2
y2/3.

2. Comprobar que tanto ϕ(x) = x3/8 como ψ(x) = 0 son soluciones de

la ecuación diferencial y′ =
3

2
y2/3 que pasan por (0, 0). ¿Supone esto una

contradicción?

Solución. 1. (a) Las funciones

f(x, y) = x2 + y3,
∂f

∂y
= 3y2,

son continuas en D = R2, por tanto para todo (x0, y0) ∈ R2 existe una única
solución de la ecuación que pasa por (x0, y0).

(b) Las funciones

f(x, y) =
1

y2
,

∂f

∂y
= − 2

y3
,



Caṕıtulo 17. Miscelánea de ecuaciones diferenciales 609

son continuas en D = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 0}, por tanto para todo (x0, y0) ∈ D
existe una única solución de la ecuación que pasa por (x0, y0).

(c) Las funciones

f(x, y) =
y + 1

x− y
,

∂f

∂y
=

x

(x− y)2
,

son continuas en D = {(x, y) ∈ R2 : x 6= y}, por tanto para todo (x0, y0) ∈ D
existe una única solución de la ecuación que pasa por (x0, y0).

(d) Las funciones

f(x, y) =
3

2
y2/3,

∂f

∂y
= y−1/3 =

1
3
√
y
,

son continuas en D = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 0}, por tanto para todo (x0, y0) ∈ D
existe una única solución de la ecuación que pasa por (x0, y0).

2. Efectivamente

ϕ(0) = 0, ϕ′(x) =
3

8
x2,

3

2
y2/3 =

3

2

(
x3

8

)2/3

=
3

8
x2.

ψ(0) = 0, ψ′(x) = 0,
3

2
y2/3 =

3

2
02/3 = 0.

Este hecho no supone ninguna contradicción pues según el apartado (d)

anterior, para la ecuación diferencial y′ =
3

2
y2/3, no se puede asegurar con

el teorema dado ni la existencia ni la unicidad en los puntos del eje OX.
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Caṕıtulo 18

Sistemas autónomos

18.1. Concepto de sistema autónomo

1. Analizar si el siguiente sistema diferencial es autónomo{
x′1 = 1 + x2

1

x′2 = −2x1x2

{
x1(0) = 0
x2(0) = 1.

2. Analizar si el siguiente sistema diferencial es autónomo{
x′1 = x1 cos t
x′2 = −x1x2

{
x1(0) = 0
x2(0) = 0.

Solución. Recordamos la definición de sistema autónomo.
Definición. Sea M ⊂ Rn un conjunto abierto, v : M → Rn un campo
vectorial de clase al menos 1 y x0 ∈ Rn. Al sistema diferencial{

x′ = v(x)
x(0) = x0

(1)

se le llama sistema autónomo asociado al campo v con la condición inicial
x(0) = x0.
Denotando

x =

x1
...
xn

 , x′ =

x
′
1
...
x′n

 , v =

v1
...
vn

 , x0 =

x
1
0
...
xn0

 ,
podemos escribir (1) en la forma

x′1 = v1(x1, . . . , xn)
. . .

x′n = vn(x1, . . . , xn)


x1(0) = x1

0

. . .
xn(0) = xn0

(2)

611
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Observación. Lo que caracteriza a un sistema autónomo es que en el segundo
miembro v(x) no aparece expĺıcitamente la variable independiente t. �

1. El campo vectorial v = (1 + x2
1,−2x1x2)T está definido en el abierto

M = R2. Además, las parciales

∂v1

∂x1
= 2x1,

∂v1

∂x2
= 0,

∂v2

∂x1
= −2x2,

∂v2

∂x2
= −2x1,

son continuas en M por tanto v es al menos de clase 1. El sistema dado es
autónomo.

2. Aparece expĺıcitamente la variable independiente t en el segundo miembro
de v(x), en consecuencia el sistema no es autónomo.

18.2. Concepto de solución de un sistema autóno-
mo

1. Comprobar que la función

ϕ :
(
−π

2
,
π

2

)
→ R2, ϕ(t) =

[
tan t
cos2 t

]
es solución del sistema diferencial autónomo:{

x′1 = 1 + x2
1

x′2 = −2x1x2

{
x1(0) = 0
x2(0) = 1.

2. Interpretar f́ısicamente el concepto de solución del sistema autónomo{
x′ = v(x)
x(0) = x0.

Solución. Recordamos la definición de solución de un sistema autónomo.
Definición. Sea M ⊂ Rn un conjunto abierto, v : M → Rn un campo
vectorial de clase al menos 1, y x0 ∈ Rn
Sea J un intervalo real y ϕ : J → Rn una función. Se dice que ϕ es solución
del sistema autónomo {

x′ = v(x)
x(0) = x0
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si, y sólo si se verifica:

1) 0 ∈ J.
2) ϕ(J) ⊂M.

3) ϕ es derivable en J

(
∃ϕ′(t) =

dϕ

dt

)
.

4) ϕ′(t) = v [ϕ(t)] ∀t ∈ J.
5) ϕ(0) = x0. �

1. Veamos que se verifican las condiciones de solución:
1) 0 pertenece al intervalo J = (−π/2, π/2).
2) ϕ(J) ⊂M pues el campo vectorial v(x1, x2) = (1+x2

1,−2x1x2)T está de-
finido en M = R2.
3) Para todo t ∈ J se verifica:

ϕ′(t) =

[
sec2 t

−2 sen t cos t

]
,

es decir ϕ es derivable en J.
4) Para todo t ∈ J se verifica:

v [ϕ(t)] = v

[
tan t
cos2 t

]
=

[
1 + tan2 t
−2 tan t cos t

]
=

[
sec2 t

−2 sen t cos t

]
= ϕ′(t).

5) ϕ(0) =

[
tan 0
cos2 0

]
=

[
0
1

]
.

2. Si t representa la variable tiempo, una solución ϕ(t) del sistema representa
el movimiento de una part́ıcula en Rn que en el instante de tiempo t = 0
pasa por x0 y que en todo instante de tiempo t ∈ J, la velocidad ϕ′(t) es
justamente el vector campo v particularizado en ϕ(t).

18.3. Resolución de sistemas diferenciales autóno-
mos

1. Resolver el sistema diferencial autónomo{
x′1 = cos2(x1 + x2)
x′2 = sen2(x1 + x2)

con

{
x1(0) = 0
x2(0) = 0.

2. Resolver el sistema diferencial autónomo{
x′1 = 1 + x2

1

x′2 = −2x1x2
con

{
x1(0) = 0
x2(0) = 1.



614 18.3 Resolución de sistemas diferenciales autónomos

3. Resolver el sistema diferencial autónomo{
x′ = −y − x2y
y′ = x− xy2 con

{
x(0) = 1/2
y(0) = 0.

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas polares.

4. Resolver el sistema diferencial
x′1 = −x2x3

x′2 = x1x3

x′3 = x2
1 + x2

2.

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas cilindricas.

5. Resolver el sistema diferencial
x′ = −xz
y′ = −yz
z′ = x2 + y2.

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas esféricas.

6. Resolver


x′1 = 2x1 + x2 + x3

x′2 = x1 + 2x2 + x3

x′3 = x1 + x2 + 2x3

con


x1(1) = 1
x2(1) = 0
x3(1) = 3.

Solución. 1. Sumando ambas ecuaciones

x′1 + x2 =′ cos2(x1 + x2) + sen2(x1 + x2) = 1⇒ (x1 + x2)′ = 1

⇒ x1 + x2 = t+ C ⇒ x1(0) + x2(0) = C ⇒ C = 0⇒ x1 + x2 = t.

Queda por tanto x′1 = cos2 t, x′2 = sen2 t. Integrando

x1 =

∫
cos2 t dt =

∫
1

2
(1 + cos 2t) dt =

1

2
t+

1

4
sen 2t+ C1,

x2 =

∫
sen2 t dt =

∫
1

2
(1− cos 2t) dt =

1

2
t− 1

4
sen 2t+ C2.

Dado que x1(0) = x2(0) = 0, ha de ser C1 = C2 = 0. La solución del sistema
es por tanto

(x1, x2) =
1

4
(2t+ sen 2t, 2t− sen 2t).

2. La primera ecuación es

dx1

dt
= 1 + x2

1, o bien
dx1

1 + x2
1

= dt,
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que es una ecuación de variables separadas. Integrando, arctanx1 = t + C
y de la condición iniclai x1(0) = 0 obtenemos C = 0. Queda por tanto
arctanx1 = t, luego x1 = tan t. Sustituyendo en la segunda ecuación

x′2 = −2x2 tan t, o bien
dx2

x2
= −2 tan t,

que también es una ecuación de variables separadas. Integrando

log |x2| = 2 log |cos t|+ C, x2 = K cos2 t.

De la condición inicial x2(0) = 1 obtenemos K = 1, luego x2 = cos2 t. La
solución del sistema es por tanto

(x1, x2) = (tan t, cos2 t).

3. Derivando la relación x2 + y2 = ρ2,

2xx′ + 2yy′ = 2ρρ′ o bien xx′ + yy′ = ρρ′.

De x = ρ cos θ e y = ρ sen θ, deducimos tan θ = y/x o bien θ = arctan(y/x).
Derivando esta última igualdad,

θ′ =
1

1 + (y/x)2
· y
′x− x′y
x2

=
y′x− x′y
x2 + y2

=
y′x− x′y

ρ2
.

En consecuencia tenemos las relaciones{
xx′ + yy′ = ρρ′

θ′ = y′x−x′y
ρ2

.
(1)

Sustituyendo en el sistema dado,{
x(−y − x2y) + y(x− xy2) = ρρ′

θ′ = (x−xy2)x−(−y−x2y)y
ρ2

⇔

{
−xy(x2 + y2) = ρρ′

θ′ = x2+y2

ρ2
⇔

{
−ρ4 cos θ sen θ = ρρ′

θ′ = ρ2

ρ2

⇔
{
ρ′ = −ρ3 cos θ sen θ

θ′ = 1.
(2)

Las condiciones iniciales en polares son

ρ2(0) = x(0)2 + y(0)2 = 1/4, θ(0) = arctan y(0)/x(0) = 0.
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De la primera ecuación de (2), θ = t + C y de θ(0) = 0 queda θ = t.
Sustituyendo en la segunda ecuación de (2),

θ′ = −ρ3 cos t sen t,
dρ

dt
= −ρ

3 sen 2t

2
,

2
dρ

ρ3
+ sen 2t dt = 0, − 1

ρ2
− 1

2
cos 2t = K.

De ρ(0) = 1/4, obtenemos K = −9/2. Sustituyendo y simplificando queda
ρ =

√
2/(9− cos 2t). La solución del sistema dado expresada en polares es

por tanto {
ρ =

√
2

9−cos 2t

θ = t.

4. Las relaciones entre las coordenadas cartesianas y ciĺındricas son

x2
1 + x2

2 = ρ2, θ = arctan
x2

x1
, x3 = x3.

Derivando y simplificando

x1x
′
1 + x2x

′
2 = ρρ′, θ′ =

x′2x1 − x′1x2

ρ2
, x′3 = x′3.

Sustituyendo en el sistema original

x1(−x2x3) + x2(x1x3) = ρρ′, ρρ′ = 0,

θ′ =
x2

1x3 + x2
2x3

ρ2
=
x3(x2

1 + x2
2)

ρ2
= x3,

x′3 = x2
1 + x2

2 = ρ2.

Queda por tanto el sistema

ρ′ = 0, θ′ = x3, x′3 = ρ2.

De la primera ecuación obtenemos ρ = C1, de la tercera, x3 = C2
1 t + C2 y

de la segunda, θ = C2
1 t

2/2 + C2t+ C3. En consecuencia
ρ = C1

θ = C2
1 t

2/2 + C2t+ C3

x3 = C2
1 t+ C2

(C1, C2, C3 ∈ R).

5. Las relaciones entre las coordenadas cartesianas y esféricas son

x2 + y2 + z2 = ρ2, θ = arctan
y

x
, ϕ = arctan

z√
x2 + y2

.
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Derivando y simplificando

xx′ + yy′ + zz′ = ρρ′, θ′ =
y′x− x′y
x2 + y2

,

ϕ′ =
1

1 +
z2

x2 + y2

·
z′
√
x2 + y2 − 2xx′ + 2yy′

2
√
x2 + y2

z

x2 + y2

=
1

ρ2
· (x2 + y2)z′ − (xx′ + yy′)z√

x2 + y2
.

Sustituyendo en el sistema original

x(−xz) + y(−yz) + z(x2 + y2) = ρρ′, ρρ′ = 0,

θ′ =
(−yz)x− (−xz)y

x2 + y2
, θ′ = 0,

ϕ′ =
1

ρ2
· (x2 + y2)2 − (x(−xz) + y(−yz)) z√

x2 + y2

=
1

ρ2
· (x2 + y2)2 + (x2 + y2)z2√

x2 + y2
=

1

ρ2
· (x2 + y2)(x2 + y2 + z2)√

x2 + y2

=
√
x2 + y2 =

z

tanϕ
=
ρ senϕ

tanϕ
= ρ cosϕ.

Queda por tanto el sistema

ρ′ = 0, θ′ = 0, ϕ′ = ρ cosϕ.

De la primera y segunda ecuaciones obtenemos ρ = C1 y θ = C2. Por otra
parte,

ϕ′ = ρ cosϕ,
dϕ

dt
= C2 cosϕ,

dϕ

cosϕ
= C2t,

log
∣∣∣tan

(ϕ
2

+
π

4

)∣∣∣ = C2
t2

2
+K, tan

(ϕ
2

+
π

4

)
= eC2

t2

2
+K ,

ϕ

2
+
π

4
= arctanC3e

C2
t2

2 , ϕ = −π
2

+ 2 arctanC3e
C2

t2

2 .

En consecuencia
ρ = C1

θ = C2

ϕ = −π
2 + 2 arctanC3e

C2
t2

2

(C1, C2, C3 ∈ R).

6. En este caso, el sistema autónomo es lineal homogéneo con coeficientes
constantes, para el cual existe un método definido para su resolución. Ver el
primer apartado de 17.13.
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18.4. Sistema autónomo con paso a polares

Resolver el sistema diferencial{
x′ = −y − x2y
y′ = x− xy2

con la condición inicial x(0) = 1/2, y(0) = 0. (Indicación: Pasar a coorde-
nadas polares).

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. De ρ2 = x2+y2 y derivando respecto de la variable independiente
t :

2ρρ′ = 2xx′ + 2yy′ o bien ρρ′ = xx′ + yy′. (1)

De θ = arctan(y/x) y derivando respecto de la variable independiente t :

θ′ =
1

1 +
y2

x2

y′x− x′y
x2

=
1

ρ2
(y′x− x′y). (2)

Sustituyendo las igualdades del sistema dado en (1) y (2) obtenemos

ρρ′ = −yx− x3y + yx− xy3 = −xy(x2 + y2) = −ρ4 cos θ sin θ,

θ′ =
1

ρ2
(x2 − x2y2 + y2 + x2y2) =

ρ2

ρ2
= 1.

El sistema dado en coordenadas cartesianas es pues equivalente al siguiente
en polares: {

ρ′ = −ρ3 cos θ sin θ
θ′ = 1

,

[
ρ(0)
θ(0)

]
=

[
1/2
0

]
.

De θ′ = 1 y θ(0) = 0 deducimos θ = t. Sustituyendo en la primera ecuación:

dρ

dt
= −ρ3 cos t sin t⇔ dρ

ρ3
+

1

2
sin 2t dt = 0.

Integrando obtenemos

− 1

2ρ2
− 1

4
cos 2t = C.

De la condición inicial ρ(0) = 1/2 deducimos C = −9/4, con lo cual queda

1

2ρ2
+

1

4
cos 2t =

9

4
, o bien ρ =

√
2

9− cos 2t
.

La solución del sistema es por tantoρ =

√
2

9− cos 2t
θ = t

(t ∈ R).
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18.5. Sistema autónomo con paso a ciĺındricas

Resolver el sistema diferencial autónomo
x′1 = −x2x3

x′2 = x1x3

x′3 = x2
1 + x2

2.

Indicación: pasar a coordenadas ciĺındricas.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. De las relaciones ρ2 = x2
1 + x2

2, θ = arctan(x2/x1), x3 = x3

deducimos 
2ρρ′ = 2x1x

′
1 + 2x2x

′
2

θ′ =
1

1 +
x2

2

x2
1

x′2x1 − x′1x2

x2
1

x′3 = x′3

⇔


ρρ′ = x1x

′
1 + x2x

′
2

θ′ =
x′2x1 − x′1x2

ρ2

x′3 = x′3.

Sustituyendo las igualdades del sistema en estas últimas relaciones:
ρρ′ = x1(−x2x3) + x2(x1x3) = 0

θ′ =
x2

1x3 + x2
2x3

ρ2
=
x3ρ

2

ρ2
= x3

x′3 = ρ2

⇔


ρ′ = 0
θ′ = x3

x′3 = ρ2.

De ρ′ = 0 deducimos que ρ = C1 con C1 ≥ 0, de x′3 = ρ2 = C2
1 que

x3 = C2
1 t + C2 y de θ′ = x3 = C2

1 t + C2 que θ = C2
1 (t2/2) + C2t + C3. La

solución general del sistema es por tanto:
ρ = C1

θ =
C1t

2

2
+ C2t+ C3

x3 = C2
1 t+ C2

(C1 ∈ R+, C2, C3 ∈ R).

18.6. Sistema autónomo con paso a esféricas

Resolver el sistema diferencial autónomo
x′ = −xz
y′ = −yz

z′ = x2 + y2.

Indicación: pasar a coordenadas esféricas.
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(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM)

.

Solución. De las relaciones

ρ2 = x2 + y2 + z2, θ = arctan(y/x), ϕ = arctan(z/
√
x2 + y2)

deducimos

2ρρ′ = 2xx′ + 2yy′ + 2zz′ ⇔ ρρ′ = xx′ + 2yy′ + zz′

θ′ =
1

1 +
y2

x2

y′x− x′y
y2

=
y′x− x′y
x2 + y2

ϕ′ =
1

1 +
z2

x2 + y2

z′
√
x2 + y2 − 1

2
√
x2 + y2

(2xx′ + 2yy′)z

x2 + y2

=
1

ρ2

z′(x2 + y2)− z(xx′ + yy′)√
x2 + y2

.

Sustituyendo las igualdades del sistema en estas últimas relaciones:

ρρ′ = −x2z − y2z + zx2 + zy2 = 0,

θ′ =
−xyz + xyz

x2 + y2
= 0,

ϕ′ =
1

ρ2

(x2 + y2)2 − x(−x2z − y2z)√
x2 + y2

=
1

ρ2

(x2 + y2)2 + z2(x2 + y2)√
x2 + y2

=
1

ρ2

(x2 + y2)2(x2 + y2 + z2)√
x2 + y2

=
√
x2 + y2 = ρ cosϕ.

Queda pues el sistema 
ρ′ = 0
θ′ = 0

ϕ′ = ρ cosϕ.

De ρ′ = 0 deducimos que ρ = C1 con C1 ≥ 0, de θ′ = 0 que θ = C2.
Resolvamos ahora la ecuación ϕ′ = C1 cosϕ :

ϕ′ = C1 cosϕ⇔ dϕ

dt
= C1 cosϕ⇔ dϕ

cosϕ
= C1 dt = 0.
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Usando el cambio estándar tan(ϕ/2) = u obtenemos

∫
dϕ

cosϕ
=

∫
1 + u2

1− u2

2 du

1 + u2
=

∫
2 du

1− u2
= log

∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣1 + tan(ϕ/2)

1− tan(ϕ/2)

∣∣∣∣ .
Por tanto

log

∣∣∣∣1 + tan(ϕ/2)

1− tan(ϕ/2)

∣∣∣∣ = C1t+K ,
1 + tan(ϕ/2)

1− tan(ϕ/2)
= C3e

C1t,

1 + tan(ϕ/2) = C3e
C1t(1− tan(ϕ/2)) , tan(ϕ/2) =

C3e
C1t − 1

C3eC1t + 1
.

La solución general sel sistema es
ρ = C1

θ = C2

ϕ = 2 arctan
C3e

C1t − 1

C3eC1t + 1

(C1 ∈ R+, C2, C3 ∈ R).

18.7. Cálculo de un difeomorfismo enderezante

Hallar un difeomorfismo enderezante f para el sistema diferencial{
x′1 = 1 + x2

1

x′2 = −2x1x2

y que cumpla f(0, b) = (0, b) (para cada b). Comprobar.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Para todo (x1, x2) ∈ R2 se verifica 1 + x2
1 6= 0. Esto implica que

el sistema no tiene puntos de equilibrio. Por un conocido teorema, existen
V,W ⊂ R2 abiertos que contienen a (0, b) y un difeomorfismo (difeomorfismo
enderezante) f : V → W tal que f(0, b) = (0, b) y el sistema dado se
transforma por f en el sistema equivalente{

y′1 = 1
y′2 = 0.

(∗)

Resolvamos el sistema autónomo dado con la condición inicial (x1(0), x2(0)) =
(0, b). De la primera ecuación:

x′1 = 1 + x2
1 ⇔

dx1

1 + x2
1

− dt = 0⇔ arctanx1 = t+ C.
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Imponiendo la condición x1(0) = 0 queda arctanx1 = t. Sustituyendo en la
segunda ecuación:

x′2 = (−2 tan t)x2 ⇔
dx2

x2
+ 2 tan t dt = 0⇔

log |x2| − 2 log | cosx| = C ⇔ log
∣∣∣ x2

cos2 t

∣∣∣ = C ⇔ x2 = K cos2 t.

Imponiendo la condición x2(0) = b queda x2 = b cos2 t. La solución del
sistema (∗) con la condición inicial (y1(0), y2(0)) = (0, b) es y1 = t, y2 = b.
Eliminando t y b :{

arctanx1 = t
x2 = b cos2 t

∧
{
y1 = t
y2 = b

⇒


y1 = arctanx1

y2 = x2 sec2 t =
x2(1 + tan2 t) = x2(1 + x2

1).

El difeomorfismo pedido es por tanto

f(x1, x2) =
(
arctanx1, x2(1 + x2

1)
)
.

Comprobemos el resultado:
(a) f(0, b) = (arctan 0, b(1 + 02)) = (0, b).
(b) Las funciones componentes de f son claramente de clase 1 en R2, por
tanto f ∈ C1(R2).
(c) f es inyectiva. En efecto

f(x1, x2) = f(x∗1, x
∗
2)⇒

{
arctanx1 = arctanx∗1

x2(1 + x2
1) = x∗2

(
1 + (x∗1)2

)
⇒
{

x1 = x∗1
x2(1 + x2

1) = x∗2
(
1 + (x∗1)2

) ⇒ {
x1 = x∗1
x2 = x∗2

⇒ (x1, x2) = (x∗1, x
∗
2).

(d) f : R2 → (−π/2, π/2) × R es sobreyectiva. En efecto, si (y1, y2) ∈
(−π/2, π/2)× R entonces el sistema{

arctanx1 = y1

x2(1 + x2
1) = y2

tiene como solución x1 = tan y1, x2 = y2/(1 + tan2 y1) lo cual permite
además determinar la aplicación inversa de f :

f−1 : (−π/2, π/2)× R→ R2 , f−1(y1, y2) =

(
tan y1,

y2

1 + tan2 y1

)
que claramente es de clase 1. Concluimos que f es difeomorfismo. Falta
demostrar que el campo v del sistema dado se transforma en el w = (1, 0)t

por medio de f . En efecto,

w(y1, y2) = (Df(x) ◦ v ◦ f−1)(y1, y2) = (Df(x) ◦ v)(x1, x2)
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= Df(x)(1 + x2
1,−2x1x2) =

[
1

1+x21
0

2x1x2 1 + x2
1

] [
1 + x2

1

−2x1x2

]
=

[
1
0

]
.

18.8. Estabilidad: método directo de Lyapunov

Analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0, 0) para los sistemas

(a)

{
x′ = −y − x3

y′ = x− y3.
(b)

{
x′ = −xy4

y′ = yx4.

Solución. (a) Hallemos la matriz del sistema linealizado correspondiente:

∂v1

∂x
= −3x2,

∂v1

∂y
= −1,

∂v2

∂x
= 1,

∂v2

∂y
= −3y2,

A = v′(0, 0) =

[
∂v1
∂x (0,0) ∂v1

∂y (0, 0)
∂v2
∂x (0, 0) ∂v2

∂y (0, 0)

]
=

[
0 −1
1 0

]
.

Los valores propios de A son λ = ±i y por tanto el máximo µ de la parte
real de estos es 0. El sistema linealizado no proporciona información sobre
la estabilidad. La función f(x, y) = x2 + y2 es diferenciable en un entorno
del origen (de hecho en todo el plano) y presenta un mı́nimo estricto en él.
Esto implica que f puede ser función de Lyapunov. Hallemos la derivada de
f respecto de v :

Lvf(x, y) = 〈∇f(x, y), v(x, y)〉 =
〈
(2x, 2y), (−y − x3, x− y3)

〉
= −2xy − 2x4 + 2xy − 2y4 = −2(x4 + y4) < 0 , ∀(x, y) 6= (0, 0)

Es decir, f es función estricta de Lyapunov para el origen, lo cual implica
que este punto es asintóticamente estable del sistema dado.

(b) Hallemos la matriz del sistema linealizado correspondiente:

∂v1

∂x
= −y4,

∂v1

∂y
= −4xy3,

∂v2

∂x
= 4yx3,

∂v2

∂y
= x4,

A = v′(0, 0) =

[
∂v1
∂x (0,0) ∂v1

∂y (0, 0)
∂v2
∂x (0, 0) ∂v2

∂y (0, 0)

]
=

[
0 0
0 0

]
.

El único valor propio de A es λ = 0 (doble) y de nuevo, µ = 0. El sistema
linealizado no proporciona información sobre la estabilidad. Ensayemos co-
mo en el apartado anterior si f(x, y) = x2 + y2 es función de Lyapunov para
el origen. La derivada de f respecto de v es:

Lvf(x, y) = 〈∇f(x, y), v(x, y)〉 =
〈
(2x, 2y), (−xy4, yx4)

〉
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= −2x2y4 + 2y2x4 = 2x2y2(x2 − y2).

En la recta x = 2y tenemos

Lvf(2y, y) = 2(4y2)y2(3y2) = 24y6 > 0 , ∀y > 0.

Como Lvf toma valores positivos en todo entorno perforado del origen, f
no es función de Lyapunov para este punto. Elijamos ahora g(x, y) = x4 +y4

que es diferenciable en un entorno del origen (de hecho en todo el plano) y
presenta un mı́nimo estricto en él. Esto implica que g puede ser función de
Lyapunov. Hallemos la derivada de g respecto de v :

Lvg(x, y) = 〈∇g(x, y), v(x, y)〉 =
〈
(4x3, 4y3), (−xy4, yx4)

〉
= −4x4y4 + 4x4y4 = 0 ≤ 0 , ∀(x, y) ∈ R2.

Es decir, g es función no estricta de Lyapunov para el origen y podemos por
tanto asegurar que es punto estable para el sistema dado.

18.9. Función de Liapunov y teorema de Poincaré

1. Enunciado y demostración de la triple caracterización de las integrales
primeras para sistemas diferenciales autónomos de primer orden.
Aplicación: Comprobar que f(x, y) = e−x

2
(y2 − 1) es integral primera para

S, siendo S : x′ = y, y′ = xy2 − x.

2. Enunciado del método directo de Liapunov para la estabilidad de los pun-
tos de equilibrio en los sistemas diferenciales autónomos de primer orden.
Aplicación: Comprobar que f(x, y) = e−x

2
(y2− 1) es una función de Liapu-

nov para (0, 0) en el sistema S.

3. Enunciado del Teorema de Poincaré (relación entre las órbitas cerradas y
los puntos de equilibrio).
Aplicación: Demostrar que S no tiene órbitas cerradas contenidas ni par-
cialmente contenidas en el semiplano y ≥ 1 ni en el semiplano y ≤ −1 .

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. No resolveremos la parte que corresponde a la más estricta teoŕıa.
1. Las derivadas parciales de la función f son:

∂f

∂x
= e−x

2
(−2x)(y2 − 1),

∂f

∂y
= 2ye−x

2
.
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Hallemos la derivada del campo escalar f(x, y) respecto del campo vectorial
v(x, y) del sistema:

(Lvf)(x, y) = 〈 (∇f)(x, y), v(x, y) 〉 = −2xe−x
2
(y2 − 1)y + 2ye−x

2
(xy2 − x)

= e−x
2
(−2xy3 + 2xy + 2xy3 − 2xy) = 0, ∀(x, y) ∈ R2.

La función f es por tanto una integral primera del sistema S en todo el plano.

2. Veamos que efectivamente f es función de Liapunov para el punto (0, 0).
Este punto es de equilibrio del sistema S pues v(0, 0) = (0, 0). La función
f está definida y es continua en un entorno U de (0, 0) (de hecho podemos
tomar U = R2 ). La función f tiene derivadas parciales continuas en todo
R2, en consecuencia es diferenciable en todo R2 y como consecuencia, en un
entorno reducido de (0, 0).

Por otra parte, se verifica (Lvf)(x, y) ≤ 0 en un entorno reducido de (0, 0)
(de hecho se anula en todo R2 como vimos en el apartado anterior). Falta
pues comprobar que (0, 0) es punto de mı́nimo estricto para f . Tenemos:

∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0

∂2f

∂x2
= (4x2 − 2)(y2 − 1)e−x

2

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= −4xye−x

2

∂2f

∂y2
= 2e−x

2
.

El punto (0, 0) es punto cŕıtico para f y esta es de clase 2 en un entorno de
(0, 0) (de hecho en todo R2). La matriz hessiana correspondiente es:

H(0, 0) =

[
2 0
0 2

]
que es definida positiva. El origen es por tanto punto de mı́nimo estricto
para f y por tanto f es función de Liapunov para (0, 0) en el sistema S.

3. Para todo x ∈ R tenemos v(x, 1) = (1, 0) y v(x,−1) = (−1, 0). Esto
significa que las rectas y = 1 e y = −1 son órbitas de S. Por otra parte,
(0, 0) es el único puto de equilibrio del sistema.
Según el teorema de Poincaré, si existe una órbita cerrada θ con su interior
geométrico totalmente contenido en el dominio de v (en este caso R2) debe
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existir un punto de equilibrio en tal interior. Cualquier órbita cerrada ha de
contener por tanto al origen en su interior geométrico y no puede atravesar
las rectas y = 1 e y = −1 con lo cual no puede estar ni total ni parcialmente
contenida en los semiplanos dados.

18.10. Sistema autónomo: dibujo de una órbita

Dibujar la órbita que pasa por el punto (0, 2) en el sistema diferencial autóno-
mo {

x′ = 1 + x2

y′ = −2xy.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Hallemos una integral primera del sistema

dy

dx
=
−2xy

2 + x2
. 2xy dx+ (1 + x2) dy = 0 ,

2x dx

1 + x2
+
dy

y
= 0.

Integrando

log |1 + x2|+ log |y| = K , log |(1 + x2)y| = K , (1 + x2)y = C.

Una integral primera del sistema que está definida en todo el plano de fases
R2 es por tanto F (x, y) = (1 +x2)y. Comprobemos en efecto que es integral
primera

〈∇F, v〉 =
〈
(2xy, 1 + x2), (1 + x2,−2xy)

〉
= (2xy)(1+x2)−(1+x2)(2xy) = 0.

Dado que 1 + x2 6= 0 para todo x ∈ R, el sistema no tiene puntos de
equilibrio. Esto implica que todo conjunto de nivel F (x, y) = C es una
órbita. El conjunto de nivel que pasa por (0, 2) es (1 + x2)y = 2. Dibujemos
este conjunto de nivel, es decir la gráfica de la función f(x) = 2/(1 +x2). El
dominio de f es R y la función es par. La recta y = 0 es aśıntota horizontal.
Hallemos sus extremos:

f ′(x) =
−4x

(1 + x2)2
= 0⇔ x = 0.

Para x > 0 tenemos f ′(x) < 0 y para x < 0, f ′(x) > 0. Tenemos por tanto
en (0, 2) un punto de máximo estricto. Hallemos sus puntos de inflexión

f ′′(x) =
−4(1 + x2)2 − 2(1 + x2)2x(−4x)

(1 + x2)4
=
−4(1 + x2) + 8x2

(1 + x2)3
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=
4(x2 − 1)

(1 + x2)3
= 0⇔ x2 − 1 = 0⇔ x = 1 ∨ x = −1.

Para 0 < x < 1 tenemos f ′′(x) < 0 y para x > 1, f ′′(x) < 0. Por tanto tene-
mos en (1, 1) un punto de inflexión. Por la paridad de la función, concluimos
que (−1, 1) también lo es. El vector velocidad en (0, 2) es v(0, 2) = (1, 0), lo
cual determina el sentido de recorrido de la órbita.

y

x

18.11. Órbita con paso a polares

Dibujar la órbita que pasa por el punto (1, 0) en el sistema diferencial{
x′ = −y − xy
y′ = x+ x2.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM)

Solución. De ρ2 = x2+y2 y derivando respecto de la variable independiente
t :

2ρρ′ = 2xx′ + 2yy′ o bien ρρ′ = xx′ + yy′. (1)

De θ = arctan(y/x) y derivando respecto de la variable independiente t :

θ′ =
1

1 +
y2

x2

y′x− x′y
x2

=
1

ρ2
(y′x− x′y). (2)

Sustituyendo las igualdades del sistema dado en (1) y (2) obtenemos

ρρ′ = −xy − x2y + yx+ yx2 = 0,

θ′ =
1

ρ2
(x2 + x3 + y2 + xy2) =

1

ρ2
(ρ2 + xρ2) = 1 + ρ cos θ.

La órbita a dibujar, corresponde a la solución de:{
ρ′ = 0

θ′ = 1 + ρ cos θ
,

[
ρ(0)
θ(0)

]
=

[
1
0

]
.
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Un conjunto de nivel C que contiene a (1, 0) está determinado por ρ = 1 o
equivalentemente x2 +y2 = 1. Hallemos los puntos de equilibrio del sistema:{

−y − xy = 0
x+ x2 = 0

⇔
{
−y(1 + x) = 0
x(1 + x) = 0

⇔


(x, y) = (0, 0)

∨
(x, y) = (−1, λ) (λ ∈ R).

El único punto de equilibrio que pasa por C es (−1, 0) y el vector campo en
(1, 0) es v(1, 0) = (0, 1), lo cual implica que la órbita pedida es la circun-
ferencia unidad excluido el punto (−1, 0) recorrida en sentido antihorário,
cuya gráfica se dibuja inmediatamente.

y

x

x = −1

18.12. Soluciones periódicas y órbita

(i) Hallar el valor de α para que el problema de valor inicial

x′′(t) + αx(t) = 0 x(0) = 1, x′(0) = 0,

tenga soluciones periódicas de periodo T = π.

(ii) Para ese valor de α determinar una ecuación impĺıcita de la órbita que
pasa por el punto (1, 0) en el sistema diferencial lineal asociado a la ecuación
diferencial anterior.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (i) La ecuación caracteŕıstica es λ2 + α = 0. Analizaremos tres
casos:
Caso 1. α < 0. Las ráıces son λ1 =

√
−α, λ2 = −

√
−α. Una base del espacio

de las soluciones es {e
√
−αt, e−

√
−αt}. La solución general de la ecuación es

por tanto
x(t) = C1 e

√
−αt + C2 e

−
√
−αt.

Es claro por el conocimiento de la función exponencial que no existen en
este caso soluciones periódicas.
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Caso 2. α = 0. La ráız es λ = 0 (doble). Una base del espacio de las solucio-
nes es {1, t}. La solución general de la ecuación es por tanto x(t) = C1 +C2t.
Las únicas soluciones periódicas en este caso se obtienen para C2 = 0 i.e. las
soluciones constantes, pero su su periodo no es π.

Caso 3. α > 0. Las ráıces son λ1 =
√
α i, λ2 = −

√
−α i. Una base del

espacio de las soluciones es {cos
√
αt, sin

√
αt}. La solución general de la

ecuación es por tanto

x(t) = C1 cos
√
αt+ C2 sin

√
αt.

De la igualdad
√
α(t + T ) =

√
αt + 2π deducimos que las soluciones ante-

riores son periódicas de periodo T = 2π/
√
α, excepto para la solución nula.

Para T = π obtenemos α = 4. En este caso x(t) = C1 cos 2t+C2 sin 2t, y la
única solución que satisface las condiciones iniciales es x(t) = cos 2t.

(ii) Denotando y = x′ tenemos y′ = x′′ = −4x. Por tanto el sistema lineal
asociado es {

x′ = y
y′ = −4x

con

[
x(0)
y(0)

]
=

[
1
0

]
.

Una integral primera del sistema anterior se obtendrá resolviendo la ecuación
diferencial de variables separadas dy/dx = −4x/y o bien 4xdx + ydy = 0.
La solución general es 4x2 + y2 = C, y el conjunto de nivel que pasa por
(1, 0) es por tanto la elipse de ecuación impĺıcita 4x2 + y2 = 4.

18.13. Tres órbitas en un conjunto de nivel

Dado el sistema {
x′ = y2

y′ = x2

determinar una integral primera F (x, y) no constante del mismo. Compro-
bar. Dibujar las órbitas que determina el conjunto de nivel que pasa por el
origen.

Solución. Expresando el sistema en la forma
dx

dt
= y2

dy

dt
= x2

y dividiendo la segunda ecuación entre la primera, obtenemos dy/dx = x2/y2

o bien y2 dy− x2 dx = 0 cuya solución general es y3− x3 = C. Una integral
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primera del sistema es por tanto F (x, y) = y3 − x3. Comprobemos:

〈∇F, v〉 = −3x2y2 + 3y2x2 = 0.

El conjunto de nivel que pasa por el origen es y3−x3 = 0 o equivalentemente
y = x. El único punto de equilibrio del sistema es el origen, que pasa por este
conjunto de nivel, por tanto, determina tres órbitas: el origen y las semirectas
y = x (x > 0), y = x (x < 0). Podemos determinar el sentido de recorrido
de las semirectas hallando el vector velocidad: v(a, a) = (a2, a2) = (+,+).

y

x

18.14. Integral primera y órbita circular

Hallar una integral primera no constante definida en un conjunto lo más
amplio posible del plano de fases para el sistema diferencial{

x′ = 3y + x2y
y′ = −4x+ xy2.

Comprobar el resultado. Hallar las órbitas circulares.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Expresamos el sistema en la forma
dx

dt
= 3y + x2y

dy

dt
= −4x+ xy2.

Dividiendo y separando variables obtenemos

dy

dx
=
−4x+ xy2

3y + x2y
,

x

x2 + 3
dx+

y

4− y2
dy = 0.

Integrando

1

2
log(x2 + 3)− 1

2
log |4− y2| = C1 , log

∣∣∣∣x2 + 3

4− y2

∣∣∣∣ = C2 ,
x2 + 3

4− y2
= C.
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Una integral primera del sistema es por tanto la función F (x, y) = (x2 +
3)/(4−y2) definida en todo el plano de fases R2 excepto en las rectas y = ±2.
Comprobemos que efectivamente F es una integral primera del sistema

〈∇F, v〉 =
∂F

∂x
v1 +

∂F

∂y
v2 =

2x

4− y2
(3y + x2y) +

2y(x2 + 3)

(4− y2)2
(−4x+ xy2)

=
2x(3y + x2y)(4− y2) + 2y(x2 + 3)(−4x+ xy2)

(4− y2)2
= . . . = 0.

Hallemos los puntos de equilibrio del sistema{
3y + x2y = 0
−4x+ xy2 = 0

⇔
{
y(3 + x2) = 0
x(−4 + y2) = 0

⇔
{

y = 0
x(−4 + y2) = 0.

El único punto de equilibrio del sistema es (x, y) = (0, 0), por tanto todo
conjunto de nivel F (x, y) = C que no pase por (0, 0) es una órbita. Ob-
tenemos una circunferencia si y sólo si C = 1 : la circunferencia unidad
x2 + y2 = 1. En el punto (1, 0) de esta órbita se verifica v(1, 0) = (0,−4), es
decir la órbita se recorre en sentido horario.

18.15. Estabilidad en el interior de una elipse

Especificar y representar el espacio de fases del sistema diferencial

x′ = x2 − y
y′ = log(6− 2x2 − 3y2).

Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. La primera componente del campo es v1(x, y) = x−y que está de-
finida en R2. La segunda componente v2(x, y) = log(6−2x2−3y2) está defi-
nida si y sólo si 6−2x2−3y2 > 0 que equivale a x2/3 +y2/2 < 1. El espacio
de fases es por tanto el interior geométrico de la elipse x2/3 + y2/2 = 1.
Hallemos los puntos de equilibrio:{

x2 − y = 0

log(6− 2x2 − 3y2) = 0
⇔

{
y = x2

2x2 + 3y2 = 5.

Resolviendo, obtenemos los puntos de equilibrio P (1, 1) y Q(−1, 1).



632 18.16 Teorema de Poincaré-Bendixson

y

x
P (1, 1)Q(−1, 1)

√
3

√
2

La matriz jacobiana asociada al campo es:

Jv(x, y) =

[
2x −1
−4x

6−2x2−3y2
−6y

6−2x2−3y2

]
.

Las matrices de los correspondientes sistemas linealizados son:

A = Jv(1, 1) =

[
2 −1
−4 −6

]
, B = Jv(−1, 1) =

[
−2 −1

4 −6

]
.

El polinomio caracteŕıstico de A es λ2 + 2λ − 16 y su espectro, spec(A) =
{−1 ±

√
17}. El máximo de la parte real de estos valores propios es µA =

−1 +
√

17 > 0 lo cual implica que P (1, 1) es inestable.

El polinomio caracteŕıstico de B es λ2 + 8λ + 16 y su espectro, spec(B) =
{−4}. El máximo de la parte real de estos valores propios es µB = −4 < 0
lo cual implica que Q(−1, 1) es asintóticamente estable.

18.16. Teorema de Poincaré-Bendixson

1. Enunciar el Teorema de Bendixson. Aplicarlo al sistema:

S :

{
x′1 = x1 − x2 − x3

1

x′2 = x1 + x2 − x3
2.

2. Enunciar el Teorema de Poincaré. Hallar los puntos de equilibrio de S
y aplicar dicho teorema a este sistema (puede ser útil dibujar las curvas
x1 − x2 − x3

1 = 0 y x1 + x2 − x3
2 = 0).

3. Enunciar el Teorema de Poincaré-Bendixson. Demostrar que la corona
circular 1 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 2 cumple las hipótesis de este teorema en relación al

sistema S. Concluir.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).
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Solución. 1. Enunciado del Teorema de Bendixson:

Sea M ⊂ R2 abierto y v = (v1, v2) : M → R2 un campo vectorial de clase
r (r ≥ 1) entonces, si Div(v) mantiene signo constante (6= 0) en una región
R ⊂ M simplemente conexa, el sistema x′ = v(x) no tiene órbitas cerradas
completamente contenidas en R.

Para el sistema S tenemos:

Div(v) =
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2
= 2− 3x2

1 − 3x2
2

En la circunferencia 2 − 3x2
1 − 3x2

2 = 0 (centro el origen y radio
√

2/3),
la divergencia del campo es nula, en su interior geométrico R (simplemen-
te conexo) es postiva y en su exterior geométrico (no simplemente conexo)
negativa. Podemos pues concluir que S no tiene órbitas cerradas completa-
mente contenidas en R.

2. Enunciado del Teorema de Poincaré:

Sea M ⊂ R2 abierto y v = (v1, v2) : M → R2 un campo vectorial de clase
r (r ≥ 1). Sea θ una órbita cerrada del sistema x′ = v(x) cumpliendo que
Int(θ) ⊂ M (interior geométrico). Entonces, existe un punto de equilibrio
x∗ del sistema tal que x∗ ∈ Int(θ).

Es claro que x∗ = (0, 0) es un punto de equilibrio del sistema. Para ver que
no hay más, dibujaremos las gráficas que menciona el enunciado. Para la
función polinómica impar x2 = x1 − x3

1 fácilmente obtenemos su gráfica:

x2

x1

Para x1 + x2 − x3
2 = 0 dibujamos de manera análoga la de x2 + x1 − x3

1 = 0
e intercambiamos los papeles de los ejes x1 y x2. Obtenemos la dos gráficas:



634 18.16 Teorema de Poincaré-Bendixson

x2

x1

Se concluye pues que x∗ = (0, 0) es el único punto de equilibrio del sistema.
Esto quiere decir que si existe una órbita cerrada del sistema, esta ha de
contener en su interior geométrico al origen.

3. Enunciado del Teorema de Poincaré-Bendixson:

Sea M ⊂ R2 abierto y v = (v1, v2) : M → R2 un campo vectorial de clase
r (r ≥ 1). Sea F ⊂M compacto y x0 ∈ F . Sea además F positivamente in-
variante, es decir para todo y0 ∈ F la solución ϕ(t) de x′ = v(x), x(0) = y0

cumple ϕ(t) ∈ F para todo t ≥ 0. Entonces, ocurre al menos una de las
siguientes afirmaciones:

(i) x0 es punto de equilibrio.
(ii) La solución ϕ(t) de x′ = v(x) , x(0) = x0 cumple ĺım

t→+∞
ϕ(t) = x∗ ∈ F

siendo x∗ punto de equilibrio.
(iii) La solución ϕ(t) de x′ = v(x) , x(0) = x0 es periódica y la orbita cerrada
correspondiente está contenida en F .
(iv) La órbita que pasa por x0 se aproxima asintóticamente a una órbita
cerrada contenida en F .

En nuestro caso el conjunto F ≡ 1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤ 2 es cerrado y acotado,
en consecuencia compacto. Veamos que es positivamente invariante. Para
ello hallemos el producto escalar < x, v(x) > en la frontera de F para ver
hacia donde está dirigido el vector campo. Usaremos coordenadas polares
x1 = ρ cos θ, x2 = ρ sin θ :

〈x, v(x)〉 = 〈(x1, x2), (x1 − x2 − x3
1, x1 + x2 − x3

2)〉

= x2
1 + x2

2 − (x4
1 + x4

2) = ρ2[1− ρ2(cos4 θ + ρ4 sin4 θ)]

En la frontera de F tenemos:

ρ = 1⇒ 〈x, v(x)〉 = 1− (cos4 θ + sin4 θ) ≥ 0,
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ρ =
√

2⇒< x, v(x) >= 2[1− 2(cos4 θ + sin4 θ)] ≤ 0.

Esto implica que en ρ = 1 el campo está dirigido hacia afuera y para ρ =
√

2
hacia adentro. Esto significa que las órbitas rebotan en la frontera de F hacia
su interior: F es positivamente invariante. Dado que en F no existen puntos
de equilibrio, concluimos del Teorema de Poincaré -Bendixson que el sistema
tiene órbitas cerradas totalmente contenidas en F .

18.17. Teorema de Bendixson-Dulac, órbitas ce-
rradas

(a) Aplicar el teorema de Bendixson a los sistemas

(i)

{
x′1 = ex1

x′2 = 1− x1.
(ii)

{
x′1 = x2

x′2 = 1− x2
1.

(iii)

{
x′ = −y − x+ x(x2 + y2)
y′ = x− y + y(x2 + y2).

(b) Usar el teorema de Bendixson para estudiar la existencia de órbitas
cerradas en el plano de fases M = R2 para el sistema

S ≡
{
x′ = 1− x2 − y2

y′ = 2xy.

(c) Aplicar la función de Dulac F (x, y) = x al sistema S para las misma
cuestión.

Solución. (a) Recordamos el enunciado del Teorema de Bendixson. Sea
M ⊂ R2 abierto y v : M → R2 un campo vectorial de clase 1 tal que div(v)
mantiene signo constante y distinto de cero en una región R ⊂ M sim-
plemente conexa. Entonces, el sistema x′ = v(x) no tiene órbitas cerradas
completamente contenidas en R.

(i) div(v) = (v1)x1 + (v2)x2 = ex1 > 0 para todo (x1, x2) ∈ R2. Dado que R2

es simplemente conexo, concluimos que el sistema no tiene órbitas cerradas.
(ii) div(v) = 0 para todo (x1, x2) ∈ R2, por tanto el teorema de Bendixson
no proporciona información.
(iii) La divergencia de v es

div(v) = (v1)x + (v2)y = −1 + 3x2 + y2 − 1 + x2 + 3y2 = 4x2 + 4y2 − 2.

Se anula en la circunferencia x2 + y2 = 1/2, es decir en la circunferencia de
centro el origen y radio

√
2/2. Mantiene el signo constante (negativo) en el

ćırculo R ≡ x2 + y2 <
√

2/2 (simplemente conexo). También mantiene el
signo constante (positivo) en la región x2 + y2 >

√
2/2 (no simplemente co-

nexa). Podemos concluir que el sistema no tiene órbitas cerradas totalmente
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contenidas en R.

(b) div(v) = −2x+2x = 0 para todo (x1, x2) ∈ R2. El teorema de Bendixson
no proporciona información.

(c) Recordamos el enunciado del Teorema de Bendixson-Dulac. Sea M ⊂ R2

abierto y v : M → R2 un campo vectorial de clase 1. Sea F : M → R dife-
renciable. Entonces, si div(Fv) mantiene signo constante y distinto de cero
en una región R ⊂ M simplemente conexa, el sistema x′ = v(x) no tiene
órbitas cerradas completamente contenidas en R.

La función F es diferenciable en R2 y Fv = (x− x3 − xy2, 2x2y). Tenemos

div(Fv) = 1− 3x2 − y2 + 2x2 = 1− x2 − y2.

Se anula en la circunferencia x2 + y2 = 1, es decir en la circunferencia de
centro el origen y radio 1. Mantiene el signo constante (positivo) en el ćırculo
R ≡ x2+y2 < 1 (simplemente conexo). También mantiene el signo constante
(negativo) en la región x2 + y2 > 1 (no simplemente conexa). Podemos
concluir que el sistema no tiene órbitas cerradas totalmente contenidas en
R.

18.18. Ecuación diferencial compleja

Se considera la ecuación diferencial con condiciones iniciales

z′′ + cz = h(t) , z(0) = γ0, z
′(0) = γ1. (∗)

La incógnita es la función compleja z(t) (R → C), c, γ0, γ1 son números
complejos y h(t) una función compleja conocida (R→ C).

Por otro lado, se considera el sistema diferencial con condiciones iniciales{
x′′ + ax− by = f(t)
y′′ + bx+ ay = g(t)

,

{
x(0) = α0 , y(0) = β0

x′(0) = α1 , y
′(0) = β1.

(∗∗)

Las incógnitas son las funciones reales x(t), y(t) (R → R), α0, β0, α1, β1,
son números reales, y f(t), g(t) son funciones reales continuas conocidas
(R→ R).

Se supone que los problemas (∗) y (∗∗) están relacionados mediante

c = a+ ib, γ0 = α0 + iβ0, γ1 = α1 + iβ1, h(t) = f(t) + ig(t).

Se pide:
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1. Enunciar con precisión un Teorema que exprese la equivalencia entre los
problemas (∗) y (∗∗).
2. Demostrar el Teorema anterior.
3. Aplicar el Teorema para resolver el sistema diferencial{

x′′ − 2y = 10 cos t
y′′ + 2x = 10 sin t

con las condiciones iniciales x(0) = y(0) = y′(0) = 0, x′(0) = 1.

(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Dadas dos funciones x(t), y(t) reales de variable real, la deri-
vada de la función z(t) = x(t) + iy(t) se define como z′(t) = x′(t) + iy′(t).
Esto sugiere el siguiente enunciado:

Sean x, y funciones reales de variable real y sea z = x + iy. Entonces, z es
solución de la ecuación (∗) ⇔ (x, y) es solución del sistema (∗∗)

2. Veamos que el enunciado anterior es cierto, con lo cual se convertirá en
un teorema.

⇒) Sea z = x+ iy solución de (∗). Usando z′ = x′ + iy′, z′′ = x′′ + iy′′ y las
relaciones dadas, se verifica:{

x′′ + iy′′ + (a+ ib)(x+ iy) = f(t) + ig(t),
x(0) + iy(0) = α0 + iβ0, x

′(0) + iy′(0) = α1 + iβ1.

Igualando partes real e imaginaria:{
x′′ + ax− by = f(t)
y′′ + bx+ ay = g(t)

,

{
x(0) = α0 , y(0) = β0

x′(0) = α1 , y
′(0) = β1.

Es decir, (x, y) es solución del sistema (∗∗).
⇐) Sea (x, y) solución del sistema (∗∗). Usando de nuevo z′ = x′ + iy′,
z′′ = x′′ + iy′′ y las relaciones dadas, se verifica:

z′′ + cz = h(t) , z(0) = γ0, z
′(0) = γ1

Es decir, z es solución de la ecuación (∗).

3. Para el sistema dado tenemos:

c = a+ bi = 2i, γ0 = α0 + iβ0 = 0, γ1 = α1 + iβ1 = 1,

h(t) = f(t) + ig(t) = 10 cos t+ 10i sin t = 10eit.
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Según el teorema demostrado en el apartado anterior el sistema dado es
equivalente a la ecuación

z′′ + 2iz = 10eit , z(0) = 0, z′(0) = 1. (1)

La ecuación caracteŕıstica es λ2 + 2i = 0 y sus ráıces λ =
√
−2i = ±(1− i).

La solución general de la homogénea es zh = C1e
(1−i)t + C2e

−(1−i)t. Una
solución particular de la completa es de la forma zp = Ceit. Obligando a que
sea solución obtenemos

−Ceit + 2iCeit = 10eit ⇒ (−1 + 2i)C = 10⇒ C = −(2 + 4i).

La solución general de la completa es por tanto

z = −(2 + 4i)eit + C1e
(1−i)t + C1e

−(1−i)t.

Imponiendo las condiciones iniciales z(0) = 0, z′(0) = 1 obtenemos el siste-
ma {

C1 + C2 = 2 + 4i
(1− i)C1 + (−1 + i)C2 = −3 + 2i

cuya solución es C1 = (−1 + 7i)/4, C2 = 9(1 + i)/4. Es decir, la solución de
(1) es

z = −(2 + 4i)eit +
−1 + 7i

4
e(1−i)t +

9(1 + i)

4
e−(1−i)t

= −(2+4i)(cos t+i sin t)+
−1 + 7i

4
et(cos t−i sin t)+

9(1 + i)

4
e−t(cos t+i sin t).

Separando partes real e imaginaria obtenemos la solución del sistema
x = −2 cos t+ 4 sin t+

et

4
(− cos t+ 7 sin t) +

e−t

4
(cos t− sin t)

y = −4 cos t− 2 sin t+
et

4
(7 cos t+ sin t) +

e−t

4
(cos t+ sin t).

18.19. Sistema autónomo: prolongación en el tiem-
po a un conjunto

Se considera el sistema{
x′1 = −x2 − x1(1− x2

1 − x2
2)

x′2 = x1 − x2(1− x2
1 − x2

2).

Demostrar que toda solución que pasa por un punto del ćırculo x2
1 + x2

2 < 1
no se puede prolongar en el tiempo al conjunto x2

1 + x2
2 > 1.
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(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Expresemos el sistema dado en coordenadas polares. De ρ2 =
x2

1 + x2
2 y derivando respecto de la variable independiente t :

2ρρ′ = 2x1x
′
1 + 2x2x

′
2 o bien ρρ′ = x1x

′
2 + x2x

′
2. (1)

De θ = arctan(x2/x1) y derivando respecto de la variable independiente t :

θ′ =
1

1 +
x2

2

x2
1

x′2x1 − x′1x2

x2
1

=
1

ρ2
(x′2x1 − x′1x2). (2)

Sustituyendo las igualdades del sistema dado en (1) y (2) obtenemos ρρ′ = −x1x2 − x2
1(1− x1 − x2

2) + x2x1 − x2
2(1− x1 − x2

2)

θ′ =
1

ρ2

(
x2

1 − x1x2(1− x1 − x2
2) + x2

2 + x1x2(1− x1 − x2
2)
)
.

El sistema dado en coordenadas cartesianas es pues equivalente al sistema
en polares: {

ρ′ = −ρ(1− ρ2)
θ′ = 1.

(3)

Claramente ρ = 1, θ = t es solución de (3) siendo su órbita correspondiente
la circunferencia unidad C. Sea (a1, a2) un punto que satisface a2

1 + a2
2 < 1,

es decir un punto interior del disco unidad D. Si la solución ϕ que pasa por
(a1, a2) se pudiera prolongar en el tiempo hacia el exterior de D, entonces
la órbita correspondiente tendŕıa que atravesar C, en contradicción con el
teorema de unicidad de las soluciones (el campo es de clase ≥ 1 en R2).

18.20. Sistema gradiente y factor integrante

Dado el sistema diferencial plano{
x′ = 4(x2 + xy)µ(x+ y)

y′ = (3x2 + 2xy − y2)µ(x+ y)

con µ : R→ R de clase C1(R), se pide

(i) Encontrar una función µ no idénticamente nula para que dicho sistema
sea un sistema gradiente.
(ii) Determinar una función potencial G : R2 → R para el sistema gradiente
del apartado (i).
(iii) Resolver la ecuación diferencial

4(x2 + xy) dx+ (3x2 + 2xy − y2) dy = 0.
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(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (i) El campo v = (v1, v2) asociado al sistema es de clase 1 en el
conjunto simplemente conexo R2 en consecuencia el sistema es gradiente si

y sólo si
∂v1

∂y
=
∂v2

∂x
. Tenemos

∂v1

∂y
=
∂v2

∂x
⇔ 4xµ(x+ y) + 4(x2 + xy)µ′(x+ y)

= (6x+ 2y)µ(x+ y) + (3x2 + 2xy − y2)µ′(x+ y)

⇔ (x+ y)2µ′(x+ y)− 2(x+ y)µ(x+ y) = 0.

Sea z = x+y, tenemos que hallar una solución de la ecuación zµ′(z)−2µ(z) =
0 y podemos tomar como tal, µ(z) = z2. Por tanto, una función que satisface
las condiciones del enunciado es µ(x+ y) = (x+ y)2.

(ii) Para la función µ(x+y) = (x+y)2 el sistema dado es sistema gradiente en
todo el plano de fases R2 y por tanto existe una función potencialG : R2 → R
de clase 2 tal que ∇G = −v. Integrando respecto de x obtenemos

G(x, y) =

∫
−v1 dx =

∫
−4(x2 + xy)(x+ y)2 dx

=

∫
−4(x4 + 3x3y + 3x2y2 + xy3) dx

= −4

5
x5 − 3x4y − 4x3y2 − 2x2y3 + ϕ(y).

Desarrollando ahora v2 :

v2 = (3x2 + 2xy − y2)(x+ y)2 = 3x4 + 8x3y + 6x2y2 − y4.

Obligando a que
∂G

∂y
= −v2 :

−3x4 − 8x3y − 6x2y2 + ϕ′(y) = −3x4 − 8x3y − 6x2y2 + y4.

Queda ϕ′(y) = y4 y podemos elegir ϕ(y) = y5/5. Una función potencial es
por tanto

G(x, y) = −4

5
x5 − 3x4y − 4x3y2 − 2x2y3 +

1

5
y5.

(iii) Un factor integrante de la ecuación dada es justamente µ(x, y) = (x+y)2

con lo cual la solución general de la ecuación dada es G(x, y) = C con C
constante y G(x, y) la función potencial del apartado anterior.
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18.21. Puntos atráıdos por el origen en un sistema
diferencial

Determinar los puntos M(a, b, c) que son atráıdos por el origen (cuanto
t→ +∞) en el sistema diferencial X ′ = AX.

A =

0 2 3
2 1 2
3 2 0

 .
(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Hallemos los valores propios de A. Restando a la tercera fila la
primera y posteriormente sumando a la primera columna la tercera:∣∣∣∣∣∣
−λ 2 3
2 1− λ 2
3 2 −λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−λ 2 3
2 1− λ 2

3 + λ 0 −3− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 2 3

4 1− λ 2
0 0 −3− λ

∣∣∣∣∣∣
= (−3− λ)(λ2 − 4λ− 5) = 0⇔ λ = 5 ∨ λ = −1 ∨ λ = −3 (simples).

La matriz A es por tanto diagonalizable en R. Sea P ∈ R3×3 una matriz
invertible tal que P−1AP = D = diag (5,-1,-3), entonces la solución del
sistema X ′ = AX con la condición inicial X(0) = (a, b, c)t es:

X(t) = etA

ab
c

 = PetDP−1

ab
c

 = P

e5t 0 0
0 e−t 0
0 0 e−3t

P−1

ab
c

 .
Si u, v, w son la primera, segunda y tercera columna de A respectivamente y
si (a∗, b∗, c∗)t = P−1(a, b, c)t, podemos expresar X(t) en la forma vectorial:

X(t) =
[
u v w

] e5t 0 0
0 e−t 0
0 0 e−3t

a∗b∗
c∗

 = a∗e5tu+ b∗e−tv + c∗e−3tw.

Se verifica ĺımt→+∞(b∗e−tv+c∗e−3tw) = 0 y ĺımt→+∞ e
5t = +∞. Pero u 6= 0

al ser P invertible, lo cual implica que ĺımt→+∞X(t) = (0, 0, 0)t si y sólo si
a∗ = 0. Hallemos una matriz P para determinar a∗. Los subespacios propios
asociados a la matriz A y una base de cada uno de ellos son:

V5 ≡


−5x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 − 4x2 + 2x3 = 0
3x1 + 2x2 − 5x3 = 0

BV5 = {(1, 1, 1)},
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V−1 ≡


x1 + 2x2 + 3x3 = 0
2x1 + 2x2 + 2x3 = 0
3x1 + 2x2 + x3 = 0

BV−1 = {(1,−2, 1)},

V−3 ≡


3x1 + 2x2 + 3x3 = 0
2x1 + 2x2 + 4x3 = 0
3x1 + 2x2 + 3x3 = 0

BV−3 = {(1, 0,−1)}.

En consecuencia se verifica:a∗b∗
c∗

 =

1 1 1
1 −2 0
1 1 −1

−1 ab
c

 =
1

6

2 2 2
1 −2 1
3 0 −3

ab
c

 .
La condición a∗ = 0 es equivalente a a + b + c = 0. Podemos por tanto
concluir que el conjunto de los puntos M que son atráıdos por el origen son
los puntos de la forma (−α− β, α, β) con α, β ∈ R.
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