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Capitulo 1

Conjuntos

1. Concepto de conjunto

1. Escribir por extensién A = {x : x es rafz de p(z) = 22 — Tz + 12}.

SOLUCION. Hallemos las raices de la ecuacién dada

T£v49-48 T+£1
xTr = =
2 2

Sr=40x=3.

Es decir, A = {3,4}. O
2. Escribir por comprensiéon B = {3,4,5,6,7}.

SOLUCION. Los elementos de B son los ntimeros naturales mayores o iguales
que 3 y menores o iguales que 7. Por tanto:
B = {z : © es nimero natural con 3 <z < 7}. O

3. Analizar si son iguales los siguientes pares de conjuntos
(a) A={a,2,3}, B=1{3,3,2,a}.
(b) C = {verde, rojo}, D = {x:xz es color del arco iris}.

SOLUCION. (a) Todo elemento que pertenece a A, pertenece a B y todo
elemento que pertenece a B, pertenece a A, lo cual implica que A = B.
Noétese que es irrelevante el que se repita la escritura de algtin elemento.

(b) Todo elemento que pertenece a C, pertenece a D. Sin embargo, no todo
elemento que pertenece a D pertenece a C' (por ejemplo, el color azul).
Concluimos que C # D. O

4. Escribir por comprensién los conjuntos
A={-1,-3,-5,-7.-9,...}, B=1{4,8,12,16,20,...}.

1



2 2 Inclusion de conjuntos. Conjunto vacio

SOLUCION. El conjunto A estd formado por los niimeros impares negativos
y el B por los multiplos de 4 positivos, por tanto:
A = {z : x es entero impar negativo}, B = {z : x es multiplo positivo de 4}.

O

5. Definir por extensién el conjunto S = {z € R : 23 — 22 = 0}.
SOLUCION. Los elementos de S son los niimeros reales que cumplen 23 —z2 =
0 o de forma equivalente x2(z — 1) = 0, cuyas soluciones son z = 0, x = 1.
Por tanto S = {0, 1}. O

6. Seana,b, ¢, d elementos de un conjunto X. Demostrar que {{a}, {a,b}} =
{{c},{c,d}} siy solamente sia =cy b=d.

SOLUCION. Tenemos que demostrar

{{a}. {fa,b}} = {{c}. fe.d}} Sa=byb=d.

<) Sia=by c=d, trivialmente {{c}, {c,d}} = {{a},{a,b}}
=) Por hipétesis

{Ha}:{a, b1} = {{e} {e;d}} . (1)

Analizamos dos casos:

Caso 1: a # b. En éste caso, {a} # {a,b}. Entonces, el conjunto de la
derecha en (1) ha de tener dos elementos, lo cual implica que ¢ # d. Sélo
se puede verificar la igualdad (1) si {a} = {c} y {a,b} = {¢,d}, por tanto
a=cyb=d.

Caso 2: a = b. En éste caso, {a} = {a,b}. Entonces, el conjunto de la
derecha en (1) ha de tener un unico elemento, es decir ha de ser {c¢} = {¢,d}.
Esto ultimo implica que ¢ = d. O

2. Inclusién de conjuntos. Conjunto vacio

7. Se considera el conjunto A = {a, b, c}. Escribir todos los subconjuntos
de A.

SOLUCION. El conjunto vacio y A son subconjuntos de A. Los subconjuntos
de A con un elemento son {a}, {b} y {c}, y con dos elementos son {a, b},
{a,c} y {b,c}. Por tanto, todos los subconjuntos de A son:

0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, A

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 1. Conjuntos 3

8. Un subconjunto A de B se dice que es propio si existe al menos un
elemento de B que no pertenece a A. Escribir todos los subconjuntos propios

de M = {1,2}.

SOLUCION. Los subconjuntos de M son 0, {1}, {2} y M = {1,2}. De la
definicién dada, inmediatamente se deduce que los subconjuntos propios de
M son 0, {1} vy {2}. O

9. Demostrar que el conjunto vacio es tnico.

SOLUCION. Si () y (" son conjuntos vacios, se verifica ) C (/' y ¢/ C 0, luego
0=0. O

10. Sea X un conjunto. Al conjunto Ox = {z € X : x # x} se le lla-
ma subconjunto vacio de X (y claramente no contiene elemento alguno).
Demostrar que para dos conjuntos cualesquiera X e Y se verifica 0 x = (Jy.

SOLUCION. Recordemos que si Py @Q son dos proposiciones, P = @ significa
“(no P) 0 @7, en consecuencia, P : z € (x (que es falso) implica Q : = € Dy,
es decir 0x C ()y. De manera anéloga, (ly C (x. O

3. Uniodn e interseccién de conjuntos

11. Dados los conjuntos A = {a,b,c, 7,4}, B ={b,1,5,c}, hallar AUB y
ANB.

SOLUCION. De las definiciones de unién e interseccién de conjuntos, dedu-
cimos inmediatamente que: AU B = {a,b,¢,7,4,1,5}, AN B ={b,c}. O

12. Demostrar que M = {0,2} y B = {z : # € R con 22 — 1 = 0}, son
conjuntos disjuntos.

SOLUCION. Dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = (), es decir si no
tienen elementos comunes. Los elementos del conjunto B son las soluciones
de la ecuacién 22 —1 = 0, es decir B = {—1,1}, luego M N B = (). Por tanto,
M y B son disjuntos. O

13. Todos los alumnos de una clase que practican nataciéon o atletismo o
ambos deportes, practican también tenis, natacion o ambos deportes. Los
que practican natacién y atletismo practican también natacién y tenis. ; Es
cierto que los que practican atletismo también practican tenis?

SOLUCION. Denotemos por N, A, T a los conjuntos de los alumnos de la
clase que practica natacién, atletismo y tenis respectivamente. La hipotesis

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



4 4 Propiedades de la unién e interseccién

todos los alumnos de la clase que practican natacion o atletismo o ambos
deportes, practican también tenis, natacion o ambos deportes equivale a:

NUACTUN (1).

La hipédtesis los que practican natacion y atletismo practican también nata-
cién y tenis equivale a:

NNACNNT (2).
El aserto los que practican atletismo también practican tenis equivale a:
AcCT (3).

Veamos que se verifica (3), o equivalentemente que x ¢ T' = = ¢ A. Tene-
mos:
rgT=x¢TNN= (por (2))z¢& NnA.

Dado que x ¢ N N A, o bien ocurre x ¢ A o bien = ¢ N (o ambos).

Caso 1: © ¢ A. Ya estaria demostrado (3).

Caso 2: x ¢ N. En éste caso, x ¢ TUN (por hipétesis ¢ T') y por (1),
deducimos z ¢ N U A lo cual implica que = ¢ A (pues x ¢ N). Concluimos
pues que los que practican atletismo también practican tenis. ]

4. Propiedades de la unién e interseccién

14. Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera:
(a) Asociativa de la unién: (AUB)UC =AU (BUC).
(b) Asociativa de la interseccién: (AN B)NC = AN (BNC).

SOLUCION. (a) Quedard demostrada la igualdad si demostramos los conte-
nidos:

(AUB)UC Cc AU(BUC). (1)
AU(BUC)C (AUB)UC. (2)

Sea x € (AUB)UC. Esto significa z € AUB o z € C. Si ocurre lo primero,
serar € Aox € B.Size A, serax € AU(BUC);sixz € Bseraxz € BUC
y por tanto x € AU (B UC). Por tltimo, si z € C, serd x € BUC y por
tanto z € AU (B UC). Hemos demostrado (1).

Sea x € AU(BUC). Esto significa z € Ao x € BUC. Si ocurre lo primero,
serd x € AUB y por tanto z € (AUB)UC.Six € BUC, setd z € B o
xeC.SixeB,serdx € AUB y por tanto x € (AUB)UC; si x € C serd
x € (AU B)UC. Hemos demostrado (2).

(b) Sea z € (AN B) N C. Esto significa x € ANBy x € C y por tanto,

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 1. Conjuntos 5

r€Ayx e Byaxe Clocual implicaque x € Ay x € BNC, es decir
reAN(BNCQO).

Sea z € AN (BNC). Esto significa z € Ay x € BNC y por tanto,
r€Ayx e Byxe Clocual implica que x € ANByx € C, es decir
xz € (AN B)NC. Del doble contenido demostrado, concluimos que

(ANB)NC=AnN(BNQO).

15. Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera:
(a) Conmutativa de la uniéon: AU B = B U A.
(b) Conmutativa de la interseccién: AN B = BN A.

SOLUCION. (a) Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea z € A U B. Esto
significa que x € A o x € B y, en cualquiera de los dos casos, ¢ € BU A.
Hemos demostrado AU B C BU A.

Sea x € B U A. Esto significa que £ € B o x € A y, en cualquiera de los
dos casos, x € AU B. Hemos demostrado BU A C AU B. Podemos pues
concluir que AUB = BU A.

(b) Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x € A N B. Esto significa que
x € Ay x € Blocual implica que que x € By z € A, es decir x € BN A.
Hemos demostrado AN B C BN A.

Sea x € BN A. Esto significa que x € By x € A lo cual implica que
que x € Ay x € B, es decir z € AN B. Hemos demostrado BN A C AN B.
Podemos pues concluir que AN B = BN A. O

16. Demostrar las propiedades idempotentes de la unién y de la intersec-
cién, esdecir AUA=A, ANA=A.

SOLUCION. Sea A conjunto arbitrario. Six € AUA, serd v € Aoz € A,
y en ambos casos x € A. Si x € A, en virtud de la definicién de unién,
x € AU A. Podemos pues concluir que AU A = A.

Size ANA,serax € Ayx € A, y por tanto, x € A. Si x € A, en
virtud de la definicién de interseccién, z € A N A. Podemos pues concluir

que ANA=A. O

17. Demostrar las propiedades del elemento infimo para la unién e inter-
seccion: AUD=A, AnO=0.

SOLUCION. Siz € AUQ entonces x € A o x € (). Dado que el conjunto vacio
no tiene elementos, necesariamente x € A. Si x € A, por la definicién de
unién, se cumple z € AU (). Es decir, AU) = A.

Un elemento x pertenece a AN, si y sélo si z € Ay x € (. Ningtin
elemento x cumple las dos condiciones anteriores, por tanto ANQ = (. [

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



6 5 Cardinal de la unién de tres conjuntos

18. Demostrar la propiedad distributiva de la interseccién respecto de la
unién: AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

SOLUCION. Veamos que AN (BUC) C (AN B)U (ANC). En efecto, z €
AN(BUC) implicax € Ayx € BUC, esdecirobienz € Ayz € Bo
bien x € Ay x € C. En el primer caso x € ANB y en el segundo x € ANC.
En ambos casos, x € (ANB)U(ANC).

Veamos que (ANB)U(ANC) C AN(BUC). En efecto, z € (ANB)U(ANC)
implica x € ANBox € ANC. En el primer caso, x € Ay x € B, por
tanto x € Ay x € BUC lo cual implica x € AN (B UC). En el segundo
caso, x € Ay x € C, por tanto x € Ay x € BUC lo cual implica también
re AN (BUC). O

19. Demostrar la propiedad distributiva de la unién respecto de la inter-
secciéon: AU (BNC)=(AUB)N(AUCQC).

SOLUCION. Veamos que AU (BNC) C (AUB)N(AUC). En efecto, x €
AU (BNC) implicaz € Aoz € BNC. En el primer caso, z € AUB y
x € AUC lo cual implica x € (AUB)N(AUC). En el segundo caso, z € By
x € C.Esdecir,x € AUByx € AUC, lo cual implica z € (AUB)N(AUC).

Veamos que (AUB)N(AUC) C AU(BNC). En efecto, z € (AUB)N(AUC)
implica z € AUByxz € AUC. Siz € A, entonces z € AU (BNC). Si
x ¢ A, al pertenecer a AU By a AUC, necesariamente x € By x € C. Es
decir, z € BN C'y por tanto, z € AU (BN C). O

20. Demostrar las leyes de simplificacién:
(a) (AUB)NA=A. (b)) ANB)UA=A.

SOLUCION.

() Sizx € (AUB)N A, entonces x € AUB y x € A lo cual implica
trivialmente que z € A. Si x € A, entonces x € AUB y z € A lo cual
implica xz € (AU B) N A.

(b) Sixz € (ANB)UA, entonces x € ANB ox € A, y en ambos casos,
x € A.Siz e A, entonces z € (AN B)U A. O

5. Cardinal de la unién de tres conjuntos

21. Sea M un conjunto finito (es decir, con un nimero finito de elementos).
Se denota por card M, por #(M) o bien por |A| al cardinal de M. Sean ahora
A, B, C tres conjuntos finitos. Demostrar las férmulas:

(a) [AUB| = |A|+|B| - |ANB].

(b) JAUBUC| = |A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.
(c¢) Aplicacion. Calcular cuantos niimeros naturales menores o iguales que
1000 existen que no sean multiplos no de 3, ni de 5, ni de 7.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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SOLUCION. (a) Si escribimos |A|+ |B| estamos contando dos veces cada ele-
mento de AN B, en consecuencia |[AU B| = |A| + |B| —|AN B].

(b) Usando las propiedad asociativa de la unién, el apartado (a) y la propie-
dad distributiva de la interseccién respecto de la unién:

JAUBUC|=|(AUB)UC|=|AUB|+|C]-|AUB)NC|
=|A|l+|B|—|ANB|+|C| - |(AnC)uU (BNC)|. (1)

Usando el apartado (a) y las propiedades asociativa e idempotente de la
interseccion:

(ANC)U(BNC)| =|ANC|+|BNC| - [(ANC)N(BNC)|
—|ANC|+|BNC|—|ANBNC|. (2)

Usando (1) y (2) queda:
|JAUBUC|=|A|+ |B|+|C|—|AnB|—-|ANnC|—|BNC|+|ANBNC|.

(c) Llamemos A3, A5 y Ay los conjuntos de los miltiplos de 3, 5 y 7 respec-
tivamente y que son menores o iguales que 1000. Entonces, A3NAs, A3NAs,
As N A7,y A3 As N Ay son respectivamente los conjuntos cuyos elementos
son los multiplos de 15, 21, 35 y 105 respectivamente y que son menores o
iguales que 1000. Tenemos:

1000 =3-333 + 1 |As| = 333

1000 =5-200 = { |A5| =200

1000 = 7 - 142 + 6 | Ay = 142,
1000 = 15 - 66 + 10 | A3 N As| = 66
1000 = 21-47 + 13 = { |A5 N A7| = 47
1000 = 35 - 28 + 20 |A5 N A7| = 28,

1000 = 105-9+ 55 = [A3N A5 N A7 = 9.
Aplicando la férmula del cardinal de la unién de tres conjuntos

|A3 U A5 U A7| = 333 + 200 + 142 — 66 — 47 — 28 + 9 = 543,

El conjunto A3 U A5 U A7 estd formado por los multiplos de 3, o de 5, o de
7 y que son menores o iguales que 1000. Nos piden por tanto el cardinal de
(A3 U A5 U A7)°. Entonces,

(A3 U A5 U A7)°| = 1000 — 543 = 457

es el cardinal de los nimeros naturales menores o iguales que 1000 existen
que no son multiplos ni de 3, ni de 5, ni de 7. O

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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6. Partes de un conjunto, complementario y dife-
rencia

22. Dado U = {a,b,c,d}, determinar P(U).

SOLUCION. Escribamos los subconjuntos de U atendiendo a su nimero de
elementos:

Con 0 elementos: . Con 1 elemento: {a}, {b},{c},{d}. Con 2 elementos:
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}{b,d}, {c,d}. Con 3 elementos: {a,b,c}, {a,b,d},
{a,c,d}, {b,c,d}. Con 4 elementos: U. Por tanto

PU) ={0,{a},{b},{c}, {d}. {a, b}, {a,c},{a,d},{b,c},
{b,d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}, U }.

23. Determinar los conjuntos P(0), P (P(0)), P (P (P())).

SOLUCION. Claramente P(0) = {0} y P (P(0)) = {0, {0}}. Para hallar con
més claridad P (P (P(())), podemos considerar un conjunto U = {a,b} y
determinar P(U) :

P(U) - {Q)’ {a}7 {b}v {CL, b}} .
Ahora, basta sustituir a por ) y b por {0} :
P(P(P(®))) ={0,{0},{{0}},{0,{0}}}.
]

24. Sea A ={ai,...,a,} un conjunto con n elementos. Hallar el nimero
de elementos de P(A).

SOLUCION. Contemos los subconjuntos de A, atendiendo al nimero de ele-
mentos. Hay 1 = (8) subconjuntos con 0 elementos (el conjunto vacio). Hay
n= (Tf) subconjuntos con 1 elemento, (g) con dos elementos, ..., (z) con k
elementos, ... , 1 = (Z) con n elementos (el conjunto A). Sumando y apli-
cando la férmula del binomio de Newton obtenemos el cardinal de P(A) :

i (- )
— <g>1".10+ (Y>1”_1-11+ (Z)ln_2'12+'“+ <Z>1O'1n

— (1 + 1)n —9n — 20ard A.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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25. Dados dos conjuntos A y B su diferencia simétrica se define como el
conjunto AAB = (A — B) U (B — A). Demostrar que se verifica la igualdad

AAB = (AUB) — (AN B).

SOLUCION. Demostremos el doble contenido. Tenemos:

reA—-B
r€ AAB=zx€(A-B)U(B—-A)= 0 =
reB-A

reAyx¢B r€eAUByx ¢ ANB
o = 0 =z¢€(AUB)—(ANB).
reByxgA reAUByx ¢ ANB

Es decir, AAB C (AU B) — (AN B). Por otra parte:

reAUB
re(AUB)—(ANB) = y =
r¢ ANB

{Casol.:cEA:J:gZB:J:EA—B:>$E(A_B)U(B_A).

Caso2.z e B=zcxs¢A=2x€B-A
Es decir, (AUB) — (AN B) C AAB. O

26. Demostrar que existe un inico A € P(C) tal que para todo X € P(C),
se verifica AAX = XAA = X.

SOLUCION. La diferencia simétrica A es operacién conmutativa. En efecto:
AAX =AUX —ANX=XUA-XNA=XAA.

por tanto, el problema equivale a demostrar que existe un tinico A € P(C)
tal que para todo X € P(C), se verifica AAX = X.

Unicidad. Si tal A existe, se ha de cumplir AAX = X para todo X € P(C),
en particular para X = C. Pero

AANC=C & AUC-ANC=C&C-A=C,

y la tltima igualdad solamente se verifica si A = ().
Existencia. Si A = (), se verifica

AAX =0 AX =0UX —-DINnX=X-0=X.

Queda pues demostrada la propiedad requerida. O

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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En P(U) demostrar:
27. (¢ = U, U° = ().

SOLUCION. Tenemos (¢ = {x € U : x & (}. Pero todo elemento x € U no
pertenece a (), en consecuencia ()¢ = U. Por otra parte, U ={z € U : x ¢
U}. Pero ningun elemento = puede a la vez pertenecer y no pertenecer a U,
en consecuencia U¢ = (). O

28. (A°) = A.

SOLUCION. Por una parte, z € (A°)=>ax g A°={yeU:y¢ A} = x € A,
es decir, (A°)° C A. Por otra, z € A = = ¢ A° = x € (A°)°, es decir
AC (A). O

29. (a) (AUB) = A°NB° (b) (AN B)¢ = A°U B¢ (Leyes de Morgan).

SOLUCION. (a) Demostramos directamente la igualdad escribiendo equiva-
lencias:

re€(AUB)ecxd AUBsxdAyx ¢ B
SrecAyxe BSs xe AN B

(b) Andlogamente:

re(ANB)fesxdANBesxdAox ¢ B

30. AC B = B°C A°.

SOLUCION. Si x € B¢, entonces x ¢ B. Como por hipétesis A C B, se
verifica x € A, es decir x € A°. O

31. (a) AUAS=U. (b) AnA°=0.

SOLUCION. (a) Los conjuntos A y A° estdn contenidos en U por las defini-
ciones de conjunto universal y de complementario. Por tanto, si z € AU A€,
o bien z € A o bien x € A® y en ambos casos x € U. Es decir, AU A° C U.
Siz €U, obien x € A, o bien x ¢ A. De forma equivalente, o bien x € A o
bien z € A€ lo cual implica que x € AU A° . Es decir, U C AU A°.

(b) Tenemos las equivalencias

reANA°srecAyrecASrcAyx g A

No existe elemento alguno z tal que x € Ay z &€ A, lo cual implica que
ANAc=10. O

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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32. Siendo A, B, C subconjuntos de un conjunto universal U, determinar
el complementario del conjunto (AU B¢UC) N (AU BUCe).

SOLUCION. Llamemos D al conjunto dado. Usando reiteradamente las leyes
de Morgan y la propiedad (M€)¢ = M :

D= (AUB°UC)°U(AUBUC = (A°NBNC)U(A°NB°NC).

Reagrupando y usando la propiedad distributiva de la interseccién respecto
de la unién:

D° =[(A°NC)NB]U[(A°NC)N BY
— (A°NC)N(BUB%) = (A°NC)NU = A°N C.
O

33. Demostrar que (ANB)U(A°NB)U(ANB®)U(A°NB°) es el conjunto
universal.

SOLUCION. Llamemos C al conjunto dado. Por la propiedad asociativa de
la unién:

C=[(ANB)U(A°NB)U[(ANB°)U(A°N BY)].
Aplicando la propiedad distributiva de la interseccién respecto de la unién:
C=[(AUA°)NBJU[(AUA°) N B].

Por ultimo, llamando U al conjunto universal, y aplicando conocidas pro-
piedades del complementario:

C={UnNnB)U(UNB)=BUB*=UT.
O
34. Simplificar la expresién [(ANB)NCJU[(ANB)NCU(A°N B).

SOLUCION. Llamemos D al conjunto dado y U al universal. Aplicando la
propiedad distributiva de la interseccién respecto de la unién:

[(ANB)NC]U[(ANB)NC

= (ANB)N(CUC*) =(ANB)NU = ANB.

Es decir, D = (AN B)U(A°N B). Usando de nuevo la propiedad distributiva
de la interseccién respecto de la unién:

D=(AUAY)NB=UNB=B8.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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35. Sean A y B subconjuntos de un conjunto universal U. Determinar
condiciones necesarias y suficientes para que se verifique la igualdad AUB¢ =

B.

SOLUCION. Tenemos las implicaciones
AUB°=B= (AUB°)UB=BUB

= AU(B°UB)=B=AuU=B=U=B.

Es decir, necesariamente ha de ser B = U. Por otra parte, si B = U,
AUU=U=AUl=U=A=UT.

Por tanto, para que se cumpla A U B¢ = B es necesario que A = B = U.
También es suficiente pues UUU =U U =U. O

7. Relaciones de inclusién y pertenencia

Analizar cuales de las siguientes férmulas son ciertas para todo conjunto

A:
36. (<.

SOLUCION. Falsa. () no tiene elementos. O
37. 0 e {0}.

SOLUCION. Cierta. {(}} es un conjunto, y () es elemento de {0}. O
38. 0 C0.

SOLUCION. Cierta. El vacio estd contenido en todo conjunto, en particular

0co. O
39. 0 c A

SOLUCION. Falsa. Basta considerar A = ) y aplicar el problema O
40. () C A.

SOLUCION. Cierta. El vacio estd contenido en todo conjunto. O
41. Ac A

SOLUCION. Falsa. Basta considerar A = () y aplicar el problema ]
42. A c {A}.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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SOLUCION. Cierta. {A} es un conjunto, y A es elemento de {A}. O
43. AC A

SOLUCION. Cierta. Si x € A, entonces x € A. O
44. A P(A).

SOLUCION. Cierta. Al ser A subconjunto de A, se verifica A € P(A). O
45. A C P(A).

SOLUCION. Falsa. Si A = {1} entonces P(A) = {0, {1}}. Se verifica 1 € A,
pero 1 & P(A). Por tanto A no esté contenido en P(A). O

8. Producto cartesiano

46. Dados A = {a,b} y B = {1,2} determinar A x By B x A.
SOLUCION. De acuerdo con la definicién de producto cartesiano:
A x B={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)}, Bx A={(1,a),(2,a),(1,b),(2,b)}.
O
47. Dados A= {1,2},B = {a},C = {1,3} determinar A x B x C.

SOLUCION. De acuerdo con la definiciéon de producto cartesiano de varios
conjuntos, A x B x C ={(1,a,1),(1,q,3),(2,a,1),(2,a,3)}. O

48. Demostrar que A’ C A,B'C B= A'xB' C Ax B.

SOLUCION. Sea (a,b) € A’x B’. Por definicién de producto cartesiano, a € A’
y b € B'. Como por hipétesis A’ C Ay B’ C B, también a € Ay b e B lo
cual implica que (a,b) € A x B. O

49. Demostrar que A x (BUC) = (A x B)U (A x C).
SOLUCION. Tenemos las equivalencias:
(a,) e Ax(BUC)©aceAybe BUC<acAy(beBobe()
S (acAybeB)o(acAybeC) < (a,b)c AxBo(a,b)e AxC
< (a,b) € (Ax B)U (A x (),

lo cual demuestra la igualdad dada. O
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50. Demostrar que A x (BNC)=(Ax B)N(AxC).
SOLUCION. Tenemos las equivalencias:
(a,b) e Ax (BNC)saceAybeBNCsacAy (beBybel)
S(aeAybeB)ylacAybel) < (a,b) e Ax By (a,b) e AxC
& (a,b) € (Ax B)N (A x C),

lo cual demuestra la igualdad dada. O

9. Uniodn e interseccion generalizadas

51. Se considera el conjunto de indices J = {j : j es letra vocal}. Escri-
bir los conjuntos que componen la familia indexada {A;}. Escribir de otra
manera | J; 4; vy (; 4;-

SOLUCION. Los conjuntos que forman la familia indexada son A, Ae, A;,
A, v Ay. Podemos escribir

U4 =4.u4.04,04,UA,,
J

(A4) = AaNAcN AN AgN Ay,
J
O

52. Sea I =[0,1]y, paracadai € I, sea A; = [0,i]. Determinar A; ;3UAj /3
y A3 N Ayys.

SOLUCION. Tenemos A3 =10,1/3] y A3 = [0,2/3], por tanto
AysUAgs =10,2/3] = Ayy3, Az NAgs=10,1/3] = Ays.
O

53. Sea B, = (0,1/n), donde n € N* = {1,2,3,...}. Hallar:
(Z) B4 U By. (ll) Bs N Bg. (le) Bs U B;. (7/()) Bs N By (U) UiGACN* B;.
(vi) MNien- Bi-
SOLUCION. (i) Como 4 < 9, se verifica 1/9 < 1/4 y por tanto (0,1/9) C

(0,1/4). Esto implica por la definicién de los B,, que By C By, en conse-
cuencia By U Bg = By.
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(i) Como 5 < 8, se verifica 1/8 < 1/5 y por tanto (0,1/8) C (0,1/5).
Esto implica por la definicién de los B,, que Bg C Bs, en consecuencia
Bs N Bg = Bg.

(731) Llamemos m = min{s,t}. Entonces, 1/s < 1/m y 1/t < 1/m, lo cual
implica que By C B,, vy By C B,,. Ademaés, o bien s = m o bien t = m, es
decir B = B,, o By = B,,,. En consecuencia, B; U B; = B,,.

(tv) Llamemos M = méx{s,t}. Entonces, 1/M < 1/sy 1/M < 1/t lo cual
implica que By C Bs y By C By. Ademads, o bien s = M o bien t = M, es
decir Bs = Bjs o By = Bjs. En consecuencia, B N B; = Bjy.

(v) Llamemos a = min{i : i« € A}. Entonces, 1/i < 1/ay 1/i < 1/a para
todo i € A lo cual implica que B; C B, para todo ¢ € A. Ademés, A, es uno
de los A;. En consecuencia, | J;c 4on- Bi = Aqa.

(vi) Siz € (;en~ Bi, entonces x € B; para todo i € N*, es decir 0 < x < 1/i
para todo i € N*. Ahora bien, lim; ,», 1/i = 0 con lo cual existe ig € N*
tal que 0 < 1/ip < z. Esto quiere decir que = ¢ B;, y por tanto no puede
estar en la interseccion de todos los B;. De ésta contradiccién deducimos
que (;en Bi = 0. O

54. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {4;} y para cualquier
conjunto B se verifica B U (N;A;) = Ni(B U A;) (propiedad distributiva de
la unién respecto de la interseccion).

SOLUCION. Veamos el contenido de izquierda a derecha:

$EBU(QZ’A¢):>($€B)0($EﬁiAi):>(:L‘€B)O(SCEAi VZ)

{ZL‘EBUAi Vioosi z€B =z €N;(BUA;).

reBUA; Vi si xe€A; Vi

Veamos el otro contenido:
. re€BU(MNA;) si z€B
reN(BUA;)=x€BNA,; Vz:>{ ze A Vi § 2B

=z € BU (ﬁZAl)

IGBU(ﬂiAi) si xz€B
T € NA; si ¢ B

O

55. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {A;} y para cualquier
conjunto B se verifica B N (U;4;) = U;(B N A4;) (propiedad distributiva de
la interseccién respecto de la unién).
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SOLUCION. Por una parte:
x € BN(U;4;)) = (x € B) y (z € U;A;)
=(xeB)y (Jigp:x€Ajy)) =r€BNAj,=xe€U(BNA)
es decir, BN (U;4;) C U;(B N A;). Veamos ahora la otra inclusién:
x€Ui(BNA;) = TJig:x € BNA,,
=3dijp:xreByxrxecA,=>reByzrecUd =xec BN (U4,
es decir, U;(BNA;) C BN (U;A;). Hemos demostrado la igualdad dada. O

56. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {A;} de un uni-
versal U, se verifica la ley de Morgan: (U;A;)¢ = N; AS.

SOLUCION. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:
a:E(UZAz)C@ngU,AZ@)ngAZ VZ@.TEAS Vl@iGﬂZAlc
Es decir, (U;4;)¢ = N A§. O

57. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {4;} de un uni-
versal U se verifica la ley de Morgan: (N;4;)¢ = U; AS.

SOLUCION. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:
xe(ﬂiAi)C@)a:gZﬁiAiﬁﬂi:ngAi(:)Ei:xeAf@xGUiAf,
es decir, (N;4;)¢ = U; AS. O

58. Para dos conjuntos A y B demostrar que A = (ANB)U(A—B)y
que es una representaciéon de A como unién de conjuntos disjuntos.

SOLUCION. Para demostrar la igualdad dada, podemos demostrar el doble
contenido. Sin embargo, optaremos por considerar A y B contenidos en
otro conjunto U que hace el papel de universal (por ejemplo, U = AU B).
Entonces, usando conocidas propiedades:

(ANB)U(A—-B)=(ANB)U(ANB°)
=AN(BUB%) =ANU = A.

Por otra parte:

(ANB)N(A—-B)=(AnB)N (AN B°)
=ANANBNB)=An0=0.

Es decir, la union es disjunta. O
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10. Funcion caracteristica

59. Sea X un conjuntoy M C X. La funciéon caracteristica de M se define
como la funcién 157 : X — {0,1}

1 sizeM
La(z) = .
0 six¢ M.
Sean A y B subconjuntos de X. Demostrar que 14 =1p < A= B

SOLUCION. =) Si z € A, entonces 14(x) = 1. Por hipétesis, 14 = 15,
luego 15(x) =1 lo cual implica que z € B. Hemos demostrado que A C B.
Razonamiento andlogo para B C A.

<) Por hipétesis A = B. Si x € A = B, entonces 14(z) = 1p(z) = 1. Si
x ¢ A= B, entonces 14(z) = 1p(x) = 0. Como 14(x) = 1p(z) para todo
x € X, concluimos que 14 = 1p. O

60. Demostrar que 1 4c =1 —14.

SOLUCION. Tenemos:

reEA=0 g A= 1) =1y Lge(z) =0= Lye(x) =1—14(x)
rgA=>20€A°=14(x) =0y Lac(z) =1= 1ae(z) =1 —1a(2).

Como 1yc(x) = 1 — 14(x) para todo x € X, concluimos que 14c = 1 —
14. O

61. Demostrar que 140 =14 - 1p.
SOLUCION. Se verifica:
re€ANB=xcAyreB= 1 np(x)=1y1a(z)=1y 1p(z)=1.
Es decir, si z € AN B entonces, 14np(z) = 14(z)1p(x). Por otra parte,
x¢ ANB=x¢ Aox ¢ B=140p(x) =0y (La(z)=001p(z)=0).

Por tanto, si x ¢ AN B, también 14np(z) = 14(x)1p(z). Concluimos que
lanp =14 15 O

62. Demostrar que 140 =14 +15—14-1p.

SOLUCION. Si 2z € AU B, entonces 14up(z) = 1. Segin los distintos casos
tenemos:

$EAQB:>1A(£L’)+1B($)—1A(x)'13($):1—1—1—1-1:1
re€Ayx¢ B=1a(x)+1p(z) —1a(z) - 1p(z)=1+0—-1-0=1
¢ Ayrx e B=14(x)+1p(x) —1a(z) -1p(z)=04+1-0-1=1.
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Sixz ¢ AU B, entonces 14up(z) =0. Dadoquex ¢ Ay x ¢ B :
14(z) +1p(z) —1a(z) - 1p(x) =0+0—-0-0=0.
Por tanto, Vo € X se verifica 14up(z) = 14(z) + 1p(x) — 1a(z) - 15(z) lo
cual implica que 14up =14 +1—14-15. O
63. Demostrar que 1app =14 +1p—2-14-1p.

SOLUCION. Para todo x € X se verifica 1p(z) = 0 pues z ¢ (. Es decir,
13 = O (funcién nula). Por los problemas 61|y luup=14+1—14nB
ysi ANB =0 queda 14,5 =14+ 15.

La diferencia simétrica AAB es igual a (A — B) U (B — A) siendo ésta
unién disjunta, por tanto

luap=14_p+14a-p=14npe+1prac =14 -1pc+1p 14
=14-1-1p)+1p-1—-14)=14+1p—-2-14-15.

O

11. Propiedad asociativa de la diferencia simétrica

64. Sean A, B,C subconjuntos de un conjunto universal X. Usando pro-
piedades de la funcién caracteristica, demostrar la propiedad asociativa de

la diferencia simétrica, es decir (AAB)AC = AA(BAC).

SOLUCION. Para cualquier par de subconjuntos M y N de X, sabemos que
M = N siy sélo si 1 = 1. Bastara pues demostrar que

Laapac = laasacy). (1)
Sabemos también que
Iyan =1y +1y—2-1) - 1p.
Desarrollemos separadamente 1 4ap)jac ¥ Laasac) :
liaapac = Laap) + 1o —2-Laap) - 1o
=14+15-2-14-1p4+1c—-2(1a+15—-2-14-1p)-1¢
=1a+1+1c—-2-14-15—-2-14-10-2-15-10+4-1,-15-1,.
liaacy =1a+1Bac) —2-1a-1(ac)
=1a+1p+1c—-2-1p-1c—2-14(1p+1c—-2-15-1¢)
=14+1+1c—-2-14-1—-2-14-10—-2-15-1c+4-14-15-1,.

Se verifica (1), por tanto (AAB)AC = AA(BAC). O

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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12. Partes de uniones e intersecciones

65. Sea {A4; : i € I} una familia de subconjuntos de un conjunto FE.
Demostrar que:
(a) P (Mies Ai) = Nier P(Ai).
(0) Uier P(Ai) € P (Uses Ai).
(¢) Poner un contraejemplo que demuestre que en general no se verifica la
igualdad en el apartado (b).

SOLUCION. (a) Tenemos las equivalencias:

Aep(miEIAi)<:>Acﬂie]Ai<:>ACAi Viel
SAcPA) Viel s Ac(er P(A),

es decir, P (Mier 4i) = Nies P(4i).

(b) Tenemos las implicaciones:

A€ Uie, P(Ai) = Jig e I : A€ P(4;)
= AC Ay =>ACUic; Ai = AP (Ujes Ai)

lo cual demuestra la inclusion pedida.

(c) Elijamos E = {a,b}, A1 = {a}, A2 = {b}. Entonces:
P(A1) ={0.{a}}, P(A2) ={0,{b}}
P(Al U AZ) = P({CL, b}) = {@, {CL}, {b}v {CL, b}}
y P(A1) UP(Az) # P(A1 U Ay). O

13. Cardinal de las o-algebras contables

66. Sea A una o-dlgebra contable en X, es decir card (A) < Ny. Entonces,
A es finita. Ademds, existe un n natural tal que card (A) = 2.

SOLUCION. Definimos en X la siguiente relacion:
r~ys(AcANyeA)=xe A

Es decir z ~ y si y sélo si todo conjunto medible que contiene a y también
contiene a x. Veamos que esta relacion es de equivalencia en X.

(a) Reflexiva. Si un conjunto medible contiene a x, trivialmente contiene
a x, es decir x ~ x.

(b) Simétrica. Sea x ~ y. Si ocurriera y 7 x, existiria un B € A tal que
x € B,y € B°. Ahora bien, B € A, y € By x ¢ B¢ lo cual contradice la
hipétesis = ~ y.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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(c) Transitiva. Supongamos = ~ y e y ~ z Si A es medible y contiene
a z, entonces también contiene a y por ser y ~ z. Por contener a y, y ser
x ~ y también contiene a x. Es decir, x ~ z.

Veamos ahora que la clase [z] a la que pertenece un elemento = de X es:

2] =([{A:AcAAzecAl (1)

En efecto, si u € [z], entonces u ~ x con lo cual todo A medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto u € (\{A: A€ A A z € A}
Reciprocamente, siu € (\{A: A€ A A z € A}, todo conjunto medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto, u ~ x o equivalentemente,
u € [z]. Esto demuestra (1). Por otra parte, es claro que para todo A € A

se verifica:
A= |J . (@
{zcA}

Por hipétesis, A es o-algebra contable lo cual implica por (1) que las clases
de equivalencia de ~ pertenecen a A. Veamos ahora que el nimero de clases
de equivalencia [z;] es finito.

En efecto, si fuera infinito tendria que ser necesariamente numerable
y por formar estas clases una particién, X = J,cy[zx] (unién disjunta).
Cada par de subconjuntos distintos N1, Ny de N darfan lugar a los conjuntos
distintos de A : Ay = U;cn, (2] ¥ A2 = Ujen,[#5]- Esto implicarfa que el
cardinal de A serfa al menos 2% lo cual es absurdo por ser A numerable.

Sea pues C = {[a1], ..., [an]} el conjunto formado por todas las clases de
equivalencia. Por (2), todo elemento de A es unién de clases de equivalencia
y cada par de subconjuntos distintos C1,Cy de C' dan lugar a los conjuntos
distintos de A : By = Uy, [ai] v B2 = Ujen,las]- Es decir, el niimero de
elementos de A es

card (A) = card (P(C)) = 26414 (©) — gn,

14. Sucesiones de conjuntos

67. Sea Ay, Az, As,... una sucesiéon de conjuntos contenidos en un con-
junto universal U. Se definen:

liminf A, = [j ﬁ Ay, limsup A4, = ﬁ G Ag.

n=1k=n n=1k=n

Demostrar que

(liminf 4,)° = limsup AY, (limsup 4,)° = liminf A?,.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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SOLUCION. Usando las leyes de Morgan

(lim inf A,) = (LJ (].Ak> =N ( Ak>
n=1 \k=n

n=1k=n

e} o
= ﬂ Af = limsup A;,.
n=1k=n

Andlogamente
(limsup A,,)¢ = (ﬂ U Ak> = U ( Ak>
n=1k=n n=1 \k=n

= G ﬁ Aj, = liminf A5

n=1k=n

O

68. Sipara una sucesién de conjuntos { 4, } se verifica lim inf A,, = limsup 4,,,
se define
lim A,, = liminf A,, = limsup A,,.

Demostrar que

A1 CAyC A3 C...= lim An:UAm
n—00

n=1

n—oo

&DhD&Dméﬁm%:ﬂAw
n=1

SOLUCION. Si A; C Ap C Az C ... entonces, (o, Ax = A, y por tanto
liminf A,, = (U, An. Si A1 D Ay D Az D ... entonces, g, A = An y
por tanto limsup A, = ().~ An. Por otra parte si Ay C Ay C A3 C ...
entonces A D A5 D A5 D ..., con lo cual

0o 0o ¢
limsup A4;, = ﬂ A = (U An> = (limsup 4,)°
n=1 n=1 problema

(o)
= limsup 4, = U A,
n=1

en consecuencia

[o.¢]
AL C Ay C A3 C ... = lim A, =liminf A,, = limsup 4,, = U A,
n=1

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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De igual manera si Ay D Ay D A3 D ... entonces A C A5 C A5 C ..., con
lo cual

liminf A5, = | ] Af = (ﬂ An> —  (lfminf 4,)°
n=1 n=1 problema @

= liminf A4,, = ﬂ A,
n=1

en consecuencia

o
A1 DAy D A3 D ... = 1limA, =liminf A, = limsup 4,, = ﬂ A,

n=1
O
69. Determinar lim A,,, siendo A, = [0, nj— 1> .
SOLUCION. Para todo n natural tenemos
Ap = [0, nL) Apir = [o,ZE).

Por otra parte,

n+1 n n2+2n+1-n%—-2n 1

nt2 ntl maD)m+2 i Dmt2

n n+1

= < = A, CA, 1 Vn=1,2,3,...
nt1 S n n+1 VI

y por el problema anterior, lim A4,, = |J;~; A4,. Dado que n/(n+1) < 1 para
todo n, se verifica A, C [0,1) luego |J;2; An C [0,1). Sea ahora z € [0,1).
Como limn/(n + 1) = 1, existe ng tal que ng/(no + 1) > z lo cual implica
que z € A, C U2 Ayn. Concluimos que lim A,, = [0, 1). O

70. Demostrar que:

(a) limsup A4,, = {:z: eU: ZXAn(x) = oo},

n=1
(b) liminf A,, = {ZL‘ eU : ZXA%(.%') < oo} .
n=1

en donde s representa la funcion caracteristica de M C U.
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SOLUCION. (a) Tenemos

x € limsup A, = ﬂ U A = Vn 3k, x € Ay,

n=1k=n

= Vn 3k, : x4, () =1= ZXAn(x) = 00.
n=1

Reciprocamente, si Y > | x4, (z) = oo existe una sucesién ki, kg, ks, . .. tal
que x4, (v) =1 o0 bien x € A,, con lo cual para todo n, * € Uy, Ak ¥
por ende = € (7", Ure,, Ak- -

(b) Tenemos

c

th’miann:fjﬁAk@Elno:xEﬁAk@Elnozxgé ﬁAk
n=1k=n k=no k=no

= U Ai@xgﬁAszZno(:)Eino:XAz(x):OVan()(:)ZXA%(:U)<oo.

k=no n=1

O
71. Demostrar que para cualquier sucesién Aq, Ao, Asg, ... se verifica
liminf A,, C limsup A,,.

SOLUCION. Segtin el problema anterior, el limite superior es el conjunto
de los elementos que pertenecen a infinitos conjuntos de la sucesion, y el
limite inferior es el conjunto de los elementos que pertenecen a todos los
conjuntos de la sucesién salvo a lo sumo a un nimero finito. De aqui se
deduce trivialmente que liminf A,, C limsup A,,. O

15. Cardinal de la unién de n conjuntos

72. Dado un conjunto A denotamos por |A| a su cardinal. Sean los n
conjuntos finitos A1, ..., A, que podemos suponer contenidos en un conjunto
universal U finito. Se trata de demostrar la férmula

n n
[ATUL L UA =D A= Y AN+
i=1 i,j=1, i<j
n
> JANANAl+ .+ (D)™ AN AN N Ay
i,j,k=1, i<j<k

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Se pide:

1) Demostrar la férmula para n = 2.

2) Demostrar la férmula para n = 3.

3) Usando el método de induccién, demostrar que la férmula es vélida para
todo n > 2.

SOLUCION. 1) Sabemos que si By, . .., By, son m conjuntos finitos y disjuntos
dos a dos se verifica

Tenemos
A1:A1ﬂU2A1m<A2UA§):(AlmAQ)U(AlmAS),

AQZAQQU:A2m<A1UAi):(AlmAQ)U(AQQAi).

Ademas, A estd expresado como unién de los conjuntos disjuntos Ay N Ag
y A1 N A3y por [1],

|A1] = |A1 N Ag| + |A1 N A5 . 2]
De la misma manera,
|Ag| = |A1 N Ag| + |A2 N Af]. (3]
Por otra parte,
At UAg = (A1 NAy) U (A1 NAS)U (AN AY)
estd expresado como unién de tres conjuntos disjuntos dos a dos, y por [1],
|A1 U Ag| = |A1 N Ag| 4+ |A1 N AS| + |Aa N Af. [4]

Sumando miembro a miembro [2] y [3] y pasando un |A; N Az| al primer
miembro

|A1| + |A2‘ — ‘Al ﬂA2| = ‘Al ﬂA2| + ‘Al ﬁA§| + ‘AQ ﬂAﬂ,

y usando la igualdad [4] queda

2
|A1 UA2| = |A1| + |A2| — |A1 N A2| = Z |Al‘ + (—1)2+1 |A1 N A2| .

i=1
2) Usando la férmula deducida en el apartado anterior,

|A1 U Ay UA3| = |A1 U (AQ UA3)| =
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|A1] 4+ |As U As| — |A1 N (A U A3)|
= |A1| + |A2| + |As| — |[A2 N As| — [(A1 N A2) U (A1 N As)|
= |Aq| + [Ag| + |A3] — |A2 N A3
—(|A1 N Ag| + [A1 N A3| — [(A1 N A2) N (A1 N A3)])
= [A1] + [Az| + [As] — [A2 N A3
— A1 N Ag| — |A1 N Ag| + |A1 N Az N Ag|

3 3
=D A= D AN A+ (—1)P A N Ay N Ag).
=1 1,7=1, 1<)

3) Sea la férmula cierta para n > 3 y veamos que es cierta para n + 1:
At U.. . UA, U A = [(A1 U .. UA) U Apy]

= A U...UA| + |[Ansa] — [(A1U ... UA,) N Apt]
=[A1U...UA,| +|Ans1| — (A1 NAps1) U ..U (A N Apyr)]

n n n
=> A= D JAnAl+ > AN A N Ay
i=1 ij=1, i<j ig,k=1, i<j<k
+... 4+ (D" AIN N A F [ Ant]
n n
—Z|Aiﬂz4n+1|+ Z |[Ai N Aj 0 Ay
=1 1,j=1, 1<j

n
- > JANANAN Apy
i,g,k=1, i<j<k

o= (D) AIN L N AN A

Agrupando los cardinales de las intersecciones de un conjunto, de dos, etc.
obtenemos

n+1 n+1
AU UA UAa| =) A= > AN 4
=1 i,0=1,1<g

n+1
+ > JANA N A+ (DT A N N A N Al
i,7,k=1, i<j<k

y la férmula es cierta para n + 1. O

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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16. o-algebra que contiene a F y a A

73. Sea F una o—algebra en un conjunto Q y A C Q tal que A ¢ F.
Demostrar que la mas pequena o—élgebra que contiene a F U {A} es

g:{(AﬂBl)U(ACﬂBQ)ZBl,BQELgZ}.

SOLUCION. Tenemos que demostrar que:

(1) FU{A4} CG.

(2) G es o—élgebra en (.

(3) Si G’ es o—élgebra en Q que contiene a F U {A} entonces, G C G'.

(1) Tenemos
BeF=B=BnQ=BN(AUA®)=(ANB)U(A°NB).
Tomando B; = By = B deducimos que B € G. Por otra parte,

A=AUD=(ANnX)u(AN0) =, Aegd

Concluimos pues que F U {A} C G.

(2) Comprobemos las tres condiciones de o—algebra para G.

(a) Tenemos X = AUA°=(ANX)U(A°NX)y X € F por ser F una
o—algebra. En consecuencia, X € G.

(b) Sea {C), : n > 1} una familia de elementos de G. Entonces, por
definicién de G existen colecciones {B(j ) : n > 1} y {Bgy) : n > 1} de
elementos de F tales que

C, = (A N B(l,n)) U (AC N B(gm)) .

Entonces,
U &= U [(AnBuw) U (4°N Bow)]
n>1 n>1

= U AnBuw) || (AN Baw)

n>1 n>1

= [AN U B(l,n) U |A°N U B(Q,n)

n>1 n>1
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Como F es o—algebra, By := J,>; B(1,n) ¥ B2 := U,;>1 B(2,n) son elementos
de F, con lo cual - -

JCn=AnB)u(A°nB,) €q.

n>1

(c) Sea C € G y demostremos que también C¢ € G. En efecto, C es de
la forma (AN By)U (A°N By) con By, By € F. Usando las leyes de Morgan
y propiedades distributivas:

C°=[(ANB1)U(A°NB2)|“= (AN B1)“ N (A°N By)°

= (A°UBJ)N(AUB3) =[(A°UB{)NAJU[(A°U BY) N Bj]
= [(A°nA)u (BiNA)]U[(A°N B3) U (B; N BY)]
=QuU(BfNA)U (A°N BS) U (BSN BY)
=(B{NA)U(A°NB5)U(B5NBY).
Dado que B; y Bs pertenecen a F también Bf, B y BSNB{ pertenecen a F.
Esto implica que (B{NA)U(A°NBS) e Gy BSNBf € F C G. Por (b), la

unién contable de elementos de G pertenece a G, luego C°¢ € G. Concluimos
pues que G es o—algebra.

(3) Si G’ es una o—algebra que contiene a F U {A}, entonces A, By y Bs
pertenecen a G’ para todo By, B, € F. Todo elemento de G es de la forma
(AN B1)U(A® N By) que también pertence a G al ser G’ cerrado bajo uniones
e intersecciones contables y bajo complementarios. En consecuencia, G C
g O
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Relaciones binarias

17. Concepto de relacion binaria

74. Analizar si son reflexivas las relaciones en A = {a,b,c} :

R = {(a7 a), (bv b), (C, C)? (b, a)}7 S = {(a7 b)v (b7 b): (67 a)}

SOLUCION. La relacién R es reflexiva pues para todo x € A se verifica xRx.
Sin embargo, la relacién S no es reflexiva pues por ejemplo aRa. O

75. Analizar si son simétricas las relaciones:
a) En el conjunto de las rectas del plano, rRs < r es perpendicular a s.
b) En Z, xRy < x < y.

SOLUCION. a) Es simétrica, pues si r es perpendicular a s entonces s es
perpendicular a r. Es decir, rRs. implica sRr.
b) No es simétrica, pues por ejemplo 0R1, pero 1K0. O

76. Analizar si son transitivas las relaciones:
a) En Z, xRy < x < y.
b) En A=1{1,2,3}, R={(1,2),(2,3),(1,1)}.

SOLUCION. a) Es transitiva pues si xRy e yRz, entonces z < yey < zy
por tanto x < z. Es decir zRz.
b) No es transitiva pues por ejemplo 1R2, 2R3, y 1LR3. ]

77. Analizar si son antisimétricas las relaciones:
a) En Z, xRy < x < y.
b) En R, zRy < |z| = |y|.

SOLUCION. a) Es antisimétrica pues si xRy e yRz, entonces t <y ey < x
y por tanto x = y.

29
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b) No es antisimétrica, pues por ejemplo (—1)R1, 1R(—1) y sin embargo,
—1#£1. O

78. En el conjunto P(U) (partes de U), se define la relacién ARB < A C
B. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica,
transitiva, antisimétrica.

SOLUCION. Reflexiva. Se cumple, pues para todo A € P(U) se verifica A C
A.

Simétrica. No se verifica, si A C B con A # B, entonces B ¢ A.
Transitiva. Se cumple, si A C By B C C, entonces A C C.

Antisimétrica. Se cumple, si A C By B C A entonces A = B. O

79. En el conjunto R se define la relacién xRy < |z| = |y|. Estudiar
cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica, transitiva,
antisimétrica.

SOLUCION. Reflexiva. Se cumple, pues para todo x € R se verifica |z| = |z|.

Simétrica. Se cumple, pues si |z| = |y| entonces |y| = |z|.

Transitiva. Se cumple, pues si |x| = |y| y |y| = |z| entonces |z| = |z|.
Antisimétrica. No se verifica, por ejemplo | — 1| = |1], |1] = | — 1] y sin
embargo —1 # 1. O

80. Sea R = {(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(1,2),(2,3)} una relacién definida
en A = {1,2,3,4}. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple:
reflexiva, simétrica, transitiva, antisimétrica.

SOLUCION. Reflexiva. No se verifica, pues 4&4.

Simétrica. No se verifica, pues 2R3 pero 3K2.

Transitiva. No se verifica, pues 1R2 y 2R3 pero 1K3.

Antisimétrica. No se verifica, pues 1R2, 2R1 pero 1 # 2. O

18. Relaciones de equivalencia

81. En R se define la relacién aRb < a? — b*> = a — b.
(a) Demostrar que R es relacién de equivalencia.
(b) Determinar la clase a la que pertenece 5.
(¢) Determinar el conjunto cociente R/R.

SOLUCION. (a) Refleriva. Para todo a € R se verifica a®> — a®> = a — a, en

consecuencia aRa.
Simétrica. Para todo a,b € R :

aRb=a’> - =a—-b=b>"-a’>=b—a= bRa.
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Transitiva. Para todo a,b,c € R :

aRb a2—b2:a_b 5 )
{bRc:{bQ_CQZb_C = (sumando) a® — ¢ = a — ¢ = alRlc.

La relacién R es por tanto de equivalencia.

(b) La clase a la que pertenece 5 es:
Chl={recR:2R5}={z cR: 2 -5 =1z —5}.
Resolvemos la ecuacién:
2?5 =x—-5% (z+5)(z—5)= (v —5)
< (z+5)(x—5)—(r—5)=0
Sx=5)(r+4)=0x=50x=—4.
La clase pedida es por tanto C[5] = {5, —4}.
(c) Sea a € R. La clase a la que pertenece a es:
Cla)j={z €R:zRa} ={x € R:2* —a®> =2 —a}.
Resolvemos la ecuacién:
2 _ 2

" —a"=r—as (x+a)(zr—a)=(x—a)

& x+a)(zr—a)—(x—a)=0
S(x—a)r+a—-1)=0r=a0zx=1—a.
Es decir, Cla] = {a,1 — a}, y el conjunto cociente es:

R/R={{a,1 —a}:acR}.

Nétese que cada clase tiene dos elementos, salvo en el caso a = 1 — a (es
decir, a = 1/2) que sélo tiene un elemento: C[1/2] = {1/2}. O

82. En el conjunto £ = R x R se define la relacion:
(2,y)R(z,t) & 2? +y* = 2% + 12

Demostrar que R es relacion de equivalencia y determinar el conjunto co-
ciente E/R.
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SOLUCION. Refleziva. Para todo (x,y) € E se verifica 22 +y? = 22 + 9%, en
consecuencia (z,y)R(z,y).
Simétrica. Para todo (z,y), (z,t) € E :

(@, y)R(zt) = 2>+ =22+ 2 = 2+ =2" +y* = (2,t)R(x,y).
Transitiva. Para todo (z,y), (2,1), (u,v) € E :

(z,y)R(z,1) 224 y? =22 412
(z,t)R(u,v) 22 4+ 12 = u? + 02
= 22 + 9% =u? + 02 = (z,y)R(u,v).

La relacion R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (xg,yp) € E fijo. La clase a la que pertenece (xq,yo) es:

Cl(wo, y0)] = {(z,y) € E : (x,y)R(z0,50)} = {(x,y) € E : 2°+y* = ag+y5}-

Dado que 23 + 32 > 0, la clase C[(z0,yo)] representa una circunferencia de
centro el origen y radio r = y/z3 + y3. En consecuencia,

E/R={C,:r >0} (C, circunf. de centro (0,0) y radio ).

Nétese que para r = 0, la circunferencia consta de un tnico punto: el (0,0)
O

83. En el conjunto R de los ntimeros reales se considera la relacion de
equivalencia zRy < |z| = |y|. Determinar el conjunto cociente A/R.

SOLUCION. Sea a € R. La clase de equivalencia determinada por a es:
[a| ={z e R:2Ra} ={z e R: |z| = |a|} = {—a,a}
por tanto, el conjunto cociente es: A/R = {{—a,a} :a € R}. O

84. Sea X el conjunto de todas funciones de R en R. Dadas z(t),y(t) € X
se define la relacién:

s Ry(t) & 1im 2 —¥0)

=0.
t—0 t2

Demostrar que R es una relacién de equivalencia.

SOLUCION. Refleziva. Para todo z(t) € X se verifica:

i 20 =2 00 0 0= 0,
t—0 2 t—0 ¢ t—0

es decir, x(t)Rx(t).

Simétrica. Para todo x(t),y(t) € X se verifica:
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cat) —y(t) - y(t) —=(t)
- , x(t) —y(t o a_
= _%g% — = 0=0= y(t)Rx(t).
Transitiva. Para todo x(t),y(t), 2(t) € X se verifica:
z(t) —y(t) _

{x(t)Ry(t) N R TR
y()Rz(t) i YO —2(1) _
t—0 12 ’

lo cual implica:

o 20 =20 2lt) —yl0) +y(0) ~ ()
t—0 12 50 t2

oz —y@) o y(t) —2()
=lim ———"—>4+1lim~—=—*—-—>=0+0= .
lim 2 lim w 04+0=0= z(t)Rz(t)
La relacion R es por tanto de equivalencia. ]

85. En el conjunto £ = R x R se define la relacién (z,y)R(z,t) < = = z.
Demostrar que R es relacién de equivalencia e identificar geométricamente
el conjunto cociente E/R.

SOLUCION. Refleziva. Para todo (x,y) € E se verifica x = x, en consecuencia

(z, y)R(z,y).
Simétrica. Para todo (z,v), (2,t) € E :

(x,y)R(z,t) == x=2=2z=12= (z,t)R(x,y).

Transitiva. Para todo (z,v), (2,t), (u,v) € E :
(e.9)R(z1) _ fo=2
(z,t)R(u,v) z=1u
=z =u= (z,y)R(u,v).
La relacién R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (xg,yo) € E fijo. La clase a la que pertenece (xq,yo) es:

Cl(wo,0)] = {(z,y) € E: (z,y)R(z0,90)} = {(z,y) € £ : x = 20}

La clase C'[(zo, yo)] representa la recta vertical r : © = x¢, por tanto podemos
identificar A/R como el conjunto cuyos elementos son las rectas verticales
del plano. ]

86. Sea X el conjunto de las aplicaciones de R en R. Dadas x,y € X se
define la relacién xRy < 3¢ > 0 : z(t) = y(t) para |t| < |c|. Demostrar que
R es una relacién de equivalencia.
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SOLUCION. Reflexiva. Para toda z € X se verifica trivialmente z(t) = z(¢)
para todo x € R, en particular para |t| < ¢ siendo ¢ > 0 cualquiera. Es decir,
zRx.

Sitmétrica. Para todo x,y € X se verifica:

xRy = 3¢ > 0: z(t) = y(t) para [t| < ||
= y(t) = z(t) para |t| < |¢| = yRx.

Transitiva. Para todo x,y, z € X se verifica:

xRy N deyp > 0: x(t) = y(t) para |t| < |ci]
yRz deg > 0: y(t) = 2(t) para [t| < |ea].

Esto implica que z(t) = z(t) si [t| < |c| siendo ¢ = min{|c1], |c2|}, es decir
zRz. La relacién R es por tanto de equivalencia. O

87. Escribir todas las particiones del conjunto A = {a, b, c}.

SOLUCION. Particiones con tres elementos: {{a}, {b},{c}} (una particién).
Particiones con dos elementos: {{a,b},{c}}, {{a,c},{b}} ¥y {{b,c},{a}}
(tres particiones). Particiones con un elemento: {{a,b,c}} (una particién).

O

88. Sea R una relacién de equivalencia en A y sea [a] la clase de equiva-
lencia determinada por a € A. Demostrar que:
(i) Para todo a € A se verifica a € [a].
(i) [a] = [b] < aRbD.
(éi1) [a] # [b] = [a] N [b] = 0.

SOLUCION. (i) Dado que R es reflexiva, aRa para todo a € A y por tanto
a € [a].

(17) =) Si [a] = [b], entonces b € [b] = [a], es decir aRb.

<) Si x € [a], entonces zRa. Pero por hipétesis tenemos aRb, y por la
propiedad transitiva se verifica zRb, lo cual implica que = € [b]. Hemos
demostrado que [a] C [b]. El contenido [b] C [a] se demuestra de manera
analoga.

(731) Demostremos la implicacién por reduccién al absurdo. Supongamos que
[a] N [b] # 0 y sea ¢ € [a] N [b]. Entonces, cRa y cRb y por las propiedades
simétrica y transitiva, aRb. Por (ii), deducimos [a] = [b] en contradiccién
con la hipdtesis. ]

89. Demostrar que si R es una relacién de equivalencia en A, el conjunto
cociente A/R es una particién de A.
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SOLUCION. Por la propiedad (i) del ejercicio anterior, toda clase de equiva-
lencia es un subconjunto no vacio de A, y por la (i7i) las clases de equivalencia
son conjuntos disjuntos dos a dos. Por otra parte, es claro que A = [J,c 4[a].
Concluimos que A/R es una particién de A. O

19. Relaciones de orden

90. Demostrar que en el conjunto R de los ntimeros reales, la relacion xRy
si y sélo si z < vy, es de orden.

SOLUCION. En efecto, para todo x € R se verifica < x (reflexiva). Siz <y
e y < x, entonces z = y (antisimétrica). Si x <y e y < z, entonces x < z
(transitiva) O

91. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U,
la relacién X RY siy s6lo si X C Y, es de orden.

SOLUCION. En efecto, para todo X € P(U) se verifica X C X (reflexiva).
SiX CYeY CX, entonces X =Y (antisimétrica). Si X C Y eY C Z,
entonces X C Z (transitiva). O

92. En el conjunto R de los ntimeros reales se define la relacion xRy <
23 < y3. Demostrar que R es relacién de orden.

SOLUCION. (i) Reflexiva. Para todo x € R se verifica 2® < 23, es decir z Rz.
(73) Antisimétrica. Para todo z,y € R:

zRy z? <y 3_.3_ 3 3_ 3/73 _

(7i7) Transitiva. Para todo z,y,z € R:

TRy ? <P 3_ .3
{sz :>{y3§23 =2 <z° = xRz

O

93. En el conjunto Z de los niimeros enteros se define la relaciéon Ry <
22 < y?. Analizar si R es relacién de orden.

SOLUCION. (i) Reflexiva. Para todo x € Z se verifica 22 < 2, es decir z Rz.
(i) Antisimétrica. No se verifica. En efecto, se cumple (—1)? < 12 y 12 <
(—1)2, es decir (—1)R1 y 1R(—1). Sin embargo, —1 # 1. Concluimos que R
no es relacion de orden O
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94. En el conjunto N* = {1,2,3,...} se define la relacién xRy < = divide a y.
Demostrar que R es relacién de orden.

SOLUCION. El que z divida a y equivale a decir que existe k € N* tal que
y = kx.

(i) Reflexiva. Para todo = € R se verifica = 1z, es decir zRx.

(74) Antisimétrica. Para todo x,y € N* :

{:vRy {EIkEN*:y:kx

Rz EIrEN*:x:rijy:kayjkr:l'

Ahora bien, como k,r son naturales, ha de ser necesariamente k =r =1y
por tanto z = y.
(131) Transitiva. Para todo z,y,z € N* :

{ny {ElkEN* ry =kx

yRz dJreN':z=ry =z =(rk)e.

Dado que rk € N*, se verifica xRz. Concluimos que R es relacién de orden.
O

95. En Z, se define la relaciéon xRy < x = 5y. Analizar si es relacién de
orden.

SOLUCION. Elijamos (por ejemplo) = = 1. Entonces, 1 # 5- 1, es decir 1K1.
No se cumple la propiedad reflexiva, por tanto R no es relacién de orden. [J

96. En el conjunto Z de los nimeros enteros se define la relacién xRy, si 'y
s6lo si, existe un nimero entero no negativo n tal que y — r = 2n. Analizar
si R es relacién de orden.

SOLUCION. (i) Reflexiva. Para todo x € R se verifica x — 2 = 2- 0, es decir
zRz.
(74) Antisimétrica. Para todo x,y € R :

= 0=2(n+m).

xRy dn entero no negativo : y — x = 2n
yRz Jm entero no negativo : x —y = 2m

La igualdad 2(n + m) = 0 implica n + m = 0. Ahora bien, como n,m son
enteros no negativos, ha de ser necesariamente n = m = 0 y por tanto z = y.
(7i1) Transitiva. Para todo x,y,z € R :

{ny { dn entero no negativo : y — x = 2n ——z=2n+m).

yRz 3m entero no negativo : z — y = 2m

Dado que n 4+ m es entero no negativo, se verifica zRz. Concluimos que R
es relacion de orden. O
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97. Sea A un conjunto y R el conjunto de todas las relaciones binarias
en A. Se define en R la relacion R < S & (zRy = zSy (Vz,y € A)).
Demostrar que < es relaciéon de orden en K.

SOLUCION. Reflexiva. Para todo R € R, trivialmente se verifica z Ry = xRy
para todo x,y € A. Es decir, R < R.

Antisimétrica. Sean R,S € R tales que R < S y S < R. Entonces, para
todo x,y € A se verifican las implicaciones xRy = xSy y xSy = xRy. Por
tanto, para todo z,y € A se verifica xRy < xSy, lo cual implica R = S.
Transitiva. Sean R, S,T € R. Entonces, para todo z,y € A se verifica:

<
{R_S:>{nyéxSy:(ny:xTy)éRgT.

S<T xSy = xTy

Concluimos que < es relacién de orden en R. O

20. Maximo, minimo, cotas

98. En N = {0,1,2,...} con el orden usual <, hallar, caso de existir los
elementos minimo y maximo.

SOLUCION. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méximo,
0 es elemento minimo y no existe elemento maximo. O

99. EnZ ={...,—3,—2,—1} con el orden usual <, hallar, caso de existir
los elementos minimo y maximo.

SOLUCION. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méximo,
—1 es elemento maximo y no existe elemento minimo. O

100. En Z con el orden usual <, hallar, caso de existir los elementos
minimo y maximo.

SOLUCION. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méximo,
no existe ninguno de ellos. O

101. En A = {3,7,8,12} con el orden usual <, hallar, caso de existir los
elementos minimo y méaximo.

SOLUCION. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méximo,
3 es elemento minimo y 12 es elemento maximo. O

102. En R con el orden usual, determinar las cotas superiores e inferiores
de B = (0,1]. ;Esta B acotado?
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SOLUCION. De acuerdo con las definiciones de cota superior e inferior, las
cotas superiores son todos los nimeros reales > 1 y las inferiores, todos los
numeros reales < 0. Dado que existen cotas superiores e inferiores, B esté
acotado superior e inferiormente, por tanto estd acotado. O

103. Sea el conjunto A = {3,4,5,6,7,8,9,10} con la relacién de orden
z <y < x divide a y. Se pide:
(a) Analizar la existencia de maximo y minimo en A.
(b) Determinar las cotas superiores e inferiores de B = {6,9}.

SOLUCION. (a) No existe elemento en A que divida a todos los de A, por
tanto no existe minimo. Tampoco existe elemento en A que sea dividido por
todos los de A, por tanto no existe maximo.

(b) El tnico elemento a de A que cumple a < 6 y a < 9 es a = 3, en
consecuencia 3 es la tnica cota inferior de B. Por otra parte, no existen
elementos a en A que cumplan 6 < a y 8 < a, en consecuencia B no tiene
cotas superiores. O

104. Dado U = {a,b, c}, se establece en P(U) la relacién de orden inclu-
sién. Se pide:
(a) Analizar la existencia de maximo y minimo en P(U).
(b) Determinar las cotas superiores e inferiores del subconjunto de P(U) :

B = {{a},{a,b}}

SOLUCION. (a) Para todo X elemento de P(U), se verifica) C X,y X C U,
por tanto ) es elemento minimo y U es elemento méximo.

(b) Los elementos de P(U) que estan contenidos en todos los de B, son ) y
{a} (cotas inferiores de B). Los elementos de P(U) que contienen a todos
los de B, son {a,b} y U (cotas superiores de B). O

21. Supremo, infimo, maximales y minimales

105. En R con el orden usual, determinar inf (0, 1] y sup (0, 1].

SOLUCION. El conjunto de las cotas inferiores de (0, 1] es (—o0, 0], y el méaxi-
mo de este dltimo conjunto es 0, por tanto inf(0, 1] = 0. El conjunto de las
cotas superiores de (0, 1] es [1,400), y el minimo de este dltimo conjunto es
1, por tanto sup(0,1] = 1. O

106. En R con el orden usual, determinar inf (—o0o,2) y sup (—o0, 2).

SOLUCION. No existen cotas inferiores de (—o0, 2), por tanto no existe inf(—oo, 2).
El conjunto de las cotas superiores de (—o0,2) es [2,4+00), y el minimo de
este ltimo conjunto es 2, por tanto sup(—oo,2) = 2. O

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 2. Relaciones binarias 39

107. En R con el orden < usual, calcular:

1) sup{1l/z: 2z €[1,2]}. 2) inf{l/z:z € (1,2)}.
3) sup{l/xz:z > 0}. 4) inf{l/x:x €10,2]}.

SOLUCION. 1) Cuando z recorre el intervalo [1, 2], 1/z recorre el [1/2, 1], por
tanto el extremo superior es 1 (minima de las cotas superiores).

2) Cuando z recorre el intervalo (1,2), 1/z recorre el (1/2,1), por tanto el
extremo inferior es 1/2 (maxima de las cotas inferiores).

3) Cuando z recorre el intervalo (0, +00), 1/x recorre el (0,+00), por tanto
no existe extremo superior.

4) Como consecuencia de lo dicho en 3), el extremo inferior es 0 (méxima
de las cotas inferiores). O

108. Dado U = {a,b,c}, se establece en P(U) la relacién de orden inclu-
sion. Se pide:
(a) Hallar los elementos maximales de P(U) — {U}.
(b) Hallar los elementos minimales de P(U) — {0}.

SOLUCION. (a) Tenemos P(U)—{U} = {0, {a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}}.
De acuerdo con la definicién, los elementos maximales de P(U) — {U} son:

{a,b}, {a,c}, {b,c}.

(b) Tenemos P(U)—{0} = {{a}, {b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c},U}.Deacuerdo
con la definicién, los elementos minimales elementos de P(U) — {U} son:

{a}, {b}, {c}.

O]

109. Demostrar que si un conjunto tiene supremo (infimo), entonces es
unico.

SOLUCION. Sea A un conjunto con una relacién de orden <, y sea B C A.
Si existen dos supremos de B, e y €, entonces tanto e como €’ son cotas
superiores de B. Por ser e la menor de ellas, e < €’ y por ser €’ la menor de
ellas, ¢/ < e. Por la propiedad antisimétrica, e = €’. Andloga demostracién
para el infimo. O

110. Sea S C R un subconjunto acotado de R. Demostrar que a = sup S
siysblosia>x,Vr€Syademéas Ve >0,3dxg €S, tal que zg > a —e.
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SOLUCION. Si a = sup S, a es cota superior de S y por tanto, a > z para
todo x € S. Por otra parte, si no ocurriera que Ve > 0, dxo € S tal que
To > a — €, entonces, existirfa un ¢y > 0 tal que x < a — ¢y para todo z € S.
Esto implicaria que a — €y < a seria cota superior de S lo cual contradice
que a es la menor de las cotas superiores de S.

Reciprocamente, supongamos que a > z, Vo € Sy ademasVe > 0, dxg €
S, tal que xg > a—e. La primera condicién implica que a es cota superior de
S. Es ademés la menor de todas ellas. En efecto, si b < a fuera cota superior
de S, eligiendo € = a — b > 0 existirfa zg € S tal que zg > a — (a — b) = b,
lo cual contradice que b es cota superior de A. O

111. Sea el conjunto S = {3,4,5,6,7,8,9,10} con la relacién de orden
r <y < x divide a y. Se pide:
(a) Hallar los elementos maximales y minimales.
(b) Hallar los subconjuntos de S totalmente ordenados.

SOLUCION. (a) Un elemento M € S es maximal si y s6lo si, no existe ele-
mento x € S con x # M tal que M < z. Es decir, son los elementos M de S
que no tienen miltiplos en S distintos de M. Claramente son los elementos
6,7,8,9 y 10. Un elemento m € S es minimal si y sélo si, no existe elemento
x € S con x # m tal que x < m. Es decir, son los elementos m de S que no
tienen divisores en S distintos de m. Claramente son los elementos 3,4,5y 7.

(b) De acuerdo con la definicién de orden total, los subconjuntos de S total-
mente ordenados son:

{a}:a €S, {3,6}, {3,9}, {4.8}, {5,10}.

Es claro que no hay subconjuntos de S con tres elementos totalmente orde-
nados, lo cual implica que ya hemos escrito todos. O

22. Orden total, buen orden

112. En N* = {1,2,3,...} se considera la relacién de orden = < y < x
divide a y. Analizar si es de orden total. ;Es buen orden?

SOLUCION. Se verifica 2 £ 3 y 3 £ 2, es decir < no es orden total, en
consecuencia tampoco es buen orden. ]

113. En Z, se define la relacion: xRy < x = y" para algin n entero
positivo. Demostrar que es relaciéon de orden. jEs buen orden?
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SOLUCION. Reflexiva. Para todo x € Z se verifica x = z!, es decir zRz.
Antisimétrica. Para todo par de elementos x,y € Z :

o i,
xRy L=y (n entero pOSl.tl'VO) N
yRx y = x™ (m entero positivo)

Si & # 0, entonces ha de ser necesariamente mn = 1 lo cual implica m =
n = 1y por tanto z = y. Si ¢ = 0, entonces y = 0™ = 0. Es decir, en
cualquier caso x = y.

Transitiva. Para toda terna de elementos x,y,z € Z :

. -
TRy L=y (n entero pos1.1:1'vo) L nm
yRz y = 2™ (m entero positivo)

Dado que mn es entero positivo, se cumple x Rz. Hemos demostrado que R
es relacion de orden en Z.

No es relaciéon de orden total, basta elegir los elementos de Z, 2 y 3.
Claramente 2 # 3* para todo k entero positivo y 3 # 2* para todo k entero
positivo. Entonces, 2R3 y 3&2. Como consecuencia, no es buen orden. [J

114. Demostrar que todo buen orden es un orden total.

SOLUCION. Si < es buen orden en A, todo subconjunto de A distinto del
vacio tiene elemento minimo. Sean x,y dos elementos de A, entonces {z,y}
tiene elemento minimo. Si el minimo es x, se verifica * < y, y si es y, se
verifica y < z. Es decir, < es orden total. O

115. Sea (R, <) el conjunto ordenado de los nimeros reales con el orden
usual <. En C =R x R se define la relacién:

si x1 # x9 entonces x1 < T2

(1,y1)R(22, y2) & {si r1 = x2 entonces y1 < yo.

(a) Demostrar que R es una relacién de orden sobre C.
(b) Demostrar que R es una relacién de orden total sobre C.

SOLUCION. (a) Reflexiva. Para todo (z,y) € C se verificaz =z ey <y, lo
cual implica (z,y)R(z,y).

Antisimétrica. Sean (z1,y1) y (x2,y2), elementos de C con (z1,y1)R(x2,y2)
y (z2,y2)R(x1,y1). Si x1 = x9, entonces y; < y2 € y2 < y1. Es decir, 1 = z9

e y1 = Y2, luego (z1,y1) = (z2,y2). No puede ocurrir x; # xo, pues si asi
fuera x; < x9 y 9 < x1 (absurdo).

Transitiva. Sean (z1,y1), (x2,y2) v (z3, y3) elementos de C con (x1,y1) R(z2, y2)
y (z2,y2)R(x3,y3). Tenemos,

T2 =13 = Y2 < Y3

xr1 = T9 = < =
1 2 y1=192 {$2#$3:>$2<CL'3
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{961 =23/N\Y1 < Y3 {($1,y1)3($37y3)

= =

Ty #F 3 AT <73 (w1, 91)R(3,93).

Es decir, si 1 = z2, en cualquier caso ocurre (z1,y1)R(x3,ys3). Analicemos
ahora el caso r1 # zo.

To =3 = T1 < T3

x To = T < X2 =
1# 2 ! 2 {.7}275333:>$2<.7}3

BN <3 (21, y1)R(3,Y3)
7 <13 (w1, 91)R(3,Y3)-
Es decir, si x1 # 2, en cualquier caso ocurre (x1,y1)R(x3,y3). Concluimos
pues que R es relacién de orden en C.

(b) Sean (z1,y1), (z2,y2) elementos de C. Puede ocurrir 1 = x9 0 x1 # 3.
Si 1 = w9, o bien y; < yo o bien y» < yp, lo cual implica que o bien
(1, y1)R(22,y2), 0 bien (z2, y2) R(z1, 1)

Si 1 # x9, o bien 1 < xy o bien z9 < x1, lo cual implica que o
bien (z1,y1)R(x2,y2), 0 bien (2, y2)R(x1,y1). Hemos demostrado que R es
relacién de orden total en C. L]

116. ;FExiste un conjunto parcialmente ordenado que posea un tnico ele-
mento maximal y que sin embargo este no sea maximo?

SOLUCION. Si, existe. Consideremos en A = (0,1] U [2, 3) el orden

r<ayer<y si x,yc(0,1]
r<payecr<y si 1’:1/6[2:3)7

en donde < representa el orden usual. Entonces, 1 es el Uinico elemento
maximal de A, pero no es maximo. O

23. Diagramas de Hasse

117. Consideremos el conjunto A = {1,2,3,4} con la relacién de orden <
usual. Dibujar el correspondiente diagrama de Hasse.

SOLUCION. Claramente es:

— =N — W —
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O]

118. En A ={a,b,c,d,e, f} se considera la relacién de orden definida por
el diagrama de Hasse:

(a) Analizar la existencia de maximo y minimo.

(b) Determinar los elementos maximales y minimales.

(c) Determinar los subconjuntos de A con tres elementos totalmente orde-
nados.

SOLUCION. (a) No existe elemento de A mayor o igual que todos los demés,
ni existe elemento de A menor o igual que todos los demas, por tanto no
existe ni maximo ni minimo.

(b) Los elementos maximales de A son d, e y f, pues son aquellos para los
cuales no hay ninguno mayor. Los elementos minimales de A son a b, pues
son aquellos para los cuales no hay ninguno menor.

(¢) De acuerdo con la definicién de orden total, los subconjuntos de A con
tres elemento y totalmente ordenados son:

{a,c, f},{a,c,e},{a,c,d},{b,c, f},{b,c, e}, {b,c,d}.

119. En el conjunto A = {a, b, c,d} se considera la relacion:

<={(a,a),(a,b), (b,b),(b,d), (a,c), (c,c),(c,d),(a,d),(d,d)}.

(a) Demostrar que < es relacién de orden en A.

(b) Dibujar el diagrama de Hasse de la relacién.

(c) Analizar si < es un orden total.

(d) Determinar, si existen, los elementos maximo y minimo.

SOLUCION. (a) El lector comprobard de forma sencilla que se verifican las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

(b) El diagrama de Hasse de < es:
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(¢) No es relacién de orden total, pues ¢ £ by b £ c.
(d) Para todo = € A, se verifica a < z y x < d, por tanto a es elemento
minimo y d, maximo. O

24. Relacién de equivalencia en R|x]

120. Sea Rix] el conjunto de los polinomios p(z) en la indeterminada = y
con coeficientes reales. En R[z] se define la relacién:

pi(2)Rp2(z) & Jq(z) € Rlz] : pa(z) — par(e) = q(z)(2? + 1).

a) Demostrar que R es relacién de equivalencia.

) Demostrar que cada clase admite un representante de grado < 2.

) Encontrar dicho representante para la clase definida por el polinomio
) =3+ 22+ 3z + 4.

Determinar el conjunto cociente R[z]/R.

~ 8

(d

SOLUCION. (a) Refleziva. Para todo p(z) € R[z| se verifica p(z) — p(z) =
0 = 0(x2 + 1), por tanto p(z)Rp(z).
Simétrica. Para todo p1(z),p2(x) € Rlz| se verifica:

p1(z)Rpa(x) < Jq(z) € R[z] : pa(@) — pi(@) = q(z)(z® + 1)
= pi(z) — p2(2) = (—q(@))(2® + )=>p2( )Bp1 ().
)

Transitiva. Para todo pi(x), pa(z), p3(x) € Rlz] :
{pl(x)Rm(w) N {HQ( ) € Rlz] : pa(@) — p1(2) = q(z)(2* + 1)
pa(z)Rps(x) | 3h(z) € R[2] : ps(@) — pa(x) = h(z)(2* + 1)
= (sumado) p3(z) — p1(z) = (¢(z) + h(2))(z? +1).
(

Como q(z) + h(z) € R[z], se verifica pi(x)Rps(x).

(b) Sea p(z) € Rlx], efectuando la divisién euclidea de p(z) entre z2 + 1
obtenemos un cociente ¢(x) y un resto r(x) de grado < 2. Es decir:

p(x) = q(x)(x* + 1) +r(z), grad r(z) < 2.

Ahora bien, p(x) — r(x) = g(z)(2® + 1), lo cual implica p(z)Rr(z). Esto
demuestra que cada clase admite un representante de grado < 2.

(¢) Efectuando la divisién euclidea de p(x) = 2® + 2% + 3z + 4 entre 22 + 1,
obtenemos inmediatamente el resto r(x) = 2z + 3. Por tanto:

Cla® 4 2% + 32 + 4] = C[22 + 3].
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(d) Toda clase de equivalencia tiene un representante de grado < 2. Ademas,
si dos polinomios r1(z) y r2(z) de grados < 2 estdn relacionados, estos han
de coincidir. En efecto, 1 (z)Rre(z) quiere decir que

ro(z) — r1(z) = q(z) para algin ¢(x) € R[z]. (*)
Dado que ra(xz) — r1(x) es de grado < 2, ha de ser ¢(x) = 0 para que se
verifique la igualdad (x), y como consecuencia r1 (z) = ra(x). Concluimos que
el conjunto cociente es: Rz]/R = {Claz + ] : a,b € R}, y el representante
de cada clase con grado < 2 es unico. O

25. Tres relaciones en N

121. En el conjunto N de los niimeros naturales (0 ¢ N) se definen las
siguientes relaciones:
a) La relacién R tal que aRb < a es divisible por b
b) La relacién S tal que aSb < a + b es miltiplo de 2
¢) La relacién T tal que aT'b < ab es multiplo de 2
Se pide:
1. Estudiar si las relaciones R,.S,T tienen las propiedades reflexiva, transi-
tiva, simétrica, o antisimétrica.
2. Senalar cual o cuales de las relaciones R, S y T son de equivalencia o de
orden.
3. Para las posibles relaciones de equivalencia senalar las clases de equiva-
lencia; para las posibles de orden, indiquese si se trata de una relacién de
orden parcial o total.

SOLUCION. 1. a) Analicemos las propiedades de la relacién R :

(i) Reflexiva. Para todo a € N se verifica a = la lo cual implica que a es
divisible por a, es decir R es reflexiva.

(@) Simétrica. Elijamos a = 2,b = 1, entonces se verifica aRb, pero no que
bRa, por tanto R no es simétrica.

(#i) Transitiva. Sean a,b,c € N tales que aRb y bRc. Entonces existen
p,q € N tales que a = pb y b = gc lo cual implica que a = pgc con pg € N o
lo que es lo mismo, aRc y en consecuencia R es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Si a,b € N cumplen aRb y bRa, entonces existen p,q € N
tales que a = pb y b = qa lo cual implica que a = pga. Necesariamente es
pq = 1 y al ser p,q naturales, p = ¢ = 1, de lo cual se deduce a = b. La
relacién R es antisimétrica.

b) Propiedades de la relacién S :
(i) Reflexiva. Para todo a € N se verifica a + a = 2a lo cual implica que a
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es multiplo de 2, es decir S es reflexiva.

(7) Simétrica. Si aSb entonces a + b es multiplo de 2. Como b+ a = a + b,
también b + a es multiplo de 2, es decir bSa. La relacién S es simétrica.
(#ii) Transitiva. Sean a,b,c € N tales que aSb y bSc. Entonces existen
p,q € Ntales que a+b = 2p y b+c = 2¢ lo cual implica que a+c = 2(p+q—0),
y por tanto aSc. La relacién S es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Para a = 1,b = 3 tenemos aSb, bSa y sin embargo a # b.
La relacion S no es antisimétrica.

¢) Propiedades de la relacién T :
(i) Reflexiva. Para a = 1 tenemos aa = 1, que no es miltiplo de 2. La
relacién T no es es reflexiva.
(7) Simétrica. Si aSb entonces ab es multiplo de 2. Como ba = ab, también
ba es multiplo de 2, es decir bT'a. La relacion T es simétrica.
(#ii) Transitiva. Para a = 3,b = 2,¢ = 5 se verifica aTb y bT¢, sin embargo
no se verifica aT'c. La relaciéon T' no es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Para a = 1,b = 2 tenemos aTb,bTa y sin embargo a # b.
La relaciéon T no es antisimétrica.

Concluimos que R es exactamente reflexiva, antisimétrica y transitiva;
S exactamente reflexiva, simétrica y transitiva y 7" exactamente simétrica.

2. Del apartado anterior, concluimos que R es relaciéon de orden, S es de
equivalencia, y T no es ni de orden ni de equivalencia.

3. Para a = 2,b = 3 no se verifica ni aRb ni bRa, es decir R es relacion de
orden parcial. Las clases de equivalencia de los elementos 1 y 2 asociadas a
la relacién S son:

1] =1{1,3,57...}, [2=1{2468,...}.

Dado que [1] U [2] = N, las tunicas clases de equivalencia son [1] y [2]. El
conjunto cociente es por tanto N/S = {[1] [2]}. O

26. Finura de las relaciones de orden

122. Sea F un conjunto y 2 el conjunto de todas las relaciones de orden
definidas en F. Diremos que la relacién de orden w es mas fina que la relacion
wsiysélosi (Ve,y€ E)Y(zwy=20y)

a) Sea E = N, comparese la finura de las dos relaciones siguientes: = w; y
Srlyyrwy s a<ly,

b) Demuéstrese que la relacién ser mds fina que definida en €2, es una relacién
de orden.
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¢) Compruébese la existencia de un méximo en 2 para ésta relaciéon de
orden.

d) Sea E un conjunto de dos elementos. Constriyase el conjunto de todas
las relaciones de orden en E y ordénese por finura.

SOLUCION. a) Se verificaz wy y =z |y=dpeN:y=pr =2 <y =
x we ¥, lo cual implica que ws es mas fina que ws.
b) Denotemos por <* la relacién en Q ser mds fina que, es decir

w; <*wy & [(Vo,y € E)(z wa y = x wy y)].

(i) Refleriva. Para cada par de elementos z,y € E y para cada w € Q) se
verifica trivialmente x w y = = w y, es decir w <* w.
(ii) Antisimétrica. Se verifica:

wy <* woy (Va,y € E)(x we y = = wy y)
wo <* wq (Vx,y € E)(z w1 y = x w2 y)

= Vz,y € E)(z w1 y < xwy y)

= W1 = wW2.
(i) Transitiva. Se verifica:

wy <* wsy (Vx,y € E)(x we y = = wy y)

wy <* ws (Vz,y € E)(z ws y = = wa y)
= (Vz,y € E)(x w3 y = x w1 y)
= w; <" ws.

Concluimos que <* es relacién de orden en ().
¢) Sea wy € Q la relacién de orden identidad, es decir = wy y < x = y. Si
w € €}, al ser w relacién de orden verifica la propiedad reflexiva, por tanto
x w x para todo x € F. Entonces:

Twyy=r=y=cwy=w <" w.

En consecuencia, wy es elemento maximo en 2 para <*.
d) Sea E = {a,b} con a # b. Es claro que sélo existen tres relaciones de
orden en E :

wy : awya, bwybd
wy: awia,bw b,awd
we: awza, bwyb, bws a.

Por tanto Q = {wp,wy,wy} y ordenado por finura seria w; <* wqg y
wy, <* wy. ]
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27. Orden lexicografico

123. Sean (A, <4)y (B, <p) dos conjuntos ordenados. Definimos en Ax B
la relacién

(a,0) < (V) & a<ad Via=d Ab<pl).

Demostrar que
1) < es relacién de orden en A x B (se le llama orden lexicogrdfico).
2) Si <4 y <p son de orden total. también < es de orden total.

SOLUCION. 1) (a) Reflexiva. Para todo (a,b) € A x B se verifica a = a 'y
b <p b, lo cual implica (a,b) < (a,b).

(b) Antisimétrica. Sean (a,b) y (a’,’), elementos de A x B con (a,b) <
(b)) y (d,V) < (a,b). Si a = d, entonces b <p b y t/ <p b. Es decir,
a=ayb="0,luego (a,b) = (a/,V'). No puede ocurrir a # a’ pues si asi
fuera, a <4 ' y o’ <4 a (absurdo).

(c) Transitiva. Sean (a1,b1), (az,b2) y (as,bs) elementos de A x B tales
que (a1,b1) < (ag,b2) y (az,b2) < (as,bs). Tenemos,

as =az = by <pb

a1 =ay=by <pby={ 2 T2

az # az = az <4 ag

N a; =a3 Nby <p b3 (a1,b1)
ay #azNay <4 a3

Es decir, si a; = ag, en cualquier caso ocurre (aj, b1) < (as, b3). Analicemos
ahora el caso a1 # as.

as = a3 = a1 <4 as

a a9 = a1 <4 a9 =
1 # az 1 <4 a2 {a27éa3:>a2<,4a3

ai <a as (a1,b1) < (as, bs)
= =
{a1 <4 a3 {(al,?h) < (a3, b3).

Es decir, si a; # ag, en cualquier caso ocurre (a1,b1) < (as, bs). Concluimos
pues que < es relacién de orden en A X B.

2) Sean (ay, b1), (az, b2) elementos de A x B. Puede ocurrir a; = az 0 a1 # as.
Si a; = as, o bien by <p by o bien by <p by, lo cual implica que o bien
(a1,b1) < (ag,b2), o bien (ag,b2) < (a1,b1). Si a1 # a2, o bien a3 <4 az o

bien ag <4 a1, lo cual implica que o bien (aj,b1) < (a2, b2), o bien (az, by) <
(a1, b1). Hemos demostrado que < es relacién de orden total en A x B. [
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28. Teorema de la buena ordenacién de Zermelo.

124. El objetivo de este problema es demostrar el teorema de la buena
ordenacién de Zermelo, es decir, que en todo conjunto no vacio se puede
definir un buen orden.

Sea E un conjunto no vacio.

(a) Demostrar que en todo subconjunto finito de E' se puede definir un buen
orden.

(b) Consideremos todos los subconjuntos A de E para los cuales se puede
definir un buen orden y elijamos uno de tales érdenes, al que denotamos por
<4 . Llamemos

O ={(A,<4): AC E con <4 buen orden en A}.
Definimos en O la relacién <

1) AC B,
2) <4 eslarestriccion de <p a A,
3) ac A,be B, b<pa=1be A

(A,<4) = (B,<p) &

Demostrar que = es relacién de orden en O.

(¢) Demostrar que si O tiene un elemento maximal, el conjunto F puede ser
bien ordenado.

(d) Demostrar que toda cadena de O (subconjunto totalmente ordenado)
tiene una cota superior.

(e) Aplicar el lema de Zorn para demostrar que E puede ser bien ordenado.

SOLUCION. a) Para cualquier subconjunto finito F' de E podemos establecer
una biyeccién j : {1,2,...,n} — F y llamando j(i) = x; podemos definir el
buen orden en F' dado por 1 < 29 < ... < Z,.

(b) Por el apartado anterior, O # ().

Reflexiva. Trivialmente tenemos A C A, <4 es la restriccion de <4 a A
y b€ A implica b € A, luego (A, <4) X (4, <y).

Antisimétrica. Si (A,<4) = (B,<p) vy (B,<p) = (A4,<p) se verifica
AC By B C A, luego A = By <4=<p por 2), por tanto (A4,<4) =
(B,<B).

Transitiva. Supongamos que (A4,<4) = (B,<p)y (B,<p) = (C,<0).
De la condicién 1) se deduce que A C B C C y de la 2) que <4 es la
restriccién de <g a A.

Sean ahora a € A, ¢ € C con ¢ <¢ a. Esto implica que a € By ¢ € C
con a <¢ ¢ lo cual implica que ¢ € B. Entonces, a € A, c € By ¢ <p a con
lo cual a € A. Es decir, (4,<4) < (C,<¢).
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(c) Sea (A,<4) un elemento maximal en O, veamos que A = E. En en
efecto, si A # Eseabe E— A. En B = AU {b} podemos definir el orden
<p que coincide con <4 en A y a < b para todo a € A. Claramente <p es
un buen orden en By (A, <4) < (B, <p) contra la hipdtesis.

(d) Sea C = {(Ax,<a,) : A € A} una cadena de O y sea F = {A) : A € A}.
Es claro que la familia F es ella misma una cadena con respecto de la relacion
de orden inclusién. Llamemos U = Jycp Ax, y vamos a definir un orden en
U.

Consideremos un numero finito uq,ue, ..., u, de elementos de U. Para
cada ¢ = 1,2,...,n existe un A; € F tal que u; € A; y al ser F una
cadena, uno de los A; (llamemdsle A) contiene a todos los A; y por tanto
{uy,ug,...,up} C A. Sea ahora B € F con {uy,us,...,u,} C B, la relacién
u; <4 u; implica u; <p u; para todo 7,5 € {1,2,...,n} pues C es una
cadena.

Tomemos n = 2 y definamos el orden <; en U escribiendo u; <y us
si u; <4 uo siendo A cualquier elemento de F que contiene a uj y us.
Claramente la relacion <y es reflexiva y antisimétrica y tomando n = 3
deducimos que es transitiva. Es ademés orden total por construccion.

Demostremos que <; es un buen orden en U. Sea S C U con S # () y
veamos que S tiene elemento minimo. Sea s € S. Si s es minimo, ya esta
demostrado. Si no lo es, sea el conjunto no vacio

T:{tESZt<US}.

Sea (A, <4) un elemento de la cadena C tal que s € A y sea (B,<p) un
elemento de la cadena C tal que t € B. Dado que F es una cadena, o bien
B C Ayentoncest € A, o bien A C B y entonces s € A, t € B, t <y s
luego segiin la definicion del orden < en O, t € A. Es decir, en cualquier
caso t € A, luego T C A.

Como T es subconjunto no vacio de A (que estd bien ordenado), T admite
un elemento minimo m en el orden <4 . Ahora bien, al ser T'C A C U, las
restricciones de los érdenes <4 y <y a T coinciden, luego T admite a m
como minimo en el orden <;. Como <y es un orden total, m es también
elemento minimo de 5, luego <y es buen orden. Es decir, hemos demostrado
que (U, <y) € O.

Veamos ahora que (U,<p) es cota superior de la cadena C es decir,

veamos que
(A, <4) 2 (U, <p), V(A,<q) el

En efecto, A C U por construccién y <4 es la restricciéon de <y a A. Sean
ahora a € A, x € U tales que x <y a. Existe un X en la cadena F que
contiene a {z} U A y consideremos (X. <x) € C. Entonces,

(A, <4) 2 (X, <x),
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y por tanto la desigualdad x <y a implica x € A. Al ser U mayorante
minimo de la cadena F, el par (U, <) es mayorante minimo de la cadena
C. Hemos demostrado que la cadena C tiene cota superior.

(e) Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal en (O, =), y como
consecuencia del apartado (c), existe un buen orden en E. ]
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Funciones

29. Concepto de funcion

125. Se consideran los conjuntos A = {1,2,3,4} vy B = {z,y, z,u,v,w}.
Sea la aplicacién f : A — B la aplicacién dada por f(1) = z, f(2) = z,
fB)=u, f(4) ==
(7) Hallar los originales de cada elemento de B.

(74) Hallar la imagen de f.
(731) Hallar el grafo de f.

126. Se considera la funcién f : R — R que asigna a cada nimero real su
2

cuadrado, es decir f(x) = x°.
(i) Hallar f(0), f(1) y f(=1).

(74) Determinar los originales de 9.
(7i7) Hallar Im f.

(

iv) Determinar el grafo de f
127. Se considera la funcién f: R — R:

2¢ st x>0

ﬂx)Z{—l si oz <0

i) Hallar f(0), £(2), f(=1)y f(=2).
i1) Determinar los originales de —1 y los de 7.
ii1) Hallar Im f.

iv) Determinar el grafo de f.

P
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30. Composicién de funciones

128. Las funciones f: R — R, g : R — R estdn definidas por:

3z — 7 si x>2

Calcular:
(1) f(=2). (@) g(=1). (iid) f(3). (iv) (go f)(1). (v) (fog)(2). (vi) (fo[f)(4).

129. Las funciones f : R — R, g : R — R estan definidas por f(z) = 22 —1
y g(z) = 2x + 5. Determinar

gof, fog, fof, gog

130. Demostrar la propiedad asociativa de la composicién de aplicaciones,
esdecirsif: A— B,g: B— Cyh:C — D,entonces (hog)of = ho(gof).

131. Sea A un conjunto no vacio y la aplicacién f : A — P(A) dada por
f(a) = {a}. Estudiar si es inyectiva y/o sobreyectiva.

31. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyec-
tivas

132. Sea A un conjunto no vacio y la aplicacién f : P(A) — P(A) dada
por f(X) = X¢. Estudiar si biyectiva.

133. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(z) =2z +5 es
biyectiva.

134. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son so-
breyectivas.
(a) f:R =R, f(z) = a3
) g:R =R, g(z) =22
(¢) h: R —[0,+00), h(z) = 2%
(d)i:7Z—Q, i(x) =
135. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son so-
breyectivas.
(a) f:R—=R, f(zx)=c¢€".
(b) g : [0, +00) — [1,+00), g(z) = 2% + 1.

136. Sean f: A — By g: B — C dos aplicaciones. Demostrar que:
(1) Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.
(73) Si f y ¢ son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.
(731) Si f y g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.
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32. Aplicacién identidad, aplicacion inversa

137. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(z) = -3z + 2 es
biyectiva y determinar f~'.

138. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(z) = —3 + 4 es
biyectiva y determinar f~1.

139. Sea f: A — B biyectiva. Demostrar que
(i) f~1 es biyectiva.
(i) Ipo f=f=folg.
(iii) f Vo f=1Ia, fofl=1Ip

33. Imagenes directas e inversas

140. Consideremos X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c}, laaplicacién f : X — Y
dada por

f) =a, f(2)=a, fB)=c, f(4) =c,
y los conjuntos A = {1,3} y B = {a,b}. Determinar f(A) y f~1(B).

141. Sea f:R — R dada por f(z) = 2?. Determinar

(i) F7H({36}) . (id) fH ({=25)). (i) f~' ({w: 2 <0}).
(i) f1{z:25 <2 <36}). (v)f{z:z>0})

142. Sea f: X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A; y A de X se verifica:

(1) f(A1U Ag) = f (A1) U f (A2).
(id) f (A1 N A2) C f (A1) N f(A2).

Dar un contraejemplo que demuestre que en general
f(A1NA2) # f (A1) N f(A2).

143. Sea f: X — Y una aplicacién. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos By y By de Y se verifica:

(i) f7H(B1UBy) = fTH(B) U f1 (B).
(it) 71 (BiNBy) = f1(By) N (Ba).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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144. Sea f : X — Y una aplicacién. Demostrar que si {A;} es cualquier
coleccién de subconjuntos de X, se verifica:

(@) £ (Ja) =Us .
(ii) £ (N 4:) € () (A

145. Sea f : X — Y una aplicacién. Demostrar que si {B;} es cualquier
coleccién de subconjuntos de Y, se verifica:

(i) £~ (U Bi) =Ur .
(i) £~ (ﬂ Bi) =" (B).

146. Sea f: X — Y una aplicacién. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A; y A de X se verifica:

(@) f (A1 — A2) D f (A1) — f(A2).
(i) A1 C Ao = f (A1) C f(A2).

147. Sea f: X — Y una aplicacién. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B1 y By de Y se verifica:

(@) f7H(Bi = Ba) = f1(B1) — 1 (Ba).
(Zl) By C By = f_l (Bl) C f_l (BQ) .

148. Sea f : X — Y una aplicacion. Sean A C X y B C Y. Demostrar
que:

() Ac fH(f(A). @) B> f(f1(B).

149. Sea f : X — Y una aplicacién. Sabemos que para cualquier par
de subconjuntos Ay y Ay de X se verifica f (A1 NA2) C (A1) N f(A2).
Demostrar que si f es inyectiva entonces, se verifica la igualdad.

34. Biyeccién entre (—1,1) y R

150. Demostrar que la siguiente funcion es biyectiva y determinar su in-

versa
T

T

f : (_L 1) - R? f(l')
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35. Aplicacion involutiva

151. Sea A un conjunto. Se dice que la aplicacion f: A — A es involutiva
si, y sOlo si f o f = I4. Determinar los valores de a y b reales para que la
aplicacién f : R — R, f(x) = ax + b sea involutiva.

36. Descomposicion candnica

152. En este problema efectuamos la llamada descomposicién candnica de
una aplicacién.
Sean A y B dos conjuntos no vacios y f: A — B una aplicacién.
(1) Demostrar que la relacién en A:

zRy & f(z) = f(y)

es de equivalencia. Determinar el conjunto cociente A/R.
(2) Demostrar que la aplicacién

[+A/R —Imf, f([2]) = f(2)

estd bién definida y es biyectiva.

(3) Se considera la aplicacién proyeccién canénica n : A — A/R dada por
n(x) = [z] (claramente sobreyectiva) y la aplicacién i : Im f — B dada
por i(y) = y (claramente inyectiva). Demostrar que el siguiente diagrama es
conmutativo

A%B

nJd B T
A/R LTy

153. Efectuar la factorizacion canodnica de la aplicacion f : R — R,
f(z) =sen z.

37. Aplicacién f(X)=(ANX,BNX)
154. Sean A y B dos partes no vacfas de un conjunto E y
f:PE)—PA) xPB), f(X)=(ANX,BNnX).

(a) Estudiar la inyectividad de f.
(b) Estudiar la sobreyectividad de f.
(c) Determinar f~! en los casos en los que f sea biyectiva.
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Grupos

38. Concepto de grupo

155. Demostrar de manera esquemaética que (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+)
son grupos abelianos en donde + representa en cada caso la suma habitual.

156. Demostrar de manera esquematica que el conjunto de las matrices
reales de ordenes m x n (denotado por M, xn(R) o bien por R"*") es grupo
abeliano, siendo + la suma habitual de matrices.

157. En el conjunto de los niimeros reales se define las operacion  * y =
x 4+ y + 4. Demostrar que (R, %) es grupo abeliano.

158. Demostrar que el conjunto R \ {0} de los nimeros reales no nulos
con la operacién - producto habitual es un grupo abeliano.

159. Sea G el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n in-
vertibles. Demostrar de manera esquematica que (G, -) es grupo, siendo - la
operacion usual producto de matrices. ;jEs abeliano?

160. Sea R[z] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y co-
eficientes reales. Demostrar de manera esquemética que (R[z], +) es grupo
abeliano, en donde + representa la suma habitual de polinomios.

161. En el conjunto de los ntmeros reales R se define la operacién *
mediante z * y = /23 + y3. Demostrar que (R, x) es un grupo abeliano.

162. En G =7 x Z se define la ley de composicién interna * mediante
(z1,91) * (¥2,92) = (21 + (=1)"" 22,91 + ¥2).

Probar que ley * confiere a G estructura de grupo no abeliano.

59
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163. a) Demostrar que sobre R la ley interna definida por zxy = x+y—=xvy,
es conmutativa, asociativa y que admite elemento neutro. ;Es (R, x) un
grupo?

b) Calcular gz xx *...xx.
n

164. Estudiar si (Q\ {0}, *) es grupo siendo a x b = %b.

39. Primeras propiedades de los grupos

165. Sea (G, *) un grupo. Demostrar que:
(7) El elemento neutro e es tnico.
(i7) Para cada = € G su simétrico z’ es tnico.
(i71) Para cada x € G se verifica (z')" = z (es decir, el simétrico del simétrico
de un elemento es el elemento).
(iv) Para cualquier par de elementos z,y de G se verifica (x xy) = ¢/ x 2’
(es decir, el simétrico del operado de dos elementos es el operado de los
simétricos cambiado de orden).
(v) Todos elemento a de G es regular, es decir:

axb=axc=b=c, bxa=cxa=b=c.

166. Sea (G,*) un grupo. Escribir la propiedad (z x y)’ = ¢/ * 2’ en nota-
ciones aditiva y multiplicativa.

167. Sea un grupo (G,-) tal que para todo z € G se verifica 22 = e.

Demostrar que el grupo es abeliano.

168. Sobre un grupo multiplicativo abeliano, resolver la ecuacién xabxrc =
bzxa.

169. Sobre un grupo multiplicativo cualquiera, hallar una solucién de la
ecuacién rax = bba~ .

40. Subgrupos

170. Demostrar el teorema de caracterizacién de subgrupos:
Sea (G, *) un grupo y H C G. Entonces, H es subgrupo de G si y sélo si se
verifican las condiciones
(1) H #0.
(11) Para todo x € H y para todo y € H se verifica z xy' € H.
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Capitulo 4. Grupos 61

171. Demostrar que el conjunto H de los enteros pares es un subgrupo de
(Z,+).

172. En R? se define la operacién + de la siguiente manera:

(x1,22) + (y1,¥2) = (1 + Y1, 22 + Y2).

(i) Demostrar que (R?, +) es grupo.

(77) Demostrar que H; = {(«,0) : @« € R} y Hy = {(0,8) : 8 € R} son
subgrupos de R2.

(ii7) Demostrar que Hy U Hy no es subgrupo de R? (esto prueba que en
general la unién de subgrupos de un grupo, no es subgrupo del mismo).

173. Sea (G, *) un grupo. Demostrar que {e} y G son subgrupos de G.
Nota. A estos dos subgrupos se les llama subgrupos impropios, a los demas
subgrupos de G se les llama subgrupos propios.

174. Sea (G,x*) un grupo y sean Hy y Hy subgrupos de G. Demostrar que
H; N Hy es subgrupo de G.

175. Sea el grupo (G, ) y sea {H; : j € J} una familia de subgrupos de
G. Demostrar que ﬂjEJ H; es subgrupo de G.

176. Sea m entero, y sea (m) = {z € Z : x es multiplo de m}. Demostrar
que (m) es subgrupo de (Z, +).

177. Demostrar que los unicos subgrupos de Z son los de la forma (m)
con m entero.

41. Tabla de Cayley

178. Construir la tabla de Cayley del grupo G = {1, —1} con la operacién
producto usual de niimeros.

179. Sea G = {1,—1,i,—i} en donde i representa la unidad imaginaria. Se
considera la operacién - producto habitual de nimeros complejos. Construir
la correspondiente tabla de Cayley, y demostrar que (G, -) es grupo abeliano.

180. Sea G = {f1, f2, f3, f4} el conjunto de las aplicaciones de R — {0} en
R — {0} definidas mediante:

fi(z) =z, fo(z) = é , fa(x) = —x, falz) = —%,

Construir la correspondiente tabla de Cayley para la operacién o composi-
cién de aplicaciones. Demostrar que (G, o) es un grupo.
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181. Sea G = {a,b,c} y la operacién - en G cuya tabla de Cayley es

Determinar su elemento neutro, si éste existe y el inverso de cada elemento
caso de existir.

42. Generadores de un grupo

182. Sea (G,-) un grupo y S un subconjunto no vacio de G.. Sea (S) el
conjunto de todos los elementos de G que son producto de un ntimero finito
de elementos de tal manera que cada factor es o bien un elemento de S o
bien el inverso de un elemento de S. Demostrar que:

(1) (S) es subgrupo de G (segun sabemos, se le llama subgrupo generado
por S).

(17) (S) contiene a S'y es el menor de todos los subgrupos de G que contienen
as.

183. Sea (G,:) un grupo y S un subconjunto no vacio de G. Demostrar
que (S) = [ H; en donde {H;} es la familia de todos los subgrupos de G
que contienen a S.

184. Sea el grupo (C, +) con la operacién + usual. Determinar (S), siendo

S = {1,i}.

43. Grupos ciclicos

185. Se considera el grupo G = {1, —1} con la operacién - producto habi-
tual de nimeros. Demostrar que el grupo es ciclico.

186. Se considera el grupo G = {1, —1,4, —i} (i es unidad imaginaria) con
la operacion - producto habitual de niimeros complejos. Demostrar que el
grupo es ciclico.

187. Demostrar que (Z,+) es ciclico (+ es la suma habitual).

188. Demostrar que todo grupo ciclico es conmutativo.

189. Demostrar que todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
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44. Subgrupos normales

190. Sea (G,-) un grupo y H un subgrupo de G. Se definen en G las
relaciones:
tRy < zy ' e H, zSy<zlye H.

(a) Demostrar que R y S son relaciones de equivalencia en G.
(b) Determinar los conjuntos cocientes G/R y G/S.
(c) Demostrar que H es subgrupo normal si y sélo si R = S.

191. Sea (G,-) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que H es
normal < Vg € G Vh € H se verifica ghg™! € H.

192. Se considera el conjunto

G—{[g 11)] :a,beR,a#O}.

i) Demostrar que (G, -) es un grupo, en donde - representa el producto usual
de matrices.
i1) Demostrar que H = {M € G : a = 1} es subgrupo normal de G

45. Centro de un grupo

193. Si (G, ) es un grupo, se define el centro de G denotado por Z(G)
como

Z(G)={2z€G:g9z2=2z2g9, Vg€ G},

es decir, como el conjunto de los elementos de G que conmutan con todos
los de G. Demostrar que Z(G) es subgrupo normal de G.

46. Subgrupo normal y centro

194. En G =7Z X Z se define la ley de composicién interna * mediante

(1,91) * (2, y2) = (w1 + (—=1)Y' @2, y1 + y2).

Se pide:

(a) Probar que ley * confiere a G estructura de grupo no abeliano.

(b) Demostrar que el subconjunto H = {(z,y) € G : y = 0} es un subgrupo
normal de G.

(¢) Hallar el centro de G.
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47. Grupo cociente

195. Sea (G,-) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que:
(i) La relacion en G : xRy < xy~' € H es de equivalencia.
(13) Si H es subgrupo normal, para todo g € G la clase de equivalencia a la
que pertenece g es gH.

196. Sea (G,-) un grupo y H un subgrupo normal de G. Demostrar que
G/H es grupo con la operacién (aH)(bH) = (ab)H Ya,b € G.

197. Demostrar que i27Z = {i2rk : k € Z} es un subgrupo del grupo
aditivo de los nimeros complejos. Determinar el grupo cociente C/i27Z.

48. Grupo de clases residuales

198. Construir la tabla de Cayley de Z/(3) = {0, 1,2} .
199. Construir las tablas de Cayley de (Zg2,+) y (Z4,+).

200. Construir la tabla de Cayley de (Zg, +). Escribir el opuesto de cada
elemento.

201. Construir la tabla de Cayley de (Zs,+). Escribir el opuesto de cada
elemento.

49. Homomorfismos de grupos

202. Demostrar que la aplicacién f: R — R, f(x) = ax con a € R fijo es
homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R, +).

203. Demostrar que la aplicacién f : R — R, f(z) = a” con a > 0 real
fijo es homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R — {0}, ).

204. Se considera la aplicacién f : R — R dada por f(z) = a+ x con a
numero real fijo. Analizar si f es homomorfismo entre los grupos (R, +) y
(R, +).

205. Sea R el conjunto de los nimeros reales positivos. Se considera
la aplicacién f : Rt — R dada por f(z) = logx. Demostrar que f es
homomorfismo entre los grupos (R*,-) y (R, +).

206. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G, ).
Sea e el neutro de G y €’ el neutro de G’. Demostrar que,
(i) fle) = ¢’
(ii) Para todo x € G se verifica f(z7!) = (f(z))~".
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207. Demostrar que la composicién de homomorfismos de grupos es un
homomorfismo.

208. Sea R™ el conjunto de los niimeros reales positivos. En G = Rt x R™
se define la operacién (z,y) * (z,u) = (xz, yu).
(1) Demostrar que (G, %) es grupo abeliano.
(74) Demostrar que la aplicacién: f: G — R, f(z,y) = log(zy) es homomor-
fismo entre los grupos (G, *) y (R, +).

50. Nucleo e imagen de un homomorfismo de gru-
pos

209. Sea (R*,:) el grupo multiplicativo de los niimeros reales no nulos.
Demostrar que f : R* — R*, f(x) = 22 es homomorfismo entre los grupos
(R*,-) y (R*,-). Determinar ker f e Im f.

210. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G, ").
Demostrar que ker f es subgrupo normal de G.

211. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',").
Demostrar que Im f es subgrupo de G'.

51. Clasificacion de homomorfismos de grupos

212. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Demostrar que f es
monomorfismo < ker f = {e}, siendo e el neutro de G.

213. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(1) f:R—=R, f(z) =az ( a € R fijo ), entre los grupos (R, +) y (R, +).
(i1) g : RT — R, g(x) = log . entre los grupos (RT,-) y (R, +).

214. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(1) f:R—=R, f(x) = e€", entre los grupos (R,+) y (R —{0},-)
(i1) g : R — RT, g(z) = €%, entre los grupos (R,+) y (RT,:) (RT es el
conjunto de los reales positivos).

215. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',-).
Demostrar que:
(a) n: G — G/ ker f, n(x) = zker f es epimorfismo.
(b) g: G/ker f — Im f, g(xker f) = f(x) es isomorfismo.
(¢)i:Imf— G, i(x) = 2 es monomorfismo.
(d) f=io0gon.
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216. Sea (R*,-) el grupo multiplicativo de los nimeros reales no nulos y
f:R* — R* la aplicacién f(x) = x2. Se pide:
(a) Demostrar que f es un homomorfismo de grupos.
(b) Hallar ker f e Im f.
(c) Determinar el conjunto cociente R*/ker f.
(d) Efectuar la descomposicién canénica de f.

52. Grupo en P(U) con la diferencia simétrica

217. Sea U un conjunto. Demostrar que (P(U), A) es un grupo conmuta-
tivo, en donde A representa la operacion diferencia simétrica de conjuntos.

53. Tres igualdades en un grupo

218. Sea (G, -) un grupo. Supongamos que existe un entero k tal que para
cualesquiera que sean a y b pertenecientes a G se verifica

(ab)k—l — (Lk_lbk_l, (ab)k — akbk, (ab)k-l-l — ak+1bk+1.

Demostrar que (G, -) es abeliano.

54. Un grupo no ciclico

219. (a) Sea G = {f1, f2, f3, fa} el conjunto de las aplicaciones de R — {0}
en R — {0} definidas mediante:

h@) =z, falz) = é (@) = -2, falz) = _é,

Demostrar que G es un grupo con la operacion composicién de aplicaciones.
Verificar que no es grupo ciclico.
(b) Demostrar que las cuatro sustituciones

(12 3 4 (12 3 4
=1 23 4) "T\21 4 3)
_(t23ay (1234
=\3 41 2) "“\43 2 1)

forman un grupo isomorfo al grupo del apartado anterior.
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55. Grupo de funciones matriciales

220. Sea M el conjunto de las matrices reales 2 x 3. Sea F' el conjunto de
las aplicaciones fap : M — M definidas por fap(X) = AX + B donde A es
una matriz invertible 2 x 2 y B una matriz 2 x 3.

(a) Calcular (fa,B, © fa,B,)(X), y concluir probando que la composicién de
aplicaciones es una ley de composicién interna en F.

(b) Comprobar que la aplicacién identidad i : M — M se puede considerar
perteneciente a F' jpara qué matrices concretas Ay B es fap = I7 Demos-
trar que ¢ es el elemento unidad de F.

(¢) Enunciar y demostrar la propiedad asociativa. Dar un contraejemplo
para demostrar que no se cumple la propiedad conmutativa. Es decir, en-
contrar cuatro matrices para las cuales fa,p, © fa,B, # fa,B, © fA,B,-

(d) Demostrar que cada elemento de F' tiene inverso en F. Si fop es el in-
verso de fap, calcular C'y D en términos de A y B. Aplicacién al calculo
del inverso de fap cuando

2 1 1 0 2
A‘L 1]’3_{0 -1 1}‘

(e) Sea la aplicacién h : F' — R* (grupo multiplicativo de R — {0}) definido
por h(fap) = det A. ;Es h un homomorfismo de grupos? Se considera el
subconjunto F; de F' formado por las fap tales que det A = 1 ;Es I}
subgrupo de F'? En caso afirmativo, jes F; subgrupo normal?

56. Conjunto, grupo y aplicacion

221. Se consideran los objetos mateméticos siguientes:
a) Un conjunto E.
b) Un grupo multiplicativo G con elemento unidad e.
¢) Una aplicacién ¢ : G x E — E que satisface
(i) Ya,be GVz € E  ¢(ab,z) = ¢(a, ¢(b, z)).
(ii) Ve € B (e, x) = .
Se pide:
1. Demostrar que si ' C E entonces Grp ={a € G : p(a,z) =z Vr e F}
constituye un subgrupo de G.
2. Demostrar que Gr,ur, = Gr, N GE,.
3. Comprobar que la relaciéon binaria en FE

zRy < 3daeG:pla,z)=y

es de equivalencia.
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57. Relaciones y operaciones en el plano

222. En el conjunto de los puntos del plano 7 referidos a un par de ejes
rectangulares XOY se consideran: a) La ley de composicién A « B = M
siendo M el punto de corte de la paralela por A a OX con la paralela por
B a OY. b) La relacién binaria P ~ @ < las coordenadas de P y ) suman
lo mismo.

Se establece la aplicacién f : 7 — R? de forma que al punto P(z,y) le
corresponde el par (z3,y3) de R2. Se define en R? la ley de composicién
(a,b) o (c,d) = (a,d). Se pide:

1. ;Es x asociativa?

2. jHay neutro en 7 para *?

3. ;Es ~ una relacién de equivalencia? Si lo es, jcudles son las clases de
equivalencia?

4. ;Es ~ compatible con %7 Si lo es, jcudl es la ley inducida en el conjunto
cociente?

5. (Es f un isomorfismo entre las estructuras (m, *) y (R?,0)?

58. Grupo de aplicaciones afines

223. Sea C el conjunto de las aplicaciones f,; : R — R definidas por
fap(z) = ax+Db, con a, b ntimeros reales. Determinar una condicién necesaria
y suficiente que han de satisfacer los coeficientes a y b para que C sea grupo
respecto de la composicién de aplicaciones. Comprobar que en este caso en
efecto C' es grupo. ;Es abeliano?

59. Centro de un grupo de matrices

224. Demostrar que el conjunto H de matrices de la forma

1
X=10 x,y,2 € R,
0

o = 8
QW

forma un grupo con la operacién producto de matrices. Calcular su centro.

60. Conmutador y subgrupo derivado

225. Dados dos elementos x, y pertenecientes a un grupo G, se llama con-
mutador de los elementos dados y se representa por [z,y] al elemento de G
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definido por

[z,y] =2~ 'y ay.

Demostrar que:

1. El inverso de un conmutador es un conmutador.

2. El conjugado de un conmutador es un conmutador.

3. El subgrupo de G engendrado por los conmutadores de todos los pares
de elementos de G es normal (se denomina subgrupo derivado de G y se
representa por D(G)).

4. Una condicién necesaria y suficiente para que G sea abeliano es que el
subgrupo derivado se reduzca al elemento neutro, es decir D(G) = {e}.

61. Grupo construido por biyeccion

226. Sea R™ el conjunto de los ntimeros reales estrictamente positivos y
x

z+1

1. Hallar C = f(R") y razénese si f : RT — C es biyeccién :)i_no.

2.81 f" = fofo...of (nveces), determinar f*(R") y (,cn /" (RT).

3. Obtener una operacién ® en C tal que considerando a R* con su estruc-
tura de grupo multiplicativo, f sea un homomorfismo de grupos (obtener lo
maés simplificado posible el valor de y; ® yo para yi,y2 € C). ;Quién es el
neutro para ®7

considérese la aplicacién f : Rt — R definida por f(z) =

62. Problemas diversos

227. Demostrar que todo grupo de orden 4 es abeliano.

228. Se considera el grupo (Za x Za,+) .
(a) Demostrar que el simétrico de cada elemento coincide con el propio
elemento.
(b) Demostrar que (Zg X Zz,+) no es ciclico.
(c) Denotemos K = Za X Za, e = (0,0), a = (1,0), b = (0,1), ¢ = (1,1).
Escribir la tabla de K con notacién multiplicativa. Al grupo (K,-) se le
llama grupo de Klein.
Nota. Por supuesto que no hay diferencia entre (Zy x Zo,+) y (K,-) salvo
la notacion.
(d) Determinar todos los automorfismos del grupo de Klein.

229. Demostrar que los grupos multiplicativos R* y C* no son isomorfos.

230. (a) Sea G un grupo tal que |G| = p primo. Demostrar que G es
ciclico.
(b) Determinar todos los grupos de érdenes n =1,2,3,5,7.
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231. En este problema se demuestra que sélo existen dos grupos de orden
4: 74y Zo x Zs (grupo de Klein).
1. Demostrar que en Zo X Zs el simétrico de cada elemento coincide con el
propio elemento.
2. Demostrar que Zs X Zs no es ciclico.
3. Demostrar que Z4 no es isomorfo a Zo X Zso.
Nota. Esto garantiza que existen al menos dos grupos de orden 4.
4. Demostrar que todo grupo de orden 4 es o bien isomorfo a Z,4, o bien a
Zo X Zo. Concluir.

232. Demostrar que todo grupo de orden par tiene algiin elemento de
orden 2.

233. Sea GG un grupo abeliano de orden 6. Demostrar que G es isomorfo
a ZG-

234. Sea G un grupo finito en el que todo elemento distinto del neutro
tiene orden 2. Entonces, GG es conmutativo.

235. Sea GG un grupo de orden 6 no conmutativo. Entonces, G es isomorfo
al grupo simétrico Ss.

236. Sea G = (—1,1) C R. Para todo a,b € R se define

Demostrar que (G, *) es un grupo abeliano.

237. Sea f: G — G’ un homomorfismo de grupos y sea a € G. Demostrar
que aker f ={g € G: f(g) = f(a)}.

238. Demostrar que los grupos multiplicativos R* y C* no son isomorfos.

239. Sean C* el grupo multiplicativo de los nimeros complejos, R~ el
grupo multiplicativo de los nimeros reales postivos y el grupo cociente R/Z.
Demostrar que C* = Ry x R/Z.

63. Estructura de grupo en todo conjunto

240. Sea X un conjunto no vacio. Demostrar que existe una operacién
binaria - en X tal que (X,-) es grupo. Es decir, en todo conjunto no vacio
se puede definir una estructura de grupo
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64. Producto directo externo

241. Sea {G; :i € I} una coleccién de gupos con notacién multiplicativa
y consideremos el producto cartesiano

G=]]Gi={f:1— ]G f aplicacién : f(i) € G; Vi € I}.

icl icl
Para cada par de elementos f,g € G definimos fg de la siguiente manera:
(fg)(i) = f(i)g(i) Vi € I.

Demostrar que G es grupo con tal operacién (se le llama producto directo
externo de los grupos G;).
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72 64 Producto directo externo

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 5

Anillos y cuerpos

65. Concepto de anillo

242. Demostrar (de manera esquemética) que (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,")
y (C,+,-) son anillos conmutativos y unitarios en donde + y - representan
en cada caso la suma y el producto habituales.

243. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coefi-
cientes reales. Demostrar (esqueméticamente) que (R[z],+,-) es anillo con-
mutativo y unitario en donde + y - representan la suma y producto habi-
tuales.

244. Sea R™*™ el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n.
Demostrar (esquemédticamente) que (R™*™+,.) es anillo unitario y no con-
mutativo, siendo + y - las operaciones usuales suma y producto de matrices.

245. Sea A el conjunto de los ntimeros enteros pares. Demostrar que
(A,+,+) es anillo conmutativo y no unitario en donde + y - representan
la suma y producto habituales de niimeros enteros.

246. En el conjunto de los niimeros reales se definen las operaciones
rxy=x+y+4, xoy=uzy+4dxr+4y+ 12
Demostrar que (R, , 0) es anillo conmutativo.

247. En el conjunto P = {2z : = € Z} se definen las operaciones +
habitual y o, definida mediante aob = 2ab. Demostrar que (P, +, o) es anillo
conmutativo y no unitario.

248. FEn el conjunto Z se definen las operaciones:
axb=a+b—1, aob=a+0b— ab.

Demostrar que (Z, *,0) es anillo conmutativo con elemento unidad.

73
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249. Demostrar que en un anillo A con elemento unidad, la conmutativi-
dad de la suma se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

66. Anillo de sucesiones

250. Se considera el conjunto S de las sucesiones x de nimeros reales, es
decir

x = (r1,22,23,...), Tpn € RVYn=1,2,3,...,
escritas abreviadamente por x = (z,,). Se definen en S las operaciones:
(#n) + (Yn) = (Tn +yn),  (Tn) - (Yn) = (TnYn)-

Demostrar que (S, +,-) es un anillo conmutativo y unitario.

67. Producto directo de anillos

251. Para n entero positivo, sean A1, ..., A, anillos. En el producto car-
tesiamo A = A; X --- X A, se definen las operaciones:

(al,...,an)+(b1,...,bn):(a1+b1,...,an+bn),
(a1,...,ap) - (b1,...,by) = (a1b1,...,anby).

Demostrar que (A,+,-) es un anillo (se le llama producto directo de los
anillos dados).

68. Propiedades de los anillos

252. Sea (A,+,-) un anillo y a,b elementos de A. Desarrollar (a + b).
Simplificar las expresién resultante cuando A sea conmutativo.

253. Sea A un anillo. Demostrar que cualesquiera que sean a,b,c € Ay
llamando [a,b] = ab — ba, se verifica:

[a, [b, c]] + [b, [e, a]] + [¢, [a, b]] = 0.

254. Sea (A, +,-) un anillo. Demostrar que:
1) a0l =0a =0, Vac A.
2) (—a)b = a(—b) = —(ab), Va,be A.
3) (—a)(—b) = ab, Va,be A.
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69. Grupo multiplicativo de las unidades

255. Determinar las unidades (o elementos invertibles) del anillo Z.

256. Determinar las unidades del anillo R®**". de las matrices reales cua-
dradas de orden n.

257. Demostrar que si u es unidad de un anillo unitario A, entonces el
elemento v que cumple uv = vu = 1 es Unico.

258. Determinar las unidades del anillo (R[z], +, ).

259. Determinar las unidades del anillo S de las sucesiones de nimeros
reales.

260. Sea (A, +,-) un anillo unitario. Demostrar que:
1) El elemento unidad 1 es una unidad.
2) Si u y v son unidades, entonces uv es una unidad, y se verfica (uv)~! =
vyt
3) Si u es una unidad, entonces, u~! es una unidad, y se verifica (u=1)~! = .
4) Si U es el conjunto formado por todas las unidades de A, entonces (U, -)
es un grupo.

1

70. Anillo de los enteros de Gauss

261. Sea Z[i] = {a+bi : a € Z,b € Z} con las operaciones usuales de
suma y producto de complejos. Se pide:
A) Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario (se llama anillo de
los enteros de Gauss).
B) Hallar todos los elementos invertibles de Z[i].

71. Anillo de clases residuales

262. Para los siguientes anillos, construir sus tablas de Cayley de la suma
y €l producto, y determinar el inverso de cada elemento cuando éste exista.

a) Zg. b) Z4. C) ZG, d) ZQ.

72. Anillos de integridad

263. Determinar los divisores de cero del anillo Zg.

264. Estudiar si el anillo M3(R) es de integridad.
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265. Estudiar si el anillo conmutativo y unitario S de las sucesiones de
nimeros reales es un dominio de integridad.

266. Demostrar que en un anillo unitario, las unidades (es decir, los ele-
mentos invertibles) no son divisores de cero.

267. Sea m > 1 entero. Demostrar que: Z,, es dominio de integridad <
m es primo.

268. Sea A un dominio de integridad y a € A un elemento para el que
existe un n entero positivo tal que ™ = 0. Demostrar que a = 0.

73. Subanillos

269. Sea (A,+,-) un anillo y sea B un subconjunto no vacio de A. De-
mostrar que:

(i)a,be B=a—-beB

B es subanillo de A < < 7
(ii) a,b € B = ab € B.

270. Demostrar que el subconjunto (m) de todos los multiplos del ntimero
entero m es un subanillo de Z.

271. Demostrar que el conjunto B = {a + bv/2 : a,b € Z} es un subanillo
del anillo R.

272. Se considera el conjunto de matrices:

_y| T Y.
A—{[_y az} cx,y € R}
Demostrar que A es un subanillo del anillo usual M3(R) de las matrices
cuadradas reales de orden 2.

273. Demostrar que el conjunto B de las sucesiones acotadas de ntimeros
reales es un subanillo del anillo S de las sucesiones de ntimeros reales.

74. Homomorfismos de anillos

274. Sea f : A — B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que ker f
es subanillo de A.

275. Sea f: A — B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que Im f es
subanillo de B.
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276. Se considera el anillo A = {[_xy g] : z,y € R}. Demostrar que es
un isomorfismo entre anillos, la aplicacién f : C — A dada por
favin=|" Y.
277. Demostrar que la siguiente aplicacién es epimorfismo de anillos:
[:Rlz] =R, flao+ a1z + -+ az") = ap.
278. En R? se consideran las operaciones:
(z,9) + (2" ¢) = (@ + 2",y +9/),
(z,y) - (') = (z2’,yy/).

Es facil demostrar (y no se pide en este problema), que R? es un anillo con las
anteriores operaciones. Para a, b ntimeros reales fijos, se define la aplicacion
¢ : F(R,R) = R2 ¢(f) = (f(a), f(b)). Demostrar que ¢ es homomorrfismo
de anillos y determinar ker ¢.

75. Ideales de un anillo

279. Sea m entero y (m) = {x € Z : x es multiplo de m}. Demostrar que
(m) es ideal de Z.

280. Demostrar que el nticleo de un homomorfismo de anillos es un ideal
del anillo inicial.

281. Demostrar que todo ideal de un anillo es subanillo del mismo.

282. Sea R un anillo conmutativo y unitario y a1, ..., a, elementos de R.
Se define
(a1,...,an) ={ria1 +---rpa, : 1; € R}
a) Demostrar que (ay,...,ay) es ideal de R
b) Demostrar que es el menor de entre todos los ideales de R que contienen
a{ay,...,an}.
Nota. A (ai,...,a,) se le llama ideal generado por {ai,...,an}.

283. (Suma de ideales). Sean I, J ideales de un anillo A. Se define la suma
de I y J de la forma:

I+J={zxeA:x=i+jconiel, jeJ}
Demostrar que I + J es ideal de A.

284. (Interseccion de ideales). Sean I, J ideales de un anillo A. Demostrar
que I NJ esideal de A.
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76. Ideal de las sucesiones acotadas

285. Demostrar que el conjunto A de las sucesiones reales nulas, es decir
de limite 0, es un ideal del anillo B de las sucesiones acotadas de ntmeros
reales.

77. Ideal bilatero f(I)

286. Siendo f: A — A’ un homomorfismo de anillos e I un ideal bildtero
de A, demostrar que f(I) es un ideal bildtero de f(A) (subanillo de A’).

78. Anillo cociente

287. Sea (A,+,-) un anillo, e I un ideal de A. Demostrar que A/I =
{a+1:a€ A} es un anillo con las operaciones:

@+ D+ G+ =(a+b)+1I, (a+I)-(b+1I)=ab-+1.

Demostrar también que si A es conmutativo (unitario), entonces A/l es
conmutativo (unitario).

79. Descomposicion candnica

288. Sea f : A — A’ un homomorfismo entre los anillos A y A’. Demostrar
que
1.n:A— A/ker f, n(z) = x + ker f es epimorfismo.
2.g:A/ker f - Im f, g(z +ker f) = f(x) es isomorfismo.
3.i:Imf — A’, i(z) =  es monomorfismo.
4. El siguiente diagrama es conmutativo:

A s

nd T
Alker f 25 TIm f

es decir, f =io0gon.
80. Concepto de cuerpo

289. Determinar los elementos invertibles de Z;; y deducir que es un
cuerpo.
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290. Demostrar que K = {:L‘+y\/§ : x,y € Q} con las operaciones usuales
suma y producto de nimeros reales, es un cuerpo.

291. Demostrar que cualquier interseccién de subcuerpos de un cuerpo K
es subcuerpo de K.

292. Demostrar que todo cuerpo es dominio de integridad.
293. Demostrar que los tnicos ideales de un cuerpo K son {0} y K.

294. Demostrar que en un cuerpo K, la ecuacion ax = b con a,b € Ky
a # 0 tiene siempre solucién nica.

81. Cuerpos Z,

295. Resolver en el cuerpo Z7 la ecuacién 2z + 5 = 3.

296. Resolver en el cuerpo Zs las ecuaciones:
(@) 2> +2+3=0. (b)2*+222+42+3=0.
204+ 3y =2

297. Resolver en Zs el sistema
T+ 2y =4.

298. Sabiendo que el conocido método de los adjuntos para calcular la
inversa de una matriz real cuadrada, es también vélido para todo cuerpo,

hallar en Z; la inversa de la matriz A = ﬁ ﬂ .

299. Demostrar que todo dominio de integridad con un nimero finito de
elementos es un cuerpo.

82. Caracteristica de un cuerpo

300. Determinar las caracteristicas de los cuerpos Q, R, C y Z, (p primo).

301. Demostrar que la caracteristica de un cuerpo, o es infinito, o es un
numero primo.

83. Homomorfismos entre cuerpos

302. Sea f: K — L un homomorfismo de cuerpos. Demostrar que:
a) £(0) =0y f(~a) = —f(a), Ya € K.
b) f()=1y fla™') = f(a) ", Va €K, a #0.
¢) Im f es un subcuerpo de L.
d) f es inyectivo.
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303. Sea A un anillo conmutativo, unitario y no nulo. Demostrar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) A es un cuerpo.
(2) Los tnicos ideales de A son {0} y A.
(3) Cada homomorfismo de A en todo anillo conmutativo, unitario y no nulo
B, es inyectivo.
Nota. Se consideran los homomorfismos que cumplen f(1) = 1.

304. 1) Demostrar que el conjunto A = {A, ) = _y g] cx,y € R} es

un cuerpo con las operaciones suma y producto habituales de matrices.

2) Demostrar que la aplicacién f : C — A dada por f(x +iy) = A, es
un isomorfismo de cuerpos.

84. Teorema de Wedderburn

A lo largo de los siguientes problemas la letra K designard un cuerpo
finito y no necesariamente conmutativo. Si A es un conjunto, denotamos por
|A| al cardinal de A. Se trata de demostrar el teorema de Wedderburn i.e.
que todo cuerpo finito es conmutativo.

305. Sea k C K un subcuerpo propio y conmutativo de K.
(i) Demostrar que la dimensién de K como k-espacio vectorial es finita y
mayor o igual que 2
(ii) Demostrar existe un entero n > 2 tal que |K| = |k|".

306. Sea s € K. Definimos el centralizador de s como
Cs={r €K :zs=sx}

es decir, como el conjunto de los elementos de K que conmutan con s.
Demostrar que Cs es subcuerpo de K.

307. El centro de K se define como
Z={a€K:ar=rxaVzre K}

es decir, es el conjunto de los elementos de K que conmutan con todos los
de K. Demostrar que Z es subcuerpo conmutativo de K.

Nota. Obsérvese que el teorema de Wedderburn quedaria demostrado si
demostramos que Z = K.

308. Sea |Z| = q. Demostrar que |K| = ¢" y que |Cs| = ¢"* para ciertos
enteros positivos n, ns. Demostrar que si ademés K no es conmutativo, existe
s € K tal que ng < n.
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309. Definimos en K* = K \ {0} la relacién

1

u~v<&u=x vr para algin x € K*.

Demostrar que ~ es relacién de equivalencia en K* y determinar sus clases
de equivalencia.

310. Demostrar que |[s]| = 1 & s € Z, y que si K no es conmutativo
existe al menos una clase tal que [[s]| > 2.

311. Para s € K* denotamos C¥ = Cs \ {0} y Cix = {2z : z € C}}. Se
considera la aplicacién

fs: K* = [s], fo(z)=z"tsz.

Demostrar que fs(xz) = fs(y) si y sélo si, y € Crz. Aplicar éste resultado

para demostrar que
|[K*|  ¢"—1

i

en donde ¢, n y ng tienen los mismos significados que en el problema [308

312. Sea K no conmutativo y llamemos Z* = Z \ {0}. Sean [s1], ..., [sm]
las clases que tienen mds de un elemento (vimos que existen si K no con-
mutativo). Demostrar la férmula

n 1 n

m
n . q — q
qg'—1=g 1+kzan_1 con 1<q”
=1

P 1

eENVk=1,...,m.

313. Sea K no conmutativo. Demostrar que ny, | n paratodo k =1,...,m.

314. Sea & = e2™/" y U, = {1,£,£2,...,6" 1} el grupo ciclico multiplica-
tivo de las raices enésimas de la unidad. Si A € U,, definimos ord A (orden
de \) como el menor entero positivo d tal que A = 1. Por el teorema de
Lagrange, necesariamente d | n. Para todos los divisores positivos d de n
definimos los polinomios:

¢a(z) == H (x — A) con lo cual, 2" — 1 = H da(z).

ord A\=d din

(i) Descomponer 2% — 1 como producto de los polinomios ¢q4(x) con d | 6.
(ii) Demostrar que para todo n el polinomio ¢, (z) tiene coeficientes enteros
(i.e. ¢n(z) € Z[x]) y que su término constante es 1 0 —1.

315. Demostrar que si K no es conmutativo, entonces ¢,(q) | ¢ — 1.

316. Demostrar el teorema de Wedderburn: todo cuerpo finito es conmu-
tativo.
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85. Anillo segiin parametros

317. En el conjunto de los nimeros reales se definen las operaciones
rxy=x+y+4 , zoy=axy+Ar+ Ay+12,

con A € R. Hallar X para que (R, *,0) sea anillo.

86. Anillo y grupo de matrices

318. Dada una matriz M € M,(R) se consideran los siguientes subcon-
juntos:
M={AeM,(R): AM = MA}
N={Aec M,(R): AM = MAy A regular}
Se pide:
1. Analizar si (M, +,-) es un anillo.
2. Analizar si (V) es un grupo.

3.Siesn:2yM:[_Zi ;] , hallar M y N.

87. Maximo comun divisor en los enteros de Gauss

319. Sea Z[i] = {a+bi : a € Z,b € Z} con las operaciones usuales de
suma y producto de complejos. Se pide:
1. Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario. (Se llama anillo de
los enteros de Gauss).
2. Hallar todos los elementos invertibles de Z][i]
3. Se define para z € Z[i] la aplicacién p(z) = |z|?. Probar que (Z[i], ¢) es
un anillo euclideo.
4. Hallar el maximo comin divisor de 16+ 7i y 10 — 5i (Utilizar el algoritmo
de Euclides).

88. Dominio de integridad no euclideo

320. Sea Z[v/5i] = {a + b\/5i : a,b € Z}.
1. Probar que con las operaciones usuales suma y producto de nimeros com-
plejos, Z[v/5i] es un dominio de integridad.
2. Hallar sus unidades.
3. Demostrar que 6 puede descomponerse en dos formas esencialmente distin-
tas en producto de factores irreducibles de Z[/5i]. Esto probara que Z[v/5i]
es un dominio de integridad no euclideo.
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89. Binomio de Newton en un anillo

321. Sean ay b dos elementos permutables de un anillo A, es decir ab = ba.
Demostrar que ¥n € N* = {1,2,3,...} se verifica la férmula de Newton:

(a+b)" = Zn: <Z> a"kpk.

k=0

90. Anillo de las funciones reales

322. Sea X un conjunto distinto del vacio y sea F(X,R) el conjunto de
todas las funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones
Suma. Para todo f,g € F(X,R), (f+g)(x)=f(z)+g(x) VrelX.
Producto. Para todo f,g € F(X,R), (f-g)(x)= f(z)-g9(z) VzeX.
Demostrar que (F(X,R),+, ) es anillo conmutativo y unitario. A este anillo
se le llama anillo de las funciones reales.

91. Anillo idempotente

323. Sea (A, +,-) un anillo idempotente, es decir un anillo que satisface
z? = z para todo z € A.

1. Demostrar que el anillo es conmutativo.

2. Estudiar la ley interna sobre A definida por z xy = = + y + xy.

3. Demostrar que ¢ < y < xy = x es una relacién de orden sobre A.

4. ;Existe elemento minimo en (A, <)?

92. Cuerpo finito con caracteristica infinita

324. Construir un cuerpo infinito con caracteristica finita.

93. Cuerpo conmutativo con funcién sobre R

325. Sea K un cuerpo conmutativo y f una aplicacién de K en R* (ntime-
ros reales no negativos) tal que Vz,y € K se verifica
(a) f(z +9) < sup{f(z), f(»)}
(b) fzy) = f(2)f(y)
(¢) flz)=0<2=0
1. Sea u el elemento unidad de K respecto del producto. Demostrar que

f(w)=1.
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2. Sea A= f~1([0,1]), demostrar que si z,y € A entonces z +y € A.

3. Sea z € A, demostrar que —x € A (—xz es el elemento simétrico de x
en K respecto de la suma).

4. Estudiar la estructura algebraica més completa de (A, +, ).

94. Cuaternios de Hamilton

326. Sea H = R x R* = {A=(a,d@):a€R,aecR*}. A cada elemento
A de H se le llama cuaternio (o cuaternion). En el conjunto H se define la
igualdad de dos elementos A = (a,d) y B = (b, 5) mediante:

A=Bsa=bya=p

Definimos la suma A + B y el producto AB mediante:

-,

A+ B=(a+ba+ph), AB=(ab—a-f af+bi+anp)

en donde - representa el producto escalar usual de R? y A el producto vec-
torial.

1. Demostrar que (H, +) es un grupo abeliano. Precisar el elemento neu-
tro E y el opuesto de A.

2. Demostrar que la multiplicacién es distributiva respecto de la suma.

3. Demostrar que ‘H — {E} es un grupo con la operacién producto de
cuaternios. Precisar el elemento unidad U . Demostrar que el inverso A~

de A = (a,d) es:
a —a
Al =
(a2+o72’ a2+622>

4. A la vista de los resultados anteriores, ;qué estructura tiene H?

95. KT y K™ no son isomorfos

327. Demostrar que los grupos aditivo y multiplicativo de un cuerpo nun-
ca son isomorfos.

96. Semianillo tropical

328. En el conjunto T = RU {400} se definen las operaciones
r@®y=min{z,y}, z0Oy=z+y.

(a) Demostrar que (T, @) es semigrupo abeliano con elemento neutro.
(b) Demostrar que (T, ®) es también semigrupo conmutativo con elemento
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unidad.
(c) Demostrar que la operacién ® es distributiva respecto de la operacién
@. Es decir, que para todo z,y, z € T se verifican las igualdades

i) 2O Y®z)=(20y) &0 =2),
i) (z@y) Oz=(x02)® (y©2).

(d) Demostrar que Oy anula a todo elemento de T, es decir que
O ©@x=200r=0 VzreT.

Nota. Los apartados anteriores prueban que (T, ®,®) es un semianillo con-
mutativo. Se le denomina semianillo tropical.

(e) Paran > 1 entero y a € T, denotamos a" =a®a® ... ® a (n veces).
Demostrar que para todo x,y € T se verifica (z ® y)? = 2% @ .

(f) Demostrar que para todo entero n > 1y x,y € T se verifica (x & y)" =
x" ®y".

97. Unidades en A[[X]]

329. Sea A un anillo conmutativo y unitario y A[[X]] el anillo de las series
formales S(X) =3, +;an X" con coeficientes a, € A. Demostrar que

S(X) = Z an, X" es unidad en A[[X]] < ap es unidad en A.
n>0

98. Cuerpo Q(/5,1)

330. Denominemos por Q(v/5,4) al menor subcuerpo de C que contiene a
QU {V/5,i}. Demostrar que

Q(V5,4) = {p+qi+rV5+sV5i: p,qrsecQl

99. Menor subanillo que contiene a un conjunto

331. Sean R un anillo y F una familia de subanillos de R.
1. Demostrar que Ry = ()gcr S es subanillo de R.
2. Sea G un subconjunto de R y denotemos

R[G] = (] con C = {S subanillo de R: G C S}.
SeC
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Demostrar que R[G] es el menor subanillo de R respecto de la inclusién que
contiene a G.

3. Demostrar que R[G] estd constituido por todos los elementos de R que
son sumas finitas de productos finitos de elementos de G U (—G).

100. Un ideal no principal

332. Demostrar que el ideal de Z[z] dado por I = (2, ) no es principal.

101. Unidad en un anillo cociente

333. Sea el ideal de Q[z], I = (2® +3x+2). ;Es (z+1)+ I € Q[x]/I una
unidad de Q[z]/I?

102. Un anillo no principal

334. Sea R un dominio de integridad que no es un cuerpo. Demostrar que
R[z] no es un dominio de ideales principales.

103. Cuerpo ordenado

335. Sea (K, +,-) un cuerpo y < una relacién de orden total en K. Deci-
mos que (K, <) es un cuerpo ordenado si se verifican los axiomas

(K1) Va,b,ce K, a<b=a+c<b+ec.
K2) Va,be K, a>0yb>0=ab>0.
(K2) Va, : y

Es claro que Q y R son cuerpos ordenados con el orden usual, sin embargo:
Demostrar que ningtin orden total en C le puede dar estructura de cuerpo
ordenado.

104. Inverso en Q/(z?+x + 1)

336. Hallar el inverso del elemento 3+ 2z + (22 +x+1) de Q/(x® +x +1).

105. Cuerpos primos

337. Los cuerpos Zs,Z3,Zs, . ..,Q se denominan cuerpos primos.
1. Demostrar que todo subcuerpo de un cuerpo primo coincide con él mismo.
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2. Demostrar que todo cuerpo contiene a un subcuerpo isomorfo a un cuerpo
primo. Es decir, todo cuerpo contiene a un cuerpo minimo que es una copia
de Q o de Z, para algin p primo.

106. Anillos Z[/d]

338. Sea d € Z — {0,1} y libre de cuadrados, es decir no es divisible por
el cuadrado de ningin entero salvo el 1. Se define

ZIVd) == {a+bVd : a,b c Z}.

1) Demostrar que Z[v/d] es subanillo de C.

2) Demostrar que Z[v/d] es dominio de integridad.

3) Para todo a = a + bvd € Z[Vd] se define el conjugado de a como
@ = a — bv/d. Demostrar que para todo a, 8 € Z[/d] se verifica aff = @p.
4) Para todo o € Z[/d] se define la norma de o como N (a) = a@. Demostrar
que N es funcién con valores enteros y multiplicativa.

5) Sea o € Z[V/d]. Demostrar que: N(a) = +1 < « es unidad en Z[/d).

107. Ideales bilateros en K"*"

339. Demostrar que en el anillo K"*" de las matrices de orden n sobre
un cuerpo K los tnicos ideales bilateros son los triviales.

108. Homomorfismo que no conserva la unidad

340. Sea Z3 el anillo producto directo Z x Z x Z con las operaciones usuales
en Z. Demostrar que la aplicacion

f:7°=7° f(z,y,2) = (z,y,0)

es un homomorfismo de anillos que no conserva el elemento unidad.

109. Ideal maximal en C*(R)

341. (a) Sea A = C*(R) el conjunto de las funciones de clase infinito de
R en R. Demostrar que es un subanillo del anillo F(R,R) de las funciones
reales de variable real, con las operaciones habituales suma y producto.

(b) Demostrar que I = {f € A: f(0) = 0} es ideal de A.
(c) Demostrar que I es ideal maximal de C*°(RR).
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110. Anillo no noetheriano

342. Sea C(R) el anillo conmutativo y unitario de las funciones continuas
de R en R con las operaciones usuales suma y producto.
(a) Demostrar que para todo enteron > 0, I, = {f € C(R) : f(x) =0siz >
n} es un ideal de C(R).
(b) Demostrar que la sucesién de ideales {I,} no cumple la condicién de
cadena ascendente. Concluir.

343. (a) Sea R un anillo conmutativo y unitario. Se dice que R cumple la
condicion de cadena ascendente sii para toda cadena I, de ideales de R

Lchcl3c...cl,Clhy1C...

existe un ng natural tal que I, = I, para todo n > ng (i.e. la cadena se
estabiliza). Demostrar la siguiente caracterizacién

R es noetheriano < R cumple la condicién de cadena ascendente.

(b) Aplicacién: demostrar que el anillo C(R) de las funciones continuas de
R en R no es noetheriano.

111. Cuerpo de fracciones

344. Sea A un anillo conmutativo y unitario. Sea S C A un subconjunto
multiplicativamente cerrado de A, es decir tal que 1 € S 'y S es cerrado para
la multiplicacién.

(1) Demostrar que la relacién en A x S dada por

(a,s) ~ (b,t) & (at — bs)u = 0 para algin u € S,

es de equivalencia.

a
(2) Denotemos por S~!A al conjunto cociente (A x S)/ ~ y por — a la clase
s

de equivalencia de (a,s). En S~'A definimos las operaciones

b t+b
Suma:g+f=a+8 2
s t st S

. Producto: — - é = at + bs.
t st

Demostrar que estdn bien definidas es decir, no dependen del representante
elegido.

(3) Demostrar que con las operaciones suma y producto definidas en el
apartado anterior, S~'A es anillo conmutativo y unitario.

(4) Demostrar que f : A — S~1A dado por f(z) = % es un homomorfismo
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de anillos unitarios.

(5) Sea ahora A un dominio de integridad, es decir un anillo conmutativo,
unitario y sin divisores de cero. Consideremos S = A — {0}. Demostrar que
S~1A es un cuerpo que contiene una copia de A (se le llama cuerpo de
fracciones de A).

(6) Identificar en el anillo usual A = Z su cuerpo de fracciones.

112. Existencia de ideales principales

345. Sea A # {0} un anillo conmutativo y unitario. Demostrar que

a) A contiene al menos un ideal maximal.
(b) Si K # (1) es un ideal de A, existe un ideal maximal de A que contiene
a
c

~

— ~

Si x € A no es unidad, x pertenece a un ideal maximal.

113. Ideal generado por un subconjunto

346. Sea R un anillo conmutativo y unitario y S un subconjunto de R. Se
define

(S) = {Z r;s; (suma finita) : r; € R, s; € S}.

(a) Demostrar que (S) es ideal de R.
b) Demostrar que (S) es el menor de todos los ideales de R que contienen
a S. Al ideal (S) se le llama ideal generado por S.

114. Nilradical y radical de Jacobson
Sea A un anillo conmutativo y unitario y denominemos
N ={z € A: x es nilpotente}.
347. Demostrar que N es un ideal de A. Se le llama nilradical de A.

348. Demostrar que A/N no tiene elementos nilpotentes no nulos.

349. Demostrar que el nilradical N es la interseccién de todos los ideales
primos de A.

Se define el radical de Jacobson J como la interseccién de todos los
ideales maximales de A.

350. Estudiar la relacién entre el nilradical y el radical de Jacobson.
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351. Demostrar la siguiente caracterizacion del radical de Jacobson:
x € J < 1— 2y es unidad en A para todo y € A.

352. Determinar el nilradical y el radical de Jacobson en Z.
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Congruencias y anillo de
clases residuales

115. Congruencias

Mientras no se diga lo contrario, las letras denotardn niimeros enteros.
El méximo comun divisor de los numeros ai,...,a, Se representara por
(a1,...,a,) y su minimo comin multiplo por [a, ..., a,].

353. Sean a,b € Z y m € Z~q. Decimos entonces que a es congruente con
b modulo m si a a y b les corresponde el mismo resto de su divisién euclidea
por m. Escribimos en tal caso a = b (m6d m). Demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes
(1) a = b (méd m).

(77) a es de la forma a = b+ km con k entero.
(731) m | (a — b).

354. Analizar si son ciertas las afirmaciones
1) 30 =9 (méd 7).
2) 45 =0 (mdéd 15).
3) 13 = —2 (mdd 3).

355. Demostrar que para todo m € Z-q la relacion en Z dada por a =
b (méd m) es de equivalencia.

356. Para m = 3 determinar las clases de equivalencia y el conjunto co-
ciente.

357. Demostrar las siguientes propiedades de las congruencias
(1) a=b (méd m) Ac=d (méd m) = a+c=b+d (méd m), es decir las
congruencias se pueden sumar término a término.
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(2) a =b (médm)Aec = d (méd m) = ac = bd (mdéd m), es decir las
congruencias se pueden multiplicar término a término.

(3) Si a =b (méd m) y n es entero no negativo entonces, a’ = b" (méd m).
(4) Si f € Zlzx] y a = b (m6d m), entonces f(a) = f(b) (mdd m).

358. Demostrar que 23'® =1 (méd 7).
359. Calcular el resto de la divisién de 173* entre 5.

360. Demostrar que
(1) ¢>0ya=b(méd m) = ac = bc (méd mc)
(1) d>0,d|mya=b(méd m)=a=>b(mbd d).

361. Sea c # 0. Demostrar que
(1) Si ca = ¢b (méd m), entonces a = b (méd m/(c, a)).
(73) Sica = cb (méd m) y (¢,m) =1 entonces a = b (méd m)

362. Sean mi,mao,...,m, enteros positivos. Demostrar que son equiva-
lentes
(1) a = b (méd m;) para todo i =1,2,...,r.
(17) a = b (méd [my, ma,...,my]).

Segin el problema la relacién en Z dada por a = b (méd m) es
de equivalencia. Vamos a determinar el conjunto cociente Z/ = y a cada
elemento de este conjunto cociente le llamamos clase residual modulo m.

363. Demostrar que existen exactamente m clases residuales médulo m a
saber

z)==1{0,1,2,...,m —1}.

116. Anillo de las clases residuales

364. Demostrar que el conjunto Z/ = de las clases residuales médulo m
tiene estructura de anillo conmutativo y unitario con las operaciones

a+b=a+b, ab=ab.

Nota. A este anillo {0,1,2,...,m — 1} de las clases residuales médulo m se
le denota por Z,,. Usualmente se simplifica la notacién escribiendo Z,, =
{0,1,2,...,m — 1}.

365. Construir la tabla de Cayley del anillo Zs.
366. Construir la tabla de Cayley del anillo Zy.

367. Construir la tabla de Cayley del anillo Zg.
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368. Construir la tabla de Cayley del anillo Zs.

369. Sea m > 1 entero. Demostrar que Z,, es dominio de integridad < m
es primo.

370. Demostrar que Z,, es un cuerpo si y sélo si m es primo.

117. Sistemas completos de residuos

Si elegimos un ntimero a; de cada clase de residuos médulo m, al conjunto
{a1,a9,...,an} se le llama sistema completo de residuos médulo m. Por
ejemplo, los conjuntos {0,1,2,3,4} y {4,—7,14,7} son sistemas completos
de residuos modulo 4.

371. (i) Para todo entero n se verifica (a,b) = (a — nb, b).
(77) Siz =y (méd m), entonces (x,m) = (y, m).

372. Una clase residual a se dice que es relativamente prima con m, si
(a,m) = 1. Demostrar que esta definicién no depende del representante
elegido de la clase a.

118. Funcién ¢ de Euler

Supongamos que ¢(m) denota el nimero de clases residuales que son
relativamente primas con m. A la funcién ¢ se la llama funcion ¢ de Euler.
Cualquier conjunto {r1,72,...,74(m)} de enteros elegidos de entre cada una
de las clases residuales que son relativamente primas con m se llama sistema
reducido de residuos mddulo m. Por supuesto, que ¢(m) es el nimero de
enteros del intervalo [0, m — 1] que son relativamente primos con con m y
tales ndmeros {x1,xo9,... ,x¢(m)} forman un sistema reducido de residuos
modulo m.

373. 1) Calcular ¢(9).
2) Calcular ¢(p) con p primo.
3) Calcular ¢(p*) con p primo y k > 0 entero.

374. Sea (a,m) = 1, {r1,re,...,r,} un sistema completo de residuos y
{51,852, 84(m)} un sistema reducido de residuos. Demostrar que
(1) {ar1,ara,...,ary,} es un sistema completo de residuos.
(2) {as1,as2,...,54(m)} es un sistema reducido de residuos.

119. Teorema de Euler

375. (Teorema de Euler).
Demostrar que si (a,m) = 1, entonces a®™ =1 (méd m).
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120. Pequeno teorema de Fermat

376. (Pequeno teorema de Fermat).
Demostrar que si p es primo y p { a, entonces

a?~1 =1 (mdéd p).
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Sistemas lineales

121. Sistemas escalonados

377. Resolver sobre R el sistema escalonado

3r1 + To — T3 = 9
2:62 + 5:E3 = —15
4oy = —12

378. Resolver sobre R el sistema escalonado

z + 2y — 2z =7
-y + 3z = 2

379. Resolver sobre R el sistema escalonado

r + 3y = 2/3
oy = -1

380. Resolver sobre C el sistema escalonado

2y + (1+d)z = 2/3
209 = 1—1

381. Resolver sobre Zs los sistemas escalonados

2) {3$+2y:4 ) {x+4y:1

3= 1 0y = 2 ¢) {3z+2y=14
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122. Reduccion gaussiana

382. Resolver en R el sistema lineal

y+z=1

r+z=1

r+y=1
—3r+2y+2=0

r+2y+32=3
383. Resolver en R el sistema lineal
3x1 — 2x9 + 4x3 =2
—x1+2x3=0
2r1 +x3 = —1
T, + 229 + 23 = 1.
384. Resolver en R el sistema lineal
201 — 3o+ 223+ x4 =1
—x1 + 213 + x3 + 204 = 2

4:E1 — 7:E2 — 3:E4 =-3.

385. Resolver en Zr; el sistema lineal

T+ 6y =2
20+ 3y =3
o + by = 1.

123. Sistemas lineales segtin parametros

386. Discutir y resolver en R segin los valores del pardametro real a el
sistema lineal
ar+y+z=1
rT+ay+z=a
r+y—+az=a.

387. Discutir en R segtin los valores de los pardmetro reales c y d el sistema
lineal

z4+y+cz=0
r+ecy+2=0
T+ y+cz=d.
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388. Discutir y resolver en Z1; segtn los pardmetros a,b € Z1; el sistema
lineal
Tr+3y=1
{Qx +ay =b.

389. Discutir en R segun el valor del parametro real A el sistema lineal

Ar1+ 2o+ a3+ 34 =1
T1+ Ao+ 3+ x4 = A
$1+$2+)\$3+$4:)\2
x1+m2+x3+/\m4:/\3.

124. Problemas de aplicacion

390. Disponemos de tres montones de monedas y duplicamos las monedas
del segundo montén tomando las necesarias del primer montén. Duplicamos
después las monedas del tercer montén a costa del segundo montén. Por
ultimo, duplicamos las monedas del primer montén tomando las necesarias
del tercer montén. Al final, el nimero de monedas en los tres montones es
el mimo.

a) ;Cuél es el minimo nimero de monedas que permite hacer esto y como
estan distribuidas inicialmente?
b) ;Puede hacerse con 6'°° monedas?

391. ;De cuantas maneras pueden comprarse 20 sellos de 5, 25, y 40 u.m.
(unidades monetarias) cada uno por un importe total de 500 u.m. de forma
que adquiramos al menos uno de cada clase?

392. La tabla siguiente muestra cuatro productos P, P», P3 y P, junto
con el nimero de unidades/gramo de vitaminas A, B y C que poseen por
unidad de peso. ;Se puede elaborar una dieta que que contenga 10 unidades
de viamina A, 20 de By 5 de C?

|A B C
Pl 20
Pl 1 0 2
Pyl 2 1 0
P11 1
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Matrices sobre un cuerpo

125. Concepto de matriz, suma de matrices

393. Escribir una matriz genérica A de orden 2 x 3, otra genérica B de
orden 4 x 3, y otra genérica C' de orden 1 x 1.

394. Para una matriz genérica A cuadrada de orden 3, identificar los ele-
mentos de la diagonal principal y los de la diagonal secundaria.

395. Determinar para que valores de = e y son iguales las matrices:

_ 5 r — 4y _ 5 —11
A= r—y+4 05 ]’ B_[x—i-y 1/2]'

396. Hallar M + N y M — N, siendo:

12 2 -5 3 1
M=1]2 12, N=|0 -1 4
2 2 1 0 0 2/3

397. En Z3*? hallar A + B, siendo:

398. En K3*2, escribanse el elemento neutro para la suma, y la matriz
opuesta de una matriz genérica A.
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126. Grupo aditivo de las matrices sobre un cuer-
po

399. Demostrar que (K™*™ +) es un grupo abeliano (grupo aditivo de
las matrices de 6rdenes m x n con elementos en el cuerpo K).

127. Producto de un escalar por una matriz

400. Dadas las matrices

1 -2 4 0 5 1
A_[l 1 o]’ B‘[? -2 0]’

calcular 24 — 3B.
401. En M5(Zs), calcular 2A — 3B siendo:

2 4 01
402. Resolver en R2*3 ¢l sistema:

2X +3Y = A
3X —4Y = B,

. 2 -1 1 1 1 2
51endoA—[4 0 1}yB—[O _3 2}

403. Demostrar que para todo A\, u € K, y para todo A, B €€ K™*" gse
verifica:
1) AMA+ B) = XA+ \B.
2) (A4 p)A = A+ pA.
3) A(pA) = (Ap)A.
4) 1A = A.

128. Multiplicaciéon de matrices

1 -1 0 1 3
404. DadasA—[2 B]yB—[4 9 5],hallarAByBA.

-2 -3 3 4
probar que AB # BA.

405. Dadas A = [_1 1 } y B = [1 2] , hallar AB y BA, para com-
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406. En Ms(Zs), calcular AB siendo:

ot ol )

407. Multiplicar por cajas:

2|-1 2 1/3 1
3]-1 4 1[0 4
40 1 1|15

408. Comprobar la propiedad asociativa del producto de matrices para:

1 -1 3 11
A=|2 4 2| ,B=|-2 4,C:B gﬂ.
0 3 5 3 3

409. Sean A € K™", B €¢ K"P, y C € K™*P, Si AB = (C, dar una
férmula para el elemento c;; de C' en funcién de los elementos de A y B.

410. Demostrar la propiedad asociativa del producto de matrices.

411. Se consideran las matrices:

10 -1 1 4 0
St R P R B
Verificar las propiedades A(B+ C) = AB+ AC y (A+ B)C = AC + BC.
412. Sean A € K™*™ y B, C € K"*P. Demostrar la propiedad distributiva
A(B+C)=AB+ AC.
413. Sean A € K™*" B € K"*P y \ € K. Demostrar que
AMAB) = (M)B = A(AB).
414. Sea A una matriz cuadrada de orden 10 cuyos términos estdan dados
por
a; =81 i i=j
Qi5 = 2 si 1 75 ]

Determinar el término bsg de la matriz B = A2.

1 -1 0 25
415. Sea A= [0 0 3 | . Calcular Z(—l)kA%.
0o 0 -1 k=0

416. Una matriz cuadrada A se dice que es idempotente si y sélo si, A% =
A. Demostrar que si A es idempotente, también lo es I — A.
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129. Matriz inversa

-1 -
2 5 3 =5
417. Demostrar que [1 3} = 12 ] .

418. Sea A € M, (K) invertible. Demostrar que su inversa es unica.

419. Dada la matriz A = E _41 , hallar A1 :
(i) Usando el método de Gauss.

(77) Usando el método de los adjuntos.

(4ii) Considerando como incégnitas las columnas de A~L.
11 2
420. Calcular al inversa de la matriz A = [3 2 0|, usando el método
2 0 4
de Gauss y el de los adjuntos
11 1 4
11 -1 1
-1 _
421. Hallar A=, siendo A = L0 2 4
3 2 —-15

2 2
3 4
(1) Usando el método de Gauss.

(77) Usando el método de los adjuntos.

422. Dada la matriz A = [ ] € My(Zs), hallar A=1:

S Mg(@)

— . S,

1
423. Hallar la inversade A = |7 1
71

424. Sea A € R™" cumpliendo A3 — 342 + 5A + 71 = 0. Demostrar que
A es invertible y hallar A~! en funcién de A.

425. Sean A y B dos matrices invertibles de orden n. Demostrar que AB
es invertible y que (AB)™! = B~1A~L

426. Se considera la matriz real

a —b —c —d
b a d —c
A= c —d a b
d c —-b a

Hallar A*A y usar el resultado para calcular A~1.
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427. Sean A, B, C matrices cuadradas del mismo orden, con B y C inver-
tibles, verificando (BA)!B~1(CB~1)~! = I. Demostrar que A es invertible
y expresar A~! en funcién de By C.

428. Hallar A~!, siendo A =

_ oo o o
— -0 O
—_— = = O

1
1
1
1

429. Determinar k € Z1; para que no sea invertible la matriz:
7

2 3
A=110 0 5 EMg(ZU).
4 2 k

430. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

1 2 22 ... on—17
01 2 ... 2n2
A= 10 0 1 2n—3
o0 0 ... 1 |

431. Para cada a € R se consideran las matrices de la forma:

1 a a%/2 a/6

01 a a%/2
Ma = 00 1 a

00 O 1

Calcular M, - M} y usar el resultado obtenido para determinar M, 1

v 1+a? Demostrar
V1+ 22 x '

432. Para cada x € R se define A, =
que Ayt =A_,.

433. Dada la matriz dependiente del pardmetro x € R:

1 1
A=10 x|,
1 1

o = 8

determinar su inversa, cuando exista, aplicando el método de Gauss.
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130. Inversa de orden n por el método de Gauss

434. Hallar la inversa de la matriz de orden n > 1 :

01 1 1
101 1
A—|1 10 1
11 1 0]

131. Inversa de orden n por sistema de columnas

435. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

12 3 n

12 n—1
A= 10 01 n—2
000 . 1

132. Ecuaciones y sistemas matriciales

436. Sean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Re-
solver la ecuacion AX = B. Como aplicacién, calcular X tal que:

6
7

1 01 4 2
21 0 X= 6 5
310 10 8 6

437. Sean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Re-
solver la ecuacién X A = B. Como aplicacién, calcular X tal que:

SRRk

438. Sean A, B,C tres matrices cuadradas de orden n, con A, B inver-
tibles. Resolver la ecuacion AXB = C. Como aplicacién, calcular X tal

que:
1 2 2 3 5 7
[2 5} X [1 1] [12 17] ‘
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439. Resolver el sistema lineal
2r1 —x0 —x3 =4
3x1 +4x0 — 223 =11
3x1 — 2:L’2 + 4:L’3 = 11,
usando el concepto de matriz inversa.

440. Resolver la ecuacién matricial [_11 _11] X = [_11 _11] .

441. Resolver la ecuacién AX = B, con A = [24 _21} y B = [(1) (1)] .

442. Resolver el sistema de ecuaciones matriciales

{AX—BY:0

BX + AY =C,
1 1 1 4 2 —1 0 0
dondeA—[1 1],3—[1 5},0—{2 _2},0—{0 0].

443. Sean A € M,,(R) y B € M,(R) matrices invertibles y sea C €
Myxn(R).
a) Obtener las matrices X,Y, Z en funcién de A, B,C' de manera que se
satisfaga la ecuacién matricial:

o 3o v=[6 1)

b) Usar el resultado del apartado anterior, calcular la inversa de la matriz:

10 -1 1
01 1 -1
N=1lo o -1 1
00 1 1

133. Transposicion de matrices

444. Se consideran las matrices reales:

-1 1 2 —1]

2
9 3 0 2 5
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Verificar:

a) (ATYT = A,
bMA+B) = AT + BT.
c) AT = AT, YA e R.

445. Se consideran las matrices reales:

2 -1
A=13 4|, B:F2 ;1.
2 3

Verificar que (AB)T = BT AT.

446. Sean A, B € K™*" y X € K. Demostrar que:
a) (AT)T = A.
b) (A+ B)T = AT + BT,
c) (AA)T = \AT,

447. Sea A € M, (K) invertible. Demostrar que la inversa de su traspuesta
es la traspuesta de su inversa.

448. Sea A € M, (K) simétrica e inveritble. Demostrar que A~! es simétri-
ca.

449. Sean A, B € R™" simétricas. Demostrar que AB es simétrica <
AB = BA.

134. Descomposicién A = uv!

450. Sea A una matriz real cuadrada de orden n y rango 1. Analizar la
validez de las siguientes afirmaciones y demostrar aquellas que son ciertas.
1) Existen vectores columna u, v tales que A = uv®.

2) Existe un tinico nimero real a tal que A% = /A,
3) Supdngase que la traza de A es 2. Entonces, A — I es invertible. En caso
afirmativo, calcular su inversa.

Sugerencia: calcular (A — I)?.

135. Matriz nilpotente e inversa

451. Una matriz cuadrada A se dice que es nilpotente, si existe un p
natural tal que AP = 0. Demostrar que si A es nilpotente, entonces I — A es
invertible e

(I-A) ' =T+A+A%+
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Aplicar este resultado al cdlculo de la inversa de:

1 2 4 8
012 4
M_()012
00 01

136. Potencia enésima por binomio de Newton

452. (a) Sean A, B € K"*™ dos matrices que conmutan, es decir AB =
BA. Demostrar por induccién que se verifica la férmula del binomio de

Newton:
n
A+ B)" = Ak gk,
(44 B) ,;(k)

(b) Se consideran las matrices:
210 010
A=10 2 1| ,N=1]0 0 1
0 0 2 0 00

Demostrar que N3 = 0 y como aplicacién, hallar A™.
(c) Hallar A™, siendo

SO O =
S O = =
O = =
== = =

137. Traza de una matriz, propiedades

453. Sea A = [a;;] € M,(K). Se llama traza de A 'y se representa por tr A,
a la suma de los elementos de la diagonal principal de A, es decir:

n
trA:an—l—agg—i—”-—i-ann:Zaii.
=1

Demostrar que para cualquier par de matrices A, B de M, (K) y para cual-
quier A € K se verifica:

a) tr(A+ B) =tr A+ tr B.

b) tr(AA) = A tr A.

c) tr(AB) = tr(BA). d) AB— BA# 1.
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138. Matriz de Markov

454. Un vector de R X = (z1,...,2,)! es un vector probabilistico cuando
sus componentes son mayores o iguales que cero y suman uno, es decir z; > 0
y >y x; = 1. Una matriz cuadrada n x n es una matriz de Markov cuando
sus columnas son vectores probabilisticos. Se pide:

(a) Demostrar que una matriz cuadrada (n x n) A es de Markov cuando y
s6lo cuando para cualquier vector probabilistico (de R™) X el vector AX es
también probabilistico.

(b) Si Ay B son matrices de Markov (n x n) { Es A+ B de Markov? ; Es
AB de Markov? Dar las demostraciones o construir contraejemplos.

139. Inversa generalizada

455. 1. Sea A una matriz (cuadrada o rectangular). Se dice que una matriz
G es una g-inversa (o inversa generalizada) de A cuando AGA = A. Natu-
ralmente que G ha de ser de tipo n x m en el caso de ser A del tipo m x n.
Si A es cuadrada e invertible, entonces es facil comprobar que la inversa
A~ es (la tinica) g-inversa de A, de manera que el concepto de g-inversa es
una generalizacion del concepto de inversa. Lo que sigue es, ademds de una
prueba de evaluacién una invitacién al estudio de las matrices g-inversas.
(a) Célculo de las g-inversas en un caso particular. Se A la matriz m x n
que escrita por cajas presenta la forma

S|

donde la submatriz I, es la matriz unidad de orden r, y siendo nulas las
otras tres submatrices. Comprobar que la traspuesta At es una g-inversa de
A. Hallar todas las matrices G que son g-inversas de A.

(b) Existencia de g-inversas. Si A es una matriz m xn y de rango r, entonces
se sabe (y el alumno lo puede admitir si no lo sabe) que existen matrices
cuadradas e invertibles P y Q tales que PAQ = A, donde A es precisamente
la matriz del apartado anterior. Comprobar que G = QAP es una g-inversa
de A. Esto demuestra que toda matriz A posee alguna g-inversa, y en general
no es uUnica como se habra comprobado en el apartado anterior.

(¢) Relacién de simetria. Comprobar que con los datos del apartado anterior
A es también g-inversa de G. Se pregunta si esto es general, es decir jsi G
es g-inversa de A, entonces A es g-inversa de G7. Dar una demostracion o
construir un contraejemplo.

2. Aplicacién de las g-inversas al estudio de los sistemas de ecuaciones. Sea
G una g-inversa de A, y sea Ax = b un sistema de ecuaciones, donde A es la
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matriz m x n de coeficientes, = es el vector columna n x 1 de las incégnitas
y b es el vector columna m x 1 de los términos independientes.

(a) Compatibilidad. Demostrar que la igualdad AGb = b es condicién nece-
saria para que el sistema sea compatible. ;Es también condicién suficiente?
Dar una demostracién o construir un contraejemplo.

(b) Resolucién Si el sistema es compatible, demostrar que = = Gb + (I, —
G'A)z es solucién (donde I, es la matriz unidad de orden n, y z es un vector
columna n x 1 arbitario).

456. Sea ). = Z™" el conjunto de las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en Z. Demostrar que una condicién necesaria y suficiente
para que una matrix M € ) admita una inversa en ) es que

det M = +£1.
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Capitulo 9

Determinantes sobre un
cuerpo

140. Determinantes sencillos

457. Calcular los determinantes:

3 4 r+1 -
" ‘_2 7" ’) -z :1:+1"
cos —sena s —1 .
o) seno  COS« d) P (z = cos2m/3 +isen2m/3).
3 4
458. Dada A = [4 2] , hallar det A :

a) En R. b) En Zs. ¢) En Z7. d) En Zq;.

459. Calcular A = ‘13547 13647’ .

28423 28523
460. Establecer la identidad siguiente, sin desarrollar los determinantes:

14+a |
1 1+56|

a0+10+11
0 b 1 b 11

a 1
0 1f°

2 30
461. Calcular A= |1 2 1|:a)EnR.b)Zs.
31 2

111
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1 3 -2 5

. 4 2 7 =3

462. Calcular el determinante A = 9 7 _5 4
-3 2 -2 7

a) Desarrollado por los elementos de la primera fila.
b) Fabricando tres ceros en una linea.

51 000
6 51 00
463. Calcular A=10 6 5 1 0.
0 06 5 1
000 6 5
35 -1 2 2
21 0 2 =2
464. Calcular A=det |0 0 4 3 5
00 1 4 3
00 2 -1 2
1 6 5
465. Demostrar, sin calcularlo, que el determinante A = |1 8 0| es
1 9 5

multiplo de 15, sabiendo que 165, 180 y 195 lo son.

466. Demostrar, sin desarrollar, la siguiente igualdad de determinantes,
sabiendo que x # 0, y # 0:

1 1 1 2y xy 2z
22 4 YPl=lz 2 y
x> 8 o3 2 4 P

467. Calcular A%, A~! y det A, siendo

-1 -1 -1 -1

-1 -1 1 1
A= -1 1 -1 1
-1 1 1 -1

468. Desarrollar el siguiente determinante llegando a una expresion for-
mada por factores de primer grado

r—1 z22-1 z3-1
A=12z—-4 z2—4 3-8
3x—9 22-9 2327
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141. Determinantes por triangulacion

469. Calcular el determinante

r a b ¢ d
r x a b c
A=lz =z = a bl.
T T T T a
r T T X a
n 1 1 1
n 2 1 ... 1
470. Calcular el determinante A,, = |7 13 ... 1},
n 1 1 n
471. Calcular el determinante
1 2 2 2
2 2 2
A, =2 23 2
2 2 2 n
1 2 3 n
-1 0 3 ... n
472. Calcular el determinante A, = |—1 —2 0 ... n|,
-1 -2 -3 . 0
a b b b
b a b b
473. Calcular el determinante de orden n, A, = b b oa ... bl
b b b a
1 2 3 n—1 n
1 3 3 n—1 n
1 2 5 n—1 n
474. Calcular el determinante A,, =
1 2 3 ... 2n—3 n
1 23 ... n—1 2n-1
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142 Determinantes por induccién

475. Calcular el determinante

— — =8

1
1

[N NG
w8 NN

NI )
w w

Resolver la ecuacién D(z) = 0.

8 W ww

W

n—1
n—1
n—1
n—1

476. Se considera el determinante de orden n,

-1

Resolver la ecuacién A,, = 2°.

477. Calcular det A, siendo A = [a;;] € R"*™ definida por a;; = min{i, j}.

—1

1 1
T 7
1 7
-1 -1

478. Calcular el determinante de orden n, A,, =

142.

479. Calcular el determinante de orden n:

1+ 22
T

0

x
1422
x

0
x

1+ 22

S 3 3 3

N

a b
b a

b
b b

Determinantes por induccion

)

1+ a2

L o>

S
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480. Calcular el determinante de orden n,

1 1 1 1 1 1
-1 2 0 0 0 O
0O -1 2 0 0 O
A, = 0 0o -1 2 0 O
0 0 0 0 -1 2
481. Calcular el determinante de orden n
n n—1 n-—-2 ... 3 2 1
-1 T 0 ... 0 0 O
0 -1 T ... 0 0 O
Dn(l') — . .
0 0 0 -1 x 0
0 0 0 0 -1 =z
482. Calcular el determinante de orden n:
2t 2 0 ... 0
1 2z z2 0
Dy (z) = 0 1 2x ... 0
0O 0 O 2x

143. Determinante de Vandermonde

1 1 1 1
L2 3 -1
483. Resolver la ecuacion 422 9 1 0.
8 % 27 -1
1 1 1 1

log2 log20 1log200 log2000
logZ2 log?20 log®200 log?2000|’
log®2 log®20 1log®200 log®2000

484. Calcular A = siendo log el lo-

garitmo decimal.
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485. Demostrar la férmula del determinante de Vandermonde

1 1 1 1
T T3 3 Tn
2 2 2 2
V(zi,...,zn) =] 71 T3 T3 Tn | = H (xj —x4)
: 1<i<j<n
n—1 n—1 n—1 n—1
Ty Lo L3 Tn

486. (a) Demostrar que el siguiente sistema lineal es determinado

T+ 2y + 4z 4 8w = 16
r—2y+4z — 8w =16
x4+ 3y+ 92+ 27w =381
r — 4y 4+ 162 — 64w = 256.

(b) Resolverlo usando de forma adecuada el polinomio
PA) =A=2)(A+2)(A=3)(A+4).

487. Determinar las relaciones que han de verificar cosa, cos8 y cos~y
para que sea nulo el determinante

cos2a cosa 1
A =|cos28 cosfB 1f.
cos2y cosy 1

488. Expresar el siguiente determinante en forma de determinante de Van-

dermonde
1 1 1 1

_la b c d
" |lbed cda dab abe
a? b2 2 d?

A (abed #0).

144. Regla de Cramer

489. Comprobar que el siguiente sistema en R es de Cramer y resolverlo

201 +x0+ 13 =2
1+ 3x2+x3=25
T + 9 + dxg = —7.
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490. Usando la regla de Cramer resolver el sistema lineal

2v 4+ 3y =2
r+4y =2.

i) EnR. i) En Z;.
491. Convertir el siguiente sistema en R en uno de Cramer y resolverlo.
1+ 22 +x3+ 24 =1

201 4+ 220 —x3+ 314 = —2
3x1 +4xo + 4xy = —1.

145. Ceros por encima o debajo de la diagonal se-
cundaria

492. Calcular el determinante de orden n

0 00 0 1

0 00 01

0 00 1 0
A, =

010 0 00

1 00 0 00

493. Calcular el determinante de orden n

1 2 3 ... n—2 n—1n
3 4 ... n—1 n n
3 4 5 ... n n n
A, =
n—1 n n ... n n n
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146. Determinante y sucesion de Fibonacci

494. Sea 1,2,3,5,8,13,... la sucesiéon de Fibonacci y consideremos la ma-
triz:
[ 1 1 00 ... 0 O]
— 110 ... 00
A, =0 -111 ... 00
. 0 0 0 0 ... =1 1]

Probar que det A,, coincide con el termino enésimo de la sucesién.

147. Determinante con nimeros combinatorios

495. Calcular el determinante de orden p 4 1

Alm.p) = m;) (") (") (")) (m> p)
("e") (") (") (")

148. Producto de enteros como suma de enteros

496. Demostrar que el producto de dos nimeros enteros, cada uno de
ellos suma de cuatro cuadrados de enteros, es también la suma de cuatro
cuadrados de enteros.

Sugerencia: considerar determinantes de la forma

z —w
det |  _
w oz
con z, w complejos cuyas partes real e imaginaria son nimeros enteros.

149. Determinante e inversa de orden n

497. Se considera la matriz
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(a1 + as —a9 0 0 0 0 ]
—a a9 + as —as 0 0 0
0 —as as+aq4 —aq 0 0 0
M, =
0 0 0 —Qp—1 Gp-1+a, —ap
. 0 0 0 0 —ap an |

siendo aq, as, . ..

3. Calcular D,,.

1

4. Sean by = —, bj=b;_ 1+ —, i =
al a;

(b1 b1 by

by by by

by by b

A - .1 2 03

by by b3

101 b2 b3

Hallar |A,| en funcién de ay,aq,. .., ay

5. Calcular el producto M, - A, y deducir M.

150.

2,3,..

[a1] )

2. Encontrar una relacién entre D, vy Dy41.

ny

Determinante de [ + vw

sea

, 4, NUmeros reales no nulos y sea D,, = det M,.
1. Calcular Dy, Dy, Ds. ( Nétese que My =

498. Sea K un cuerpo, v € K"*! y v € K™, Demostrar que

det (I,

151.

+ow) =1+ wo.

Determinante por induccion y sistema lineal

499. Para cada n € N* y para cada par a,b € C se considera la matriz

1+a 1
a 1+a
0 a
An(a) =
0 0
| 0 0

0 0
0 0
0 0
e C(nvn)
14+a 1
a 1+a
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y el sistema A, (a)X = (0,0,...,0,b)!, donde X € CY_ Se pide:

1. Calcular los determinantes de A;(a), Aa(a) y As(a).

2. Obtener una relacién lineal entre los determinantes de Ay (a), Anyi(a) y
An+2 (a)

3. Hallar, en funcién de a y n, una expresién del determinante de A, (a) y
demostrar su validez.

4. Determinar todos los valores de a y b para los que el sistema dado es
compatible determinado, indeterminado e incompatible.

152. Derivada de un determinante

500. Sea I un intervalo de la recta real. Se considera la matriz de orden
n:
A(t) = [Fi(t), Fa(t), ..., Fu(t)]

en donde

fi5(t)

f25(t)

Fi(t) = Vt € I con las fj; derivables en I.

Fui )

1. Demostrar que para todo t € (a,b) se verifica

% det A(t) = det [F{(t), Fo(t), ..., Fy(t)] + det [F1(t), F5(t), ..., Fa(t)]

+... + det [Fy(t), Fa(t),..., F,(t)] .
2. Escribir explicitamente la férmula anterior de la derivada de un determi-
nante para A(t) = [f;;(t)].
3. Calcular la derivada de la funciéon determinante

sint \/f

A0, 400) 2 B AW =0 1)

153. Igualdad de matrices por una de determinan-
tes

501. Sea K un cuerpo, K™*™ el conjunto de las matrices cuadradas de
orden n con entradas en Ky A, B € K™" fijas. Demostrar que

det(A+ X) =det(B+ X) VX e K" = A= B.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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154. Matrices invertibles con coeficientes enteros

502. Sea ), = Z™*" el conjunto de las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en Z. Demostrar que una condicién necesaria y suficiente
para que una matrix M € ) admita una inversa en ) es que

det M = +1.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Espacios vectoriales

155. Primeras propiedades
503. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo
A€ Ky para todox € E:
(@) 0x=0. (B)AN0=0. (c)dx=0=(A=06x=0).

504. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo
A€ Ky para todo z,y € E :

(@) = (Az) = (=Az) = A(—x).
b)) Me=pryxr#0)=\=p.
(c) Ax=XyyA#0)=z=uy.

505. Demostrar que en todo espacio vectorial F, la propiedad conmutativa
de la suma de vectores, se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

156. Espacio vectorial K"

506. Sea K un cuerpo y definamos en K" (n > 1) la operacién suma:
(1, ymn) + Wiy yyn) = (@14 Y1, oo, Tn + Yn)-
Definamos ademads la operacién ley externa:
Mz, .o oyxn) = Az, .o, Axy).

Demostrar que K" es espacio vectorial sobre el cuerpo K con las operaciones
anteriormente definidas.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q™, R™,

C"y (Zp)" (p primo).

123
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507. En el espacio vectorial R?, se consideran los vectores = = (0, —1,2)
ey = (4,1,2). Determinar el vector z = 3z — 5y.

157. Espacio vectorial de las matrices sobre un
cuerpo

508. (a) Sea K un cuerpo. Demostrar que K™*" (matrices de érdenes
m X n con elementos en el cuerpo K) es un espacio vectorial con las opera-
ciones habituales suma y producto por un escalar.

Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q"*",
Rm)(n’ (men y (Zp)m)(n (p primo).

(b) En el espacio vectorial R?*3 se consideran los vectores:

1 0 -2 4 1 0
A_[Bl 1]’ B_[—151]'

Determinar el vector C = —A + 3C.

158. Espacio vectorial K|z]

509. (a) Sea K un cuerpo y sea K|z] el conjunto de los polinomios en la
indeterminada x y coeficientes en K. Se consideran las operaciones suma y
ley externa habituales. Demostrar de manera esquemética, que K[z| es es-
pacio vectorial con las operaciones mencionadas.

Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q[z], R[x],

Clz] y (Zp)[x] (p primo).
(b) En el espacio vectorial R[z] se consideran los vectores p(z) = 322 — 2 +5

y q(r) = 23 + x. Determinar el vector r(z) = 2p(z) — 4q(z).

159. Espacio vectorial de las funciones reales

510. (a) Sea X un conjunto distinto del vacio y sea F(X,R) el conjunto
de todas las funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones:
Suma. Para todo f, g elementos de F(X,R):

(f+9)(x) = f(x)+g(x) VzelX.
Ley externa. Para todo f € F(X,R), y para todo A € R :

AN (@) =Af(z) VrelX.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Demostrar que F(X,R) es espacio vectorial sobre R con las operaciones an-
teriormente definidas.

Nota. Un caso particular importante es F(R,R) (espacio vectorial de las
funciones reales de variable real).

(b) En el espacio vectorial F (IR, R) se consideran los vectores f y g definidos
por f(x) =z +€e" y g(x) = Tz + 2 cos z. Determinar el vector h = 3f + 4g.

160. Subcuerpo como espacio vectorial

511. Sea K un cuerpo y k C K un subcuerpo de K. Se considera en K, su
suma y por otra parte, la operacién ley externa k x K — K, (A\,z) — Az, en
donde Az representa el producto en K. Demostrar que K es espacio vectorial
sobre el cuerpo k, con las operaciones dadas.

Nota. Un caso particular se obtiene para k = K, es decir todo cuerpo es
espacio vectorial sobre si mismo con las operaciones mencionadas.

161. Subespacios vectoriales, caracterizacion

512. Analizar si F' = {(x1,22,23) : 1 — x2 + 223 = 0} es subespacio de
R3.

513. Analizar si F = {(x1,22,73) : 22 — 23 = 0} es subespacio de R3.
514. Analizar si F' = {p € R[z] : p(0) = p(1)} es subespacio de R[z].

515. Se considera el espacio vectorial real usual R (n > 2) . Analizar en
cada caso si los siguientes subconjuntos de R™ son o no subespacios.
1) Fi ={(z1,...,2n) € R": 2129 =0}.
2) Fh={(z1,...,2n) ER": z1+ ...+ 2, =1}.
3) Fs={(x1,...,2p) €eR": &1 + ...+ 2, =0}.
4) Fy={(z1,...,2p) € R": 21 € Z}.

516. Sea E = K"*" el espacio vectorial usual de las matrices cuadradas
de ordenes n X n y con elementos en el cuerpo K. Sea el subconjunto de F
dado por F' = {A e K™ At = A}, es decir el subconjunto de E formado
por las matrices simétricas. Demostrar que F es subespacio de FE.

517. Sea E = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f
de R en R. Se considera el subconjunto de E : F = {f € E : f(—x) =
f(z) Vx € R} es decir, el subconjunto de las funciones pares. Demostrar
que F' es subespacio de E.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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518. Estudiar si G = {p € R[z] : p/(z) = 0} es subespacio de R[z].
519. Averiguar si F' = {A € R?*2: A% = 0} es subespacio de R?*2.

520. (Teorema de caracterizacién de subespacios).
Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea F' C FE. Demostrar que
F es subespacio vectorial de F, si y sélo si se cumplen las tres siguientes
condiciones:
(1) 0 € F.
(17) Para todo xz € F'y para todo y € F se verifica z +y € F.
(7i1) Para todo A € K y para todo = € F se verifica A\x € F.

162. Suma e intersecciéon de subespacios

521. Demostrar que la interseccién de dos subespacios de un espacio vec-
torial F/, es también subespacio de F.

522. Sea {F;:i € I} una familia de subespacios de un espacio vectorial
E. Demostrar que ();c; F; es también subespacio de E.

523. Sean Fj y F5, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar que
Fi+F={z€FE:JueF, JveFconz=u+v}
es subespacio de E (subespacio suma de Fy y Fy).

524. Sean I,..., F,,, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar
que

Fi+.. 4+ F,={z€FE:Ju €F...3u, € Fconz=uy+...+up}
es subespacio de E (subespacio suma de Fi, ..., Fp).

525. Demostrar que la unién de subespacios vectoriales, no es en general
subespacio vectorial.

526. Demostrar que la suma de dos subespacios vectoriales es el menor
de todos los subespacios que contienen a la unién.

527. Sean Fy, Fy, F3 subespacios de un espacio vectorial E tales que:
Fi+Fs=F+F;, FNF=FKhnNFk; F CFL.

Demostrar que F; = F5.
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163. Suma directa de subespacios

528. Se consideran los subespacios de R? dados por Fi = {(«,0) : a € R}
y F» = {(0,8) : B € R}. Demostrar que R? = F| & F.

529. Sea K™*™ el espacio vectorial real usual de las matrices cuadradas
de orden n sobre el cuerpo K. Sean S y A los subespacios de K"*" formados
por las matrices simétricas y antisimétricas respectivamente. Demostrar que
si carac(K) # 2, entonces K"*" =S @ A.

530. Sea £ = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f de
R en R y sean los subespacios de E:

P={fe€E:f(-a) = f(x) Vo € R}
formado por las funciones pares e

T—{f€E: f(-2) = —f(z) Vo € R}
formado por las funciones impares. Demostrar que £ =P & 7.

531. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales y continuas en el
intervalo cerrado [a, b]. Se consideran los subconjuntos de E dados por

b
F:{fEE:/f(t)dt:O}, G ={f € E: f es constante}.

(a) Demostrar que F' y G son subespacios de E. (b) Demostrar que F'y G
son suplementarios en F.

532. Sea V = F(R,R) el espacio vectorial de las funciones de R en R. Se
consideran los subespacios de V :

Ui={feV:f0)=f1)=0},Us={feV: f(z)=azx+b, a,b € R}.
Demostrar que U; y Uz son suplementarios.

533. Sea pi(z) € Rlz] un polinomio de grado > 1. Se consideran los
subespacios vectoriales de Rz] :

Fy = {p(x) € R[z] : p(x) es muiltiplo de p;(x)},
Fy = {p(z) € R[z] : gradop(z) < gradop;(z)}.

Demostrar que R[z| = F} @ Fb.
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534. Demostrar que las tres siguientes afirmaciones son equivalentes
(o) E=FL®Fd...0F,.
(b) E=F,+ Fy+ ...+ F,, y la descomposicién de todo vector = € F en la

forma x = vy +vo + ...+ v, con v; € F; para todo ¢ =1,...,m es Unica.
(¢ E=F+Fy+...+ F, ylaigualdad vi + vo+ ...+ vy, =0 con v; € F;
para todo i = 1,...,m implica v; = 0 para todo 7 =1,...,m.

535. Se consideran los subespacios de R? dados por F} = {(,0,0) : a €
R}, F» = {(0,5,0) : B € R} y F3 = {(0,0,7) : v € R} Demostrar que
R3=F & F ¢ F.

536. Sea FE el espacio vectorial real de las funciones reales definidas sobre
[0,1]. Sean por otra parte los subespacios de F

Fy={f€FE: fesnula fuera de [0,1/3] },
Fy={f€FE: fesnula fuera de (1/3,2/3) },
Fs={ f € FE: f esnula fuera de [2/3,1] }.

Demostrar que E = F| & F, @ F3.

164. Combinacidn lineal de vectores

537. En el espacio vectorial real usual R? estudiar si el vector z = (—14, 8)
es combinacién lineal de los vectores v = (—1,7), v2 = (4,2).

538. En el espacio vectorial real usual R?*? de las matrices cuadradas de
orden 2 estudiar si A es combinacién lineal de B y C' siendo

=l o=l e=f )

539. En el espacio vectorial real 7(R,R) de las funciones de R en R de-
mostrar que:
(a) cos? x es combinacién lineal de 1y cos 2z.
(b) (cos(z + 1))(cos(z — 1)) es combinacién lineal de 1 y cos® z.

540. Sea el subconjunto infinito de R[x], S = {1, z, 2%, 23,...}. Demostrar
que R[z] = (S5).

541. Sea E espacio vectorial sobre Ky S = {v1,v9,...,v5} C E. Demos-
trar que:
(a) L[S] es subespacio vectorial de E.
(b) L[S] es el menor de todos los subespacios vectoriales de E que contienen
a

)
S.
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165. Dependencia e independencia lineal

542. En el espacio vectorial usual R? analizar si v1 = (2, —1), vg = (3,2)
son linealmente independientes.

543. En el espacio vectorial usual R3 analizar si son linealmente indepen-
dientes los vectores v; = (1,2, —1), v2 = (2,—1,-3), v3 = (—3,4,5).

544. Sean u,v,w vectores linealmente independientes en un espacio vec-
torial real E. Demostrar que u+v,u— v, u — 2v +w también son linealmente
independientes.

545. Sea p(z) € R[x] un polinomio de grado 2. Demostrar que el sistema
de vectores S = {p(z),p'(x),p"(z)} es libre.

546. En el espacio vectorial real £ = F(R,R) de las funciones de R en
R demostrar que los siguientes vectores son linealmente independientes los
vectores f(z) = €2, g(x) = 2%, h(z) = 2.

547. Demostrar que en todo espacio vectorial cualquier vector no nulo es
linealmente independiente.

548. Demostrar que el sistema S = {fi(z) =senkx : k =1,2,...,n} es
libre en £ = F(R,R).

549. Demostrar que S = {1,z,22,...,2", ...} es un sistema libre en R[x].

550. Demostrar las siguientes propiedades:

a) El vector cero no puede pertenecer a un sistema libre.

b) Todo subsistema de un sistema libre es libre.

c¢) Todo supersistema de un sistema ligado es ligado.

d) Un sistema es ligado si y sélo si existe un vector del sistema que es
combinacién lineal de los demas.

(
(
(
(

551. En el espacio vectorial F(R,R), demostrar que los vectores f(x) =
senx, g(z) = cosz y h(x) = z, son linealmente independientes.

552. Demostrar que las funciones fi(x) = 2* (k=1,...,n) con oy € R,
y a; # o si @ # j, son linealmente independientes.

553. Se consideran las funciones
fi : R=R,  fi(x) =™

conk=1,...n, r, € Ryn > 2. Demostrar que estas funciones son lineal-
mente independientes < r; # r; para todo i # j.

554. Demostrar que la familia infinita 7 = {f;j(z) = cos* 2 : k = 1,2,...}
es libre en el espacio vectorial real de las funciones definidas en el intervalo
[0, 7/2].
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166. Base de un espacio vectorial

555. Demostrar que los vectores u; = (2,3) y ug = (=7,1) forman un
base de R2.

556. Demostrar que B = {uj,u2,u3} es base del espacio vectorial S de
las matrices cuadradas, reales y simétricas de orden 2, siendo:

1o o1 oo
Y= ol T ool BT o0 1|

557. Demostrar que B = {uj,u2,us} es base del espacio vectorial A de
las matrices cuadradas, reales y antisimétricas de orden 3, siendo:

0 -1 0 0 0 -1 00 0
up=|1 0 0] ,uu=1]0 0 O ,uz=1({0 0 -1
0 0 O 1 0 O 01 0
558. Sea K un cuerpo. Demostrar que:
B ={(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)}
es base de K" (base canénica de K").
559. Demostrar que
[1 0 0 0] [0 1 0 0]
00 ... 00 00 ... 00
00 ... 00 0 0 0 0
0 0 ... 0 0] 10 0 0 0]
[0 0 0 0] [0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0 0 0
) . ) . }
0O ... 00 00 ... 00
0 0 ... 1 0] 0 0 ... 0 1]

es base del espacio vectorial K™*" (base candnica de K™*™).

560. Demostrar que B = {1,x,22,...,2"} es base del espacio vectorial
R,,[z] de los polinomios de R[z]| de grado < n. (base candnica de R[z]).

561. «) Hallar una base de C™ como espacio vectorial sobre C.
b) Hallar una base de C™ como espacio vectorial sobre R.
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562. Demostrar que en R[z]| no existen bases con un ndmero finito de
vectores.

563. Demostrar que B = {1,z,2%,...,2", ...} es base de R[z].

564. Sobre el cuerpo de los niimeros reales se consideran las matrices de
la forma:

A —p
3aA  —2u+ bA

con a,b constantes reales y A,y parametros reales.
a) {Es este conjunto un subespacio vectorial?
b) En caso afirmativo, determinar una base.

167. Matrices diagonales, dimensién y base

565. Una matriz D = [d;;] € M,(K) se dice que es diagonal si d;jj = 0
cuando i # j. Demostrar que el subconjunto D de M, (K) formado por las

matrices diagonales es subespacio de M,,(K). Hallar la dimensién y una base
de D.

168. Matrices escalares, dimension y base

566. Una matriz E € M,(K) se dice que es escalar, si es diagonal y
todos los elementos de la diagonal principal son iguales. Demostrar que el
subconjunto £ de M, (K) formado por las matrices escalares es subespacio
de M, (K). Hallar la dimensién y una base de &.

169. Matrices simétricas, dimensiéon y base

567. Hallar una base y la dimensién del subespacio S de M,,(K) formado
por las matrices simétricas. Particularizar para n = 2.

170. Matrices antisimétricas, dimensién y base

568. Hallar una base y la dimensién del subespacio A de M, (K) formado
por las matrices antisimétricas. Particularizar para n = 3.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



132 171 Matrices triangulares, dimensién y base

171. Matrices triangulares, dimensién y base
569. Hallar una base y la dimensién del subespacio Tg de M, (K) formado
por las matrices triangulares superiores. Las mismas cuestiones, pero de

forma esquematica, para 77 (subespacio de M,,(K) formado por las matrices
triangulares inferiores). Particularizar en ambos casos para n = 2.

172. Rango. Dependencia lineal en K"

570. Hallar el rango de la matriz A =

N = N
|
w
[\)
|
[\)

571. Demostrar que los siguientes vectores de R* son linealmente inde-
pendientes

(1,3,-2,5), (4,2,7,-3), (2,7, -5,4), (=3,2,—2,7).

173. Teorema de la base incompleta

572. Dados los vectores de R*, vy = (2, —1,3,4) y vo = (0,5,1, —1), com-
pletarlos con otros dos para formar una base de R*.

573. Sea B = {u1,...,Up,Urt1,...,U,} base de un espacio vectorial E.
Demostrar que F = (uy, ..., ur) ® (Upi1,...,Up).

574. En el espacio vectorial R?, hallar un subespacio suplementario de
((2,-1,3,4),(0,5,1,—-1)).
575. Determinar los valores de a € R para los cuales R* = F @ G, siendo

F={21,-1,1),(2,3,4,-0),(1,1,1,1)) y G = ((2,-1,3,a)).

174. Existencia de base en todo espacio vectorial

576. (1) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y S un subconjunto
de F linealmente independiente. Entonces, existe una base B de FE que
contiene a S.

(2) Demostrar que todo espacio vectorial E tiene una base.
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175. Dimension

577. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los si-
guientes espacios vectoriales:
1) R® sobre R.  2) R™*™ sobre R.  3) R,[z] sobre R.

578. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los si-
guientes espacios vectoriales:
1) R[z] sobre R.  2) C" sobre C. 3) C" sobre R.

579. Hallar la dimensién del espacio vectorial nulo.

580. Hallar la dimension de un cuerpo considerado como espacio vectorial
sobre si mismo.

581. Demostrar que la dimensiéon de R sobre Q es infinita.
582. Determinar una base y la dimensién de C sobre R.

583. Sea K un cuerpo y K (z) el cuerpo de las fracciones racionales en la

indeterminada z con coeficientes en K. Hallar la dimensién de K (x) sobre
K.

584. Facilmente se demuestra que Q(i) = {a+bi : a,b € Q} es un cuerpo
con las operaciones usuales (se le llama cuerpo de los nimeros de Gauss).
Hallar la dimensién de Q(7) sobre Q.

176. Teorema de la torre

585. Si k un subcuerpo del cuerpo K, decimos que K una extensién de k
y a la dimensién del espacio vectorial K sobre k se la representa por [K : k].
Sea K3 una extensién de K y K3 extension de Ky (y por tanto, también
de Ki). Demostrar el teorema de la torre, es decir

[K3 : Kl] = [Kg : KQHKQ : Kl],
indistintamente para dimensiones finitas o infinitos.

177. Teorema de la dimensiéon para espacios vec-
toriales

586. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que todas las
bases de F tienen el mismo cardinal.
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178. Propiedades de la dimension

587. Demostrar que los siguientes vectores forma base de R*
(2,1,0,1), (0,1,2,2), (—-2,1,1,2), (1,3,1,2).

588. Sean Ej y E» subespacios de F tales que dim Fy =4, dimFEs =5y
dim E = 7. Se pide hallar la posible dimension de E; N Es.

589. Si A € R*** tiene rango 3, y F, C son los subespacios de R* generados

por las filas y las columnas de A respectivamente, demostrar que dim(F N
C)>2.

590. En R3, demostrar que I} = Fy, siendo Fy = {((1,2,1),(1,3,2)) v
F2 - <(1717O)7(37875)>

591. Sea p(z) € R[z] un polinomio de grado 2. Demostrar que
B = {p(x),p'(x),p" (x)}
es base de Ralzx].

592. Sea U un subespacio de M3(R) de dimensién 4. Demostrar que U
contiene alguna matriz simétrica no nula.

179. Teorema de Grassmann

593. Demostrar el teorema de Grassmann:
Sea E un espacio vectorial de dimensién finita y sean F'y G subespacios de
E. Entonces,

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

180. Coordenadas

594. En R? hallar las coordenadas del vector x = (1,18) :
a) En la base B = {(3,~1),(—1,4)}.  b) En la base canénica B, de R2.

595. Hallar las coordenadas del vector x = (7,5, —2, 1) respecto de la base
de R* :

B= {(17 _17 2a 3)3 (47 1707 2)7 (37 _17 37 0)7 (17 _L 1a 0)}
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596. Hallar las coordenadas del vector p(zr) = —2x3 — 1122 — 25z — 20
respecto de las bases de Ra[z] :
@) B={L,(z+2),(@+2%@+2%. b) B ={lz,4%a).

597. Sea E un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K, y
B una base de E. Denotemos por [u|p el vector de coordenadas de u € E
con respecto de la base B. Demostrar que:

1) Para cada x € E, el vector [z]p es tnico (es decir, las coordenadas de un
vector en una determinada base son tnicas).

2) Para todo z,y € E, se verifica [z + y|p = [z]p + [y] B (es decir, respecto
de una determinada base, las coordenadas de la suma de dos vectores, son
la suma de las respectivas coordenadas).

3) Para todo A € K,z € E, se verifica [A\z]p = Az]p (es decir, respecto de
una determinada base, las coordenadas de un escalar por un vector, son el
escalar por las coordenadas del vector).

181. Cambio de base

598. Sean B = {uj,us} y B’ = {u},u}}, dos bases de un espacio vectorial
real E de dimensién 2 tales que u} = u1 — 2ug, uy = 3uy + 4ug. Se pide
hallar:

a) La matriz de cambio o de paso de B a B'.

b) La ecuacién matricial del cambio de base.

¢) Las coordenadas del vector 5u} — u5 en la base B.
d) Las coordenadas del vector 7ug en la base B'.

599. Se consideran las bases de R?, B = {(1,2),(2,—-1)} y B’ = {(3,1), (2,4)}.
Hallar la matriz de paso de B a B’.

600. Se consideran las bases de R3,
B =1{(1,1,0),(-1,0,2),(0,2,5)}, B = {(0,1,1),(1,1,1),(3,1,0)}.
Hallar la matriz de paso de B a B’.

601. Sean By B’ dos bases de un espacio vectorial E. Deducir la formula
del cambio de base [z]p = P [z]ps, para todo x € E, en donde para todo
7 =1,...,n,lacolumna j-ésima de P son las coordenadas de u; con respecto
de la base B.

602. Sean By B’ dos bases de un espacio vectorial E de dimensién finita
n. Demostrar que:
a) La matriz de cambio P de B a B’ es invertible.
b) La matriz de cambio de B’ a B, es P~!.
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182. Ecuaciones de los subespacios

603. Hallar la dimensién y una base del subespacio vectorial F de R*
determinado por el sistema:

T1+xot+x3—24=0
1 —T9 +2x3+ 51, =0
—x1+bx9 —4x3 — 1724 =0

v hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

604. Hallar unas ecuaciones implicitas o cartesianas del subespacio de R* :

T1=A1+A— A3

To =2 1 + A

F = 2 ! 2 (Al,)\z,)\gER).
$3:—)\1+3>\2—7)\3
T4 =AM+ A3

605. Sea K un cuerpo y A € K™*" una matriz de orden m X n con
entradas en K. Demostrar que:
(a) F ={z = (z1,...,2,)" € K" : Az = 0} es subespacio de K".
(b) dim F =n —rg(A).

183. Bases de la suma e interseccion

606. Se consideran los subespacios de R* :
U= {($1,.’B2,$3,$4) ) + I3 + Ty = 0}7
V ={(z1,22,23,24) : v1 + 22 =0, 23 = 2304}-
Hallar unas bases de: (i) U. (i7) V. (it3) UN V.

607. Sean Fy y F5 subespacios de un espacio vectorial F/, y sean S y So
sistemas generadores de F} y Fb respectivamente. Demostrar que S1 US> es
sistema generador de F; + F5.

608. En R* se consideran los subespacios vectoriales:
U={(3,-1,1,2),(-1,0,2,-1),(1,-1,5,0)),

V={(1,1,-1,2),(5,0,—2,5)).
Hallar unas bases de U +V y de U N V.
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184. Espacio vectorial cociente

609. Se considera el subespacio F' de R* :

F= 1+ a2 —23+ 224 =0
T |z — a9+ 3x3+ 624 = 0.

(7) Hallar una base de F.

(ii) Hallar una base de R*/F.

(731) Hallar las coordenadas del vector (1,—3,2,6) + F en la base hallada en
el apartado anterior.

610. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K y F un subespacio de
E. Sea (E/F,+) el correspondiente grupo cociente, cuya operacién suma
sabemos que estd definida mediante: (z + F) + (y + F) = (xr +y) + F. Se
define la operacion ley externa:

Mz+F)=(z)+F, VAeKV(zx+F)eE/F.

Demostrar que E/F es espacio vectorial sobre K con las operaciones men-
cionadas (espacio vectorial cociente).

611. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimension n y sea
F C E un subespacio vectorial. Supongamos que Br = {u1,...,u,} es base
de F'y que

B ={u1,...,Up, Ups1,...,Up}

es base de E. Demostrar que una base de E/F es
BE/F:{UT+1+F,...,Un+F}.

Deducir que dim E/F = dim E — dim F, igualdad valida también para los
casosr =0o0r=n.

185. Cambio de base en orbitales atomicos

612. En la interpretacién del enlace quimico mediante la teoria de orbi-
tales moleculares desempenan un papel importante los orbitales hibridos.
Cuando el estudio se lleva a cabo solamente con los orbitales s y p aparecen
tres clases de hibridos a saber: spi, sp2 v sp3. En los tres casos sélo se trata
de un cambio de base en un cierto espacio funcional. Las funciones de la ba-
se inicial son los orbitales atémicos s, pz, py, pz (que se denotardn en forma
abreviada por s,x,y, z) y las funciones de la base hibrida se definen como:
En sp3 :

1 1
hlzi(s—kx—ky—kz), h2:§(5—|—x—y—z),
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1 1
h325(57x7y+2), h4:§(sfx+yfz).

En sps :

1 1

1
t1 = \/g(s+\/§l‘), tgzﬁ[sfﬁ(x*\/gy)]v
tgzi[sfi(l'ﬁL\/gy)]v ly = 2.

V3© V2

(a) Hallar la matriz T" de cambio de base de la atémica a la hibrida sps y
la matriz R de cambio de la atémica a la hibrida sps.

(b) Hallar en funcién de T'y R la matriz de cambio de la hibridacién sps a
la sps.

186. Interseccién en (Z;)*
613. En el espacio (Z7)* determinar la interseccién de los subespacios
dados por

2x1 +2x3 — x4 =0

Ly = {(2,3,0,4),(3,5,0,6),(0,4,2,0)) , Lp= {3:61 + 5xa — 33 = 0.

187. Espacio vectorial .7 (A, F)

614. Sea A un conjunto no vacio y sea F' un espacio vectorial sobre el
cuerpo K. Denotamos por .#(A,F) = {f : A — F} al conjunto de las fun-
ciones f de A en F. Se definen las operaciones

Suma en F (A, F). Para todo f, g elementos de .7 (A, F):
(f+9)(@) = f(z)+9(z)  VeeA
Ley externa. Para todo f € #(A, F), y para todo A € K :
(Af)(z) = Af(x) Vo e A.

Demostrar que % (A, F') es espacio vectorial sobre K con las operaciones
anteriormente definidas.

188. Realificacién de un espacio vectorial comple-
jo

615. Sea E un espacio vectorial sobre C al que denotamos por E(C). Se
define el espacio realificado de E(C) y se denota por E(R) al espacio vectorial
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sobre R obtenido al sustituir en el producto por escalares en E, el cuerpo C
por el cuerpo R. Demostrar que si E(C) es de dimensién finita n, entonces
E(R) es de dimensién 2n.

189. Subespacios transversales

616. Sea E un espacio vectorial real. Se dice que dos subespacios vecto-
riales U y V son transversales cuando U + V' = E. Se pide:
a) Determinar cuales de las nueve parejas ordenadas posibles (formadas por
dos de estos tres subespacios) son transversales. Justificar la respuesta.

U={x,z,z): xR},
V=A{z,zy): 2,y eR},
W ={x,y,0) : z,y € R}.

b) Sea f : E — F una aplicacién lineal. Demostrar que si f transforma
subespacios transversales de E en subespacios transversales de F', entonces
f es sobreyectiva.

¢) Enunciar la proposicién reciproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso de ser verdadera dar una demostracion, y en caso contrario construir
un contraejemplo).

190. Wronskiano

617. Sea I un intervalo de la recta real y fi,..., f,, funciones derivables
hasta orden n — 1 en I. Se define el wronskiano de dichas funciones como
fi(z) folz) o ful(2)
fi(z) folx) - fr(@)
W(fi,..., fn)(x) = : : . : , xel

A @) @ e @)

(a) Demostrar que si el wronkiano es distinto de cero en algin punto de I,
entonces las funciones fi,..., f, son linealmente independientes en I.

(b) Aplicacién: demostrar que las funciones fi(x) = sinz, fo(x) =
f3(x) =1 son linealmente independientes en R.

(¢) Demostrar que el reciproco del resultado del apartado (a) no es cier-

to. Para ello considérense las funciones en I = R dadas por g;(z) = 23,

g2(a) = |z

3
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191. Espacio vectorial no usual
618. Sea el conjunto H = R x Ryg.
1) Demostrar que (H,®) es grupo abeliano, estando @ definida mediante
(z,y) ® (z,w) = (x + z — 2, yw).
2) Demostrar que la operacién
RxH—H A®(z,y) =z —2\+2,9)

dota al grupo abeliano H del apartado anterior, de estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo R.

192. Familia libre de funciones escalonadas

619. Para cada n € Zsq se considera la funcién f, : [0,1] — R:

)
0 si g
2n(n+ 1)z —2 i <1
n(n x—2n si <z< -
n -+ 2 n+1
1
= 1 i -
Jn(@) s 2<n n+1>
. 1/1 1
—2n(n+lz+2n+2 si - |-+ <xr < —
2\n n+1
1
0 si —<zx<l1
n

Demostrar que el sistema S = {f, : n € Z-o} es libre.

193. Matrices magicas

Todas las matrices con las que trabajamos en este problema serdan ma-
trices 3 X 3 con elementos a;; reales. Una tal matriz se dice que es mdgica
si y solo si son iguales la ocho sumas:

a;1 + a2 + a3, a1 +az; +az;, a1l + a2 +as3,  azr + aq + a3

para todo 4,7 = 1,2, 3. Es decir, si es comun la suma de los elementos cada
fila, de cada columna y de cada una de las diagonales. Se consideran las
matrices:
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1 2 -1 111
A=|0 0 o], B=A4, Cc=|1 1 1
1 -2 1 111

620. Demostrar que cualquier matriz M es la suma de una simétrica M,
y de una antisimétrica My y que esta descomposicién es tnica.

621. Demostrar que la suma de dos matrices magicas es magica, que la
traspuesta de una matriz magica es magica y que el producto de un escalar
por una matriz magica es mégica. Demostrar que si M es méagica también
lo son My y M. Verificar que A, B, C' son mégicas.

622. Construir todas las matrices mégicas antisimétricas.

623. Construir todas las matrices magicas simétricas, comenzando por
estudiar el caso en el que la suma comun es nula.

624. Construir todas las matrices méagicas. Demostrar que forman un es-
pacio vectorial sobre R. ;Cual es la dimensién de este espacio?

625. Calcular A%, B?,C?, AC, BC,CA, CB. Demostrar que AB + BA es
combinacién lineal de C' y de [I.

626. ;Cuadl es la condicion necesaria y suficiente para que el producto de
dos matrices magicas sea magica? Determinar todas las matrices magicas
que son producto de dos magicas.

627. Demostrar que el producto de una matriz magica por una combina-
cién lineal de I y de C es magica.

628. Demostrar que las potencias pares de una matriz mégica no son
matrices magicas (salvo un caso particular a precisar), pero las potencias
impares de una matriz magica son siempre méagicas.

629. ;Cuando una matriz magica es invertible? En su caso hallar la inversa
JEs la inversa una matriz magica? Estudiar si son magicas las potencias
negativas de una matriz mégica.

194. Matriz de Gram y dependencia lineal

630. Sean f1, fo,..., fn : [a,b] = R continuas y

<f17f1> <f17f2> <f1afn>

Clfr, ..., fu] = det <f2,:f1> (fo, fo) .. (fz,.fn>

Fuo ) s fo) ve (s fu)
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b
en donde (f,g) = / f(x)g(x) dx. Demostrar que

{f1,..., fn} es linealmente dependiente < G[f1,..., fn] =0.

195. Acotacién del rango de AB

631. Sean K un cuerpo y A y B matrices multiplicables con elementos en
K. Demostrar que rango (AB) < min {rango A,rango B} .

196. Espacio vectorial producto

632. Vamos a construir el espacio vectorial producto de una coleccién
cualquiera de espacios vectoriales. Sea A un conjunto no vacio de indices
y {Vi : i € A} una coleccién de espacios vectoriales sobre el cuerpo K. El
conjunto producto cartesiano de los V; se define segin sabemos como

VzH%z{f:A—) UVi:fesaplicaciénconf(i)EV}WGA}.
(ISTAN 1EA

Demostrar que V es espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f,g €V, (f +g)(@) = f(i) + g(7)
Ley externa. Para todo a € K y para todo f € V, (af)(i) = af(i).

197. Espacio suma directa externa

633. Sea A un conjunto no vacio de indices, {V; : i € A} una coleccién
de espacios vectoriales sobre el cuerpo K y V' = [[;ca Vi el correspondiente
espacio vectorial producto. Se define la suma directa externa de los espacios
V; como

@ Vi={f €V : f(i) =0 salvo un nimero finito de indices i € A}.
1EA
Demostrar que la suma directa externa de los espacios V; es subespacio de

V.

198. Base del espacio suma directa externa

634. Sea V; = K para todo i € K y llamemos U = @, .5 K, es decir la
suma directa externa consta ahora de |A| copias de K. Para todo i € A
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definimos el vector §; € U de la forma 0;(j) = 1si j =1y 6;(j) =0sij #i.
Es decir, 0;(j) = d;; (deltas de Kronecker).
Demostrar que B = {d; : i € A} es base de U = @, 5 K.
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Aplicaciones lineales

199. Concepto de aplicacién lineal
635. Demostrar que la aplicacién f : R[z] — R[z] dada por f(p) = p/
(derivada de p), es lineal.
636. Sea K un cuerpo. Demostrar que la siguiente aplicacion es lineal
frK™™ S KM f(X) = XT (traspuesta de X).

637. Sea K un cuerpo y A € K"*" matriz fija dada. Demostrar que apli-
cacion
iKY S K™ f(X)=AX — XA
es lineal.

638. Sea Cla,b] el espacio vectorial real de las funciones reales x(t), con-
tinuas en el intervalo [a, b]. Estudiar si es lineal la aplicacion:

b
F:Clab] = R, f(ac(t)):/ 2(t) dt.

639. Sea K un cuerpo y A € K™*" matriz fija dada. Estudiar si es lineal
la aplicacion
iK™ 5 K™ f(X)=A+ X.

640. Sea f : R3 — R? la aplicacion f(x,y,2) = (z + 1,2 + 2y + 32).
Analizar si es lineal.

641. Sea C el espacio vectorial de los nimeros complejos sobre el cuerpo
C. Analizar si es lineal la aplicacién

f:C—=C, f(2)=z (conjugado de z).

Idem considerando C como espacio vectorial sobre el cuerpo R.

145
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642. Sea f : E — F una aplicacién lineal y S = {vy,...,v,} C E un
sistema ligado. Demostrar que f(S) también es ligado.

643. Dar un ejemplo de una aplicacion lineal f : E — F que transforme
un sistema libre de S en un sistema ligado de F.

644. Determinar el conjunto de todas las aplicaciones lineales f : R — R
considerado R como espacio vectorial sobre si mismo.

645. Sean F y F' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y
f + F — F una aplicacién. Demostrar que:

feslineal & f(A\x+ py) = \f(x) +puf(y) Y\peK, Ve,ye E.

646. Sea f: E — F una aplicacién lineal. Demostrar que,

1) £(0) = 0.
2) f(—x) = —f(x) Yz € E.
3) flw—y)=f(z) - fly) Vo,y € E

647. Sea E = C (R™") el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas f definidas en RT. Sea T : E — F la aplicacién f — T'(f) = F definida
por

n@:;l%mﬁ (x> 0)
F(0) = £(0).
Demostrar que T es lineal.

648. Sea K un cuerpo y A € K™*™ matriz fija dada. Demostrar que apli-
cacién f: K" — K™" f(X) = AX es lineal.

200. Ncleo e imagen

649. Se considera la aplicacién lineal f: R3 — R*:
flz,y.2) =(zr+2y — 2z, —x+y+ 2z, 3y+ 2z, 3z — 52).
Hallar unas bases de ker f e Im f.

650. Sea D : R[z] — R[] la aplicacién lineal definida dada por D(p) = p/
(derivada de p). Determinar ker D e Im D.

651. Se considera la aplicacién
f SR Rnxn7 f(X) - X — XT

en donde X7 representa la traspuesta de X.
1) Demostrar que f es lineal.
2) Determinar ker f e Im f.
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652. Sea f : E — F lineal e inyectiva. Demostrar que si S = {v1,...,v,} C
E es sistema libre, también f(.5) es sistema libre.

653. Sea f: E — F una aplicacion lineal. Demostrar que:
a) ker f es subespacio vectorial de E.
b) Im f es subespacio vectorial de F.

654. Sea f : F — F una aplicacion lineal, F; subespacio de F y F}
subespacio de F. Demostrar que
(1) La imagen directa de Ej, es decir f(F1), es subespacio de F.
(ii) La imagen inversa de Fy, es decir f~!(F}), es subespacio de E.
(731) Particularizar para Ey = E'y F; = {0}.

655. Definir dos endomorfismos en R[z], uno inyectivo pero no sobreyec-
tivo y otro sobreyectivo pero no inyectivo. ;Es posible alguna de las dos
situaciones anteriores para un espacio vectorial £ de dimension finita?

201. Teorema de las dimensiones

656. Demostrar el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales:
Sean E y F' espacios vectoriales sobre el cuerpo K con dim F finita y sea
f+ E — F aplicacion lineal. Entonces,

dim £ = dim(ker f) + dim(Im f).

202. Matriz de una aplicacién lineal

657. Sean E y F espacios vectoriales reales y Bp = {u1,u2,us}, Bp =
{v1,v2,v3,v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicacién
lineal f : E — F definida por:

f(ul) =v; — VU2 + V3
flug) = 2v1 + 2vg 4 v3 + 204
f(U3) = 4uy — vz + 2v4.

Hallar la matriz A de f respecto de las bases Bg y Br.
658. Se considera la aplicacién lineal f : R? — R? de finida por:
fxy,2) = (@ +y+2z 3y).

Determinar la matriz de f con respecto de las base canénica B del espacio
inicial y la B’ = {(2,0), (0,—1)} del espacio final.
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659. Sea Rj[z] el espacio vectorial real de los polinomios de grado < 5
con coeficientes en R. Se considera la aplicacién lineal
T :Rs[z] = Rs[z], T(p(x)) =p(z+1) - p(z).
Hallar la matriz de T con respecto a la base candnica B en el espacio inicial

y la misma B en el espacio final.

660. Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios reales de grado < 3,
M (R) el de las matrices cuadradas reales de orden 2 y « un ndmero real.
Definimos la aplicacién T : P3(R) — M3(R),

p(e) pla+1)
T = .
0= 70 Ha )
Demostrar que T}, es lineal y hallar su matriz en las respectivas bases candni-
cas de P3(R) y Ma(R).

661. Sea el espacio vectorial usual C? sobre el cuerpo de los reales. Sea la
transformacion lineal T : C?> — C? dada por

T(Zl, ZQ) = (izl — 22, ZQ).
Obtener la matriz asociada a T referida a la base de C? :
B ={(1,0),(24,0),(0,1), (0,2 — 3i)}.
662. Sea ¢ el endomorfismo del espacio vectorial de los polinomios reales
de grado < 2 que asigna a cada polinomio p(z) :
1 /1
o) = [ pit+ o) ae
0

x
Hallar la matriz A de ¢ en la base {1, z,z?}.

663. Se considera el espacio vectorial C sobre el cuerpo R.
1) Demostrar que f: C — C, f(z) = (1 +¢)z es lineal.
2) Demostrar que B = {i,1 + i} es base de C sobre R.
3) Hallar la matriz de f en la base B.

203. Expresiéon matricial

664. Sean E y F espacios vectoriales reales y By = {u,us,us}, Bp =
{v1,v2} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicacién lineal
f+ E — F definida por:

f(ul) = vy + 3vg
f(ug) = —2v1 + 4vy
f(uz) =v1 + va.

Hallar f(x), siendo & = ug + 5us.
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665. Sean E y F espacios vectoriales reales y By = {uj,ug,us}, Bp =
{v1,v9,v3,v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicacién
lineal f: E — F definida por:

f(ur) =vi —v2 +vs3
flug) = 2v1 + 2vg + v3 + 204
f(U3) = 41)2 — V3 + 2U4.

Determinar unas bases de ker f e Im f.

666. Se considera la aplicacién lineal f : R* — R3 definida por

£(1,0,0,0) = (1,2,3)
1

f(lv 17070) = (_1727 )
f(1,1,1,0) = (0,1,-1)
f(lvla 1a 1) = (1707 1)

Determinar unas bases de ker f e Im f.
667. Deducir la férmula de la ecuacién matricial de una aplicacién lineal.

668. Sean F y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de dimen-
sion finita, y f : £ — F una aplicacién lineal. Sea A = [f}gg la matriz de f
respecto de las bases Bg y Br. Demostrar que:

a) Los vectores de F' cuyas coordenadas son las columnas de A en la base
Bp forman un sistema generador de la imagen de f.
b) La dimensién de la imagen de f es igual al rango de A.

669. Determinar los valores de a € R para los cuales existe una transfor-
macién lineal F : R? — R3 cumpliendo

F(1,0,2) = (2,0,1),
F(-1,1,1) = (1,0,1),
F(0,1,3) = (a,0,2).

670. Sea T : R® — R> un endomorfismo que satisface:
i) ker(T) = {(z,y,2,t,u) E R 2 +y—2=0,2y +t=0,u =0}
i1) Los vectores v1 = (4,0, —3,-2,5)" y vo = (0,2,1, -2, 3)" se transforman
en si mismos.
iii) T'(vs) = v3 siendo vg = (2,3,1,—6,8)"
a) Hallar una base de ker T
b) Dar una matriz A de dicha aplicacion lineal referida en la misma base en
el espacio de partida y llegada, indicando la base considerada.
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671. Sea f:Rs[z] — Rs[z] la aplicacién lineal dada por

f (p(z) = xp(x) + 2kp" (z), kER.

Consideremos la base B = {1,23,1 + 2,1 — 2%} de R3[z]. Se pide:
a) Matriz asociada a f en la base B.
b) Determinar los valores de k para los que dim(ker f) > 1.

204. Nicleo e imagen del operador derivaciéon

672. Se considera la aplicacién f : R, [z] — R, [z] tal que f[p(x)] = p'(z).
Se pide:
a) Demostrar que es lineal.
b) Hallar la matriz de f respecto de la base canénica B = {1,z,22,...,2"}.
c¢) Ecuaciones y una base de ker f.
d) Ecuaciones y una base de Imf.

205. Clasificacion de aplicaciones lineales

673. Clasificar las aplicaciones lineales:
]') f : RQ — RS? f(xth) = ('Il + T2, —T1 + 2:E27 O)
2) g: R® = R?, g(x1,22,23) = (21 + 22 + @3, 21 + 22 + 23).

674. Demostrar que f : R> — R? dado por
f I _ 3 —1 T
xI9 4 2 i)

675. Para todo A € R se considera el endomorfismo 7' en R? cuya matriz
en la base candnica es

es isomorfismo.

A2 2X+4 3246
A= |{A+2 3X+6 3X+6
A4+2 3X+6 4X+5

Determinar los valores de A para los cuales T es isomorfismo.

676. Demostrar que el endomorfismo D en R[z] que hace corresponder a
cada polinomio su derivada es epimorfismo pero no monomorfismo.

677. Sea f: E — F una aplicacién lineal. Demostrar que f es inyectiva
< ker f = {0}.
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678. Demostrar que si f : E — F es isomorfismo, también f~': F — F
es isomorfismo.

679. Sean E y I espacios vectoriales sobre el cuerpo K, f : £ — F
isomorfismo y B = {ui,...,u,} una base de E. Demostrar que B’ =

{f(u1),..., f(un)} es base de F.

680. Sea I espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensién finita n.
Demostrar que E es isomorfo a K".

681. Sean E y F son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de
dimension finita y dim £ = dim F. Demostrar F es isomorfo a F.

682. Sean los espacios vectoriales sobre K de dimensién finita E(K), F(K),
G(K) y sean las bases respectivas By = {uy,us,us}, Bp = {v1,v2,v3} v
Bg = {wi, w2, ws}. Sean los homomorfismos f € L(E,F), g € L(F,G)
definidos por

flur) = 2v1 — w3 g(v1 + v3) = 2wy + 4ws + 6ws
f(u2) = va + 2v3 g(v2) = wa
f(ug) = vy + 2v3, g(v1 —v3) = 2w + 2wz + 6ws.

Se pide

. Matriz M (f) asociada a f respecto a Bg y Bp.

. Matriz M (g) asociada a g respecto a Bp y Bg.

. Matriz M (g o f) asociada a g o f respecto a Bg y Bg.

. Rango de M (go f).

Dimensién de la imagen homomorfa de E(K) segin g o f.
Dimensién de ker f y de Im f.

. (Es inyectiva f?7 jy go f?

. ;Pertenece u1 4+ uo + us a ker f7

. Encontrar una nueva base de F, Bj, = {v],v5,v5} tal que la matriz
asociada a f respecto a By y B} sea I (matriz identidad).

© 00O U W

206. Espacio vectorial de las aplicaciones lineales

683. Sean las aplicaciones lineales f, g : R? — R? cuyas matrices respecto
de unas bases dadas son respectivamente:

2 3 -1 0 —4 -1
A[ll O]’B[Q 2 3]'

Hallar la matriz de 2f — 3¢ respecto de las bases dadas.
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684. Demostrar que (Lx(F, F),+) es grupo abeliano, estando definida la
operacién + en la forma:

(f +9)(x) = f(x) + g(x) VreE.

685. Demostrar que para todo o € K, f € Lg(FE, F), la operacién af
definida mediante

(of)(@) = af(z) Vo€ E
cumple las cuatro propiedades de la ley externa de los espacios vectoriales.

686. Sean E'y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones
respectivas m y n (finitas) y sean Bg y Bp bases de F y F respectivamente.
Demostrar que:

B
6 LB, F) — K™™, (f) = [f]5r
es un isomorfismo de espacios vectoriales.
687. Demostrar que si £y F' son espacios vectoriales, ambos de dimensién

finita, se verifica dim Lx(F, F) = (dim E) (dim F') .

207. Composiciéon de aplicaciones lineales

688. Se considera la aplicacion lineal f : Ro[z] — R? dada por
flag + a1z + aox?®) = (ag + 2a1,4ag — as),

y la aplicacién lineal g : R? — R® cuya matriz en las bases candnicas de R?
3
v R es

1 3
2 0
-1 2
Hallar la matriz de g o f en las bases canénicas de Ro[z] y R3.

689. Demostrar que f : R> — R? dado por

f 1| |3 1| |m
xI9 o 4 2 X9
es isomorfismo y determinar el isomorfismo inverso.

690. Sean f y g dos endomorfismos en un espacio vectorial £. Demostrar
que: 1) Im(go f) C Img. 2) ker f C ker(go f).
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691. Sean F,F,G tres espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean f :
E — F, g: F — G dos aplicaciones lineales. Demostrar que la composiciéon
go f: F — G es aplicacién lineal.

692. Sean F, F,G tres espacios sobre el cuerpo K de dimensiones finitas
y sean B, Br y Bg bases de E, F'y G respectivamente. Demostrar que

g0 f156 = [g)5¢ - [f1BF.

693. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones
finitas, Bg y B bases de E y F respectivamente, y f : E — F isomorfismo.
Demostrar que

694. Sea E un espacio vectorial de dimensién finitan >0y f: F - E
un endomorfismo que cumple dim(Im f) > dim(ker f) y f? = 0. Demostrar
que m es par.

695. En el espacio vectorial Rg[z] de los polinomios de grado menor o
igual que 3 con coeficientes reales, se considera el subespacio W formado
por los polinomios de la forma az® + bz? + bz — a (a y b nimeros reales
arbitrarios).

Construir una aplicacién lineal T' : Rg[z] — Ra[z] tal que ImT = Wy To
T = 0. Representar T mediante su matriz respecto de la base {1,z, 22, 3}.

208. Descomposicién canénica, teorema de isomorfia

696. Sea f: E — F una aplicacion lineal. Demostrar que
a)n: E— E/ker f, n(x) = x + ker f es epimorfismo.

b) g: E/ker f — Im f, g(x + ker f) = f(x) es isomorfismo.
c)i:Imf — F, i(x) = z es monomorfismo.

d) El siguiente diagrama es conmutativo:

E—1 oF

E/kerfLImf

(
(
(
(

es decir, f =ito0gon.

697. Se considera la aplicacién lineal f : R* — R? cuya matriz respecto
de la base canénica B de R?* y la canénica B’ de R3 es

2 -1 1 0
A=|1 -1 2 -1
-1 -1 4 -3
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(a) Hallar unas bases C y D de E/ker f e Imf respectivamente.

(b) Hallar la matriz N de n respecto de las bases B y C.

(c) Hallar la matriz A de f respecto de las bases C y D.

(d) Hallar la matriz I; de i respecto de las bases Dy B'.

(e) Comprobar que A = AN . ;Por qué ha de cumplirse necesariamente
esta igualdad?

209. Cambio de base, matrices equivalentes

698. Calcular los valores de ¢ € R para los cuales son equivalentes las
matrices reales:
1 2 3 1 15
A[l 1 O}’ B[l 1 a]

699. Sea f : R? — R3 la aplicacién lineal cuya matriz respecto de unas

1 -1 3
9 0 3] . Hallar
la matriz de f respecto de las nuevas bases B]’R2 = {u1 + ug,uy; —uz} y
Bﬁ@ = {Ul, V1 + vo,v1 + V2 + 1)3}.

bases Bgz = {uj,u2} vy Brs = {v1,v2,v3} es A = [

700. Sea T :R? — R? la aplicacién lineal dada por
T(2,—-1)=(1,1), T(3,1) = (2,4).
Hallar la matriz de T en la base canénica de R2.

701. Se considera la aplicacién lineal f : R? — R* cuya matriz asociada
respecto de las bases candnicas es

-1 2 3
2 -4 -6
A= 0o -1 -2
1 1 3

Localizar bases de R? y R* para que la matriz asociada a f sea de la forma
[{)T 8] , verificando el resultado.

702. Se considera la aplicacién lineal f : R3[x] — Rg[z] dada por

Hallar un par de bases en las que la matriz de f sea [IOT 8} .
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703. Sea A la matriz de una aplicacién lineal f : E — F, en las bases Bg =
{ui,...,um}y Bp = {v1,...,v,}. Sean las nuevas bases B, = {u},...,u,

' m
y B ={v},...,u,}.
Demostrar que la matriz de f en las bases B y B} es Q1 AP, siendo
P la matriz de cambio de Bg a Bj; y Q la de cambio de Br a B.

704. Demostrar que la relacién en K"*™ : A ~ B & A es equivalente a
B, es una relacién de equivalencia.

705. Sea f : E — F una aplicacién lineal con dimE = m, dim F = n
finitas y sea dim Im f = r. Demostrar que existen bases Bgp y Bp de Ey F
respectivamente tales que:

B I. 0
siendo I, la matriz identidad de orden 7.
210. Matriz equivalente en forma candnica

706. Se considera la aplicacién lineal f : R* — R3 cuya matriz con res-
pecto de las bases canénicas de R* y R3 es:

-1 2 01
A= 2 -4 -1 1
3 -6 -2 3

1) Determinar unas bases B 'y B’ de R* y R3 respectivamente tales que
/ I, 0

B r

2) Determinar matrices P y ) invertibles de orden 4 tales que
I, 0
—1 T

AP =

lo cual probard que A es equivalente a diag (I,.,0) (que estd en forma canéni-

ca).

211. Cambio de base en endomorfismos, matrices
semejantes

707. Sea f el endomorfismo en R? cuya matriz en la base canénica B es

2 0 1
A=10 1 -1
2 -1 2

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



156 212 Anillo de los endomorfismos y grupo lineal

Hallar la matriz de f en la base B’ = {uj,usg,us}, siendo u; = (1,1,1),
us = (1,2,2), uz = (2,3, 1).

708. Sea f : R?> — R? el endomorfismo cuya matriz en la base B =

{(1,2),(3,1)} es A = [_31 ﬂ . Hallar la matriz de f en la base canénica

de R2.

709. Sea T : R? — R? el endomorfismo dado por T(x1,z2) = (21,0).
Hallar la matriz de T en la base B = {(1,2), (—1,3)}.

710. Sea A la matriz de un endomorfismo f : E — FE, en la base de F,
B = {uy,...,uy}. Sea la nueva base B = {u},...,u,}.
Demostrar que la matriz de f en las nueva base B’ es P~' AP, siendo P
la matriz de cambio de B a B'.

711. Demostrar que la relacién en K*"*" : A ~ B < A es semejante a B,
es una relacién de equivalencia.

712. Demostrar que dos matrices semejantes tiene la misma traza y el
mismo determinante.

713. Encontrar dos matrices con el mismo determinante y con la misma
traza pero que no sean semejantes.

212. Anillo de los endomorfismos y grupo lineal

714. Demostrar que (Endg(E), +,0) es un anillo unitario, en donde + es
la suma habitual de aplicaciones lineales y o la composicion.

715. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y de dimensién finita n.
Sea B una base de E. Demostrar que la aplicacién

¢ Endg(E) = K™, o(f) = [f]B

es un isomorfismo de anillos.

716. Demostrar que para todo A € K y para todo f,g € Endg(F) se
verifica

(Ag)of=XAgef)=go(Af)

717. Denominamos por GLg (F) al subconjunto de Endg (E) formado por
los automorfismos de Endg(F). Demostrar que GLg(E) es grupo con la
operacién composicién (se llama grupo lineal del espacio vectorial E).
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213. Espacio dual, base dual

718. Encontrar la base B de E' = Ry [z] cuya dual es B* = {f1, f2}, siendo

1 2
hMWZAM@M,ﬁmm:Ammm

719. Encontrar la base dual de la base de R?, B = {(1,-2),(3,4)}.

720. Usando el concepto de matriz inversa, encontrar la base dual de la
base de R3 :
B=1{(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)}.

721. Sea E = {p € R[z] : gradop < 2} y ¢ € E*, ¢(p) = p(1) + p(—1).
Hallar las coordenadas de ¢ en la base dual de la B = {5,2 + 3x,1 — 22}

722. Sea E un espacio vectorial real, B = {ej, e2, e3} una base del mismo
y g : E — R la forma lineal que cumple g(e; + e2) = 2, g(ea — e3) = 1,
g(e3 — e1) = 3. Hallar las coordenadas de g en B*.

723. Sea K cuerpo con caracteristica distinta de 2. y de 7. Estudiar si las
siguientes formas lineales forman una base del espacio dual de K3

fl(.%',y,Z) = 2$—y+32’,
fg(.’E,y,Z) =3z — 5y + z,
f3(x7y7 Z) = 4$+7y+2,

En caso afirmativo, hallar las coordenadas de f(z,y,z) = = +y + z en tal
base.

724. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensién finita n y
B ={ey,...,e,} una base de E. Demostrar que B* = {f1,..., f,} es base
de E*, en donde

filer) =1 fa(e1) =0 fnle1) =0
fi(e2) =0 fa(e2) =1 fn(e2) =0
filen) =0 alen) =0 falen) =1

725. Se consideran los elementos de (Ra[z])™ :

1
@@—Ammm,@@—mm 63(p) = pl0).

Hallar una base de Ry[z] cuya dual es {¢1, 2, ¢3}.
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214. Cambio de base en el espacio dual

726. En R3 se consideran las bases:

B; ={(1,1,0), (-1,0,2), (0,2,5)}
Bo ={(0,1,1), (1,1,1), (3,1,0)}.

Hallar la matriz de cambio de B} a Bj.

727. Sean E un espacio vectorial de dimensién 2, B y B’ bases de E, y P
la matriz de cambio de B a B’. Demostrar la matriz H de cambio de B* a
(B es H= (P )",

215. Subespacio conjugado o anulador

728. En R* y respecto de una base B se considera el subespacio de ecua-

ciones cartesianas:
Ty —x9+x3—2x4 =0
F: 2r1 —x2 + 223 =0
T1+x9—23+ 34 =0

Hallar unas ecuaciones cartesianas del subespacio conjugado o anulador FY,
en la base B*.

729. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y F' subespacio de E.
Demostrar que FO = {f € E* : f(x) = 0Vx € F} es subespacio de E*.

730. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, F' subespaciode E'y B =
{u1,...,u,} base de F. Demostrar que f € F* < f(u1) =...= f(u,) = 0.

216. Aplicacion transpuesta

731. Se considera la aplicacién lineal D : Rs[z] — Ra[z], D(p) = p'. Hallar
la matriz de la aplicacién transpuesta DT respecto de las bases duales de la
canonicas de Ro[z] y R3[z].

732. Sean F y F' dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, E* y F* sus
duales respectivos y f : F — F una aplicacién lineal. Demostrar que la
aplicacién transpuesta de f :

floFr =B Ty )=y of

es una aplicacién lineal.
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733. Demostrar que la aplicacién ¢ : Lx(E, F) — Lx(F*, E*), o(f) = fT
es lineal.

734. Demostrar que si f € Lx(E, F) y g € Lx(F,G) entonces, (go f)I =
frog".

735. Demostrar que si f € Lg(E, E), entonces (Ig)! = Ig«.
736. Demostrar que si f € Lx(FE, F), es isomorfismo también lo es f7 y
(" =0m

737. Sea K un cuerpo, y u : K2 — K2 la aplicacién lineal u(x,y) =
(x—y, z+y). Hallar u” (f) siendo f la forma lineal dada por f(z,y) = ax+by
con a,b € K.

738. Sea f : R,[z] — R la forma lineal f(p) = f;p(x)dx con a,b € R. Sea
D el operador derivacién sobre R, [x] Calcular DT (f).

739. Dada T € (Rz)*, comprobar que T pertenece a (RS)*, donde T
viene definida por

T(x,y,2) =T(x+y,xz+y—2).
Definamos ahora ¢ : (RQ)* — (R?’)* ,p(T)=T.
Demostrar que ¢ es lineal y calcular la matriz asociada a ¢ con respecto de
las bases duales de R? y R3.

217. Suma directa de dos nucleos

740. Sea T € Endg(F) y f,g,h € K[t] tales que
f(t)=g(t)h(t), f(T)=0, g,h primos entre si.

Demostrar que E = ker g(T') @ ker h(T).

218. Un endomorfismo nilpotente

741. Sea f : R3 — R3? la aplicacién lineal que tiene respecto a la base
canonica {ej, e9, €3} asociada la matriz

0 1 —siné
A= -1 0 cosf| (€ constante ).
—sinf cosf 0
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Se pide:
(a) Probar que la aplicacién f3 = fo f o f es la aplicacién nula.
(b) Si para k € R se define la aplicacién lineal oy, : R? — R3 mediante

or =i+ kf+ (k*/2)f% (i aplicacién identidad).

probar que el conjunto G = {pj, : k € R} es un grupo respecto de la com-
posicién de aplicaciones.

(c) Si €} = (cosb,sinb,0), e), = (0,—1,—sinb), e5 = (1,0,cos6), compro-
bar que {e}, ey, €4} es una base de R3.

(d) Hallar la matriz de f asociada a la base {e], €5, e5}.

219. Hiperplanos

742. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n > 1. Se dice que H
es un hiperplano de V cuando H es un subespacio vectorial de dimensién
n — 1. Se pide:

(a) Determinar cuales de los subconjuntos Hy, He, H3, Hy del espacio vec-
torial R? son subespacios, y cuales hiperplanos. Justificar las respuestas.

Hy ={(z,z,z) :x € R}, Hy ={(z,z,y) : x € R,y € R},
Hs = {(z,2,0): 2 € R}, Hy = {(z,z,1) : x € R}.

(b) Sea f: V — R una forma lineal no idénticamente nula. Demostrar que
entonces el nucleo de f es un hiperplano de V.

(¢) Enunciar la proposicién reciproca de la anterior, y estudiar su validez
(en caso afirmativo da una demostracién, y en caso contrario construir un
contraejemplo.

220. Endomorfismo y suma S, =14+ ... +n?

743. 1. Sea Rs[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor
que 6 con coeficientes en R. Se considera la aplicacién T' : Rs[z] — Rs[z]
definida por Vp(z) € Rs[z]|, T'(p(x)) = p(x + 1) — p(x). Demostrar que T es
lineal.

2. Estudiar si es cierto el siguiente enunciado: p € kerT' < p es constante.
3. Hallar las imagenes por 7' de la base canénica de Rs[x] y calcular T~ (x?).
4. Utilizar el resultado anterior para deducir una expresién de la suma

Sy=144+244+3*+ .. +nt
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221. Swucesiones exaxtas

744. Sean E, F, G, H espacios vectoriales, ysean f: E — F,g: F — G,

h : G — H aplicaciones lineales. Se dice que la sucesién F i) F % G es
exacta en F' cuando Imf = kerg.
(@) Supongamos que dim E = 0. Enunciar y demostrar una condicién nece-

saria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesiéon E i) F % @ sea
exacta en F'.
(b) Supongamos que dim H = 0. Enunciar y demostrar una condicién ne-

cesaria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesion F Sal g
sea exacta en G.

(¢) Supongamos que la sucesién E L% G M Hesexactaen F y exacta
en G. Estudiar la validez de la proposicién f es sobreyectiva si y sélo si h es
inyectiva. Dar una demostraciéon o construir un contraejemplo.

222. Endomorfismo en un subespacio de C(R).

745. En el espacio vectorial C(R) de las funciones continuas de R en R se
consideran ¢1, ¢o, ¢3 definidas Va € R por:

61(x) = 1, 9o(x) = , da(x) = wlog |o| si @ # 0, ¢3(0) = 0.

1. Probar que B = (¢1, ¢2,¢3) es una familia libre en C(R). Si E es el
subespacio vectorial de C(R) generado por B, demostrar que la funcion ¢ :
R — R definida por: ¢(z) =1+ x — zlog |x| si z # 0, ¢(0) = 0 pertenece a
FE y hallar sus coordenadas en la base B.

2. Sea f el endomorfismo en E cuya matriz respecto de B es:

2 =21
M=| 2 -3 2
-1 2 0

Estudiar si f es automorfismo y determinar en su caso f~!. Resolver la
ecuacion f(y) = ¢, donde ¢ es la funcién definida en el apartado anterior.
3. Calcular (M — I)(M + 3I). Expresar M2 y M~! en funcién de M y de I.
Probar que Vn € Z, Ju,, v, € R tales que M" = up,I + v, M y que u, + v,
es constante.

4. Expresar uy, v, y M"™ en funcién de n para n > 0.

223. Un operador traspuesto en el espacio dual

746. Sea E={p e Rz]:grp< 5}, F={pe€ E:p(0)=p(1) =0}, fel
endomorfismo en E definido por:
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4 3

ag+ar1r+asx? +azrd +asxt = ag+arxr+ (a2 —aqg)r? — (a1 +az — aqg)rd.

y g la restriccién de f a F. Se pide:

1. Demostrar que F' es un espacio vectorial y hallar una base B de F.

2. Demostrar que f(F') C F'y hallar la matriz de g respecto de B.

3. Determinar unas bases de ker g e Im g.

4. Obtener la matriz g*, operador traspuesto de g, respecto de la base dual
de B, y hallar la imagen de 2 — x por la forma lineal g'(¢) siendo ¢ el
elemento de F™* definido por ¢(p) = 2.

224. Interpolacién en el espacio dual

747. Sea V el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y
de grado menor o igual que 2. Se consideran las formas lineales fo, fi1, f2 :
V' — R definidas por

< fo,p(z) >=p(0), < f1,p(x) >=p'(0), < f2,p(x) >= p"(0).

Estas formas lineales son una base del espacio dual V*.

1. Encontrar una base de V' cuya dual sea la base { fo, f1, f2}. Encontrar un
polinomio ¢(z) (de V') tal que ¢(0) = 0!, ¢'(1) = 1!, ¢"(0) = 2.

2. Encontrar un polinomio r(z) (de V') tal que

r(0) = 0!
r(0) +7"(0) = 1! 4 2!
7(0) + ' (0) + r"(0) = 0! + 1! + 2.

. Queda r(x) determinado univocamente por las condiciones anteriores? En
V', se consideran las formas lineales gg, g1, 92 : V — R definidas por

< go, p(z) >= p(0)
< g1,p(z) >=p'(0) + p"(0)
< g2,p(x) >= p(0) + p'(0) + p"(0).

., Son una base de V*7

Sea ahora E un espacio vectorial real de dimensiéon n+1y hg, b1, ho, ..., hy,
n+1 formas lineales en F, h; : E — R y sean zg, 21, 22, . - - , Zn, B+ 1 nimeros
reales. Se denomina problema de interpolacion al siguiente:
Encontrar un elemento v de E tal que

< hg,v >= 29, < h1,v >= 21, < hg,v >= 20, ... < hp,v >= 2z,
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Asi pues, los los problemas de los apartados 1. y 2. son problemas de
interpolacién.
3. Demostrar que una condicién suficiente para que un problema de in-
terpolacién tenga solucién y sea unica, para cada conjunto de numeros
20,721,722, - ..,2n €s que las formas lineales hg, b1, hs, ..., h, sean una base
de E*. Indicacion: Expresar la posible solucién en la base de E cuya dual
€s ho, hl, hg, ce ,hn.
4. jEsta condicién es también necesaria? Dar una demostraciéon o un con-
traejemplo.

En el espacio V' de los apartados 1. y 2. se considera la base so(x) = 1,
si(z) =14z, so(z) =1+ + 22
5. Calcular los determinantes
< fo,80> < fi,80> < fo,s0> < 90,58 > <(g1,S0 > < g2,50 >
< f0,81 > < f1,$1 > < f2,81 >, 1<g0,51 > <(g1,851 > < g2,51 >|.
< fo,82 > < fi1,89 > < fo,89 > < go,S2 > < (g1,52 > < @g2,52 >

En el espacio E del apartado 3. se considera una base {eg,e1,ea,...,e,}.

Enunciar y demostrar una condicion necesaria y suficiente sobre el valor del

determinante

< hg,eg > ... < hp,eq>

A= : :
< hg,en> ... <hp,eyp>

para que el problema de interpolacién tenga solucién tnica para cada con-
junto de nimeros zg, 21, .. ., Zn.

225. Clasificacion de una familia de endomorfis-
mos

748. Se consideran los homomorfismos fy de un espacio vectorial real
de dimensién 3 definidos por las ecuaciones

f)\<61) =e1 + e9 + Aeg
fale2) =e1 + Xez +e3
f)\(el) =e1 + ey + )\263.

donde A € Ry B = {ej,e2,e3} es una base de E.

1. Clasificar en funcién de A los distintos endomorfismos f) indicando su
naturaleza. Para aquellos f) que no sean automorfismos, definir la imagen
y el nicleo. Para los que sean automorfismos, definir su inverso.

2. Dado el vector b = e1 + 2e5 + e3 disentir la existencia o no de solucién de
la ecuacién fy(x) = b.
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226. Dos aplicaciones lineales

749. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales de una variable
real que son indefinidamente derivables, con las operaciones habituales de
suma de funciones y producto por numeros reales. Se consideran en E las
aplicaciones Z y D definidas por

T(f(x)) = / f0) dt, D(f(a) = ().

a) Demostrar que Z y D son aplicaciones lineales de E en FE.

b) Determinar DoZ —Z o D.

c¢) Hallar ker (Id —Z) y ker (Id — D), siendo Id la identidad en E.
d) ;Existen la aplicacién inversa de Id — D?

227. Endomorfismo en C sobre R

750. Sea C el espacio vectorial de los nimeros complejos respecto del cuer-
po R de los nimeros reales. Se considera la aplicaciéon f : C — C definida
para todo z € C por f(z) = uz, en donde u = 1 + i siendo i la unidad
imaginaria.

1. Demostrar que f es una aplicacién lineal.

2. Determinar la matriz asociada a f respecto de la base candnica {1,i}.

3. Determinar el nicleo y la imagen de f.

4. Determinar segun el valor de n entero y positivo, la matriz de f™ respecto
de la base canédnica.

5. Determinar la dimensién del espacio vectorial sobre R formado por todas
las aplicaciones lineales que son combinacion lineal de las f”, es decir del
espacio vectorial F' = {3 _yanf" :an, € R}.

228. Matrices circulantes

751. SeaT : C" — C™dadapor T(xg, 21, ..., Zn-1) = (Tpn-1,T0,- .-, Tp—2).
Se llama matriz circulante de orden n determinada por x = (xg, 1,...,Tp—1)
y la representamos por circ{z}, a la matriz cuyos filas en el orden natural
son v, T(v),...,T" !(x), es decir

x
T(x)

circ {z} =

Tn—.l ($)

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 11. Aplicaciones lineales 165

1) Escribir de forma explicita una matriz circulante genérica.

2) Sea Circ(n) = {circ{z} : x € C"} el conjunto de todas las matrices
circulantes de orden n. Demostrar que es subespacio vectorial de C"*™.

3) Demostrar que la aplicacién ® : C" — Circ(n) dada por ®(z) = circ{z}
es isomorfismo de espacios vectoriales.

4) Hallar la dimensién y una base de Circ(n). Escribir explicitamente esta
base para n = 3.

229. Aplicacién T'(X) = AX — XA™!

752. Sea A una matriz fija e invertible en el espacio R"*"™ de las matrices
cuadradas reales de orden n. Se considera la aplicacién

T:RV™ 5 R™™ T(X)=AX — XA

Estudiar si es una transformacién lineal. Si la respuesta es afirmativa, para

el caso
_ 5 1 2X2
A= [4 J cR

hallar una base del nicleo de T y estudiar si es isomorfismo.

230. Matriz del cuadrado de un endomorfismo

753. Sea V un espacio vectorial real y B = {v1,v2}, B' = {va, —v1 4+ v2}
sendas bases de V. Se considera el endomorfismo f : V. — V tal que su
matriz en las bases By B’ es

15 = (5 1)-

Se pide determinar [f o f]5'.

231. kerT'=(Im 7T)" y ker T* = (Im T)"°

754. Sea T : E — F una aplicacién lineal y T* : F* — E* la aplicacién
lineal transpuesta de T', es decir T*(f) = f o T. Demostrar que
(1) ker T* = (Im T)°.
(2) Si E y F son de dimensién finita, entonces Im 7% = (ker T)°.
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Valores y vectores propios

232. Concepto de valor y vector propio

755. Se considera el endomorfismo f : R> — R? dado por

f 1\ 2 2 1
xI9 o 1 3 T2 )
Analizar cuales de los siguientes vectores son vectores propios de f
v=(1,1)" v=(=2,1)" w= (31",

756. Sea FE el espacio vectorial

E ={z:R — R: z es infinitamente derivable en R}.

t

Demostrar que para todo a € R, la funcién v(t) = e* es vector propio del

endomorfismo f : E — E dado por f (z(t)) = 2/'(t).

757. En el espacio vectorial real E de los vectores libres del plano se
considera el endomorfismo f que rota cada vector x € E un dngulo § = 90°.
Demostrar que f no tiene vectores propios.

758. Sea E # {0} un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Hallar los valores

y vectores propios de los endomorfismos
(a)0: E— E, 0(x) =0 Va € E (endomorfismo nulo).
(b)I:E—FE, I(zx)=x Vz € E (endomorfismo identidad).

759. Se considera la matriz

(a,b € R).

O O R
o R o
e oo
SIS RS S

167
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Comprobar que u = (1,1,1,1)! y v = (1,0,0,—1)! son vectores propios de
la matriz A.

760. Una matriz cuadrada A se dice que es involutiva si, y sélo si A% = I.
Demostrar que si A es valor propio de una matriz involutiva, entonces A = 1
oA=-—1.

761. Supongamos que x es un vector propio de un endomorfismo f: £ —
E, asociado a un valor propio A. Demostrar que para todo entero n > 0, x
también es un vector propio de f™ correspondiente a A™.

233. Primeras propiedades

762. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensiéon finita n y
f : E — E un endomorfismo. Demostrar que si B es una base de E formada
por vectores propios de f, entonces la matriz de f en la base B es diagonal.

763. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo Ky f: E — E un endomor-
fismo. Sea A valor propio de f. Demostrar que V) = {x € E': f(z) = Az} es
subespacio vectorial de FE.

764. Sea F espacio vectorial sobre el cuerpo Ky f : E — F un endomorfis-
mo que admite m valores propios distintos A1, ..., A\p,. Sea S = {z1,..., 2y}
en donde para cada ¢ = 1,...,m, x; es vector propio asociado a A;. Demos-
trar que S es un sistema libre.

234. Polinomio caracteristico

765. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensién finita n. Sea
A la matriz de f respecto de una determinada base B de E. Demostrar que:
(a) A € K es valor propio de f < det(A—X) =0
(b) Si A € K es valor propio de f, entonces x € V) < (A — )X =0 en
donde X es el vector de coordenadas de x en la base B.

766. Sea K un cuerpoy A, B € K™*" dos matrices semejantes. Demostrar
que A y B tienen el mismo polinomio caracteristico.

767. Sea A € K™ y sea x(A) su polinomio caracteristico. Demostrar
que:

x(A) = A% — (traza A)\+det A (sin =2),
x(\) = 2%+ (traza A))\2 — (A11 + Aga + Azz)N+det A (sin=3),

en donde A;; representa el adjunto del elemento a;; de la matriz A.
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768. Sea A € K"*" y sea () su polinomio caracteristico. Demostrar que
XA) = (=1)" A" + (=1)" " (traza A)N""! + ...+ det A.

769. Sea f un endomorfismo sobre un espacio vectorial E de dimensién
finita sobre el cuerpo K. Sea \; valor propio de f. Demostrar que 1 <
dim V), < m(\;), en donde m(\;) representa la multiplicidad de A como raiz
del polinomio caracteristico de f.

770. Sin efectuar previamente el producto, calcular el polinomio carac-
teristico de la matriz AB, siendo

1 2
2 -2
21 -3 0 1
A=1|-1 3|, B=
50 10 2 1 -2
0 4

771. Demostrar que una matriz cuadrada A y su traspuesta A’ tienen el
mismo polinomio caracteristico. j Tienen los mismos vectores propios?

772. Hallar el polinomio caracteristico de la matriz

a; a ... Qan
A a, a2 ... Qp
ay a ... Qap
siendo aq, as, ..., a, escalares.

773. Una matriz A = [a;;] cuadrada real de orden n se dice que es matriz
de Markov siy solo si todos sus elementos a;; son mayores o iguales que 0
y la suma de las componentes de cada columna de A es 1. Demostrar que
A =1 es valor propio de toda matriz de Markov.

235. Calculo de valores y vectores propios

774. Sea E un espacio vectorial real y f : E — E el endomorfismo cuya
matriz en una determinada base B = {uj, us} es

2 2
A= [ : 3] |
(a) Calcular los valores propios de f.

(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.
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775. Sea E un espacio vectorial real y f : F — F el endomorfiamo cuya
matriz en una determinada base B = {uj, ua} es

5 —1
A= L 3} |
(a) Calcular los valores propios de f.

(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

776. Sea E un espacio vectorial y f : E — F el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {uj,ua} es

1 -1
A= .
Calcular los valores propios de f, los subespacios propios, sus dimensiones
y una base de cada uno de ellos en los casos:

(a) El cuerpo de escalares es R.
(b) El cuerpo de escalares es C.

777. Sea E un espacio vectorial real y f : E — E el endomorfiamo cuya
matriz en una determinada base B = {uj, ug2,ug} es

1 -3 3
A= 1|3 -5 3
6 —6 4

(a) Calcular los valores propios de f.
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

778. Sea E = R?*2 ¢l espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se
considera la aplicacion

f:E—E, f(X)=X" (traspuesta de X).

a) Demostrar que f es lineal.

(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canénica de E.

(c) Calcular los autovalores de f, los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

779. Determinar el endomorfismo h de R? que verifica las dos condiciones
siguientes
i) Los subespacios L[(1,0,1)] y el de ecuacién z1 — xz2 + x3 = 0 son autoes-
pacios (subespacios propios).
i) h(0,0,1) = (1,0,1).
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236. Endomorfismos diagonalizables

780. Sea E un espacio vectorial real y f : F — E el endomorfismo cuya
matriz en una determinada base B = {uj,u2} es

2 2
e
(a) Estudiar si es diagonalizable.
(b) En caso afirmativo, encontrar una base de E formada por vectores propios

de f y una matriz inverible P tal que P~'AP = D con D matriz diagonal
de valores propios.

781. Sea FE un espacio vectorial y f : E — F el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {uj,us} es

1 -1
A= .
>
(a) Demostrar que no es diagonalizable si el cuerpo de escalares es R.
(b) Demostrar que es diagonalizable si el cuerpo de escalares es C, encontrar

una base de E formada por vectores propios de f y una matriz invertible P
tal que P~'AP = D con D matriz diagonal de valores propios.

782. Se considera la matriz:

1 -3 3
A=|3 -5 3
6 —6 4

Demostrar que es diagonalizable en R, encontrar una base de R3 formada
por vectores propios de A y una matriz invertible P tal que P~*AP = D
con D matriz diagonal de valores propios.

2 6 —15
783. Se considera la matriz: A = |1 1 =5 | . Demostrar que no es
1 2 —6

diagonalizable en R.

784. Se consideran las matrices reales:

1 000 1 000
2100 0100
M= -1 3 2 0|~ N= -1 1 2 0
0 0 4 2 3 1 0 2

Para cada una de ellas, estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo
hallar una matriz diagonal semejante y la correspondiente matriz de paso.
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785. Se considera la matriz:

3 -1 0
A= 16 -3 2
8 —6 5

(a) Demostrar que no es diagonalizable en R.
(b) Demostrar que es diagonalizable en C y hallar una matriz P € C3*3 tal
que P7'AP = diag (A1, A2, A3) con A1, A2, A3 valores propios de A.

786. Estudiar para qué valores de = € R la siguiente matriz es diagonali-
zable en R
A [coshx sinh x]
sinhx coshz|’

237. Potencia enésima de una matriz por diagona-
lizacion
787. Sea A una matriz cuadrada de orden m con elementos en un cuerpo

K y diagonalizable. Deducir la férmula para A™ en funcién de la correspon-
diente matriz diagonal y la matriz de paso.

1 -3 3
788. Calcular la potencia enésima de la matriz A = |3 -5 3
6 —6 4

238. Teorema de Cayley-Hamilton

789. Verificar la validez del teorema de Cayley-Hamilton para la matriz
3 -1
-

;1 g} . Usando el teorema de Cayley-

Hamilton, expresar A~! como combinacién lineal de I y de A.

790. Se considera la matriz A = [

—14 25
-9 16

n—+oo N

791. Dada la matriz real A = [ } , calcular lim lA”
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239. Diagonalizacion segin parametros

792. Determinar los valores de a € R para los cuales es diagonalizable en

R la matriz
2044 1—a —2a—a?

A= 0 4 — o 0
0 0 4 — a2

793. Determinar los valores de v y [ reales para los cuales es diagonali-
zable en R la matriz

5 0 0
A=10 -1 B| e R¥3,
3 0 «o

794. Determinar los valores de a, b, ¢ € R para los cuales es diagonalizable
en R la matriz

1
A= |0
0

O = Q

1
b
c

795. Determinar los valores de m para los cuales no es diagonalizable en
R la matriz real

1 -2 -2
A=1[-2 m 8
2 8 m

240. Suma y producto de valores propios

796. Se considera la matriz real

1 6
A=15 3
6 4

W O Ut

Hallar la suma y el producto de sus valores propios sabiendo que es diago-
nalizable.

241. Valores propios del endomorfismo inverso

797. Sea A un valor propio de un endomorfismo f : F — FE invertible.
(a) Demostrar que A # 0.
(b) Demostrar que 1/\ es valor propio de f~!.
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(c) Aplicacién: se considera la matriz
2 3
4= [3 2] .
Hallar los valores y vectores propios de A™1.

242. Diagonalizacién en R?>*?

798. Sea E = R?*2 ¢l espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se
considera la aplicacion

f:E—=E, f(X)=X" (traspuesta de X).

a) Demostrar que f es lineal.

b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canénica de E.

(c) Calcular los autovalores de f, los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

(
(

243. Diagonalizacién en Ry[z]
799. Se considera el endomorfismo 7" en Ro[z] definido por
T (p(z)) =plx+1)+ (z+ 1)p'(z + 1).

1) Hallar la matriz A de T en la base canénica de Ry[z]

2) Demostrar que T es diagonalizable.

3) Hallar una base de Ro[z] que lo diagonaliza y la matriz diagonal D de T
en dicha base.

4) Encontrar una matriz P invertible tal que P~'AP = D.

244. Valores propios de una matriz nilpotente

800. Sea A matriz cuadrada nilpotente, es decir existe un entero positivo
m tal que A™ = 0. Se pide:
(a) Demostrar que A = 0 es valor propio de A. (b) Demostrar que A = 0 es
el tnico valor propio de A.
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245. Logaritmo de una matriz

801. Sean:
0 -2 -2
()A=1]1 3 1| R
0o 0 2

(ii) S el conjunto formado por todas las matrices de R3*3 tales que son dia-
gonalizables y tienen todos los valores propios mayores que cero.
(iii) La funcién log : & — R3*3 que cumple las propiedades:

a) Si D = diag(a, b, ¢) entonces log D = diag(log a,log b, log c).
b) Si M,N € S, P € R33 con P invertible y M = P~!NP entonces
log M = P~1(log N)P.

Se pide:

1. Estudiar si S es un subespacio vectorial de R3*3,

2. Comprobar que A € S. 3. Calcular log A.

4. Estudiar si se verifica la igualdad log(M N) = log M + log N.

246. Un determinante por recurrencia

802. Sean € N*, A, € R"" y D,, = |A,|. En todo lo que sigue supon-
dremos la existencia de p,q € R tales que si n > 2, D,, = pDy_1 + qDp—2.
Se pide:

1. Si ¢ =0, hallar D,, en funcién de p,n, Ds. 2. Si ¢ # 0y r, s son las raices
que suponemos distintas de la ecuacién z? —pz —q = 0, hallar D,, en funcién
de Di, Do, 7, s,n.

3.5i Ay = E é] hallar ]A5_1] cuando p = 2,¢q = 0.
7 5 0 ... 0]°
2 75 0

4. Calcular el determinante de la matriz: |0 2 7 0] e Rrnxn,
0 0O 7

247. Diagonalizacién en C,[z]

803. Sea n € N*. En el espacio vectorial Cy,[z] sobre C de los polinomios
complejos de grado menor o igual que n se considera la aplicacion:
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Fr Gl Sl = (42 (152
+z
1. Estudiar la linealidad de f,,.
2. Obtener f,,(py,) siendo py,(2) = (1+2)* con 0 < k < n. Determinar f,,0 f,,.
3. Calcular los polinomios caracteristico y minimo asi como los valores pro-
pios de f3.
4. Determinar los subespacios propios de f3. jEs diagonalizable f3?7

248. Limite de una sucesion matricial

804. Sea f :R? — R? una aplicacién lineal cuya matriz respecto de la ba-
se candnica es A. Se sabe que f(2,—1) = (1,—1) y que f(1,—-2) = (2,—4).
1. Determinar A.

2. Hallar los valores y vectores propios de f.

3. Calcular una matriz P tal que P~'AP sea diagonal y comprobar el resul-
tado.

4. Hallar el limite de la sucesién matricial

1 1 1
1§ T+ -A+ =A%+ ...+ —A").
un( A+ At )

n—oo 371

249. Modelo de poblaciones

805. Una ciudad A es de transito, estimandose que de los habitantes que
tiene al principio de cada ano, al final del mismo han emigrado 2/3 a una
cierta region geografica B y 1/3 a otra regién C. Por otra parte y durante ese
mismo ano, 1/3 de la poblacién de B y 1/3 de la poblacién de C' se establece
en A. Calcular las poblaciones en régimen estacionario, es decir al final de
n anos con n — 0o, sabiendo que en un determinado ano las poblaciones de
A, B y C eran respectivamente 60,200 y 300.

250. Endomorfismo con modelo matematico

806. Sea f el endomorfismo en R? cuya matriz respecto de la base canénica
es

A=l V3]

ysean C1 = {x € R? : 21 >0, 20 >0}, Rp = {x € R? : 21 + a0 = k}
con k € R. Se pide:
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1. Comprobar que C7 es f-invariante. Idem para cada Ry.

2. Comprobar que Ry es un subespacio propio de f. Determinar los valores
propios y los subespacios propio de f.

3. Determinar A™ para cada n natural y lim,, ., A".

4. La restriccién de f a C1 N Ry sirve de modelo para el siguiente sistema:

En una autopista de dos carriles, la probabilidad de que un coche esté
en el carril ¢ en el instante n habiendo estado en el carril j en el instante
anterior n — 1 es a;j. Si 4, es la probabilidad de que un coche se encuentre
en el carril ¢ en el instante n y s, = (w1n,x2n)t representa el estado de la
autopista en el instante n, se cumple para todo n € N que s,+1 = f(sy).

Determinar:

(a) Si existen estados estacionarios (es decir si existen s, tales que Vn €
N s, = s.) y calcularlos en su caso.

(b) s, en funcién de n y sp.

(c) Si existe lim,,_,~ s, para cada sp, y calcularlo en su caso.

(d) El carril que tenderd a estar mas ocupado al crecer n.

251. Endomorfismo idempotente

807. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea f: E — E un
endomorfismo idempotente es decir, que cumple f? = f.
1. Demostrar que E = ker f @ Imf.
2. Demostrar que si f no es inyectiva entonces ker f es subespacio propio
asociado a f y si f # 0, Imf es subespacio propio asociado a f.
3. Supongamos ahora que dim F = n finita. Demostrar que f es diagona-
lizable. Determinar una base B de E formada por vectores propios de f y
hallar la matriz diagonal D correspondiente.

252. Limite en R diagonalizando en C

808. Se consideran tres puntos p1, p2, p3 sobre la recta real y se construye
una sucesion del siguiente modo: py es el punto medio del segmento p1p2, ps5
es el punto medio de pap3, pg es el punto medio de p3py y asi sucesivamente.
Se desea conocer el limite de esta sucesion, para ello se pide:

1. Expresar py13 en funcién de py v pr+1. Hallar una matriz A de tal manera
que si o = (Pr, Pri1, Pkio)t, se cumpla 241 = Azy. Obtener una expresién
que determine xj como funcién de A, k y z1, y demostrar que esta expresion
es cierta Vk € N*.

2. Calcular el polinomio caracteristico y los valores propios de A en C.
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Justificar por qué A es diagonalizable en C pero no en R, e indicar una
matriz diagonal semejante a ella.

3. Demostrar que si A € C es valor propio de una matriz M € R™*™ Cc C"*"y
z=(21,...,2n) € C" "™ es vector propio de M correspondiente a A, entonces
Z = (Z1,...,%,) es un vector propio de M asociado a X\ . Hallar T € C3*3
tal que T~'AT sea la matriz indicada en el apartado anterior.

4. Calcular en funcién de p1,p2 v p3, limy, oo T ¥y limy o0 D

253. Valores propios y asintota horizontal
809. Se considera el espacio vectorial

E={f:R—R: f continua y h’ril f(z) € R},
T—r+00

es decir la grafica de f tiene una asintota horizontal para r — +oo.

Se define la aplicacién T : E — E de la forma T'(f)(x) = f(z + 1).
(a) Demostrar que T es lineal.
(b) Demostrar que A = 1 es valor propio de T.
(c) Demostrar que el subespacio propio asociado a A = 1 estd formado
exactamente por las funciones constantes.

254. Coseno de una matriz

_ “1/3 2/3 —2/3
810. Calcular cos <1A> siendo A= | 2/3 —-1/3 —-2/3
—2/3 —2/3 —1/3

255. Matrices componentes

811. Se considera la matriz real A = [? _ﬂ )

(a) Calcular sus matrices componentes.
b) Como aplicacién, calcular v A, A7! y e4.
( p , Ay
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256. Awutovalores de una matriz circulante

812. Recordamos que una matriz circulante es una matriz de la forma

ap al . Ap—2 Qap-—1
Gnp—1 ao ce+o An—-3 Qanp-2
Gp—2 A4n—1 ... (Ap—4 Qnp-3
— nxn
A= . : . .| eC,
a as . ap ai
L a1 a P ¢ o | ap |

es decir una matriz cuadrada compleja cuyas componentes de la primera
fila son niimeros complejos cualesquiera y cada una de las sucesivas filas se
obtiene de la anterior sustituyendo la tltima componente por la primera y
trasladando las restantes. El objetivo de este problema es hallar los valores
propios, vectores propios y el determinante de cualquier matriz circulante.
1) Demostrar que v = [1,w, w2 ... ,w"*I]T con w cualquier raiz enésima de
la unidad, es vector propio de A. Determinar su valor propio asociado.

2) Demostrar que A tiene n vectores propios linealmente independientes.
3) Calcular det A.

4) Para una matriz genérica circulante de orden 2, hallar sus valores propios,
vectores propios y determinante sin usar los apartados anteriores. Verificar
los resultados.

257. Limite de una sucesion recurrente

1
813. Dada la sucesién z, tal que z1 = 1,20 =2y Tpyo = 5 (Tn + Tpnt1)

probar que lim =z, = —.
n——+o0o 3

258. Circulos de Gershgorin

814. Sea A = [a;;] € C™*". Para cada i = 1,2,...,n consideremos los
circulos cerrados del plano complejo

Di = D(an’,ri) = {Z cC: |Z — aii| < ri} con r; = Z ]aij\ .
J#i
A tales circulos se les llama circulos de Gershgorin. Cada circulo D; tiene

su centro en el elemento a;; de la diagonal principal y su radio es la suma
de los moédulos de los restantes elementos de la fila 4.
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(a) Demostrar el teorema de los circulos de Gershgorin:
Cada valor propio de A pertenece a algtin circulo de Gershgorin.

(b) Aplicar el teorema a la matriz A = E _21] .

(c) Idem para la matriz A = B :H .

(d) Idem para la matriz A = diag (A1, A2, ..., A,) € C™*™,

(e) Deducir un teorema parecido al de Gershgorin que involucre elementos
de columnas.

259. Matrices idempotentes en K?>*?

815. Para cualquier cuerpo K, determinar todas las matrices idempotentes
de K2*2,

260. Subespacios invariantes

816. Se considera el endomorfismo 7" : R3 — R3 dado por

Il 1 0 0 I
T| z2 | =10 1 0 T2
I3 3 —5 2 I3

Demostrar el subespacio W de ecuacion cartesiana 3x1 — 5zg + x3 = 0 es
T— invariante.

817. Demostrar que la interseccién de cualquier coleccién de subespacios
de V que son T'— invariantes, también es T'— invariante.

818. Demostrar que todo subespacio de V' es invariante por los operadores
I y 0 (operadores identidad y nulo).

819. Sea W subespacio de V invariante por los operadores 77,15 : V — V.
Demostrar que también es invariante por los operadores 17 + 15 y 17 o 1.

820. Sea V un espacio vectorial y T : V' — V un endomorfismo. Demostrar
que los siguientes subespacios son invariantes por 71 :

(a) {0}. (b)) V. (c) kerT. (d)Im T.

821. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que
(i) Si v € V es vector propio no nulo de T' entonces, el subespacio L[v]
generado por v es T— invariante.
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(77) Reciprocamente, supongamos que W es un subespacio de dimensién 1
generado por el vector no nulo v, es decir W = L[v]|. Entonces, v es vector
propio de T'

822. Determinar los subespacios invariantes del endomorfismo 7' : R? —

) f]-F 3

823. Determinar los subespacios invariantes de

I o 2 —4 I
r[l=F )
visto como (a) Un operador T : R? — R2. (b) Un operador T : C? — C2.

824. Demostrar que todo subespacio propio V) de V es invariante por 7.

825. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n > 1 e impar. Demostrar

que cualquier operador sobre V tiene un subespacio invariante distinto de
{0} y de V.

826. Sean V espacio vectorial sobre el cuerpo K, T : V — V un endomor-
fismo y f(t) € K[t]. Demostrar que ker f(7') es un subspacio T'— invariante.

827. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y W es un subespacio
invariante por un operador 7' : V' — V. Demostrar que 7' tiene una repre-

sentacion matricial por bloques [ en donde A es una representacion

B
0 C
matricial de la restriccion T de T a W.

828. Se considera el endomorfismo 7' : R3 — R3 dado por

T 1 -3 3| |z
Tyl =13 =5 3| |y
z 6 —6 4| |z

(a) Demostrar que el subespacio W = L[(1,1,2)!] es T— invariante.
(b) Encontrar a partir de W una representaciéon matricial de T' de la forma

A B
0 C|°
829. Sea T : V — V un endomorfismo con dim V finita y W un subespacio

T— invariante. Demostrar que el polinomio minimo de la restriccion 7" de T’
a W divide al polinomio minimo de T.
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Capitulo 13

Formas canonicas de Jordan

261. Bloques de Jordan

830. Comprobar que la siguiente matriz es nilpotente de orden 4

S
|
cooo

0
0
1
0

OO O
O O = O

831. Hallar A™ siendo A = [3 1] .

0 3
31 0 0 O
03 0 0 O
832. Calcular A™, siendo A=(0 0 -1 1 0
00 0 -1 1
00 0 0 -1
262. Polinomio minimo
833. Hallar el polinomio minimo de la matriz
21 0 0
102 0 0 AxA
A=1g 0 1 1| BT
00 -2 4
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834. Hallar el polinomio minimo de la matriz

5 -9 —4
A=1|6 —11 —-5| € R3*3,
~7 13 6

835. Hallar el polinomio minimo del endomorfismo derivacién D en Ry[z].

836. Sea p(z) = 23— 1 el polinomio minimo de un endomorfismo f en R%.
Demostrar que f es invertible y que f~! = f2.

837. Hallar el polinomio minimo del endomorfismo f : R3[z] — Rg[z]
dado por

flp(ay) = 22D P

263. Forma canodnica de Jordan

838. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos
polinomio caracteristico y minimo son respectivamente:

X)) =A=2"(A=3)% puA)=\-27°A-3)"

839. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos
polinomio caracteristico y minimo son respectivamente:

XA =(A=77 p\)=*-"7)>%

840. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos
polinomio caracteristico y minimo son respectivamente:

XA = (A =a’(A=0)% u(N)=A-a)A=b), (a#b).

841. Hallar el polinomio minimo y la forma candnica de Jordan de la
matriz

0 0 0O
2 0 00
A_2200
2 2 00
b 0 0 b+3
_OOO b 4x4
842. Sea M = b 0o -2 € R**%,
0 0O b

Determinar su forma candnica de Jordan segun los valores del parametro b.
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264. Calculo de una base de Jordan

843. Hallar la forma candnica de Jordan J de la matriz

0 -2 2 —1
2 o3 -1 1 et
A=1y |1 1 1|€R

4 3 -3 4

y una matriz invertible P tal que P~1AP = J.

844. Se considera la matriz

Determinar la forma candnica de Jordan J de A y una matriz P invertible
tal que P71AP = J.

265. Potencia enésima por forma de Jordan

2 6 —15
845. Se considera la matriz A= |1 1 -5
1 2 -6

(a) Determinar la forma candnica de Jordan J de A y una matriz P invertible
tal que P~1AP = J.
(b) Como aplicacién del apartado anterior, hallar A™ (n € N).

266. Formas de Jordan de AB y BA

846. Sean Ay B dos matrices cuadradas de orden n. En general ABy BA
son matrices distintas, y sin embargo tienen atributos iguales. Por ejemplo,
se verifica det(AB) = det(BA). El objetivo de este ejercicio es, ademds de
evaluar a los alumnos, estudiar algunas otras caracteristicas comunes.

a) Demostrar que AB y BA tienen el mismo polinomio caracteristico y los
mismos valores propios.
Indicacién: Efectuar los productos por cajas CD y DC, y comparar det(CD)

con det(DC).
AOA -1 0
=[5 3] p=[5 S
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b) A la vista del resultado anterior es natural preguntar (AB y BA tienen
la misma forma de Jordan?, y en particular, ;jsi una de ellas es diagonali-
zable, lo es también la otra?. Las respuestas son afirmativas al menos en
el caso particular de suponer A o B invertibles. En efecto, en este caso de-
mostrar que si J es la forma candnica de Jordan de AB con matriz de paso
P (J = P~Y(AB)P), entonces J es también la forma normal de Jordan de
BA. Determinar una matriz invertible @ tal que J = Q~1(BA)Q.
Indicacién: Utilizar la igualdad AB = A(BA)A~! cuando se supone A inve-
rible y otra igualdad andloga cuando se supone B invertible.

c¢) Construir un contraejemplo para mostrar que las respuestas a las pre-
guntas de b) no siempre son afirmativas. Estudiar si la condicién A o B
invertible es necesaria para que AB y BA tengan la misma forma normal
de Jordan.

267. Forma candnica del operador derivacion

847. Sea V el espacio vectorial real formado por los polinomios ¢(x) de
grado menor o igual que n, respecto de las operaciones usuales. Se considera
la aplicacién lineal

D:V =V, q(z) = D(q(z)) = ¢(x).

Hallar la matriz A de D respecto de la base de V' : {1,z,22,...,2"}. Encon-
trar su forma canénica de Jordan A* (o en particular, su forma diagonal) y
una matriz P regular y diagonal tal que A* = P~'AP. Especificar la nueva
base.

268. Numero ¢ y exponencial de una matriz
848. En la Ensenanza Media se define el niimero e como el limite:

1 m
lim (1 + ) ,
m—o0 m

y de manera mas general resulta ser

1 m
e = lim (1 + a) )
m—00 m
donde a es un nimero real cualquiera. Se puede intentar definir formalmente
la exponencial de la matriz A mediante

(x)  et= lim (I+1A>
m

m—ro0
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donde A es una matriz real n x n, I la identidad de orden n x n, y n =
1,2,3,... Se pide:

a) Comprobar que la definicién () tiene sentido cuando A es una matriz
2 x 2 diagonal. Aplicar esta demostracién para calcular e? cuando:

A:[g _‘ﬂ

b) Comprobar que la definicién (x) tiene sentido también cuando A es una

matriz 2 x 2 diagonalizable. Aplicar esta demostracién para calcular e cuan-

do:
7T 4
i

c) Comprobar que la definicién (*) tiene ain sentido también cuando A es
una matriz 2 X 2 no diagonalizable que admite forma de Jordan. Aplicar esta
demostracién para calcular e? cuando:

3 1
A= [_1 1].
269. Formas de Jordan de rango 1

849. Se trata de estudiar las posibles formas candnicas de Jordan (o en
su caso, forma diagonal) de las matrices cuadradas de rango 1.

1. Estudiamos en primer lugar un caso particular para matrices 3 x 3. Dada
la matriz

1 a -1
A=11 a -1},
1 a -1

determinar, segun los valores del parametro real a su forma candnica de
Jordan A* (o en particular su forma diagonal) y una matriz P no singular
tal que A = PA*P~!

2. Sea ahora A una matriz real cuadrada n x n de rango 1. Justificar que en
general dicha matriz serd de la forma

)\11}1 )\2’01 e )\nvl
A1U2 AUz ... ApvUg

= b
AMUn A2Up ... ApUp

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



188 270 Espacio de funciones y forma de Jordan

con algtin \; # 0 (i =1,2,...,n) y con v = (v1,v2,...,v,)¢ # (0,0,...,0)%.

Hallar las soluciones del sistema AX = 0 con X = (z1,72,...,2,)" ¥
0=(0,0,...,0)
3. Calcular AX con X = (z1,29,...,2,)". Calcular Av. Hallar los autovalo-

res y los autovectores de la matriz A.

4. Enunciar y demostrar una condicién necesaria y suficiente que que deben
satisfacer los coeficientes de la matriz A para que esta sea diagonalizable.
Comprobar el resultado que se obtenga, en el caso particular de la matriz
que figura en el apartado 1.

5. Las mismas cuestiones para el caso no diagonalizable (naturalmente A*
serd su forma canénica de Jordan en este caso).

270. Espacio de funciones y forma de Jordan

850. Consideremos el espacio vectorial V' generado por el sistema de fun-
ciones
{1,2,2% 23 sh z,ch z}.

(a) Sea D : V — V la aplicacién derivada, es decir D(f) = f’. Calcular unas
bases de ker D e Im D.

(b) Calcular la forma canénica de Jordan J de D y encontrar una base de
V de forma que la matriz asociada a D en esa base sea precisamente .J.

(c) SeaT : V — V la aplicacién que hace corresponder a cada funcién f € V
su polinomio de Taylor de orden 2 en x = 0. Probar que T es lineal y calcular
su matriz respecto de la base de V

B={1, z, 2%, 2*, sh z, sh z}.
(d) Calcular ker T y como aplicacién resolver la ecuacién
T(f) =14z + 22 para f € V.

(e) Calcular las matrices asociadas a las composiciones T'o D y DoT respecto
a la base B y como aplicacién resolver la ecuacién

(T'oD)(f) = (DoT)(f) para f € V.

271. Matrices con cuadrado nulo

851. (a) Caracterizar las matrices complejas X de orden 2 x 2 que satis-
facen X2 = 0.
(b) Idem para las de orden 3 x 3 que satisfacen X? = 0.
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272. Semejanza en Ry en C

852. (i) Sean A y B matrices reales y semejantes como matrices complejas.
Demostrar que también son semejantes como matrices reales.
(ii) Aplicacién. Demostrar que si X es una matriz real tal que X? = —1I,
entonces, para algin n entero positivo,

_ 1 U
X=PJP conJ—[In NE

donde P es una matriz real no singular e I,, la matriz identidad de orden n.

273. Forma de Jordan en Z‘%X‘l

853. Se considera la matriz

c (27)4><4

NGO
BN
AT O
AU o

. Calcular el polinomio caracteristico x(A\) de A y sus valores propios.
. Calcular el polinomio minimo p(A) de A.

. Calcular las dimensiones de los subespacios propios.

. Determinar la forma canénica de Jordan J de la matriz A.

. Encontrar una matriz P € (Z7)*** invertible tal que P~1AP = J.

. Verificar el resultado.

ULk W=
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Capitulo 14

Formas bilineales y
cuadraticas

274. Concepto de forma bilineal

854. Sea F = C|a,b] el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas z(t) en el intervalo [a, b]. Se considera la aplicacién

b
f:EXE—=R, flx(t),ylt)]= / x(t)y(t) dt.

Demostrar que f es una forma bilineal.

855. Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean fi :
E = K, fo: FF— K aplicaciones lineales. Demostrar que la aplicacion:

[P ExF =K, f(z,y) = filz) f2(y)

es una forma bilineal.

856. Sca E = K" ™ el espacio vectorial de las matrices cuadradas de
ordenes n y M € E matriz fija dada. Se define la aplicacion:

fiExE—K, f(X,)Y)=tr(XTMY),
en donde tr denota la traza. Demostrar que f es forma bilineal.

857. Demostrar que la aplicacién
fRlz] xRlz] = R, f(p,q) =p(0) - q(0)

es una forma bilineal.
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275. Espacio vectorial de las formas bilineales

858. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, y sea:
B(E,F)={f:ExF —K: f es forma bilineal }.

Demostrar que B(E, F') es espacio vectorial sobre K con las operaciones:

Suma:  Vf,g € B(E,F), (f+g)(z,y)=f(zy)+g(zy).
Ley externa: VYo € KVf e B(E,F), (af)(z,y)=af(z,y).

276. Matriz de una forma bilineal
859. Sean E y F' espacios vectoriales sobre el cuerpo R y

Bg = {u1,u2,u3}, Bp ={vi,v2}

bases de F' y F respectivamente. Sea f : E x F' — R una forma bilineal que

satisface:
flui,vi) =2  f(ug,v1) =—6 f(us,2v1) =4

flur,v2) = =3 f(4ug,v2) =0 f(2u3,v2) = 6.

Se pide

(a) Hallar la matriz A de f en las bases Bg y Bp

(b) Hallar la ecuacién matricial de f en las mismas bases.
(c) Hallar f(z,y), siendo & = uj + 2ug, y = 2v;.

(d) Hallar la expresion desarrollada de f(z,y).

860. Se considera la forma bilineal:
[ Rola] x Ro[z] = R, f(p,q) = p(0) - ¢(0).
Hallar la matriz de f respecto de la base
B={2+4z—2%1+21,3}.
861. Se considera la forma bilineal
fRPEXRPZ SR, f(X,Y)=tr (XTY).
Hallar su matriz respecto de la base candnica.

862. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K y

B ={u1,...,un}, Bp={v,...,o.}
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bases de E y F respectivamente. Sea f : F x F' — K una forma bilineal.
Denotemos

aij = fluw;) (i=1,...m, j=1,...n).

Demostrar que para todo (x,y) € E x F se verifica:

ail @12 ... Gip Y1
azr G2 ... Q2n Y2
f(xay) = ['Zla 2, .-, l’m]
Uml Am2 ... amn Yn
en donde (z1,...,2m,)" son las coordenadas de z en B e (y1,...,y,)! son

las de y en Bp.

277. Formas bilineales simétricas y antisimétricas

863. Se consideran las formas bilineales en un espacio vectorial real de
dimencién 2, cuyas expresiones en coordenadas en una determinada base
son:

(a) f(z,y) =2x1y1 — bxays — Sx1y2 + 42y0.

(b) g(x,y) = —3x2y1 + 3z1Y2.

(¢) h(z,y) = x1y1 + Tz2y1 — 221Y2 + 622Y>.

Estudiar en cada caso si la forma es simétrica o antisimétrica.

864. Estudiar si es simétrica la forma bilineal
fiR[z] xRlz] = R,  f(p,q) =p(0) - q(0).

865. Se considera la formas bilineal en un espacio vectorial real de dimen-
cién 2, cuya expresién en coordenadas en una determinada base es:

f(z,y) = 2z1y1 + Tx1y2 + 622y1 — T2Y0.
Descomponerla en suma de una forma bilineal simétrica y otra antisimétrica.

866. Sea f: F x E — K una forma bilineal. Se dice que es alternada si,
y s6lo si f(u,u) =0 para todo u € E.
(a) Demostrar que si f es alternada, entonces es antisimétrica.
(b) Demostrar que si f es antisimétrica y carac(K) # 2, entonces f es
alternada.
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278. Suma directa B(E) =S A

867. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y B(E) el espacio vectorial
de las formas bilineales de F x E en K. Demostrar que
1) S={f € B(E): f es simétrica} es subespacio de B(F).
2) A={f € B(E): f es antisimétrica} es subespacio de B(E).
3) carac(K) #2 = B(E)=8S® A.

279. Cambio de base

868. La matriz de una forma bilineal f = EF x FF — K en las bases
Bg = {u1,us} y Br = {v1,v2,v3} es

2 —1 1
A‘[zz 4 1}

Hallar la matriz de f en las nuevas bases
B = {u1 —ug,us +uz}, Bjp = {v1,v1 +v2,v1 +v2 + v3}.
869. La matriz de la forma bilineal f : R?2 x R?> — R en la base B =

{(1,2),(3,=7)} es A= E _61} . Hallar la matriz de f en la base canénica

de R2.

870. Sean E y I espacios vectoriales sobre el cuerpo K ambos de dimen-
sion finita y f : £ x F — K una forma bilineal. Sean Bg y B bases de E
y F respectivamente y A la matriz de f en las bases Bg y Bp

Sea B, una nueva base de E y B}, una nueva base de F. Sea P la matriz
de cambio de B a By, y @ la matriz de cambio de Br a B.

Demostrar que la matriz de la forma bilineal f en la nuevas bases B, y
Bl es PTAQ.

871. Demostrar que la relacién en K™**"
A ~ B < A es congruente con B

es una relacion de equivalencia.

280. Diagonalizacién de formas bilineales simétri-
cas

872. Se considera la forma bilineal simétrica en un espacio vectorial real
de dimensién 3 cuya expresién en coordenadas en una base B = {u1,u2, us}
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es

f(z,y) = v1y1 +522y2 +8x3y3+2w1y2+2x2y1 —3x1y3 — 3x3Y1 —422y3 —423Y0.

Hallar una matriz diagonal que la represente y la correspondiente base de
vectores conjugados.

873. Se considera la forma bilineal simétrica:
fiRPXxR* =R, f(z,y) = 2152 + 2201

Hallar una matriz diagonal que la represente y la correspondiente base de
vectores conjugados.

281. Concepto de forma cuadratica

874. Determinar las formas cuadrdticas asociadas a las formas bilineales:

o -t (3 ) 2)

e =toned o) ()
e == (i ) ()

875. Se considera la forma cuadrética ¢ : R? — R :
q(x1,x2,23) = x% + 7m% — xg + 8x1x9 + bx123 — dw0x3.

Expresarla mediante una matriz simétrica y mediante un par de ellas que
no lo sean.

876. Sea ¢ la forma cuadratica asociada a una forma bilineal f en un
espacio vectorial E. Demostrar que para toda terna de vectores x,y,z € F
se verifica:

qz+y+z)=q@+y)+q@+2) +qly+2) —a@) —aqly) —q(z).
877. Sea q: F — K una forma cuadratica. Demostrar la identidad
q(z+y)+alz—y)=2(q(z) +q(y)) Vz,yekE.

878. Sea ¢ : ' — K una forma cuadratica. Demostrar que:

(a) q(0) =0.
(b) q(\r) = N2q(z) VYAEK, Vz € E.
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282. Forma polar de una forma cuadratica

879. Sea ¢ : E — K una forma cuadratica con carac(K) # 2. Demostrar
que la forma polar de ¢ es

(q(x +y) —q(x) — q(y)) .

| =

880. Se considera la forma cuadratica ¢ : R? — R :
q(x1, e, 3) = l‘% + 71‘% — SU% + 8x1x0 + br1w3 — 4.

Determinar la forma polar de q.

283. Diagonalizacion por transf. element.

881. Se considera la forma cuadrética ¢ : R — R cuya expresién en una
determinada base B es:

q(x) = 33% + 5:6% + 83:% + 4129 — 62123 — ST2T3.

Diagonalizarla y como aplicacién descomponerla en suma de cuadrados in-
dependientes.

882. Se considera la forma cuadrética ¢ : R?> — R cuya expresién en
una determinada base B es q(z) = 2z1x9. Diagonalizarla y como aplicacién
descomponerla en suma de cuadrados independientes.

284. Meétodo de Gauss

883. Usando el método de Gauss, diagonalizar la forma cuadratica ¢ :
R3 — R dada por

q(x1, e, x3) = :U% — 33% + 7:U§ 4 2179 + 47173 + 8TOT3.

884. Usando el método de Gauss, diagonalizar la forma cuadratica ¢ :
R* — R dada por

q(z,y,2,t) = 2y + 22 + 2t + Y2 + Yt + 2t.
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285. Ley de inercia de Sylvester

885. Se considera la forma cuadrética ¢ : R®> — R cuya expresién en la
base canénica B de R? es:

q(z) = 23 + 523 + 823 + 4x129 — 62173 — Swo13.

Determinar una base de R? respecto de la cual la matriz de ¢ sea diagonal
con a lo sumo unos, menos unos y ceros en la diagonal principal.

886. Determinar la signatura de la forma cuadratica del problema ante-

rior.

286. Clasificacion de formas cuadraticas

887. Clasificar la forma cuadritica ¢ : R — R :
q(x1, e, x3) = x% + x% + 59:§ + 2azr1x92 — 22123 + dw0w3 (0 € R).

888. Determinar para que valores de a € R es definida positiva la forma
cuadratica

121
RS R, qx)=XT1]2 6 2| X.
1 2 a

287. Forma bilineal a partir de una suma directa

889. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y Wy y W dos subes-
pacios de V tales que V= W @ Ws. Sea f una forma bilineal sobre W7 y ¢
una forma bilineal sobre Ws, y sea la aplicacién

h:VxV =K, «hzy)=7Ff(r,y1)+9(x2,y2)

donde x = x1 +x2 e y = y1 + y2 « e y son las representaciones relativas a la
suma directa W1 @& Ws.

a) Demostrar que h es una forma bilineal sobre V', cuyas restricciones a W
y Wy son respectivamente f y g.

b) Demostrar que si z € Wy e y € Wa, entonces h(z,y) = h(y,x) = 0.
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288. Forma cuadratica mediante una integral

890. La siguiente funcién es una forma cuadrética en R3 :

/2
q(x1, e, 3) = / (z1 cost + zosint + x3)? dt.
0

Hallar su rango y signatura (indice de positividad, indice de negatividad e
indice de nulidad).

289. Minimo de una funcion cuadratica

891. 1) La condicién de minimo para la funcién polinémica de segundo
grado

1
p(z) = 5&1'2 —bx

es ax = by a > 0. Demostrar el siguiente resultado andlogo para matrices:

Si A es una matriz simétrica definida positiva (es decir, X!AX > 0 cuando

1
X #0) y B es un vector columna, entonces p(X) = §XtAX — X'B tiene
minimo para X tal que AX = B.

Sugerencia: Si X verifica AX = B e Y es un vector columna, estudiar el
1
signo de p(Y') — p(X) verificando que p(Y) —p(X) = 5[(Y - X)'A(Y — X)).

1
2) Sea la funcién cuadrética p(xi,x2) = 53:% + z1x9 + x% — 3x9. Aplicar el
resultado anterior para hallar el punto (a, #) donde tiene minimo. Verificar

p
o2, (i=1,2).

que en ese punto se anulan las derivadas parciales

290. Funciones convexas y formas cuadraticas

892. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Se dice que una fun-
ciéonreal f: V — R es convexa cuando f(az+py) < af(x)+5f(y) Vz,y € V
yVa,€ERcona, >0, a+8=1.

(a) Desde luego las formas lineales o funcionales f : V' — R son funciones
convexas como facilmente se puede comprobar, pero existen funciones con-
vexas que no son lineales. Demostrar que la funcién f(z) = 22> de R en R es
convexa y no lineal.
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(b) Sea f : V — R una forma cuadrética. Demostrar que si f es positiva (es
decir f(z) > 0 para todo = de V') entonces f es convexa.

(c) Enunciar la propiedad reciproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso afirmativo dar una demostracién y en caso contrario construir un con-
tracjemplo). En todo caso dar una caracterizacion de las formas cuadréticas
que son funciones convexas.

291. Nucleo de una forma cuadratica

893. Sea E un espacio vectorial real, y @) : E — R una forma cuadratica.
Llamaremos ntcleo de @, y lo designaremos con ker (), al conjunto formado
por los elementos = de E tales que Q(z) = 0.

1. Sea Q : R? — R la forma cuadratica Q(z) = z? — 22 (z = (21,22) ).
Dibujar en el plano cartesiano (z1,z2) el conjunto ker Q). Estudiar si ker @
es un subespacio vectorial de R2.

2. Sea @ : E — R una forma cuadrética positiva, es decir Q(z) > 0 para
todo x de E. Demostrar que ker ) es subespacio de E. Indicacién: Se puede
utilizar la identidad Q(z +y) + Q(z — y) = 2(Q(x) + Q(y))-

3. Sea A una matriz con coeficientes reales m x n, y de rango r. La matriz
Al - A es simétrica y puede ser considerada como la matriz de una forma
cuadratica Q : R®* — R, Q(z) = X!(A'A)X. Demostrar que @ es positiva y
expresar ker () en términos del conjunto de soluciones del sistema de ecua-
ciones AX = 0. Indicacién: Nétese que Q(x) = (AX)!(AX).

4. Clasificar la forma cuadratica del apartado anterior. Es decir, determinar
los indices de positividad, de negatividad, y de nulidad, en términos de m, n
yr.

5. Como aplicacién del apartado anterior, enunciar y demostrar una condi-
cién necesaria y suficiente que ha de cumplir la matriz A para que A*- A sea
una matriz invertible.

292. Forma cuadratica multiplicativa

894. Sean E =R(®*?) T = F 0] = [0 1} v

01 10
10 01 00 0 0

Sea ® una forma cuadratica sobre F no nula tal que para todo A, B € E
verifica ®(AB) = ®(A)P(B) y ¢ la forma bilineal simétrica asociada.
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1. Hallar ®(I), ®(B2), ®(Bs3) y ®(B1)®(By).
2. Si A es invertible, probar que ®(A) # 0.
3. Si A es singular demostrar que A% = 0 o bien existen 3P, Q € F regulares

tales que
a 0 0 0

_ p-1 _ -1
A=P [0 O]PyA_Q [O OJ Q.
Sugerencia. Estudiar posibles polinomios minimos de A.
4. Demostrar que si A es singular, entonces ®(A) = 0.
5. Calcular ¢(I,J) y ©(J).
6. Calcular la matriz H de ¢ respecto de B.

293. Semejanza, congruencia y equivalencia

895. Se consideran las matrices reales
a 1 a 1 a 1
A=11 0 1|, B=|a 0 a
a 1 a 1 a 1

1. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices semejantes.
En estos casos hallar matrices invertibles P tales que B = P~1AP.

2. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices congruen-
tes. En estos casos hallar matrices invertibles P tales que B = P'AP.

3. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices equivalen-
tes. En estos casos hallar matrices invertibles P y ) tales que B = PAQ.

294. Forma bilineal y sistema diferencial

896. Sea E el espacio vectorial de las matrices reales y cuadradas de orden
2. Se define la aplicacion:

f:ExXE—R, (A B)— det(A+ B)—det(A— B).

1. Probar que f es una forma bilineal simétrica.
2. Encontrar una base B = (Bj, Ba, B3, B4) de E de vectores conjugados
dos a dos respecto de f tal que

f(B1,B1) = f(B2,B2) = —f(B3, B3) = —f(By, Bs) = 1.

3. Sea M la matriz de f respecto de B. Encontrar una matriz real N tal que
N? = M. Sea z > 0 y la funcién g(z) = /2. ;Existe g(M)?

4. Determinar la solucién ¢ del sistema de ecuaciones diferenciales X’ = NX
sabiendo que ¢(0,0,0,0) = (1,0,1,0).
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295. Cociente de Rayleigh

897. Sean qi(z) = X'AX y q2(x) = X'BX dos formas cuadriticas de
R™ — R, siendo A y B matrices cuadradas de orden n, reales y simétricas.
Se supone que g2 es definida positiva. Entonces se sabe (y lo admitiremos)
que existe un cambio de base de ecuacion X = PY que permite diagonalizar
simultaneamente las dos formas cuadraticas, expresdndolas en la forma:

q1(z) = a1y? + agys + ...+ any?
e@E) =y +y+... +y

Se pide:
1. Encontrar y justificar una relacién entre los coeficientes ai,as,...,a, ¥y
las raices de la ecuacién det(A — AB) = 0.

2. Clasificar las formas cuadraticas g1 y ¢o en el caso particular:
01 2 1
A = B =
Vo =l
Como aplicacién, diagonalizar simultaneamente en este caso las formas cuadrati-

cas q1 v ¢2 (no se pide la matriz de paso P ).
3. Ordenar de menor a mayor:

XtAX

7m(X7é0)

max {ay,az,...,an}, min{ay,as,...,an}

Como aplicacién, encontrar los valores méaximo y minimo de F' : R® — R
dada por F(z) = X*AX, con la condicién X!BX = 1.

4. Si vy, v, ...,v, son los vectores columna de la matriz P de paso, compro-
bar que se cumplen las condiciones:

(1) Avy = a1 Bvy, Avy = agBue, ..., Av, = apBu,
(i) viBv; =0sii#j, viBv;=1, 4,7=12,...,n

5. Las condiciones del apartado 4. permiten hallar una matriz de paso P.
Escribir detalladamente dichas condiciones para las matrices A y B del apar-
tado 2., en particular, determinar el cambio de base X = PY que diagonalice
de manera simultanea las formas cuadraticas q; y g2 del apartado 2.

296. Concepto de aplicaciéon multilineal
Sean Vi,...,V,, V espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea

¢o:Vix...xV,=>V

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



202 296 Concepto de aplicaciéon multilineal

una aplicacion. Se dice que ¢ es multilineal si Vi = 1,...,n se verifica
(@) P(v1,.. 0+ o yvn) = A(V1, -y Vi ey ) + P(V1, oV ),
(0) d(v1,.. . V.. 0,) = QP(V1, .oy Viy ooy Un),

en donde v;,v; € Vi, v; € Vyjsij#iyac K.

Nétese que el que ¢ es multilineal equivale a decir que la aplicacién de
Vi en V dada por ¢(vi,...,v;—1,®,0i11,...,0,) es lineal Vi = 1,... n. Si
n = 2, decimos que ¢ es una aplicacion bilineal. Si V' = K decimos que ¢ es
forma multilineal.

898. Si n = 1, demostrar que ¢ : V3 — V es multilineal si y sélo si es
lineal.

899. Demostrar que la aplicacién ¢ : V x V* — K dada por ¢(z,T) =
T'(x) es forma bilineal.

900. Sea ¢ : (K™)" = K" x ... K™ — K dada por ¢(v1,...,v,) = det A
siendo A = [v;...v,] matriz con columnas v ...v,. Demostrar que ¢ es
multilineal.

901. Sea A un algebra sobre K. Definimos
¢ A" — A, P(v1,va,..., Uy) = V1V2 - Vp.

Demostrar que ¢ es multilineal.

Nota. Como casos particulares tenemos las algebras: K™*" (matrices cua-
dradas ), K|[z] (polinomios), C*(I), k = 0,1,2,...,00 (funciones reales de
clase k en un intervalo cerrado I = [a, b]).

902. Sea ¢ : Vi x...xV, — V multilineal y T : V. — W lineal. Demostrar
que T o ¢ es multilineal.

903. Demostrar que ¢ : (C*°(I))" — C°°(I) dada por

S(frs s fu) = (fr- o fo)

es una aplicaciéon multilineal.

904. SiC|a,b] es el dlgebra de las funciones reales continuas en el intervalo
[a, b], demostrar que la aplicacién ¢ : (C[a,b])" — Cla, b] dada por

b
as(fl,...,fn):/ foeee o

es multilineal.
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297. Espacio vectorial de las aplicaciones multili-
neales

Recordamos que si X # () es un conjunto, V un espacio vectorial so-
bre el cuerpo K y VX, el conjunto de las aplicaciones de X en V en-
tonces, VX es espacio vectorial sobre K con las operaciones habituales

(f + 9)(@) = f(x) + g(x) (suma) ¥ (af)(x) = af(x) (producto por un es-
calar). Para Vi,...,V,,, V espacios vectoriales sobre el cuerpo K denotamos
por Mulg (V1 x...xV,, V) al conjunto de todas las aplicaciones multilineales
de Vi x...xV,enV.Si Ey F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo
K, se designa por Ling (E, F') al espacio vectorial de las aplicaciones lineales
f:E—F.

905. Demostrar que Mulg (Vi x ... x V,,, V) es subespacio de V'V1X=xVa,

906. Demostrar que si n > 2 se verifica

Mulg (Vi % ... x Vo, V) N Ling (Vi x ... x V,,, V) = {0}.

298. Solucion al problema de la aplicacion univer-
sal

Supongamos que el conjunto de indices A es un espacio vectorial. Enton-
ces, tiene sentido en el espacio suma directa externa U = @, o K considerar
vectores de la forma

5(1;1+...+in) - 5i1 e 5(i1+...+in)a Oai — ;.

Sean ahora Vi, ..., V, espacios vectoriales sobre el cuerpo K y por simplici-
dad de notacion, llamemos Z = V; x ... x V,,. Consideremos

U= P K
(v1yee0n)EZ

es decir, U es la suma directa externa de |Z| copias de K. Consideremos el
subespacio Uy de U generado por vectores de la forma

5(1}1,...,vi+v§,...,vn) - 5(1)1,...,111-,...,1)”) - 6(1;1,...,1);,..‘,1)”)1 (14 1)

5(1}1,.--,&%..-,%) - a‘s(vh--.,vi,u-,vn)'

en donde ¢ varfa de 1 a n, y a recorre K. Por iltimo, Consideremos el espacio
vectorial cociente V' = U/Uj y la aplicacién

¢:Vix...xV, =V, qb(vl,...,vn):6(1,17“.71}")%-(]0.

907. Demostrar que el par (V, ¢) es solucién al problema de la aplicacién
universal.
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299. Espacio vectorial producto

Vamos a construir el espacio vectorial producto de una coleccién cual-
quiera de espacios vectoriales. Sea A un conjunto no vacio de indices y
{Vi : i € A} una coleccién de espacios vectoriales sobre el cuerpo K. El
conjunto producto cartesiano de los V; se define segiin sabemos como

V:HVZ«:{f:A—> UVi:fesaplicaciénconf(z’)GViViGA}.
i€A ieA

908. Demostrar queV es espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f,g € V, (f +g)(i) = f(i) + g(4)
Ley externa. Para todo a € K y para todo f € V, (af)(i) = af(i).

300. Espacio suma directa externa

Sea A un conjunto no vacio de indices, {V; : i € A} una coleccién de
espacios vectoriales sobre el cuerpo K y V' = [[;ca Vi el correspondiente
espacio vectorial producto. Se define la suma directa externa de los espacios
V; como

@ Vi={f €V : f(i) =0 salvo un niimero finito de indices i € A}.
1€EA

909. Demostrar que la suma directa externa de los espacios V; es subes-
pacio de V.

Sea ahora V; = K para todo i € K y llamemos U = ;. K, es decir
la suma directa externa consta ahora de |A| copias de K. Para todo i € A
definimos el vector ¢; € U de la forma 6;(j) = 1si j =iy d;(j) =0sij #i.
Es decir, 0;(j) = ¢;; (deltas de Kronecker).

301. Base del espacio suma directa externa

Sea ahora V; = K para todo i € K y llamemos U = @, K, es decir
la suma directa externa consta ahora de |A| copias de K. Para todo i € A
definimos el vector ¢; € U de la forma 9;(j) = 1sij =iy d;(j) =0sij #i.

Es decir, §;(j) = d;; (deltas de Kronecker).

910. Demostrar que B = {0; : i € A} es base de U = ;5 K.
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302. Solucion al problema de la aplicaciéon univer-
sal
Supongamos que el conjunto de indices A es un espacio vectorial. Enton-

ces, tiene sentido en el espacio suma directa externa U = @, 5 K considerar
vectores de la forma

5(i1+...+in) =0y — . — 5(i1+...+in)7 dai — ;.

Sean ahora Vi, ..., V, espacios vectoriales sobre el cuerpo K y por simplici-
dad de notacion, llamemos Z = V; x ... x V,,. Consideremos

v= @ K

(v1yeee0n)EZ

es decir, U es la suma directa externa de |Z| copias de K. Consideremos el
subespacio Uy de U generado por vectores de la forma

5(v1,...,vi+v§,...,vn) - 5(1)1,...,111-,...,1)”) - 6(111,...,1);,..‘,1)”)1

(14.2)

5(1717“-70‘”1'7“-71}71) - a(s(vlwwvi:---v”n)'

en donde ¢ varfa de 1 a n, y « recorre K. Por iltimo, Consideremos el espacio
vectorial cociente V = U/Uy y la aplicacién

¢ Vi x...x Vn — V, (25(1)1, - ,Un) = (5(1,17”.71)”) + U().

911. Demostrar que el par (V, ¢) es solucion al problema de la aplicacién
universal.

El espacio V' = U/Uy se llama producto tensorial de los espacios vec-
toriales V1,...,V, v se representa por V] Qg -+ ®x V,, o simplemente por
V1 ®---®V, cuando el cuerpo K se sobreentienda.
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Capitulo 15

Producto escalar

303. Concepto de producto escalar real

912. Demostrar que

(r,y) = x1y1 + ZoY2 + - - + Tun

con x = (x1,.. L)l ey = (Y1, .- ,yn)T vectores de R™ es un producto
escalar (se le denomina producto escalar usual de R™).

913. Sea E = Cla,b] el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas z(t) definidas en el intervalo cerrado [a,b]. Demostrar que la siguiente
aplicacién es un producto escalar en E

b
(z(t),y(t)) —/ z(t)y(t) dt.

914. Determinar los valores de a € R para los cuales es un producto
escalar en R3 :

1 -3 -1\ [w

(1,22, 23), (y1,92,93)) = (w1, 22,23) [ =3 10 0 Y2
-1 0 a Y3

915. Demostrar que (X,Y) = traza (XTY) es un producto escalar en el
espacio vectorial E de las matrices reales cuadradas de érdenes n.

916. En el espacio vectorial Ry[x] se considera el producto escalar

1
(@).a(@) = [ pw)a(o) da.
a) Determinar la matriz de Gram respecto de la base canénica de Ra[z].

1
b) Calcular / (1 + z)(3 — 2°) dz usando la matriz de Gram.
0
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304. Espacio euclideo, norma
917. En el espacio euclideo Ro[z] dotado del producto escalar

1
(p(z), q(z)) = /0 p(z)q(z) de,

determinar la norma del vector p(z) = —1 + 2x + 3z2.

918. En el espacio euclideo Ro[z] dotado del producto escalar

2
(p(x),q(x)) =Y p(i)a(i),
=0

determinar la norma del vector p(x) = —1 + 2z + 322.

919. En el espacio euclideo R? dotado del producto escalar

1 20 Y1
(z,y) = (z1,22,23) [2 5 O] [ w2
00 3) \y

determinar la norma del vector z = (1, -1, 2).

305. Desigualdad de Schwartz, angulos

920. En el espacio vectorial de las funciones reales de clase 2 en el intervalo
[—1,1] se considera el producto escalar

1
(rea0) = [ (F0a0)+ 101" 0) .
Hallar el 4ngulo formado por las funciones f(t) = 1+ 4t +t>y g(t) = 1 —t.

921. En el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y
grado menor que 3 se considera el producto escalar

3
(p.a) = p(i)q(i).
=0

Calcular el 4ngulo formado por los polinomios z? + 1 y x? — 3z + 1.

922. Sea E un espacio euclideo. Demostrar que se verifica la desigualdad
de Schwartz:
Kz, )| < =l [lyll  Va,y € E.

923. Sea E un espacio euclideo. Demostrar las propiedades
1) ||lz|=0<x=0.
2) ||Az]| = [Al||z] VAeRVxeE.
3) e +yll < llell + 1yl Ve,y e E

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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306. Ortogonalidad

924. En el espacio vectorial Ry[x] se considera el producto escalar

1

gt = [ (palato) + 5 (@) ) de

-1
Comprobar que los vectores p(z) = 1+4z+a% y ¢(x) = 1—x son ortogonales.

925. Sea E un espacio euclideo. Demostrar que
1) El vector 0 es ortogonal a todos los vectores de E
2) El vector 0 es el tinico que satisface la propiedad anterior.
3) Un vector es ortogonal a todos los vectores de un subespacio F' de E si,
y solo si es ortogonal a los de una base de F.
4) Todo subconjunto S de E formado por vectores ostogonales dos a dos y
no nulos es linealmente independiente.

307. Bases ortonormales. Método de Schmidt

926. Demostrar que la base canénica de R™ es ortonormal con el producto
escalar usual.

927. Ortonormalizar la base B = {1,z,2?} de Ry[z] por el método de
Schmidt, con el producto escalar

1
(p,q) = ;/_lp(x)q(:n) dx.

928. En R? se considera el producto escalar

1 2 0 Y1
<$7y> = ($1,$27$3) 2 50 Y2
00 3/ \y

Ortonormalizar por el método de Schmidt la base
B ={(2,-1,0),(3,0—4),(2,1,3)}.

929. Sea E espacio euclideo de dimensién finita n. Demostrar que si la
base B de E es ortonormal, entonces para todo x,y € E se verifica

<x7y> = T1Y1 + T2Y2 + ...+ TnYn,

en donde (z1,...,2,) € (y1,...,Yn) son los respectivos vectores de coorde-
nadas de = e y en la base B.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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930. Sea {ui,...,un,} un sistema libre de un espacio euclideo. Demos-
trar que existe un sistema ortonormal {ey,..., €5} con el mismo nimero de
elementos tal que

L[ul,...,uk] :L[el,...,ek] (Vk, 1 < kﬁm)

931. Sea F un espacio euclideo de dimensién finitany B = {uy, ug, ..., un}
una base de E. Demostrar que B’ = {ej,e2,...,e,} es base ortonormal de
FE, siendo

U1 Uz — (U2,€1/)€1
€1 = , €2 )
[ |

_ )
[ug — (uz,e1)ei|

)

)

(
(

uz — (us, ea)e — (us, e1)e;
(

€3 —
llug — (us, ea)eas — (us, e1)eq|’
o Un— (Unsen—1)en—1 — -+ — (un, e1)e1
" Hun - <Um en71>6n71 — <Un, €1>€1||'

308. Subespacio ortogonal

932. Sea F un espacio euclideo y S un subconjunto de E. Demostrar que
S+ es subespacio de E.

933. Sea el espacio euclideo (R?,(, )) con

((z1, 22, 23), (Y1, 2, Y3)) = 2191 + 222y2 + 3x3Y3.
Determinar una base de F+ siendo F el subespacio de R3 de ecuacién
T1 + x9 + 223 = 0.

934. En el espacio Ry[z] con el producto escalar (p(z), q(x)) = fol p(x)q(z) dx
determinar el subespacio ortogonal al F' = L[1, z].

935. Sea E espacio euclideo. Demostrar que
(i) M C N = N+ C M+ para M, N subconjuntos de E.
(i) F N F+ = {0} para I subespacio de E.
(131) M C (ML)L para M subconjunto de E.

936. Si E es espacio euclideo de dimensién finita y F' es subespacio de F,
demostrar que E = F & F+.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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309. Proyeccién ortogonal
937. En R? con el producto escalar

((z1, 2, 23), (y1,92,y3)) = T1y1 + 222y2 + 3T3Ys3,
hallar la proyeccién ortogonal del vector x = (1,1, 1) sobre el subespacio
F=x1+4+ 20+ 223 =0.

938. En el espacio Ra[z] con el producto escalar (p(z), ¢(z)) = fol p(x)q(x) dx
determinar la proyeccién ortogonal del vector z? sobre el subespacio F =
L[1, x].

939. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual
que 2 se define el producto escalar

1
(p.q) = ;/lp(az)q(a:) dz.

Hallar una base ortonormal del subespacio F' = L[1,z] y como aplicacién,
la proyeccién ortogonal del vector z2 sobre F.

940. Sea E espacio euclideo de dimensién finita, F' subespacio de F y
pr : E — FE la aplicacién que a cada vector x de E le hace corresponder su
proyeccion ortogonal sobre F, pp(x). Demostrar que
(i) pr es lineal.

(i1) pr es idempotente, es decir pp o pp = pp.

941. Sea E espacio vectorial euclideo de dimensién finita, y {e,...,e,}
una base ortonormal de F. Demostrar que para todo x € E la proyeccion
ortogonal de = a F es

pr(z) = (x,e1)e1 + -+ (x,ep) €.
310. Minima distancia de un vector a un subespa-
cio
942. En R? con el producto escalar

((z1,72,73), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + 272Y2 + 3T3Y3,

hallar la distancia del vector z = (1, 1, 1) al subespacio F' = z1+x2+2x3 = 0.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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943. Sea F espacio euclideo. Demostrar las propiedades de la distancia:
1) d(z,y) =0z =uy.
2) d(z,y) = d(y,x) para todo =,y € E.
3) d(z,y) <d(z,z)+ x(z,y) para todo z,y,z € E.

944. Sea E espacio euclideo de dimension finita y F' subespacio de E.
Demostrar que para todo x € E se verifica d (z,pr(z)) < d(x,y) Vy € F.

311. Matrices ortogonales

945. (a) Demostrar que una matriz A es ortogonal si, y sélo si A'A = I.
(b) Comprobar que las siguientes matrices son ortogonales:

CcoS —se 1 2 -2 1
M= [ N no‘] L N=g]2 1 -2
senqa  Cos« 1 9 9

946. Demostrar las propiedades
(a) El producto de dos matrices ortogonales y del mismo orden es una ma-
triz ortogonal.
(b) La matriz identidad de cualquier orden es ortogonal.
(¢) La inversa de una matriz ortogonal es ortogonal.
Nota. Estas propiedades garantizan que el conjunto de las matrices orto-
gonales y del mismo orden tiene estructura de grupo con respecto de la
multiplicacion.

947. Demostrar las propiedades

(a) La traspuesta de una matriz ortogonal es ortogonal.

(b) El determinante de una matriz ortogonal es 1 o —1.

(c) Si A es valor propio real de una matriz ortogonal, entonces A = 1 o
A=—1

948. Demostrar que una matriz A es ortogonal si, y sélo si sus vectores
columnas forman un sistema ortonormal con el producto escalar usual.

949. Determinar los valores de s y ¢ para los cuales es ortogonal la matriz

1 2 t s
A:? 3 S 2
s —2 t

950. Demostrar que cualquier matriz ortogonal de orden 2 tiene alguna
de las dos formas

|:COS 6 —sen 0] [cos 6 senf

senf cosf senf —cos6

] (6 € R).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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951. Demostrar que en un espacio euclideo de dimensién finita, la matriz
de cambio de una base ortonormal a otra ortonormal es ortogonal.

952. Si A y B son matrices ortogonales y del mismo orden, entonces AB
y BA también son matrices ortogonales, pero no siempre la suma lo es. Se
trata de encontrar todas las parejas de matrices ortogonales de orden dos y
de orden tres tales que S = A + B sea ortogonal.

(a) Supongamos que B es la matriz identidad de orden dos (B = I). Deter-
minar todas las matrices ortogonales de orden dos A de manera que la suma
S = A+ I sea ortogonal.

(b) Supongamos que B es una matriz ortogonal dada de orden dos (no nece-
sariamente la identidad). Determinar todas las matrices ortogonales A tales
que S = A + B sea ortogonal.

Indicacion. Multiplicar por la izquierda por BT los dos miembros de la igual-
dad.

(c) Las mismas cuestiones suponiendo matrices de orden tres.

312. Operador traspuesto

953. En el espacio euclideo R? con el producto escalar (z,y) = 2x1y; +
3xoyo (siendo z = (w1, 12)%, ¥ = (y1,92)"), se considera el operador

T($1, 1‘2) = (33‘1 — 2x9,4x1 + 5.%2).
Determinar su operador traspuesto.

954. Se considera el espacio euclideo (Ro[z], (, )) siendo
1 1
.0 = | po) do.
-1

(i) Comprobar que B = {p1 = 1, p2 = 3z, p3 = (3v/5/2)(z* — 1/3)} es
base ortonormal.

(74) Determinar en la base B la matriz del operador traspuesto del operador
T en Ro[z] definido mediante T'(p1) = 2p1—ps, T(p2) = 2pa+5ps, T'(p3) = ps.

955. Sea Sy T dos operadores en un espacio euclideo de dimensién finita
E, y A € R. Demostrar que

(S+T)Y =S"+T" (A\T)'=\T", (SoT) =T"0S"

956. Sea E un espacio euclideo de dimensién finita n, y E* su dual. De-
mostrar que la aplicacién F': B — E*, F(a) = f, con f(z) = (a,z) es un
isomorfismo.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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957. Sea E espacio euclideo de dimensién finitay T : £ — E un operador
(es decir, un endomorfismo). Demostrar que existe un tnico operador T* :
F — F tal que:

(v, T(w)) = (T"(v),w) Yv,w € E.

958. Sea T un operador en un espacio euclideo de dimensién finita y B
una base de E. Sea A la matriz de T en la base B y GG la matriz de Gram en
la base B. Demostrar que la matriz de T* en la misma base B es G~ A'G.

959. Demostrar las propiedades
(a) (T =T.
(b) kerT = (Im T*)", kerT' = (Im T)*.

960. Demostrar las propiedades
(a) T y T! tienen el mismo polinomio caracteristico, en consecuencia los
mismos valores propios.
(b) Dos subespacios propios, uno de Ty otro de T que corresponden a dos
valores propios distintos son ortogonales.

313. Operador ortogonal

961. Comprobar que en R3 con el producto escalar usual, el siguiente
operador es ortogonal

71 22 1] .
T i) :g 2 1 —2 T2
T3 1 2 2 T3

962. Demostrar que si A es valor propio real de un operador ortogonal T'
en un espacio euclideo F, entonces A=10 A= —1.

963. Demostrar que: T es ortogonal < || T(z)|| = ||| Vz € E.

964. Demostrar que todo operador ortogonal en un espacio euclideo es
isomorfismo.

965. Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que un ope-
rador en un espacio euclideo E sea ortogonal, es que transforme una base
ortonormal en otra ortonormal.

966. Demostrar que un operador en un espacio euclideo E es ortogonal
si, y sOlo si su matriz en una base ortonormal es ortogonal.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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314. Operador simétrico, teorema espectral

967. En el espacio euclideo (R3, (, >) donde (, ) representa el producto
escalar usual, se considera T' € End (R3) dado por:

T(xz,y,2) = (x + 4y + 82, 4z + 16y + 32z, 8z + 32y + 64z).
Demostrar que T es simétrico.

968. En R? con el producto escalar

(onaa)s o) = (one) (5 2) (1),

analizar si es simétrico el operador T'(x1,x2) = (221,21 — x2).

969. En R? se considera el operador 7' cuya matriz en una base ortonormal
1 -2
B — A =
{uy,us} es 9 1
una base ortonormal formada por vectores propios y la matriz diagonal
correspondiente.

. Demostrar que T es simétrico, hallar

11
2 1
11 2
(i) Hallar los valores propios de A. Comprobar que son reales.
(ii) Hallar unas bases de los subespacios propios. Comprobar que A es dia-
gonalizable en R.
(iii) Comprobar que vectores propios de esas bases asociados a valores pro-
pios distintos son ortogonales con el producto escalar usual.
(iv) Hallar una base de R? ortonormal y de vectores propios.
(v) Comprobar que la matriz P de cambio de base de la canénica a la del
apartado anterior es ortogonal.
(vi) Clasificar la forma cuadritica ¢ : R® — R dada por ¢q(x) = 2t Az.

970. Sea la matriz simétrica A =

971. Demostrar que todo operador simétrico en un espacio euclideo de
dimension n tiene n valores propios reales, contando multiplicidades.

972. Demostrar que el subespacio ortogonal a un vector propio de un ope-
rador simétrico 7' en un espacio euclideo E es invariante por este operador.

973. Demostrar es teorema espectral para operadores simétricos:
Sea T un operador simétrico en un espacio euclideo E. Entonces, existe al
menos una base ortonormal de F formada por vectores propios de 7.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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974. Sea W un subespacio de un espacio euclideo de dimensién finita V.
Para cualquier v € V, sea v = w + w' con w € W, w' € W=, Se define
T:V =V por T(v) =w —w'. Probar T es un operador simétrico de V.

975. Estudiar para qué valores de a,b € R las siguientes matrices son

congruentes
a b 3 2

315. Giros alrededor de una recta

976. Sea r una recta de R? que pasa por el origen y e; un vector unitario
en la direccién de r. Sea B = {e1, e2, e3} una base ortonormal de R? tal que
e1 X ea = e3. Demostrar que la matriz del giro de dngulo « alrededor de r es

1 0 0
G=FE |0 cosa —sen« ET, siendo E = [61,62,63} .
0 sen « Ccos &

977. Hallar la matriz del giro de dngulo 7/2 alrededor de la recta orientada
r:x=0,y=4\ z=3Xx (A>0),

y el transformado del punto P = (1,1,1)T por tal giro.

316. Matriz adjunta

1 1—4 4 .
978. Dada A = 14i -2 2_3; , calcular A*.

979. Demostrar que,
1) (A*)"=A VAeCm™™,
2) (A+ B)*=A*+ B* VA,BeCm™*",
3) (AA)* = XA* VYA €C, VA e C™xn,
4. (AB)* = B*A* VA e Cm™*"VB e C"*P,

317. Matrices hermiticas

980. Demostrar que la suma de dos matrices hermiticas de C™*™ es hermiti-
ca y que el producto de un niimero real por una matriz hermitica también
lo es.
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981. Demostrar que todos los valores propios de una matriz hermitica son
reales.

982. Hallar los valores y vectores propios de la matriz hermitica

[ 3 2+2i
A_[2—2i 1]'

318. Concepto de forma sesquilineal

983. Sea M € C™*" y la aplicacién
f:C"xC"—=C, f(zx,y)=12'M7,

en donde x,y representan vectores columna de C™ y C” respectivamente.
Demostrar que f es forma sesquilineal.

984. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas con-
tinuas definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Es decir, E = {z : [a,b] —
C, f continua.}. Demostrar que

b
f:ExE—C, f(x,y):/ x(t) y(t) dt.

es una forma sequilineal.

985. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x =
() finitamente no nulas, (es decir con sélo un nimero finito de términos
no nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

f:ExE—C, f(a:,y)zZ:qyﬁ-

es una forma sesquilineal.

319. Expresion matricial de una forma sesquilineal

986. Sea f : E x F' — C una forma sequilineal y Bg = {u1,...,umn},
Bp = {v1,...,vn} bases de E y F respectivamente. Sea A = [a;;] € C™*"
dada por a;; = f(u;,u;). Demostrar que para todo z € E'y para todoy € F
se verifica

flz,y) = XTAY,

siendo X el vector de coordenadas de z en B, e Y el de y en B.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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987. Sean F y I espacios vectoriales sobre el cuerpo C ambos de dimen-
sion finita y f : £ X F' — K una forma sesquilineal. Sean Br y B bases de
E y F respectivamente y A la matriz de f en las bases Bg y Bp.

Sea B’ una nueva base de E'y B, una nueva base de F. Sea P la matriz
de cambio de B a By, y @ la matriz de cambio de Br a B};.

Demostrar que la matriz de la forma sesquilineal f en la nuevas bases
By B es PLAQ.

320. Concepto de forma hermitica

988. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas con-
tinuas definidas en el intervalo cerrado real [a,b]. Demostrar que

b
FiExE—C, f(x,y)—/ +(8) (@) dt.

es una forma hermitica.

989. Sea F el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas © =
(x,) finitamente no nulas, (es decir con sélo un nimero finito de términos
no nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

f:ExXE—C, f(z,y) :ijjj
es una forma hermitica.

990. Sea E espacio vectorial complejo de dimensiéon finita y B una base
de E. Demostrar que una forma sesquilineal en E es hermitica si y soélo si la
matriz de f en B es hermitica.

991. Sea f : E x F — C una forma hermitica y ¢ : £ — R su forma
cuadratica asociada. Demostrar que para todo z,y € E se verifica

flz,y) = q(m+y);q(g;—y) +Z.Q(a:+z‘y);q(x_iy>.

321. Producto escalar complejo, espacio unitario

992. Demostrar que en todo espacio unitario £y paratodo A € C, x,y, z €
E se verifica
1) (z,y +2) = (2,y) + (z,2).
2) (z, \y) = XMz, y).
3) (x,0) = (0,y) = 0.
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993. Dados dos vectores z = (z;), y = (y;) de C" se define
(X, y) = 21U1 + 22¥2 + -+ + TnTn-

Demostrar que es un producto escalar complejo (se le llama producto escalar
usual en C™).

994. Hallar (z,y), siendo x = (1 + 3i,—2i,1,5)%, y = (1 +14,1,0,—2 + 31)
con {, ) el producto escalar usual en C*.

995. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas con-
tinuas definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Es decir, F = {z : [a,b] —
C, f continua.}. Demostrar que

b [
(@) = [ att) 510 de
es un producto escalar en F.

996. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas z =
(xy,) finitamente no nulas, (es decir con sélo un nimero finito de términos
no nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

(x,y) =D ;75
es un producto escalar en F.

997. Sea B = {v1,v9, ..., v, } una base ortonormal de un espacio vectorial
real o complejo con producto escalar. Probar que todo u perteneciente a V'
. ] o . _ n . .
se puede escribir como: u = 3 77 (u, vj)v;.

998. Sea P un un espacio vectorial complejo con producto escalar. Para
todo = € P se define la norma (o longitud) de x como el niimero real no

negativo ||z|| = \/(z, x).

1. Demostrar que para todo z,y € P se verifica la desigualdad de Schwarz:

(@ u)| < [zl lyll -

2. Demostrar que efectivamente la aplicacion || || satisface las tres propieda-
des de una norma.
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322. Expresion matricial del producto escalar com-
plejo

999. Si E es espacio unitario de dimensién ny B = {e1,...,e,} es una
base de F, demostrar que para todo xz,y € E

(e1,e1) (e1,e2) ... (e1,en)
(o) = X'GT. con G <€2,.€1> (e2,e2) ... <62,.6n>
(en,e1) (en,€2) ... (én,€n)

siendo X el vector de coordenadas de z en B, e Y el de y en B.

1000. Demostrar que la matriz G de Gram es hermitica.

323. Matrices unitarias

1 1 -1+
1001. Comprobar que U = — L i 1

V3

1002. Identificar las matrices unitarias reales.

] es matriz unitaria.

1003. Demostrar que una matriz U € C™*"™ es unitaria si, y sélo si sus
vectores columnas forman un sistema ortonormal con el producto escalar
complejo usual.

Aplicacién. Comprobar que M = [—02 8] es unitaria.

1004. Demostrar que:
1) El producto de matrices unitarias y del mismo orden es unitaria.
2) La matriz identidad es unitaria.
3) La inversa de una matriz unitaria es unitaria.
Nota. Estas propiedades demuestran que el conjunto de las matrices uni-
tarias de orden n es subgrupo multiplicativo del grupo multiplicativo de la
matrices invertibles de C"*™.

1005. Demostrar el médulo del determinante de una matriz unitaria es
igual a 1.

324. Descomposicion en valores singulares

1006. Demostrar el teorema de descomposicion en valores singulares:
Sea A € C™*™, Existen matrices unitarias Q1 € C™*™, Qo € C"*" tales
que QTAQ2 =S € R™*" siendo
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o1 O 0 0 0
0 oo ... 0 0 ... 0
(i) S=1. . sim < n.
0 0 om 0 0
[0 0 0]
0 o9 0
(it) S=10 0 ... o, sim > n.
0 0 0
0 0 0
01 0 0
0 o9 0
(tir) S=1. ) sim =n,
0O 0 ... o,
con 01,02,...,0p todos > 0y p = min{m,n}. A los nimeros 01,09, ...,0,
se les llama valores singulares de A.
NG 4 0
1007. Dada la matriz A = — | =5 3| calcular nimeros 01,09 y ma-

61 o9 _¢

trices U,V que verifiquen:
(a) o1 > 0,02 > 0.
(b) U € R?*?2 y V € R3*3 son ortogonales.

01 0
(c) VIAU = |0 o9
0 0

325. Matrices normales

) 1+:

1008. Comprobar que A = [_1 Li 92

] es matriz normal.

1009. Aplicar el teorema espectral a la matriz normal:

[ i 1+
A_[—l—i—i 2@]'

1010. Demostrar que
1) Las matrices hermiticas antihermiticas y unitarias son normales.
2) A normal = ||Azx| = ||A*z|| para todo x € C™.
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3) Si A es normal, entonces para todo A € C y para todo z € C", Az = \z
= A*z = \z.

4) Vectores propios de una matriz normal asociados a valores propios dis-
tintos, son ortogonales.

1011. Se considera la matriz

5 —2i 4
A= 1|2 8 -2
4 29 )

Demostrar que es normal y encontrar una matriz unitaria U tal que U1 AU
sea diagonal.

1012. a) Sea K™ (K = R o K = C) dotado del producto escalar usual y
F un subespacio de K™. Sea Br = {ej,ea,...e,} una base ortonormal de
F. Demostrar que la proyeccién ortogonal p sobre F' viene dada por

x1
p: K™ = K™, p(x) = (ere] +eze5+---+eper)x, conx =
Tm
A la matriz P = eje] + eze5 + - - - + erey se la llama matriz de proyeccién
sobre el subespacio F.

b) Como aplicacién, hallar la matriz de proyeccién en R? sobre F = 1 +
T2 + X3.

326. Matrices de proyeccion y simetria

1013. Demostrar que la matriz P de proyeccion es idempotente y hermiti-
ca.

1014. Sea A € K™*" (K = R o K = C) una matriz con sus n columnas
linealmente independientes. Demostrar que la matriz A*A es invertible.

1015. a) Sea A € K™*" (K = R o K = C) una matriz con sus n colum-
nas linealmente independientes. Sea K™ dotado del producto escalar usual.
Demostrar que la matriz de proyeccién P sobre el subespacio columna de A
es

P=A(A*A) ! A%
b) Como aplicacién, calcular la matrices de proyeccién P y simetria S sobre
el subespacio de R?* :
201 — 229+ x4 =0
F={3r1 — 22904+ 2x3—24=0
4x1 — 229 + 43 — 324 = 0.
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1016. Sea el hiperplano de K" (K =R o K= C):
F=aixz1+ -+ apnxm =0.
1) Demostrar que la matriz de proyeccién sobre F' es

ai

con N =

am

2) Como aplicacién, calcular la matrices de proyeccién Py simetria S sobre
el hiperplano de C3 : F = 2z + iz + 223 = 0.
3) Hallar el simétrico del vector z = (1,1,1)” sobre el subespacio F.

1017. Sea A € K™*™ matriz real o compleja y con columnas linealmente
independientes. Sean P y S las matrices de proyeccion y simetria respectiva-
mente sobre el subespacio columna de A y con respecto del producto escalar
usual, esto es

P=A(A*A)'A*, S=2P—1I

Usando las férmulas anteriores demostrar que:
1) P es idempotente y hermitica.
2) S es unitaria y hermitica.

1018. Sea P € K™ con K = R 0 K = C una matriz idempotente y
hermitica, es decir P2 = P y P* = P. Demostrar que P es la matriz de
proyeccién sobre un determinado subespacio de K™ con el producto escalar
usual.

327. Lema de Schur

1019. Demostrar el lema de Schur:
Sea A € C™". Entonces, existe U € C™ " unitaria tal que U 'AU =
U*AU =T en donde T es una matriz triangular superior y los elementos de
la diagonal principal de T' son los valores propios de A.

1020. Se considera la matriz

_[-544i -15
A‘[ 2 6+J'

Aplicar el lema de Schur para encontrar una matriz U unitaria tal que
U AU = U*AU = T, con T triangular superior.
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328. Operador autoadjunto y unitario

1021. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita dotado
de un producto escalar ( ,) y sea W un subespacio de V. Se considera la
aplicacién

T:V—=V, Th=w-u,
en donde v=w+w conw e W y w' € W+.
a) Demostrar que T es lineal.
b) Demostrar que T' es autoadjunto.
c¢) Demostrar que 1" es unitario.

329. Polinomios de Legendre y operador simétrico

1022. En el espacio vectorial E = R,,[x] de los polinomios reales de grado
< n se define la aplicacién

T:E—E, T(f)= (pf/)/ con p(z) = 2* — 1.

(a) Demostrar que T es lineal.

(b) Hallar la matriz de T en la base canénica de E.

(c) Determinar el espectro de Ty estudiar si T' es diagonalizable.

(d) En el espacio vectorial euclideo que se obtiene al dotar a E del producto
escalar

1
(fq) = / falgla) dr

estudiar si el endomorfismo 7' es simétrico y determinar la matriz de T
respecto de la base

BL = (p07p17 s 7pn)

formada por los polinomios de Legendre de grados 0,1,2,...,n.

330. Simetria de Householder

1023. Sea N # 0 un vector columna de R™. Sabemos que la matriz de
simetria respecto del hiperplano ortogonal a N viene dada por

NNT
NTN’
la cual se llama férmula de Householder y a la simetria asociada, simetria
de Householder. Sea a # 0 un vector columna de R™. Demostrar que existe

al menos una simetria H de Householder de modo que el vector Ha tiene
todas sus componentes nulas con excepcién de la primera.

H=1-2
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331. Gram-Schmidt con integral impropia
1024. Se considera el espacio vectorial E formado por las funciones
fR=R, f(z)=(a+bzx)e® (a,beR).

Comprobar que (f(x),g(z)) = 0+OO f(z)g(x) dz es un producto escalar
que confiere a E estructura de espacio euclideo. Elegir una base de E y
ortonormalizarla por el método de Gram-Schmidt.

332. Proyeccién ortogonal en Ry|x]

1025. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o
igual que 2 se define el producto escalar

1
(p,q) = ;/_lp(x)q(rb) dx.

1. Hallar el coseno del angulo que forman los vectores p; = = y py = x2.

2. Ortonormalizar la base B = {1, x, 2%} por el método de Schmidt.

3. Hallar la proyeccién ortogonal del vector x2 sobre el subespacio M engen-
drado por 1 y =x.

4. Determinar la distancia minima de 22 al subespacio M.

333. Signatura en un espacio euclideo

1026. Sea E un espacio vectorial real euclideo de dimensién n y sea u € E
un vector de norma 1 (|lu|| = 1). Para cada nimero real a se define en E la
forma cuadratica

Qa:E—=R, Qdz)=((z,u))’ +alel”.

(( , ) representa el producto escalar en E). Se pide:

(a) Determinar razonadamente la signatura de @, (indice de positividad,
indice de negatividad, indice de nulidad), segin los valores de a, si —1 <
a < 0.

(b) La misma pregunta si a > 0 o bien a < —1.
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334. Un endomorfismo antisimétrico

1027. En R3 con el producto escalar usual ( , ) se considera el endomor-
fismo f cuya matriz respecto de la base canodnica es
0 -1 2
A= 1 0 3
-2 -3 0
Se pide:

1. Calcular {(x, f(x)) para x = (x1, 22, 73) € R? y los valores propios de f.
2. Determinar una ecuaciones cartesianas y unas bases de ker f e Im f.

3. En R™ con un producto escalar (,) un endomorfismo g se llama anti-
simétrico si VaVy € R™ (g(z),y) = — (x,¢(y)) . Demostrar que:

g es antisimétrico < Vo € R" g(z) L .

4. Verificar que si g es antisimétrico se cumplen:
i) g no tiene valores propios distintos de 0.
i) Im g = (ker g)=*.

335. Un endomorfismo simétrico

1028. Sea E = R(? dotado del producto escalar (P, Q) = tr(P'Q). Dada

la matriz
—14+4a 1—«
« -1

Ae) = | | en,

se considera el endomorfismo T;, de E en E definido por T, (X) = A(a) - X.
Se pide:

1. Determinar la matriz M (a)) de Ty, en la base

o=ty o ool [l b

2. Estudiar para qué valores de a no es T, un isomorfismo de E, y caracte-
rizar en este caso los subespacios ker T, e Im T,.

3. Demostrar que la matriz M («) y el endomorfismo T, tienen los mismos
valores propios para cualquiera que sea a € R.

4. Determinar el endomorfismo traspuesto de T, e indicar para que valores
de a es T,, un endomorfismo simétrico.
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336. Automorfismo en un espacio euclideo

1029. Sea F espacio vectorial euclideo de dimensién n y H C E subespa-
cio.

1. Probar que existe un unico automorfismo f en E cumpliendo

fle)=2 VreH
f(z)=—-2 VYoxeH

Probar también que f~! = f.

2. Calcular dicho automorfismo si E = R3 siendo H el subespacio generado
por el vector (—2,0,1) y calcular la imagen mediante dicho automorfismo
del subespacio

F={(z,y,2) €ER®:x —y+ 2z = 0}.

(Se considera el producto escalar usual).

3. Sea R? el espacio tridimensional, H una recta pasando por el origen y la
simetria g respecto de la recta H. Probar que de identificar puntos y vectores
de R3, g es el automorfismo del que se habla en el primer apartado.

4. Deducir que el simétrico de un plano respecto de una recta es a su vez un
plano y que este es unico.

337. Endomorfismo, forma cuadratica y cono

1030. En R3 con el producto escalar usual {, ) y siendo B = {ej, ez, e3}
la base canonica, se considera el endomorfismo 7" y la forma cuadratica f
que cumplen las condiciones:

i) VaVy € R®  (T(x),y) = (z,T(y)).
ii) T'(e1) € Lley — e3).

iii) T(e2) € Lles + 2e3).

iv) T(e3) = —9e1 + 8ea — 1les.

v) Ve €R? f(z) = (T(2), ).

1. Hallar la matriz de T  respecto a B. Estudiar si es un isomorfismo. Estudiar
si es un isomorfismo isométrico.

2. Estudiar si T es diagonalizable. Hallar la suma, el producto y los signos
de los valores propios.

3. Obtener la matriz de f respecto a B, y una expresién polinémica de
f(x1, 2, x3). Reducir esta expresion a suma de cuadrados.
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4. Estudiar que figura geométrica es la curva C' de ecuaciones
T3 = 1, f(l’l,xg, 1) =0.

Hallar una ecuaciéon no paramétrica, respecto de B del cono de vértice
(0,0,0) y directriz C.

338. Subespacio ortogonal al de las matrices dia-
gonales

1031. Sea F el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n y
entradas reales. Se considera el producto escalar

(A,B) =tr AB", VA.BcE.

Sea W el subespacio de E formado por las matrices diagonales. Determinar
W, v hallar su dimensién.

339. Diagonalizacién simultanea, sistema diferen-
cial

1032. (i) Hallar todas las soluciones del sistema diferencial
1 2] [2Y(¢) _ 13 4 z1(t)
2 8| |z5(t) 24 16| |z2(t)| "
(7) Hallar la solucién particular cumpliendo

{ xl(O) = 1’2(0) =0
24(0) = —V2, 75(0) = V2/4.

340. Q(A) = (traza A)? —2det A

1033. En el espacio vectorial M2(RR) se considera el producto escalar
Ty T2 Y1 Y2
) =T + x2y2 + x3Y3 + T4Y4.
<[a:3 xJ [y?) y4]> 19 2Y2 3Y3 4Y4
Se define la aplicacién @ : M(R) — R dada por
Q(A) = (traza A)* — 2det A.

a) Comprobar que @ es una forma cuadrética y hallar su matriz asociada
en la base canodnica de Ms(R).

b) Encontrar una base ortonormal con respecto al producto escalar definido
anteriormente en la que la matriz asociada a () sea diagonal.
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341. Propiedades de las matrices normales

1034. Sea A € C™ ™ una matriz normal, es decir AA* = A*A (A* = At,
traspuesta de la conjugada de A).
a) Demostrar que Vz € C" es || Az, = [[A*z]],.
b) Sea A € C, estudiar si la matriz A — AI es normal razonando la respuesta.
Sea ahora A un valor propio de A, estudiar si A es valor propio de A*,
razonando la respuesta.
c) Sean \ y p dos valores propios distintos de A. Sean u y v dos vectores
propios de A asociados a A y u respectivamente. Estudiar si u y v son siempre
ortogonales, razonando la respuesta.

342. Minimo de L(f) = fabf(x) dx - fab%

1035. Utilizando la desigualdad de Schwarz, demostrar que si f(z) es
continua y positiva para a < x < b, el producto

b b T
) = [ @i [

es minimo si y s6lamente si f es una funcién constante.

343. Operador de Sturm-Liouville

1036. Sea C|a,b] el espacio vectorial de las funciones reales continuas en
[a,b] y p € Cla, b] fijo. Sea C?[a, b] el espacio vectorial de las funciones reales
de clase 2 en [a, b]. Se define el conjunto:

E = {f € C?a,b] : pla)f(a) = 0 A p(b)f(b) = 0}.

1) Demostrar que E es un subespacio vectorial de C|a, b].
2) Si ¢ € Cla,b] fijo se define la aplicacion T : E — Cfa,b] de la forma

T(f) = (pf") +af.

Demostrar que T es lineal (se la llama operador de Sturm-Liouville).

3) Se considera en C|a,b] el producto escalar (hy,hs) = fab hihedz. Demos-
trar que

<T(f)ag> - <faT(g)> Vf,geE

es decir, el operador de Sturm-Liouville es simétrico.
4) Sean A y p autovalores de T' con correspondientes autofunciones f y g.
Demostrar que si A # pu, las autofunciones f y g son ortogonales.
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Algebra de los niimeros
complejos

344. Compendio

1037. Demostrar que (C,+,-) es cuerpo, siendo + y - las operaciones
habituales en C.

1038. Expresar en forma binémica de cada uno de los siguientes niimeros
complejos:

3-92 . 1 o 2-—1 v ,
a)1+4i. b) i c); d)z—l—l' e) (1 —29)% f)V3—4i.

1039. Resolver en C la ecuacién 22 — (2 +i)z — 1+ 7i = 0.

1040. Determinar todos los niimeros complejos que son conjugados con
su cubo.

1041. a) Demostrar que si z € C, entonces Re z > 0< |z — 1| < |z + 1].
b) Demostrar que si  + yi = (s +ti)" con n € N, z,y,s,t € R, entonces

1042. Demostrar que si 7 es raiz de un polinomio p(z) € C|z] con coefi-
cientes reales, también T es raiz de p(z).

1043. Sabiendo que el polinomio p(z) = 42% — 1223 + 1322 — 122 + 9 tiene
la raiz compleja r = ¢, hallar todas sus raices.

1044. Determinar el valor real del parametro a para que la ecuacién en z
2| — (3—4i)z — (3—4i)Z4+a=0

represente una circunferencia en el plano complejo de radio 3.

231
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345. Problemas diversos

1045. Sean z1 = 1, 29, ..., z, las distintas raices enésimas de la unidad.
Demostrar que (1 — 22)(1 — 23)...(1 — z,) = n.

1046. Sea G = {z € C: |z| = 1}. Demostrar que (G, -) es grupo.
1047. Expresar en forma binémica
(1) 2[cos135° +isen135°]. (2) 5[cos(—m/3) + isen(—mn/3)].
Expresar en forma trigonométrica
(3)V3—i. (4) —1+i. (5) —4—4V3i. (6) — 3.

1048. Calcular las siguientes potencias expresando el resultado en forma
binémica. a) (v3+1)". b) (1 —14)2".

1049. Expresar cos6x y sen 62 en funcién de cosx y sen x.
1050. Resolver las ecuaciones: a) 26 +1=0. b) 2 +4=0.

1051. Demostrar que las raices enésimas de un niimero complejo cualquie-
ra son los productos de una de ellas por las raices enésimas de la unidad.

n
3
1052. Calcular el mayor valor entero n < 0 tal que (1 + {z) sea

imaginario puro.
1053. Calcular (14 w)", siendo w = cos 2m/3 + isen27/3.
1054. Calcular (14 cosz +isenz)™ con z € R.

1055. Dada la ecuacién 2% — 8iz — 19 + 4i = 0 cuyas raices son 21 y 2,
hallar los complejos z3 tales que los afijos z1, z2, y z3 formen un triangulo
rectangulo isdsceles. Considérese el vértice correspondiente al angulo recto
como el afijo de la raiz de mayor componente imaginaria.

1056. Siendo a,b € R, calcular v/a + bi expresando el resultado en forma
binémica.

1057. Sea D = {z € C: |z| > 1}. Demostrar que para todo wi,wy € D
se verifica

w); —w
‘12<1.

1 — wiws

1058. Demostrar que |(1 +1i)2® +iz| <3/4si 2| < 1/2.
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1059. Usando la forma trigonométrica de los niimeros complejos, calcular

la suma:
S=1+ " cosx + " cos2x + -+ -+ " COSNT.
1 2 n

1060. Sean wq, w1, ..., Ww,_1 las raices enésimas de la unidad y k entero
positivo. Calcular Sy = wh +wf + - +wk_;.

1061. Resolver la ecuacién en C: 2% — (54 14)2% + (6 + 5i)z — 6i = 0.

1062. Sean z y w dos nimeros complejos. Demostrar la relacién
24w+ |z —wf* =2 (\z|2 + |w\2> )

1 Qué significado geométrico tiene esta identidad?

1063. Siendo z,w ntmeros complejos no nulos, demostrar la desigualdad

[z +wl >3 (\ |+ wl) |

Rl

1064. Sea z un numero complejo tal que |z| > 1 y n entero positivo.

Demostrar que
1 1

<
1+2zn — 2" =1

1065. Sea A\ € R. Describir geométricamente el conjunto
A={ze€C:|z| =Xz —1]}.
1066. Resolver la ecuacién en C: z* + 223 + 422 + 82+ 16 = 0.
1067. Para a,b numeros reales, calcular las sumas
R = cosa + cos(a + b) + cos(a + 2b) + - - - + cos (a + (n — 1)b)
I =sena+sen(a + b) +sen(a + 2b) +--- +sen (a + (n — 1)b).

1068. Demostrar que si 0 # z = cosf + isenf, (0 € R) y n natural,
entonces

1
2" + — = 2cosnb.
ZTL
1069. Determinar el subconjunto de R? :

S={(z,y) eR*: (x+iy)® €R A |z +iy| >8}.
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1070. Expresar la circunferencia C : 22 +y? + 2z +2y = 0 en coordenadas
conjugadas complejas, es decir en funcién de z = x + iy y de Z.

1071. Sea z€ Cy 0 € R.
a) Demostrar que el producto z’ = z (cosf + isen @) es el resultado de girar
el vector z un angulo 6 alrededor del origen.
b) Escribir la ecuacién matricial del giro.

1072. Sean z y w dos numeros complejos no nulos. Demostrar que si
|z +w| = |z — w| entonces, w/z es imaginario puro.

1073. Demostrar que todas las circunferencias y rectas del plano se pueden
expresar en la forma

ANZ+ Az+AZ+ B =0con \,BER, \B < AA.
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Isometrias

346. Isometrias en el plano

1074. Sea una aplicacién h : R? — R2. Se dice que h es una isometria en
el plano si para cualquier par de puntos P, Q € R? se verifica

d(h(P),hQ)) = d(P,Q)

en donde d representa la distancia euclidea.

Es decir, h es isometria si conserva la distancia entre puntos. Usando la
identificacién (z,y) € R? con z + iy € C, una isometria en el plano se puede
ver como una aplicacién h : C — C que verifica |h(z) — h(w)| = |z — w| para
todo z,w € C.

Se pide

1) Demostrar que las traslaciones son isometrias.

2) Demostrar que la composicién de isometrias es isometria.

3) Demostrar que la simetria sobre el eje x viene dada por h(z) = Z es
isometria.

4) Demostrar que los giros alrededor del origen son isometrias.

5) Demostrar que si h es isometria, la funcién conjugada h definida por
h(z) := h(z) también es isometria.

1075. Sean «, 8 € C con |a| = 1. Entonces, son isometrias las aplicaciones
hi : C — C dadas por hi(z) = az+ 8y ha(z) = az + 5.

1076. Se dice que z es punto fijo de una isometria h si h(z) = z. Demostrar
que si b : C — C es una isometria con puntos fijos 0, 1,7 entonces, h es la
aplicacién identidad.

1077. Si h: C — C es una isometria con puntos fijos 0, 1,7 entonces, h es
la aplicacién identidad.
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1078. Demostrar que si h : C — C es una isometria entonces,
h(z) = az + B o bien h(z) = az + f con |a| = 1.

1079. Demostrar que toda isometria h del plano es funcién biyectiva y su
inversa h~! también es una isometria.

1080. Demostrar que el conjunto de las isometrias del plano forman un
grupo no abeliano con la operacién composicion.

1081. Demostrar que si una isometria del plano fija tres puntos que no
son colineales, entonces dicha isometria es la identidad.

1082. Sean «, 3,7 € C con |a| =1y ¥? = a. Demostrar que se verifica:

_1 B =0 Identidad (puntos fijos: C).
h(z) =az+p ¢~ B #0 Traslacién no nula (puntos fijos: 0).
a # 1 Giro no trivial (puntos fijos: /(1 — «)).

f?/a <0 Simetria (puntos fijos: 5/2 + R~).
B?/a £ 0 Simetria con desplazamiento (puntos fijos: ).

h(z):a2+ﬁ{

1083. En los problemas anteriores hemos estudiado las isometrias del
plano usando operaciones algebraicas con niimeros complejos. Vamos aho-
ra a trasladar las propiedades vistas, al lenguaje matricial sin salirnos del
cuerpo base R. Sabido es que las matrices ortogonales de R?*? son aquellas
matrices A que satisfacen AT = A™! o equivalentemente las que satisfacen
AT A = I. También es sabido que las matrices ortogonales de R?*2 son de
alguno de los dos tipos:

cosf) —sind cosf sin 6
sin 6 cosf|’ sinf —cos@

para algin 6 € R. En el primer caso el determinante es 1 y en el segundo
caso, —1.

Sea h una isometria en el plano con z = z+iy, h(z) = 2'+iy’ (z,y, 2’y €
R). Demostrar que la expresiéon matricial de h es de la forma

| [cos® —sind]| [z Bz
Y| |sinf  cos@| |y + By’

| |cos@  sinf]| [z Be
y'|  |sinf —cosf| |y + Byl

con 3., 3, € R constantes.

o bien de la forma

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1084. Demostrar que una aplicacién h : R2 — R? es una isometria si y
sélo si es una aplicacién de la forma

nL =l )

con A € R?*2 ortogonal y 8 = (Bs, 3,)T € R? fijo. Ademés, se verifica:

AT 6 =0 Identidad.
det A =1 ~ | B #0 Traslacién no nula.
A # I Giro no trivial.

Simetria (si existe recta de puntos fijos).
Simetria con desplazamiento (si no hay puntos fijos).

det A = —1{

2 1
1085. Clasificar la isometria 2’ = —z + —vy, 1y =

V5 Vb

1086. Clasificar la isometria dada por

1 2

\/gx — \/gy

V3 1 V3

/

=——xr—= 9_ X<

L 2
1 V3 3

,—7 —_— —_ —

y—2a:+2y+2 V3.

1087. Determinar la ecuaciéon matricial de la simetria respecto de la recta
r:y=mx+b.

1088. Clasificar la isometria:

] |1 0]z L+ 1
y | [0 1| |y 0"
1089. Usar el cuerpo C para demostrar que la composiciéon de dos si-

metrias es una traslacién si los ejes de simetria son paralelos y un giro si los
ejes son secantes.

1090. Demostrar que el conjunto 7 de las traslaciones del plano es un
subgrupo abeliano del grupo Z de las isometrias del plano.

1091. Demostrar que el conjunto G. de los giros del plano con el mismo
centro ¢ es un subgrupo abeliano del grupo Z de las isometrias del plano.

1092. Demostrar que toda simetria s del plano es una aplicacién involu-
tiva, es decir satisface s? = I (identidad).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1093. Una isometria h del plano se dice que es directa si es de la forma
h(z) = az + B. Demostrar que el conjunto Zp de las isometrias directas es
un subgrupo del grupo Z de todas las isometrias del plano. ;Es abeliano?

1094. (a) Determinar todas las isometrias h : C — C que son aplicaciones
lineales considerado C como un R-espacio vectorial.

(b) Clasificarlas.
(c) Dar sus expresiones matriciales.

347. Isometrias en R"

Demostramos que todas las isometrias de R™ son exactamente las apli-
caciones de la forma f(z) = Az + b con A € R™"™ ortogonal y b € R" fijo.
Los elementos de R" los escribimos en columna y a sus componentes las
designamos por la misma letra, por ejemplo si x € R" entonces

I
= (21,...,2,)" =

Tn

Consideramos en R™ el producto escalar usual z -y = z1y1 + -+ 4+ Tn¥Yn,
que también lo podemos expresar en la forma z -y = ”y. En R” la norma

euclidea es ||z|| = /22 + - -- 4+ z2 con lo cual ||z||* = z - z.

La distancia euclidea entre los elementos =z e y de R™ viene dada por
d(z,y) = [lz —yll.

1095. Se dice que la aplicacién f : R™ — R™ es una isometria si para
todo z,y € R™ se verifica d(f(z), f(y)) = d(z,y) es decir, si conserva las
distancias. Demostrar que:

(a) Cualquier traslacién en R" es isometria.

(b) Toda aplicacién f : R™ — R" de la forma f(z) = Az + b con A € R™™"
ortogonal y b € R" fijo es una isometria.

(c¢) La composicién de dos isometrias es una isometria.

1096. Demostrar que toda isometria f : R® — R" se puede expresar de
manera Unica en la forma f = tog siendo t una traslacion y g una isometria
que fija el origen.

1097. Sea f:R"™ — R"™ una aplicacién. Demostrar que son equivalentes:
(7) f es una isometria y f(0) = 0.
(74) f conserva el prodicto escalar i.e. f(x)- f(y) = x-y para todo =,y € R™.

1098. Demostrar que la tnica isometria de R™ que deja fijo el origen y los
elementos de la base canénica es la identidad.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1099. Demostrar que toda isometria f : R® — R™ que fija el origen es
de la forma f(z) = Az con A € R™™ ortogonal. Como consecuencia, f es
lineal e invertible.

1100. Demostrar que toda aplicacién f : R — R”™ de la forma f(x) =
Ax + b con A ortogonal y b € R™ fijo es una isometria. Reciprocamente.
demostrar que toda isometria f : R”™ — R™ es de la forma f(z) = Az + b
con A ortogonal y b € R” fijo.

1101. Demostrar que el conjunto Z,, de las isometrias de R™ forman grupo
con respecto de la operaciéon composicion.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Capitulo 18

Polinomios en una variable

348. Division euclidea de polinomios

1102. Efectuar la divisién de A(xz) = 2* 4+ 623 + 1022 + 32 — 6 entre
B(x) = 22 4+ 3z. Deducir de ello la descomposicién de A(x) en producto de
dos trinomios de segundo grado.

1103. En R[z| hallar los siguientes restos
a) De la divisién de p(z) = #1237 — 1 entre ¢(z) = 2% — 1.
b) De la divisién de p(z) = 21237 — 1 entre ¢(z) = (x + 1)%.

1104. En R[z| hallar los siguientes restos
a) De la divisién de p(z) = (z + v/3)16 entre ¢(z) = 2% + 1.
b) De la divisién de (cosha + zsenha)” entre 22 — 1.

1105. Sean a y b ntimeros reales distintos y p(z) un polinomio real. De-
terminar el resto de la divisién de p(z) entre (x — a)(z — b) en funcién de

p(a) y de p(b).

1106. (a) Usando el algoritmo de Euclides, hallar el maximo comun divi-
sor ménico D(z) de los polinomios de Q|x] :

pla) =2t +2° + 202 + o +1, qz) =2 — 227 — 20 - 3.
(b) Encontrar polinomios a(x), 8(z) en Q[z] tales que

a(z) p(x) + B(z) ¢(z) = D(x).

349. Factorizacién de polinomios

1107. Descomponer el polinomio f(z) = 2% + 1 en producto de factores
irreducibles, a) En Clz]. b) En Riz].

241



242 350 Férmulas de Cardano-Vieta

1108. Descomponer el polinomio f(z) = z* — 1022 4+ 1 en producto de
factores irreducibles, a) En C[z]. b) En R[z].

1109. Descomponer en producto de factores irreducibles el polinomio de
Zs[]
p(z) = 2° + 2 + 423 + 42 + 32 + 3.
1110. Efectuar la factorizacién de f(z) = 2® + 2* + 1 en producto de
polinomios irreducibles en R[z].

1111. Descomponer en producto de factores irreducibles el polinomio

7 73 7 1
4, 3 1o o9 1 1
p(z) ==z +3:U + 367 + 9334- 9’
sabiendo que tiene dos raices reales dobles.

1112. (a) Descomponer en producto de factores irreducibles los polino-
mios de Zs[x]

plz) =2t +42° + 2% + 4o, q(x) =2+ 2 + 2+ 1.

(b) Calcular med (p(z),q(x)) y mem (p(zx), g(x)).

350. Foérmulas de Cardano-Vieta

1113. Demostrar las férmulas de Cardano-Vieta:
Sea p(z) = anz” + ap_12" ' + - + a1 + a9 € Clz] (an # 0) y sean
r1,72,...,Ty las raices de p(x) en donde cada una se escribe tantas veces
como sea su multiplicidad. Designemos por o1, 02, ..., 0, las llamadas
funciones elementales de las raices. Se verifica

Apn—1
0125 i =T1+tret Ty == )
- G,
K
an—2
g9 = E Tir; =riro+rir3+ -+ rp_1rp = s
. . n
1<J
an—3
o3 = g Tt = T1rerg +rirery + -+ rp_oTn—1"n = — P
n

i<j<k

(=1)"an—1 ‘

an

Op =172 Tp =

1114. Comprobar las férmulas de Cardano-Vieta para el polinomio

p(z) = 2® — 42° + 2 + 6.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1115. Resolver la ecuacién 1722 + 1622 4 332 — 2 = 0 sabiendo que tiene
una raiz compleja de moédulo V2.

1116. Dada la ecuacién x> — 72 + k = 0, calcular k para que una solucién
sea el doble de otra. Resolver dicha ecuacién.

351. Raices en progresion

1117. Se considera el polinomio de tercer grado p(z) = az3+bx?+cox+d €
Rlz].
(1) Hallar la condicién que han de cumplir los coeficientes de p(x) para que
tenga tres raices en progresién aritmética.
(73) Usar los resultados obtenidos para resolver la ecuacién

8x° — 1222 — 22 +3=0.

1118. Se considera el polinomio de tercer grado p(z) = az®+bx?+cr+d €
R[z].
(1) Hallar la condicién que han de cumplir los coeficientes de p(x) para que
tenga tres raices en progresiéon geométrica.
(73) Usar los resultados obtenidos para resolver la ecuacién

83 — 4222 + 63z — 27 = 0.

352. Raices maultiples de polinomios

1119. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 0, a es un elemento
del cuerpo K y p(z) € K[z]. Demostrar que si a es raiz de orden k > 1 de
p(z), entonces a es raiz de orden k — 1 de p/(x).

1120. Demostrar que en Zsg[x], a = 1 es raiz doble tanto de p(z) = z(x +
1)2 como de p'(x).

1121. Demostrar que 1 es raiz al menos triple el polinomio
p(z) = 22" — na™t 4 na™t - 1.
1122. Siendo n > 1, hallar la multiplicidad de 1 como raiz de
o(x) = (2% — 1)(z" — 1) € C[z].
2 n

X X X
=+ 5+ + 5 €R[g
n.

1123. Demostrar que el polinomio p(xz) =1+ TR

no tiene raices multiples.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1124. Hallar las condiciones segin las cuales el polinomio
f(z) = 2° + 10az® + 5bx + ¢, a,b,ceC
tiene al menos una raiz al menos triple y no nula.

1125. Calcular la multiplicidad de la raiz a de

r—a

p(x) = —— (f'@) + f'(@)) = /(@) + f(a) € C[a],

siendo f(x) € Cl[z].

353. Raiz cuadruple segiin parametros

1126. Determinar m,n,p € R para que el polinomio f(z) = 2% + ma?* +
1022 + nx + p admita una rafz cuddruple.

354. Polinomio de interpolacion de Lagrange

1127. Sean xg, x1, ..., T, elementos distintos dos a dos de un cuerpo
K. Sean Ag, A1, ..., A, elementos de K. Demostrar que existe un tnico
polinomio p € K[z] de grado < n tal que

p(z0) = Ao, p(x1) = A1, -, P(T0) = A
Al polinomio p se le llama polinomio de interpolacion de Lagrange para los
puntos (z;, \;), i =0,1,...,n.
1128. Encontrar en R[x] el polinomio de interpolacién de Lagrange para
los puntos (1, 3), (—1,9), (3,13).
1129. Se considera la funcién f(x) = cos %x Hallar el polinomio de menor

grado que toma los mismos valores que f en los puntos —2, —4/3, 0, 4/3, 2.

355. Ecuacion de tercer grado

1130. Se llama ecuacion cubica o de tercer grado a toda ecuacién de la
forma
23+ ax® + bz + ¢ =0, (a,b,c € C).

Demostrar que la sustituciéon = = y — a/3 transforma la ecuacién de tercer
grado 22 + ax? + bx + ¢ = 0, (a,b,c € C) en una ecuacién equivalente de la
forma

v +py+q=0, pgeC.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1131. Sea la ecuacién
23+ pr+q=0conp,qeC. (E)

Demostrar que
1) Las soluciones de esta ecuacién son

. 2 3 2 3

_ o4 D S B Y & S

= 2+\/4+27+\/2 T
a 5

siempre y cuando aff = —p/3.

2) Sean 1, ¢, €2 las raices ciibicas de la unidad, es decir

6_—1+\/§i s —1—1/3i

1, €
2 2
Supongamos que a1 y (31 son valores de « y [ respectivamente tales que
a181 = —p/3. Entonces, las soluciones de la ecuacién dada son

r1 =01+ b1
To = 1€ + ﬁ162

T3 = a1€® + Bie.
1132. Resolver la ecuacién z® + 322 — 3z — 14 = 0.
1133. Resolver la ecuacién z3 — 12z + 16 = 0.

1134. (Discriminante).
Sea la ecuacién de tercer grado a2 + px + ¢ = 0 con p, ¢ reales. Al ntimero

3 2 ¢
D= —4p° —27¢" = 108 | — + —
P2l ( i 27>
se le llama discriminante de la ecuacién. Demostrar que
(1) Si D < 0, la ecuacién tiene una solucion real y dos imaginarias conju-
gadas.
(1) Si D = 0, todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales
entre si.

(797) Si D > 0, la ecuacién tiene tres soluciones reales distintas.

1135. Usando el discriminante, analizar el cardcter de las soluciones de
las ecuaciones
(a) 2% + 322 — 3x — 14 = 0.
(b) 23 — 122 4 16 = 0.
(c) 2% — 10z + 30 = 0.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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356. Ecuacidon cuartica. Método de Ferrari

1136. Demostrar que la ecuacion cudrtica o de cuarto grado con coefi-
cientes complejos:

zt + 202 + ba® + 2cx +d =0, (a,b,c,d € C) (E)

se reduce a la resolucién de una ecuacién cubica auxiliar y a la de dos
cuadraticas (Método de Ferrari).

1137. Resolver la ecuacion de cuarto grado

2t + 223 — 22 — 20 —3=0.

357. Monomios generalizados

Siay,as,as,...,an,...es una sucesion de nimeros reales, se definen las
diferencias de ordenes 1,2,3,...,k... de la forma

Aay, = Um+1 — Om

AFa,, = A <Ak*1am) sik>1.

1138. Determinar explicitamente A2a,, y A3a,,.
i k
1139. Demostrar que AFq,, = Z(—l)J < _>am+k_j.
j=0 J
1140. Calcular explicitamente Ata,,, y Ada,,.

1141. Sea S el espacio vectorial real de las sucesiones reales. Demostrar
que la aplicaciéon A : S — S es lineal. ;Es AF : S — S lineal?

1142. Se llaman monomios generalizados a los polinomios en n :
n@ =1 nM=n n®@=nmn-1), ¥ =nn-1)n-2),

o =nn—1)-(n=2)-...-(n—k+1).

Nétese que nk) = Vik es decir, son las variaciones de n elementos tomados
de k en k. Demostrar que B = {n(®) nM n? . nk)} es base de Ry[n)].

1143. Se considera el polinomio p(n) = n*—3n3+7Tn%+n—>5 € Ry[n]. Ex-
presarlo como combinacién lineal de la base B = {n(o), nW, n@ G n(4)}.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1144. Demostrar que para k > 1 el operador A actia sobre los mono-
mios generalizados, como el operador derivacién. Es decir, demostrar que se
verifica An*) = kpk—1),

1145. Supongamos que se verifica a, = AA, para k = 0,1,...,n + 1.
Demostrar que

ap+ar+ag+ -+ a, = App1 — Ao.

(k+1)

k+1°
Nota. Denotamos a Ay, por Int (n(k)) por analogia con el operador integral.
Quedaria por tanto

1146. Demostrar que una solucién de n*) = AA, es Ay, =

Int (n(k)> = T;U:rll)

1147. Usando los dos problemas anteriores, dar un procedimiento para
calcular sumas del tipo

k

Sp =142 43" 4 ...+ nF  (k entero positivo).

1148. Aplicar dicho procedimiento al cdlculo de las sumas

a) Sp=124+22 432 ... 402
b) S3=13+23+3% ... £ n3.
¢)Sy=1"+2"+3 +... 4+ nt.

358. Problemas diversos

1149. Demostrar que el polinomio f(x) = 23® + 23! 4 232 € R[z] con
a,b,c € N es divisible por 22 + z + 1.

1150. Determinar )\ real para que el polinomio P(x) = z° — 209z + \
admita dos ceros cuyo producto sea igual a 1.

1151. Encontrar dos polinomios distintos en Zs[z] que determinen la mis-
ma funcién de Zs en Zs.

1152. Encontrar un polinomio P(z) € R[z] de quinto grado de manera
que P(x)+ 1 sea divisible por (z —1)3 y P(x) — 1 sea divisible por (z +1)3.
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359. Descomposicién en suma de productos de raices

1153. Se consideran n elementos x1,Z9,..., T, de un cuerpo K y un
polinomio p(z) con coeficientes en K y de grado menor o igual que n. Se
desea estudiar la existencia y unicidad de unos coeficientes cg, c1,...,c, en
K tales que

p(x)=coteci(z—z)+ca(zr—x)(x—22)+.. . Fcp(z—21) ... (T—xp) (%)

1. Demostrar la unicidad de ¢y y a continuacién la de c;.

2. Demostrar la unicidad de todos los ¢;.

3. Demostrar la existencia de los ¢;.

4. Encontrar un algoritmo que permita el calculo sucesivo de los ¢; mediante
operaciones racionales.

5. Aplicacién al caso K = Q, p(x) = 2° + 32, 71 = =2, 13 = —1, 23 = 1,
T4 = 1, Ty = 2.

360. Seno de 72 grados

1

1
1154. Se considera la ecuacién 22 4+ 2 + 1 + 2 + o) =0.

1) Multiplicar por z — 1 dicha ecuacién.

. 1 . . .
2) Efectuar un cambio w = z + — en la citada ecuacién reduciéndola a otra
z

cuya Unica variable sea w.
3) Aplicar lo anterior a obtener razonadamente sin 72° en la forma

sin720:§m,/e+f€/§+i(1—ﬁ)

determinando el ntimero real 5 y los enteros p, q, m, e, f, n, g.

361. Familia de polinomios p(z?) = p(z)p(z + 1)

1155. Se considera el conjunto

E = {p(x) € Rlz] - {0} : p(a®) = p(a)p(x +1)}.

1. Demostrar que todo polinomio de F es normalizado, es decir el coeficiente
de mayor grado es 1. 2. Demostrar que toda constante de E es igual a 1.

3. Demostrar que si a € C es raiz de un polinomio p(x) € E entonces también
lo son a® y (a — 1)%.

4. Calcular las posibles raices complejas de cualquier p(x) € E.

5. Aplicando el resultado anterior, determinar el conjunto FE.
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362. Cotas de las raices de un polinomio

1156. Sea f(z) = apz"+...+a1z2+ag € Clz] con a, # 0 y ¢ una raiz de
f(2). Demostrar que |c¢| < M siendo
1/i
> :izl,...,n}.

Mzméx{(n

363. Raices de f(z) = 2° + 1+§ﬁix2 — l_gﬁix — 1.

ai—1

Gn

1157. Sea f(z) € Clz], f(z)=2%+ —1.

1) Comprobar que f(z?) = —f(z)f(—z).

2) Demostrar que si a es un cero de f(z), entonces |a|] = 1.

3) Demostrar que si 1, 7, j2 son las raices ctibicas de la unidad, dichas raices
no son ceros de f(x)

4) Demostrar que si a es un cero de f(x) entonces, a’ = 1.

5) Determinar las raices de f(z).

L+VTi , 1= /Ti
2 2 "

364. Factorizacién de p(z) = (x 4+ 1)" + (x — 1)"

1158. Descomponer p(z) = (x+1)" + (x —1)" € C[z] en factores lineales.

365. Lema de Gauss

1159. Demostrar el Lema de Gauss: sea P(x) € Z|[x], entonces

P(z) es irreducible en Z[z] = P(z) es irreducible en Q[z].

366. Criterio de Eisenstein

1160. (a) Demostrar el criterio de Eisenstein:
Sea P(z) = anz"™ + an_12" ' + -+ 4+ ag € Z[z]. Supongamos que existe p
primo tal que

(i) ptan, p|an-1,...,p | ao.

(ii) p® 1 ao.
Entonces, P(z) es irreducible en Q[z] (como consecuencia también lo es en
(b) Demostrar que los polinomios P(z) = 2° =224+ 6 y Q(z) = 2" — 12 son
irreducibles en Q[x].

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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367. Polinomio con raiz a =2 + /3

1161. (a) Encontrar un polinomio p(z) de tercer grado de Z[z] admitiendo
como raiz a = 2 + /3.
(b) Descomponer p(x) en producto de factores irreducibles en R[x].

368. Irreducibilidad, condiciones suficientes

1162. Sea K un cuerpo y p(x) € Kiz].
(a) Demostrar que si grado p(x) = 1, entonces p(z) es irreducible.
(b) Demostrar que si p(x) es un polinomio cuadratico o ctibico sin raices en
K, entonces p(x) es irreducible.
(c) Demostrar que los siguientes polinomios de Zz[z] son irreducibles:

z,e+1, 22 +ax+1, 22+ +1, 23 +2%2+1.

(d) Descomponer p(z) = x* 4+ 23 + 22 + 1 € Zs[z] en producto de factores
irreducibles.
(e) Descomponer p(x) = 23 + 2% — 22 — 2 € Q] en producto de factores
irreducibles.

369. Factorizaciéon de un polinomio homogéneo en
Rlz,y]

1163. (F).
Factorizar P(z,y) = 30z* — 4123y — 12922y? + 100xy> + 150y* € Rz, y].

370. Polinomio que genera primos

1164. (1) Sea f € Z[z] tal que f(n) es primo para todo n > 0 natural.
Demostrar que f es constante.
(2) Generalizacion. Demostrar que si f € Z[z] tiene la propiedad de que f(n)
es primo para todo natural n > ng con ng natural, entonces f es constante.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 19

Normas de matrices

Convenios y notaciones

— K: Cuerpo R o C.
— K™ . Conjunto de las matrices m x n con entradas en K.
— Hp : La norma vectorial en K", ||x||p =7, |xk|p)1/P (p > 1 real).

— || [ : La norma vectorial en K", ||z, = méax{|zs| : k =1,...,n}.
— I, : Matriz identidad de orden n (o simplemente I cuando el orden se
sobreentienda).

— A" Traspuesta de la conjugada de A.

— p(A) : Radio espectral de la matriz A.

— tr (A) : Traza de la matriz A.

— Las componentes de los vectores de K" se designaran por la misma letra
que el vector, es decir x = (1,...,2,), y = (y1,...,Yn) etc.

— Las entradas de las matrices se designaran por la misma letra que la
matriz, es decir A = [a;5], B = [b;;] etc.

Dado que el conjunto K™*" de las matrices de érdenes m x n es espacio
vectorial sobre el cuerpo K, una norma en K™*" es un caso particular del
concepto de norma en cualquier espacio vectorial sobre el cuerpo K, esto es:

Definicion. Una norma en K™*" es una aplicacién || || : K™*" — Rxq,
A — ||A|| que satisface los axiomas:

(N1) |JA[|=0& A=0.
(N2) [|laA] = |of |[A] Va e KVAe K™
(N3) ||A+B| <|A|+|B| VA,BeK™™"
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371. Normas en K"™*"

1165. En el espacio vectorial K™*™ se define para toda A :
[All = méx {lai;[} (1 <i<m,1<j<mn).
Demostrar que || || es una norma en K™*"™.

1166. Demostrar que si || || es norma en K”*™ también lo es ||A|. =
C||A|| con C' > 0 constante. Es decir, un multiplo positivo de una norma
también es norma.

372. Normas inducidas

El primer tipo de normas en K™*™ que vamos a estudiar son aquellas
construidas a partir de unas normas vectoriales dadas || ||, v || ||, en K™ y
K" respectivamente. Por simplificar la notacién y aunque en general seran
distintas, las designaremos ambas por || ||, pues no habré lugar a confusién.
Supongamos definidas sendas normas en K™ y K”. Si A € K™*" se define

A
4] = sup 1421
o S

La norma del numerador es la norma dada en K™ y la del denominador en
K™,

El ntimero ||A|| proporciona la méxima dilatacién de las imagenes de los
vectores de K™ por medio de la matriz A. Nétese que se verifica

[EETR <1>
El

[ Al = sup 5—=
20 |zl z#0

’— sup [|Au]|.
flull=1

1167. Demostrar que el cociente ||Az|| / ||z|| con z # 0 alcanza su supremo
en el conjunto S = {u € K" : ||u|]| = 1}, es decir, existe v € K" tal que
[o]l = 1y [|Av]| = [[A].-

1168. Demostrar que la aplicacién || || : K"™*"™ — R>q, A — [|A|| es norma
en el espacio vectorial K"*™. A esta norma se la llama norma inducida (por
las normas dadas en K™ y K™).

1169. Sea || || una norma inducida en K"™*". Demostrar que para todo
x € K" y para toda A € K™*" se verifica ||Az| < [|A] [|z|| .

1170. Sea || || es una norma inducida y m = n. Demostrar que para todo
A, B € K" ge verifica

IAB|| < ||A|l||B]] (propiedad sub-multiplicativa).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1171. Si m = n y las normas en K" y K" coinciden, a la norma inducida
se la llama norma equi-inducida.
(a) Demostrar que si || || es una norma equi-inducida, entonces ||| = 1.
(b) Demostrar que la propiedad anterior no es valida si la norma no es
equi-inducida.

373. Normas inducidas 1, 2, oo

Las normas de K™ y K" que permiten definir la norma inducida son
normas cualesquiera, ahora bien es frecuente el caso en el que las normas en
K™ y K™ sean del mismo tipo (por ejemplo, norma p en ambos o norma 0o
en ambos) con lo cual es natural denotar:

Az

| Az]l,

|A][, = sup
P #£0 H ||p

En los siguientes problemas calculamos las normas 1, 2, oc.
1172. (Calculo de la norma o).
Si A € K™*™ demostrar que
n
4]l o = méx > al.

1<i<m 4
Jj=1

En otras palabras, ||All,, es el mdximo de las sumas de los médulos de las
filas de A, o de otra manera

Fy
A= | = [A]lo=méx{Flly ... [ Fnll -
Fin

(Méximo de las normas 1 de las filas).

1173. (Calculo de la norma 1).
Si A € K™*" demostrar que
m
JAll, = max >~ |al.

1<5<n
=I= i=1

En otras palabras, ||Al,, es el mdximo de las sumas de los médulos de las
columnas de A, o de otra manera

A=[C| ... [C] = Al = max{||Cully, -, [Call1} -

(Méaximo de las normas 1 de las columnas).
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1174. Hallar las normas 1 e co de la matriz

143 -2 -1+ 1
A= -1 3 ] 0
0 ? 0 —1

1175. (Caélculo de la norma 2).
Sea A € K™*", Demostrar que

1Ally = 1/ (A" A).

1176. Calcular ||A||, siendo

2 —6

374. Normas matriciales

En el espacio vectorial K™*" tenemos definida ademés la operacién pro-
ducto. Parece natural definir un tipo de norma que regule el comportamiento
de tal operacién. Sea una aplicacién || || : K"*"™ — R>g, A — ||A]|. Se dice
que tal aplicacién es una norma matricial si se satisfacen los axiomas:

(N1) |4 =0 A=0.

(N2) [ad]| = |o| 4] VYo eKVA e K™,
(N3) [[A+B| <[Al+ Bl VA BeK™™.
(N4) [[AB| < |A[[|B] VA, BeK"™™.

Por tanto, una norma matricial en K"*" es sencillamente una norma que
ademds cumple la propiedad (N4) (llamada propiedad sub-multiplicativa).
Nota. Por el problema toda norma inducida es una norma matricial.

1177. Demostrar que la aplicacién || || : K"™*" — R>( dada por ||A| =
i j=1laij| es una norma matricial.

1178. En el problema (1165, vimos que ||A|| = méax {|a;;|} es una norma
en K"*™ (y por tanto en K™*™). Demostrar que no es norma matricial.

1179. Demostrar que si || || es norma matricial en K"*", entonces ||| > 1.

1180. Demostrar que si || || es norma matricial en K™*™ y A es invertible,
entonces ||[A7!|| > |4]~t.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1181. Sea A € K™*". Si || || es una norma matricial en K"*", demostrar
que p(A) < [ A]-
1182. Demostrar que la norma [|A| = méx {|a;;|} en K™*", (que segin

vimos en el ejercicio|1178 no es matricial), no satisface en general que p(A) <
1Al

1183. Sea || || una norma en K"*" y P € K"*" una matriz no singular.
(1) Demostrar que || ||, : K™*" — Rxq dada por [|A[|, = |[P7'AP|| es
norma.

(2) Demostrar que si || || es norma matricial, también lo es || ||, .

1184. Dados A € K™*™ y ¢ > 0, demostrar que existe una norma matricial
||| en K™*™ tal que
p(A) < [|A] < p(A) +e.

Nota. Como consecuencia, para toda matriz A € K"*™ se verifica
p(A) = inf{||A]| : || || es norma matricial en K"*"}.

1185. (Férmula de Gelfand). Demostrar que si || || es norma matricial en
Knxm v A € K™ se verifica

_ ky1/k
p(A) = lim |45

375. Norma de Frobenius

1186. Demostrar que la siguiente aplicacién
(L) K™ K™ 5 K, (A, B) = tr (B"A)

es un producto interno en K™*",
A la norma en K™*" determinada por este producto interno se la llama
norma de Frobenius y de la representa por || || p. Es decir, ||Al| = v/(4, 4).

1187. (Cdlculo de la norma de Frobenius). Demostrar que si A = [a;;],
entonces

[Allp = llais, - .- a1, - oo am1s - Gnll -

1188. Calcular ||Al|; siendo

2 141
A=10 -1
3 =t
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1189. Demostrar que la la norma de Frobenius en K™*" es norma matri-
cial.

1190. Una norma || || en K"*" se dice que es unitariamente invariante si
para toda matriz A € K™*" se verifica

|[UAV|| = |A]| VYU € K™*™ VYV € K™*" unitarias.

Demostrar que la norma de Frobenius es unitariamente invariante.

376. Perturbaciones de sistemas lineales

Vemos ahora una aplicacién de la norma al estudio de las perturbaciones
de sistemas lineales Az = b cuando se perturba el lado derecho b y cuando
se perturba la matriz A. La Unica norma matricial que se usard a partir de
ahora es la norma || ||2 que la denotamos simplemente por || ||.

1191. Sea A € K™*™ invertible, 0 # b € K™ y el sistema lineal
Sr: Az =0b (sistema inicial).
Sea Ab € K" y consideremos el sistema lineal
Sp: Az =b+ Ab (sistema perturbado).

Si denominamos ¢ a la tnica solucién del sistema inicial S; (que serd # 0),
la solucién del perturbado serd xg + Axg. Demostrar que se verifica:

[ Ao _1y 1AD]|
< A= i
e o]
A
Nota. El valor ”H x(‘)‘H es el error relativo cometido al tomar x¢ + Axg como
Zo

soluciéon del sistema inicial en vez de la auténtica solucién que es xg.

1192. (Propiedades del nimero de condicién).Si A € K"*" es invertible,
a c(A) = ||A]|||A]| 7! se le llama niimero de condicion de A.

Queda por tanto
|Awoll _ , 140]

IR

Sea A € K™*™ invertible. Demostrar que

(i) ¢(A) > 1.
(ii) Si A es hermitica (i.e. A" = A), entonces,
[An|
c(A) = —
() Al
siendo 0 < [A1] < ... <|Ay| con Aq,..., A\, los valores propios de A.
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1193. Se considera el sistema lineal

i sonor] (] - 2]

(i) Resolverlo por el método de Gauss.

(ii) Resolver por el método de Gauss el sistema perturbado con Ab =
(0,107HT.

(iii) Hallar el nimero de condicién de la matriz A del sistema.

(iv) Comentar los resultados

1194. Se considera el sistema lineal
1 1) (z] [0,
1 —-1] ly] | 1,9]°
(i) Resolverlo por el método de Gauss.
(ii) Resolver por el método de Gauss el sistema perturbado con Ab =
(0,1,0,1)T.
(iii) Hallar el nimero de condicién de la matriz A del sistema.
(i

iv) Comentar los resultados.

1195. Sea A € K™*™ invertible, 0 # b € K" y el sistema lineal
Sr: Ax =0 (sistema inicial).
Sea AA € K"™™ con A+ AA invertible y consideremos el sistema lineal
Sp: (A+AA)x=0b (sistema perturbado).

Si denominamos x( a la tnica solucién del sistema inicial Sy (que sera # 0),
la solucién del perturbado serd xg + Axg. Demostrar que se verifica:

[ Azl
|lzo + Azl —

[AA]l
7T

377. Desigualdad de Hadamard

1196. Demostrar la desigualdad de Hadamard:
Si A € R™ "™ entonces, det A es menor o igual que el producto de las normas
euclideas de sus columnas y también menor o igual que el producto de las
normas euclideas de sus filas.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Capitulo 20

Conicas

378. Clasificacion de conicas

Determinar la naturaleza de las siguientes cénicas sin usar el cuadro de
clasificacion.

1197. 22 +4? =09.
1198. 422 + 9y? = 36.
1199. 422 — 9y? = 36.
1200. y — 22 =0.
1201. 422 + 9y% = —36.
1202. 22+ 4% =0.
1203. 22 — > =0.
1204. 2> — 5z + 6 = 0.
1205. 2 =0.

1206. 22 +1=0.

Averiguar la naturaleza de las siguientes cénicas usando para ello el
cuadro de clasificacién.

1207. 322 — 2xy +3y> + 22 — 4y +1=0.
1208. 322 — 2xy +3y% +22 — 4y +2=0.

1209. 2?4+ y? +2y+1=0.
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379 Rectas que componen las cénicas degeneradas

1210.
1211.
1212.
1213.
1214.

1215.

379.

x? — 2xy —y? + 4z — 6y — 3 = 0.
222 + 3y +y? +5x +2y — 3= 0.
2 —2xy+y? —6x+4y +1=0.
422 4 4wy +y? —4x — 2y — 3 =0.
x? 4oy +4y? — 20— 4y +1=0.

42?4+ dzy +y? + 4z + 2y +2=0.

Rectas que componen las céonicas degenera-
das

Las siguientes cénicas son degeneradas. Hallar las rectas que la compo-

nen.
1216.
1217.
1218.

1219.

380.

2?2+ 4oy +4y? — 20 — 4y —3=0.
22 + 32y + 2y* + 22 + 5y — 3= 0.
2+ 4oy +4y? + 20 + 4y +2 = 0.

2?2 +1y?+2x+1=0.

Ecuaciones reducidas de las cdnicas

Hallar las ecuaciones reducidas de las siguientes cénicas.

1220.
1221.
1222.
1223.
1224.
1225.
1226.
1227.

1228.

322 — 2zy 4+ 3% + 20 — 4y +1=0.
322 — 20y + 3y% + 20 — 4y +2 = 0.
2?2 +y24+2y+1=0.

x? — 2xy —y? +4x — 6y — 3 = 0.
222 + 3xy +y? + 52+ 2y —3=0.
2?2 —2zy+y? —6x+4y+1=0.
4a? 4 4oy +y? —dx — 2y — 3 =0.
2 4oy +4y? — 20— 4y +1=0.

4o + day + o +4r +2y +2=0.
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381. Centro y ejes de las conicas
Hallar el centro de las siguientes cénicas:
1229. 322 — 2zy +3y% + 22 — 4y + 1 =0.
1230. 22 — 2xy +y? +4x — 6y +1=0.
1231. 22 +4xy +4y? — 20— 4y — 3 =0.
Hallar los ejes de las siguientes cénicas:
1232. 22+ 22y —y? — 62+ 4y — 3 = 0.
1233. 22 — 2xy +y? +4x — 6y +1=0.

1234. Hallar el vértice de la parabola x? — 2xy + y? + 4o — 6y + 1 = 0.

382. Giros y traslaciones en las cénicas

1235. Se considera la cénica de ecuacién f(x,y) = 0, en donde
f(a:,y) = 322 —2$y+3y2+2x—4y+1.

a) Descomponer f(z,y) en suma de una forma cuadrética ¢(z,y) y un poli-
nomio de primer grado p(z,y).

b) Encontrar una base ortonormal y de vectores propios de R? para la matriz
simétrica que representa a q.

¢) Expresar la cénica dada en coordenadas con respecto a la base hallada
en el apartado anterior, lo cual permitira eliminar el término en xy.

d) Interpretar geométricamente el movimiento de ejes realizado.

e) Efectuar una traslacién de ejes que permita eliminar los términos de pri-
mer grado en la ecuacién de la cénica obtenida en el apartado c).

1236. Hallar el centro y ejes de la cénica del problema anterior, basandose
en los movimientos de ejes realizados.

383. Familia uniparamétrica de cénicas

1237. Clasificar las siguientes cénicas segtn los distintos valores de A € R.

Az + 92 + 22y 4+ 22z + y = 0.
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384. Circunferencia, cénica y forma cuadratica

1238. Se considera la circunferencia z? + % = a?, la cénica
a1z’ + agy® + 2a192y = a®
y la forma cuadratica
Q(z,y) = (a11 — 1)a? + (ags — 1)y? + 2appxy.

1. Demostrar que si la forma cuadratica Q(z,y) es definida positiva, en-
tonces la circunferencia y la cénica no se cortan. Enunciar el reciproco y
estudiar su validez, dar una demostracién en caso afirmativo o construir un
contraejemplo en caso negativo.

2. Estudiar y describir geométricamente las cénicas

2 2 2
anx’ + axy” + 2a122y = a

para las cuales la forma cuadratica Q(x,y) es definida positiva.

385. Ejes de una cénica por diagonalizaciéon simul-
tanea

1239. Un plano euclideo E esta referido a unos ejes oblicuos XOY, de
angulo 7/3 y vectores de referencia respectivos I, J ambos con médulo 1.
Las coordenadas (z,y) de un punto M cualquiera del plano quedan por tanto

definidos mediante OM = T + yj Hallar los ejes de simetria de la conica
de £
C:2> 43> +xy—4=0.

386. Cobnica como lugar geométrico

1240. Determinar la ecuacién de la elipse con focos en F;(0, —4), F5(2,0)
y un vértice A(3,—3).

387. Dibujo de una cénica

1241. Se considera la cénica de ecuacién f(z,y) =0, en donde

5
flz,y) = §y2 + 4xy — V208y — 12
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(1) Descomponer f(x,y) en suma de una forma cuadritica ¢(z,y) y un
polinomio de primer grado p(z,y).

(2) Encontrar una base ortonormal y de vectores propios de R? para la
matriz simétrica que representa a q.

(3) Expresar la cénica dada en coordenadas (z’,3’) con respecto a la base
hallada en el apartado anterior.

(4) Completando cuadrados en la ecuacién del apartado anterior, clasificar
la cénica y hacer un esbozo de su grafica en los ejes x'y/.

(5) Usando la base ortonormal y de vectores propios hallada en (2), hacer
un esbozo de la gréfica de la conica en los ejes xy.

388. Parametrizacion trigonométrica y racional de
la elipse

1242. Se considera la elipse

. , 22yt
={(z,y) €R .?—l—bj—l}, (a>0,b>0).

(a) Demostrar que
E={(z,y) €eR?:x=acosh, y=bsind, 6¢c|[-m )}

lo cual proporciona una parametrizacién trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

1—¢2 b 2
a =
1+ YT

E\{(=a,0)} ={(z,y) eR® 1z = t € R},

lo cual proporciona una parametrizacién racional de la elipse salvo un punto.

389. Parametrizacion trigonométrica y racional de
la hipérbola

1243. Se considera la hipérbola

_ 2 7Y

(a) Demostrar que

a

os 6

H:{(x,y)eRZ:x:C , y=>btan6, cosf # 0},
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lo cual proporciona una parametrizacién trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

H:{(m,y)eRQ:x:;a(t—i—i),yZ;b<1—1>at€R\{0}}a

lo cual proporciona una parametrizacion racional de la hipérbola.

390. Familia de rectas 6pr—2y+ax+p? = 0 y parabola

1244. Se considera el conjunto de rectas
6pr —2y+x+p>=0, peR.

a) Demostrar que por cada punto del plano pasan, en general, dos rectas de
dicho conjunto.

b) Encontrar el dngulo que forman las dos rectas que pasan por el punto
(1,-2).

c) Hallar el lugar geométrico de los puntos del plano tales que las dos rectas
que pasan por ellos sean coincidentes.
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Superficies

391. Superficies regladas

1245. Hallar la ecuacién cartesiana del cilindro S de generatrices paralelas
al vector (1,1,1) y cuya directriz es la curva

1246. Hallar la ecuacién del cilindro cuya seccién recta (perpendicular a
las generatrices) viene dada por la curva

r=z
2?2 +22—1=0.

1247. Hallar la ecuacién cartesiana del cono de vértice V(0,0,0) y direc-
triz la curva
C:x=t y=t> z=1t.

1248. Hallar la ecuacion cartesiana del cono de vértice V(1,0,0) y direc-
triz la curva

T =z
22 +22 —1=0.

392. Superficies de revolucion

1249. Hallar la ecuacion de la superficie de revolucién obtenida a girar la
recta x = z, y = z alrededor del eje OZ.
1250. Hallar la ecuacién cartesiana de la superficie obtenida al girar la

recta C': x =1, y = 2 alrededor del eje r : x =y = 2.
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393. Superficies de traslacion
1251. Hallar la superficie de traslacién de las dos siguientes parabolas
y? = 2px 2% =2
z =0, y=0.

1252. Hallar la ecuacion de la superficie de traslacion obtenida al despla-
zarse la elipse

22 2
T
4+9
z=0

sobre larectax —2 == =

N

z
g.
394. Problemas diversos

1253. Hallar la ecuacién de la superficie que proyecta la elipse

desde el punto V (0,0, c).

1254. Dada la curva C : z = t, y = t?, z = t3, determinar la superficie
engendrada por las rectas tangentes en cada punto.

1255. Hallar las ecuaciones de los cilindros que proyectan la hélice
C:x=cost, y=sent, z=1
paralelamente a los ejes de coordenadas.

1256. Hallar la ecuacion de la superficie reglada formada por todas las
rectas que cortan ortogonalmente al eje OZ y se apoyan en la circunferencia

C:y2+22=1,z=1.

1257. Hallar la ecuacién de un cono de revolucién de vértice V' (1,1,1),
eje x =2z — 1, y = z y dngulo de cada generatriz con el cono igual a 7/3.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1258. Una recta se mueve manteniéndose paralela al plano XOY y apoyando-

se en las rectas
=2z y=—2z
T S
x =3, r=3.

Hallar la ecuacién de la superficie que engendra.

1259. Determinar la superficie de traslacién obtenida al desplazarse la

recta r: x =y = z alo largo de la curva C : y = 22, y = 23.

395. Superficie apoyandose en tres rectas

1260. Hallar la ecuacién de la superficie engendrada por la recta que se
mueve apoyandose en las tres rectas

Jr=2 Je=-2 Jy=-3
T y:3 T L 4 r3: p—y

396. Cuadrica como lugar geométrico (1)

1261. Se consideran lasrectasr:x =y =2.s: —x+2=0, x +4y +
z — 6 = 0. Se pide:
1) Obtener la ecuacién de la superficie que engendra la recta s al girar alre-
dedor de la recta r.
2) Se corta la superficie anterior por el plano z = 1. Clasificar la cénica resul-
tante, indicando los elementos notables (centro, ejes y asintotas si las tiene),
si no es degenerada o calcular las rectas que la forman si es degenerada.

397. Cudadrica como lugar geométrico (2)

1262. Hallar la ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos del
espacio tales que la razén de sus distancias al plano z +y + 2z = 9 y al
punto (1,1,1) es v/3. Comprobar que se trata de una cuddrica (ecuacién de
segundo grado), clasificarla y hallar su ecuacién reducida.

398. Giro y traslacién de una cuadrica

1263. Se considera la cuddrica
C: 2z — 7y% +22° — 10xy — 8xz — 10yz + 62 + 12y — 62+ 5 = 0.

Efectuar un giro y traslacién de ejes que permita hallar la ecuacién reducida
de C. Clasificar la cuadrica.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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399. Intersecciénde E : 22 +y*+22 =4y 7 atytz =
0

1264. Determinar unas ecuaciones paramétricas de la curva interseccién
delaesfera E: 2?2 +y>+22=4yelplanor:z+y+2=0.

400. Generatrices rectilineas de un hiperboloide

1265. Consideremos el hiperboloide de una hoja

1;2 y2 22

Hﬁ—i_b?_?:l <a>0,b>00>0)

y los haces de rectas

r =acost+ Aasint T =acost — \asint
L;:{y=bsint— Abcost Lj:{y=bsint+ \bcost

Z:)\C Z:)\C

en donde t € [0,27) y A € R.

(a) Demostrar que todas las rectas de L; y todas las de L} estdn contenidas
en H.

(b) Demostrar que por cada punto de H pasa una y sélo una recta de cada
haz (por tanto L; y L} son dos haces de generatrices rectilineas de H).

(c) Demostrar que las rectas L; no se cortan. Idem para las rectas de L.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Programacioén lineal

401. Meétodo del simplex

1266. Hallar el méaximo de la funcién z = 2x1 + z9 con las restricciones

3x1 + 2z9 < 10
T+ 312 <5
x1 >0, xz2 > 0.

1267. Hallar el méximo de la funcién z = 8z + 4x5 + 623 con las restric-

ciones
201 + 3w+ 23 <7

1+ 22+ 223 <6
2x1 +4xo 4+ 323 < 15
r1 >0, 22 >0, 3 > 0.

1268. Hallar el minimo de la funcién z = 4x1 + 8x9 + 33 con las restric-

ciones
T1+x9 > 2

29 +13 > 5
z1 >0, 22 >0, 23 > 0.

1269. Minimizar la funcién f(x1,x9,x3,24) = 1 — 622 + 33 + x4 bajo

las restricciones
r1 — 229 + 23+ 324 <8

201 + 310 — 23+ 224 <5
1+ 22— 33 +424 <6
l‘izo (i:1,...,4).
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402. Maximo de una integral

1270. Hallar el valor maximo de la integral

! 1
1= / zp <> dx.
0 x

entre todos los polinomios de grado menor o igual que 2 de coeficientes no
negativos y que cumplen p(1) <2y p/(1) < 3.

403. Planificaciéon de una empresa

1271. En el proceso semanal de fabricacién de una empresa se producen
43,46 y 42 Tm de unas substancias Si, 52,53 que no se pueden venderse
directamente al mercado, pero permiten obtener unos productos Pi, P», P3
que reportan unos beneficios unitarios de 3, 5, 2 respectivamente. Para cada
Tm de P; se necesitan 1,3 y 1 T'm de S1, S2, S3 respectivamente y andloga-
mente 1,2,0 por Tm de P» y 2,0,4 por T'm de Ps. Se pide:

(a) Plantear y resolver un problema de programacién lineal para organizar
la produccion de Py, P», P3 de manera que se maximicen los beneficios.

(b) Para evitar la contaminacién existen disposiciones legales que obligan a
consumir cada semana la totalidad de la substancia Ss producida. Calcular
la pérdida de beneficios que el cumplimiento de dichas disposiciones supone
para la empresa.

404. Aprovechamiento de un monte

1272. Un monte de 100 Has se puede destinar a produccién maderera y/o
ganadera. La produccién maderera se puede realizar con chopos que produ-
cen 10000 u.m. (unidades monetarias)/Ha ano. La produccién ganadera se
basa en el aprovechamiento de la hierba y las hojas de los fresnos. La hierba
de las zonas sin arbolado puede mantener 50 cabezas de ganado/Ha salvo
en los meses de Julio y Agosto que no pueden mantener ninguna.

Las zonas arboladas sélo pueden mantener un 80 por ciento de dicho
numero de cabezas en cuanto a hierba. En los meses de Julio y Agosto las
hojas de una Ha de fresnos pueden alimentar 100 cabezas de ganado. La
alimentacién del ganado, sélo puede realizarse con los recursos indicados.

La cabeza de ganado produce una renta de 1,000 u.m./ano. Se desea
plantear el aprovechamiento del monte de manera que la renta anual sea
maxima. Para ello:

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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(a) Designar las variables del problema. Plantear las condiciones del sistema
y la funcién objetivo.

(b) Expresar el problema en forma estdndar o normalizado, anadiendo las
variables de holgura necesarias. Encontrar una solucion factible bésica con
variables basicas las de holgura y la superficie poblada por chopos.

(¢) Proseguir por el método del simplex hasta encontrar la solucién 6ptima.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 23

Derivada aritmeética

405. Derivada aritmética natural

1273. La funcién derivada aritmética es una funcién n’ : N — N definida
recursivamente por
(1) p’ =1 para todo p primo
(2) (ab)’ = d’b+ ab’ para todo a,b € N (Regla de Leibniz).
1) Calcular 1/, 0/, 6" y 9”.
2) Calcular las derivadas de los 11 primeros nimeros naturales.
3) Demostrar que si existe la funcién derivada aritmética, es tnica.
4) Demostrar que la funcién derivada aritmética existe y es

0 si n=0Vn=1
I mn‘
n = ) .
n — =i n>2

en donde n = [[;~, p;"" > 2 es la factorizacién de n en producto de factores
primos.
5) Usando el teorema anterior, hallar 120'.

406. Propiedades de la derivada aritmética natu-
ral

1274. 1) Demostrar que para k,n enteros positivos se verifica (n¥) =
knF—1n!.
2) Demostrar la féormula de Leibniz para la derivada k-ésima del producto
de dos ntimeros: (ab)® = Zf:o (’;)a(k_i)b(i).
3) Demostrar que la aditividad de la derivada (a + b)" = a’ + V' se cumple
en algunos casos y en otros no.
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4) Demostrar que
(1) (a+b) =d +V = (ka+ kb) = (ka)' + (kb)’ Vk e N.
(2) (a+b) >d +bV = (ka+ kb) > (ka)' + (kb)’ Vk eN.
(3) (a+0b) <d +V = (ka+kb) < (ka) + (kb)’ VkeN.
5) Demostrar que para todo k& > 1 nimero natural se verifica

n>n>1= (kn) >kn  Vn>1.

407. Cotas para la derivada aritmética natural

1275. 1) Demostrar que para todo entero positivo n se verifica n’ <
nlogyn

2
2) Demostrar que si n = 2¥ la cota es exacta

3) Demostrar que si n es el producto de k factores, cada uno de ellos mayor
que 1, se verifica n’ > knF.

4) Demostrar que si n = 2F la cota es exacta.

5) Demostrar que si n > 1 no es primo, entonces n’ > 2,/n.

408. Ecuaciones diferenciales aritméticas

1276. Es natural plantear el problema de encontrar todos los ntmeros
naturales que satisfacen a la ecuacién diferencial aritmética

akn(k) + ak—m(k_l) + -+ agn” +an’ +am=>

con los a; y b, nimeros naturales. Vemos algunos ejemplos sencillos.

1) Demostrar que el unico entero positivo que satisface n’ =0 es n = 1.

2) Demostrar que los unicos nimeros naturales n que verifican n’ = 1 son
los primos.

3) Demostrar que si a — 2 es primo, la ecuacién n’ = a tiene al menos la
solucién n = 2(a — 2).

4) Demostrar que n = p? con p primo es solucién de la ecuacién n' =n

409. Conjetura de Goldbach

1277. La conjetura de Goldbach, no resuelta a dia de hoy se enuncia
como todo numero natural par mayor que dos es la suma de dos primos.
Proporcionamos una condicién necesaria para que la conjetura sea cierta en
términos de una ecuaciéon diferencial aritmética.

Demostrar que si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces la ecuacion
diferencial aritmética n’ = 2a tiene solucién para todo a > 2.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 23. Derivada aritmética 275

410. Conjetura de los primos gemelos

1278. La conjetura de los primos gemelos, no resuelta a dia de hoy se
enuncia como ezxisten infinitos pares de niumeros gemelos, es decir infinitos
pares (p, p+2) con py p+2 primos. Proporcionamos una condicién necesaria
para que la conjetura sea cierta en términos de una ecuacion diferencial
aritmética.

Demostrar que si la conjetura de la infinitud de los primos gemelos es
cierta, entonces la ecuacién diferencial aritmética n” = 1 tiene infinitas
soluciones.

411. Conjetura de Sophie Germain

1279. Un namero primo p se dice que es un primo de Sophie Germain si
2p + 1 es también primo. Por ejemplo, 2 es primo de Sophie Germain, y 7
no lo es. Se ha conjeturado que existen infinitos primos de Sophie Germain,
pero a dia de hoy, esta conjetura ni se ha demostrado ni refutado.

1) Demostrar que si p es primo, entonces (2*p)’ = 24(2p + 1).

2) Demostrar que para todo entero positivo m se verifica la desigualdad
(24m)" > 2*(4m + 3), con igualdad si y s6lo si m es un primo de Sophie
Germain.

3) Demostrar que la conjetura de Sophie Germain es cierta si y sélo si la
ecuacion diferencial aritmética n” = 4n + 48 tiene infinitas soluciones de la
forma n = 2%p con p primo.

412. Ecuacién diferencial n’ =n

1280. 1) Demostrar que si n = pPm con p primo y m > 1 natural, entonces
n' = pP(m+m') y limy_e n®) = 0.
2) Sea n ntimero natural y p¥ la mayor potencia del primo p tal que p* | n.
Si 0 < k < p, demostrar que p*~! es la mayor potencia de p tal que p*~! | n’
y que todas las derivadas n/, n”, ..., n®) son distintas.
3) Demostrar que si n = pP¥m para algin primo p y enteros k,m > 1,
entonces n’ = pP*(km +m/).
4) Sea n > 2 entero. Demostrar que: n estd libre de cuadrados < (n,n’) = 1.
5) Demostrar que todas las soluciones de la ecuacién n’ = nsonn =0y
n = pP con p primo.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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413. Derivada aritmética entera

1281. Se llama funcién derivada aritmética en los enteros Z a la funcién
n' 1 Z — 7 dada por
(1) 0/ =1 = (=1) =:0.
(2) Sin = upipa---pr con u = £1 y los p; son primos (alguno de ellos
puede estar repetido), entonces n' := u Zle P11 Pie1Pitl " Dk
Nétese que si p es primo, entonces k = 1 y el producto anterior es vacio, por
tanto p’ = 1.
1) Demostrar que esta definicién generaliza la derivada aritmética en N.
2) Demostrar que (—n)’ = —n' para todo n € Z, y que se verifica la regla
de Leibniz.
3) Calcular (—60)’".

414. Derivada aritmética racional

1282. 1) Demostrar que la funcién (a/b)’ : Q — Q definida mediante
(a)’ _db-"Va

b, o b2
es una extension de la derivada aritmética en Z y cumple la regla de Leibniz.

2) Demostrar que es la unica extensién que la cumple.
3) Completar la tabla

a
b

(a/b)

W
W N
SIS
Ot Ot
~N|
(Ol
Ne)

415. Derivada aritmética en DFU

1283. Sea D un dominio de factorizacién unica y elijamos en D los ele-
mentos irreducibles que son positivos, es decir elijamos un conjunto P de
elementos irreducibles tales que cada elemento irreducible de D esta aso-
ciado a uno y sélo un elemento de P. Llamemos a P el conjunto de los
atomos positivos y sea U el conjunto de las unidades de D. Para todo a € D
definimos la derivada a’ de a como sigue:

(1) Sia=00a€U entonces a’ = 0.
(2) En otro caso, existen u € U, p1,...,pr € P (lnicos salvo el orden y
tal vez alguno repetido) tales que a = upy - - - p;. Entonces

k
a = UZPl © Pi—1Pi+1 " Pk
i=1

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Nota. Si a = p € P entonces k = 1 y tenemos un producto vacio, con lo
cual @’ = 1. La funcién a’ depende por supuesto de la eleccién de P, en con-
secuencia se deberfa escribir a/,. No obstante y por simplicidad de notacién,
escribiremos a’ cuando el conjunto de 4tomos positivos se sobreentienda.

1) Demostrar que la derivada @’ definida en un dominio de factorizacién
unica D, satisface la regla de Leibniz.
2) En D = Z, se consideran los conjuntos de atomos positivos

Py =1{2,3,57,...}, P>={2,-35-7,...}

Calcular (6);31 y (6);32.

3) Si D = R[z], el conjunto de la unidades es f = R \ {0}. Elijamos como
conjunto P de dtomos positivos, el conjunto de los polinomios ménicos de
primer grado unién el de los ménicos de segundo grado con discriminante
menor que 0y sea f(z) = —zt + 223 — 322 Calcular (f(z))p.

4) Nota. Para todo dominio de factorizacién unica D que no es un cuerpo y
con la derivada aritmética a’,, se puede definir una derivada aritmética en
su cuerpo de fracciones K que es extensién de a’,, de la misma manera que
se hizo en Q:

b

y la demostracién es andloga.
Sea R[z| con los atomos positivos del apartado anterior. Calcular

oy

416. Derivada aritmética y anillo Z[v/5i]

(a)’ B apb —bpa
P b2

1284. 1) Demostrar que Z[v/5i] = {a + b\/5i : a,b € Z} es dominio de
integridad con las operaciones habituales suma y producto de complejos
pero que no es dominio de factorizacién tnica.

2) Demostrar que en Z[v/5i] no se puede definir una derivada aritmética.
Para ello, elegir diferentes conjuntos de d4tomos positivos.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Capitulo 24

Método de induccion

417. Descripcion y primeros problemas
1285. Demostrar por induccién:
1—|—2+3+...—|—n:n(n2+1).
1286. Demostrar por induccion:

BRI

1287. Demostrar por induccién:

n(n+1)(2n + 1).

242243824+, . 4+n?= :
1288. Demostrar por induccién:

1— ,r.nJrl

1—|—7°+r2+...—|—7“”:17_r (r#1).

1289. Demostrar por induccién:

- 1 2
k=1
1290. Demostrar por induccién:
n 2
— ) -
k=1

281



282 418 Derivada enésima de la funcién seno

1291. Demostrar por induccién que

IR
2 3 0 on 2"
1292. Demostrar por induccién que si u,, es la sucesion definida por

up =3, uo =5, Uy = 3Up_1 — 2Up_o2 VN >3

entonces, u, = 2" +1 Vn € Z™T.

418. Derivada enésima de la funcion seno
1293. Demostrar por induccién que si f(z) = sen x entonces
() = sen (m + %) ,

en donde (" (x) representa la derivada enésima de f(z).

419. Desigualdad de Bernoulli

1294. Demostrar por inducciéon que para cualquier ntimero real z > —1
y para todo entero n > 1 se verifica (1 4+ x)" > 1 + nx (Desigualdad de
Bernoulli).

420. Binomio de Newton

1295. Sean a y b dos nimeros reales. Demostrar por induccién que para
todo n > 1 entero, se verifica la férmula del binomio de Newton:

A

k=0

421. Regiones determinadas por n rectas del plano

1296. Demostrar por inducciéon que n rectas del plano dos a dos no para-
lelas y tales que ninguna terna pasa por un punto comun divide al plano en
R, = (n* + n + 2)/2 regiones.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1297. Se considera la sucesion de Fibonacci

fo=0,fi=1fn= fuc1+ fa—2 (n>2).

N

(a) Demostrar por induccién que

Sea la matriz

fn+1 fn _gn
|: fn fn—l :| =4 (VTIZ 1)'

(b) Demostrar que fon+1 = f2 + f2,1 (Vn > 1).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 25

Sucesiones

422. Concepto de sucesién

1298. Dadas las sucesiones

np1n®+1 Vn+1

n= (-1 s b= o,
an = (D" T+ (—1)n

hallar a5 y bis.

1299. Determinar en cada caso una sucesiéon a, cuyos primeros términos
son los que se indican:

AT 35 T
5797 77100 137 177

=1~

() =,

1300. Determinar en cada caso una sucesion a, cuyos primeros términos
son los que se indican:

(i) 6, 12, 24, 48,... (i) 7, — Z

N =

)

TR

1301. Determinar en cada caso una sucesion a, cuyos primeros términos
son los que se indican:

(i) 1,3,7,15,31,... (ii)3,5,9,17,33,... (iii)0,1,0,1,0,1,...

1302. Una sucesién {a,} satisface a; = 1, as = 3 y la relacién de recu-
rrencia a, — 2a,_1 + ap—o = 0 para todo n > 3. Calcular a4.
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423. Limite de una sucesion

3n

2n+1
(77) Hallar a partir de qué término la diferencia |a, — 3/2| es menor que

0, 001.

1303. (i) Sea la sucesion a,, =

Demostrar que lim a,, = 5

1
1304. Demostrar que lim — = 0.
n

1
1305. Demostrar que lim — = 0.
n

1306. Demostrar que lim (vn+ 1 —/n) = 0.
1 n
1307. Demostrar que lim <3> =0.

1308. Demostrar que si |g| < 1, entonces lim ¢" = 0.

1309. Demostrar que la sucesién a,, = (—1)" no tiene limite.

424. Propiedades de los limites

1310. Demostrar que si una sucesién es convergente, tiene tinico limite.
1311. Demostrar que toda sucesion convergente estd acotada.

1312. Dar un ejemplo de una sucesién acotada y no convergente.
1313. Demostrar que toda sucesién constante {a,} = {k} converge a k.

1314. Demostrar que si dos sucesiones {a,} y {b,} son convergentes, en-
tonces lim (a, + b,) = lim a,, + lim b,,, es decir que el limite de la suma es la
suma de los limites.

1315. Demostrar que el producto de un infinitésimo por una sucesién
acotada es también un infinitésimo.

1316. Demostrar que si dos sucesiones {a,} y {b,} son convergentes, en-
tonces lim a,b, = (lima,) (lim b,,) , es decir que el limite del producto es el
producto de los limites.

1317. Sea {a,} — a € Ry k € R. Demostrar que {ka,} — ka, es decir
que el limite de una constante por una sucesién es la constante por el limite
de la sucesion.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1318. Sea {a,} una sucesién con a, # 0 para todo n. Demostrar que si

, 1 1
{an} — @ con a numero real no nulo, entonces { — —.

an a

1319. Sean {ay} y {b,} dos sucesiones convergentes tales que {a,} — a

bn
con a # 0, a, # 0 para todo n, y {b,} — b. Demostrar que {

b
an, a
En otras palabras, que el limite del cociente es el cociente de los limites si
el limite del denominador es no nulo.

1320. Sean {a,}, {bn}, {cn} y {dn} sucesiones tales que:
lima, = 3, limb, = —5, lime¢, =4, limd,, = 0.
9 2
Calcular L = lim 20 by

3¢, — 8d,

1
1321. a) Demostrar que lim — = 0 para cualquier m entero positivo.
n—oo M

b) Usando el apartado anterior, calcular

I — I 34+ n?—n+3
= 11m
n—oo  Hnd 4+ Tn —4

P
1322. a) Calcular lim ﬂ, siendo P, Q) polinomios del mismo grado.
n—-+0o Q(n)

b) Calcular lim P(n)

, siendo P, () polinomios con grado P < grado Q).
n——+oo Q(n)
2
_ - 2
¢) Calcular lim m”+8n—5 , n+3

————y lim ——————.
n—+oo 2n2+n—+1 7 notoodn? +2n—1

1323. Calcular L = lim z,, siendo:

n—-+o0o
2n A
44 (1/2)" n?+2
a) xn:#. b) xn:#. c) Tn (2>
9+ (1/5)" +6 3n®+5
n2+1
1324. Calcular L = lim x,, siendo:
n—-+o0o
) 3n2+2 n242 ) senn ) 1+424+---4+n
a) T, = — . Ty = . C) Ty =
" 6n+1 2n+3 " n " n?

1325. Calcular L = lim (\/n2 +n—/n2— n) )
n—-+00

1326. Calcular L = lim 0.999...9.
—

n—-+o0o
n

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1327. Demostrar que si {a, } es convergente con limite a, entonces {|a,|} —
la| . {Es cierto el reciproco?

1328. Calcular lim

n——+oo

—3n2+8n+1
Sn24+n+1 |

1329. Demostrar el teorema del Sandwich o de las tres sucesiones:
Supongamos existe ng nimero natural tal que para todo n > ng se verifica
Tn < an < yp. Supongamos ademds que {z,} e {y,} son convergentes y

lim z,= lim y, = L. Entonces, lim a, = L.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

n

1330. Si a, = —, demostrar que lim a, = 0 usando el teorema del
nn n—-+oo

Sandwich.
1331. Demostrar que si {|a,|} — 0, entonces {a,} — 0.
425. Subsucesiones

1332. Usando subsucesiones, demostrar que la sucesiéon {(—1)"} no es
convergente.

1333. Demostrar que si una sucesién {x, } converge hacia x, entonces toda
subsucesion de {x,} converge hacia x.

426. Sucesiones monotonas

1334. Estudiar la monotonia de las sucesiones:

2n n n+1
€T, = = — Zn = ——————.
L I L T T
™ ™
1335. Estudiar la monotonia de las sucesiones: a, = —, b, = ——.
n! (n+5)!
2n

1336. Se considera la sucesion a, = ———.
n®+1

a) Demostrar que es monétona creciente.

b) Demostrar que K = 3 es cota superior de la sucesion.

¢) Concluir que es convergente.

1337. Se considera la sucesién {a,, } definida por a; = 0y an+1 = /6 + ay.
a) Demostrar por induccién que a,, > 0 para todo n.
b) Demostrar que {a,} es mondtona creciente.
¢) Demostrar {a,} estd acotada superiormente.
d) Calcular el limite de {a,} caso de ser convergente.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1338. Demostrar que toda sucesién mondtona creciente y acotada supe-
riormente, es convergente, y que su limite es el extremo superior del conjunto
de los términos de la sucesién.

427. Limites infinitos

1339. Demostrar que lim (2n + 11) = 400, y que lim (=3n + 7) = —c0.
1340. Siendo P(z) € Rx], calcular L = lim P(n).

n—-4o00

1341. Sean {z,} e {y,} divergentes. Demostrar que con esas hipdtesis no

;o Tn .. ;.
se puede asegurar cual es el limite de { — », caso de existir tal limite.
Yn

. . . o0
Nota. Abreviadamente decimos que las expresiones , , ,
+00 —00 +00

+oo0 —o0 —00
y

-0’
son indeterminadas.

1342. Sean {z,} — 0 e {y,} — 0 con y, # 0 para todo n. Demostrar que

T e Tn
con esas hipdtesis no se puede asegurar cual es el limite de {} , caso de

Yn
existir tal limite.

0
Nota. Abreviadamente decimos que la expresién 0 es indeterminada.

1343. Sean {z,,} — 0 e {y,} divergente. Demostrar que con esas hip6tesis
no se puede asegurar cual es el limite de {z,y,}, caso de existir tal limite.
Nota. Abreviadamente decimos que las expresiones 0 - (+00) y 0- (—o0) son
indeterminadas.

1344. Sean {z,,} — 400 e {yn} — —o0. Demostrar que con esas hipdtesis
no se puede asegurar cual es el limite de {z, +y,}, caso de existir tal limite.
Nota. Abreviadamente decimos que la expresién (4+00) + (—o0) es indeter-
minada.

1345. Demostrar que la sucesién a,, = cosnm es oscilante.

428. Criterios de Stolz, media aritmética y geométri-
ca

12 22 2 . 2
1846, Caleular [ = lfim ~ 2 5 H1obm
n—-+oo n

2
1347. Calcular L = lim <—|-_|__|_..._|_
n—+oo \ 1 an 3n
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" 1 241
1348, Caleular L— lim {f2.2.10.  n+1
n—+00 4 9 n?

1349. A partir del criterio de Stolz, demostrar el criterio de la media
aritmética.

429. Problemas diversos

2n+1
™m+5

2
trar que {an} — -y hallar a partir de qué término la diferencia |a,, — 2/7|

1350. Sea la sucesién a, = . Usando la definicién de limite, demos-

es menor que 0,002.

1351. Calcular lim (\3/ nd 4+ 2n2 — n> )

n—-4o00

Sugerencia: usar la identidad A% — B3 = (A — B)(A% + AB + B?).

1352. Demostrar que lim — =0.
n—+oo n!
. (="
1353. Demostrar que la sucesién a,, = no es convergente, en
n

donde |x| representa la parte entera de x.

n
k‘2
1354. Sin usar el criterio de Stolz, calcular lim E —3-
n——4o00 Pt n

n—-+o00

n
1
1355. Demostrar que lim kZ:l m =1.

1356. Usando el criterio de Stolz, calcular L = lim ﬁ.
n—-+oo 2N

n

i { P _
1357. Demostrar que para todo p € N se verifica ngg-loo v k_lk =
1
p+1
3 5 7 2n+1
1358. Calcular L = 1i e AP I st L
aedar & = e <5n Tl T T a2 )

1359. Demostrar que la implicacion que aparece en el criterio de la media
aritmética no es reversible.

A7 9 11 2n+5

1360. lcular L = i — =
Calcular n_1>I_~1_loo 359 ™
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1361. Demostrar que lim {/n = 1.

n—-+00

1362. Sabiendo que lim <{/n =1, calcular lim /1 + 3n.
n—-+o0o n—-+o0o

1363. Sea {z,} una sucesion tal que z,, > —1 para todo n, y {z,} — 0.
Demostrar que para todo p entero positivo se verifica lim V1 + z, = 1.

n—-+4o0o

1 1
1364. Calcular lim —_— e —] .
"—>+°0<\/n2+1 \/n2+n>

1365. Sea a > 1. Demostrar que lim LI

n—+oo g

|
1366, Calcular lim 128™

n—-+oo logn™’

1367. Se considera la sucesion a,, definida como

a1:1
an+1:\/a1+a2+“‘+an-

, an, 1
Demostrar que lim — =
n—+oo N

n?—-2 1
1368. Demostrar que ngr}rloo 21 =3

430. Familia de sucesiones recurrentes

1369. Se consideran las sucesiones de nimeros reales (z,) de la forma

T0=a, xn+1:1<xn+b> (a>0,b>0).
2 T,

Se pide:
(a) Sia =3y b=29, estudiar razonadamente si la sucesién (x,) es conver-
gente y en su caso, hallar el limite.
(b) Comprobar que para a,b fijos mayores que cero, la sucesién (z,) estéd
acotada inferiormente por por ++v/b.
(c) Comprobar que para a, b fijos mayores que cero, la sucesién (x,) es con-
vergente. Hallar su limite.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Capitulo 26

Continuidad en una variable

431. Concepto de continuidad, primeras propieda-
des

1370. Demostrar que cualquier funcién constante f : R — R, f(z) =k es
continua en R.

1371. Demostrar que la funcién identidad f : R — R, f(z) = x es conti-
nua en R.

1372. Demostrar que cualquier funcién polinémica es continua en R.

1373. Demostrar que cualquier funcién racional es continua en todos los
valores reales que no anulan al denominador.

432. Continuidad de las funciones elementales

1374. Determinar donde son continuas las siguientes funciones elementa-
les:

3 — 2

—_—. b =222 + 10z — 12.
S ) @) = V2P 1 10

(a) f(z)=

1375. Determinar donde son continuas las siguientes funciones elementa-

(@ f@) = {5y O @) = =

1376. Estudiar la continuidad de la funcion elemental

les:

f(z) =log(z?* —x — 6).

293
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1377. Demostrar que para todo k € [0,1) es continua en R la funcién

1

f) = kx? —2kx +1°

1378. Estudiar la continuidad de las funciones elementales

(a) f(z) = VP =322 — 2 +3. (b) gl) = ,/i;;.

433. Continuidad de las funciones no elementales

1379. Estudiar la continuidad de la funcién:

3 —8 .
f)={ 73 S *72
5 si x=2.

1380. Estudiar la continuidad de la funcién:

(2) = 322 +1 si a< -2
P = =82 +7 si 2> -2

1381. Estudiar la continuidad de la funcién:

/T si oz #£0
M@_{() si x=0.

1382. Se considera la funcion

1'2—.7)

f:(00,1) >R, f(x)=

sen mx

Definir f(0) y f(1) para que la funcién sea continua en [0, 1].
1383. Estudiar la continuidad de la funcién f: R - R, f(z) = |z|.

1384. Sea f: R — R definida por:

£(x) x si x es racional
T) = . . .
—x sl x es irracional.

Estudiar la continuidad de f.

1385. Estudiar la continuidad de la funcién f(z) = |[z] (funcién parte
entera de x).
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434. Continuidad en intervalos

1386. Demostrar que la ecuacién 22 + 22 — 92+ 2 = 0 tiene al menos una
raiz mayor que 0 y menor que 1.

1387. Demostrar que la ecuacion x —cos x = 0 tiene al menos una solucién
en el intervalo (0, ).

1388. Sean a,b € R tales que 0 < a < 1 y b > 0. Demostrar que la
ecuacion x = a sen x + b tiene al menos una raiz positiva menor o igual que
a+b.

1389. Demostrar que toda ecuacién polinémica real de grado impar tiene
al menos una raiz real.

1390. Demostrar el teorema de Bolzano:
Sea f : [a,b] — R continua. Supongamos que f(a)f(b) < 0 (es decir, f(a)
y f(b) son no nulos y con distinto signo). Entonces, existe al menos un
¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

1391. Demostrar que la funcién f(z) = 2> + 22 — 3z + 2 toma el valor 7
en el intervalo (1,2).

1392. Usando el teorema de Bolzano, demostrar el teorema de los valores
intermedios para funciones continuas:
Sea f : [a,b] — R uuna funcién continua. Sean z1,zs dos puntos de [a,b]
tales que 1 < x2 y f(z1) # f(z2). Entonces, la funcién f toma todos los
valores comprendidos entre f(z1) y f(x2) al menos una vez en el intervalo
(a;l, .732) .

1393. Se considera la funcién f : [0,1] — R dada por f(z) = |2® + cosz|.
Demostrar que f alcanza en [0, 1] un méximo y un minimo absolutos.

435. Continuidad uniforme
1394. Demostrar que f : R — R dada por f(x) = 2x+5 es uniformemente
continua.

1395. Demostrar que la funcién f: R — R, f(x) = |z| es uniformemente
continua.

1396. Demostrar que f : (0,4) — R dada por f(x) = 22 es uniformemente
continua.

1397. Sea I C R intervalo. Demostrar que si f : I — R es uniformemente
continua, entonces es continua.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1398. Sea f: (0,+00) — R dada por f(x) = x2. Demostrar que es conti-
nua pero no uniformemente continua.

1399. Demostrar el teorema de caracterizacion de la continuidad uniforme
por sucesiones:
Sea I C Rintervaloy f: I — R una funcién. Entonces, f es uniformemente
continua si y sélo si para cualquier par de sucesiones (z,) e (y,) de puntos
de I tales que (z,, — ypn) — 0 se verifica (f(x,) — f(yn)) — 0.

1400. Sea f : R — R dada por f(z) = 2. Demostrar que no es unifor-
memente continua usando el teorema de caracterizacién de la convergencia
uniforme por sucesiones.

1401. Demostrar el teorema de Heine:
Sean a,b € Rcona <by f:[a,b] — R una funcién continua. Entonces, f
es uniformemente continua.

1402. Usando el teorema de Heine, demostrar que la funcién f : [0,1] = R
dada por f(z) = y/z es uniformemente continua.

1403. Demostrar que la funcién f(z) = senz es uniformemente continua
en R.

436. Problemas diversos

1404. Se considera la funcién definida por

2coszx si z<e¢

fw) = {(am+ b2 si z>ec

Si b, c € R son parametros fijos, hallar los valores de a para los cuales f es
continua en c.

1405. Sea f : (a,b) — R continua en zy € (a,b) y supongamos que
f(zo) # 0. Demostrar que existe un intervalo abierto (zg — 6, zo + ) tal que
en cada punto de éste intervalo f(x) y f(xo) tienen el mismo signo.

1406. Demostrar que la ecuacién e~* + 2 = x tiene al menos una solucién
real.

1407. Sean fy g dos funciones continuas en [a, b] que cumplen f(a) > g(a)
y f(b) < g(b). Demostrar que las graficas de f y g se cortan.

1408. Si o < B, probar que la ecuacién

2 6
1 1
m++x—|—:0

Tr—« r—pf

tiene al menos una solucién en el intervalo (a, f3).
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1
1409. Demostrar que la funcién f : (0,+00) — R dada por f(xz) = — no
x

es uniformemente continua.

1410. Sea I C R intervalo y f : R — R una funcién. Supongamos que
existe un M > 0 tal que

[f(@) = fy)l < Mz —y| Ve,yel ()

Demostrar que f es uniformemente continua en I.
Nota: A la condicién (x) se la llama condicidn de Lipschitz y a la correspon-
diente funcién, funcion Lipschitziana.

1411. Sean f,g: R — R dos funciones uniformemente continuas. Demos-
trar que h = g o f es uniformemente continua.

437. Funciones f-continuas

1412. Sea f : R — R una funcién arbitraria. Diremos que una funcién
g:R — R es f-continua si g o f es continua para todo x € R.
1. Sea f(z) = 22. Estudiar si las funciones g1, g2 : R — R definidas por
0 si <0 0 si <0
@) = {1 s x>0, #20= {1 si x>0,
son f-continuas.
2. Determinar todas las funciones que son f-continuas si:
a) f es constante.
b) f(x) = z para todo = € R.
3. Consideremos f(z) = e”. Estudiar razonadamente la veracidad o falsedad
de la siguiente afirmacién: g es f-continua si, y sélo si g es continua en
(0, 00).
4. Consideremos ahora f(x) = sen z. Caracterizar las funciones g : R — R
que son f-continuas.

438. Funciones mondtonas

1413. 1. Definir los conceptos de funcién creciente, decreciente, estricta-
mente creciente, estrictamente decreciente y monétona para una funcién real
de variable real.

2. Demostrar que la funcién f : [0,+00) — R, f(z) =
creciente.
3. Sea f: ACR — R una funcién. Demostrar que

3 es estrictamente

f es creciente < —f es decreciente.
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4. Sea f : [a,b] — R creciente. Demostrar que para todo ¢ € (a,b) existen

Fler) = lim f(z), fle=) = lim f()

z—ct T—c™

y ademads f(c—) < f(c) < f(c+). Demostrar que en los puntos extremos se
satisface f(a) < f(a+) y f(b—) < f(b).

Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema andlogo para funciones decre-
cientes usando el apartado tercero.

5. Sea f: A C R — R estrictamente creciente. Demostrar que existe la
aplicacion inversa f~!: f(A) — Ay es estrictamente creciente.

Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema analogo para funciones estricta-
mente decrecientes usando el apartado tercero.

6. Sea f : [a,b] — R una funcién creciente y la particién de [a, b] :

a=xpg <11 <Tog < - < xp =b.

Demostrar la desigualdad

1

[f(zr+) — flze—)] < f(b) — f(a).

1

3
|

b
Il

7. Sea f : [a,b] — R monétona. Demostrar que el conjunto de los puntos de
discontinuidad de f es contable.
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Derivadas

439. Concepto de derivada

1414. Si f(x) = 22, hallar f/(4) usando la definicién de derivada.
1415. Si f(z) = 22, hallar f/(z) usando la definicién de derivada.
1416. Si f(z) = 23, hallar f/(z) usando la definicién de derivada.

1
1417. Si f(x) = =, hallar f’(z) para todo x real no nulo, usando la
T

definicién de derivada.

1418. Si f(z) = /x, hallar f'(x) para todo x real y positivo, usando la
definicién de derivada.

1419. Demostrar que si u es derivable en x y f(z) = ku(z) con k cons-
tante, entonces f'(x) = ku/(x). Es decir, la derivada de una constante por
una funcién es la constante por la derivada de la funcién.

1420. Demostrar que si f es derivable en un punto zg de (a,b), entonces
es continua en xg.

1421. Sea f una funcion derivable en toda la recta real. Calcular:

I — p L@ 30 — [f(@ =R
h—0 h

1422. En un intervalo abierto (a,b) que contiene a xg la funcién f verifica
la relacion | f(z) — f(zo)| < M(z — x0)? con M > 0 real. Demostrar que f
es derivable en x¢ con derivada nula.

1423. Hallar log A, sabiendo que f es derivable en a, f(a) >0y

A= 1im (“”)

e\ fla)

299
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440. Algebra de derivadas

1424. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a,b). Supon-
gamos que u y v son derivables en x € (a,b). Demostrar que u +v y u —v
son derivables en z y ademés

(u+v)(x) =d(z) + ' (z), (u—0)(z)=u(z)— ().

1425. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a,b). Supon-
gamos que u y v son derivables en z € (a,b). Demostrar que u-v es derivable
en r y ademas

(u-v)(z) = (z)v(x) + u(z)v' (z).

1426. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a,b). Supon-
gamos que u y v son derivables en x € (a,b) y que v(z) # 0. Demostrar que
u/v es derivable en z y ademaés:

[

(u)’ () u'(x)v(x) — v’(m)u(x)

1427. Sean u,v y w funciones derivables en el intervalo abierto (a,b).
Demostrar que wvw es derivable en (a,b) y ademas:

!/ / / /
(vow)" = vvw + w'w + uvw'.

1428. Demostrar que si ug,us,...,u, son funciones derivables en (a,b),
entonces el producto ujusg - - - uy, es derivable en (a,b) y ademds:

/ / / /
(ugug - up) = ujug - Up + ULUY -+ Uy .o ULUD U,

441. Derivacion de funciones algebraicas

1429. Demostrar que si f(z) = k es funcién constante, entonces f’(z) = 0
para todo = € R.

1430. Demostrar que si f(z) = z, entonces f’(x) =1 para todo x € R.

1431. Demostrar que si f(xz) = 2™ con n entero positivo, entonces f/(z) =

na™ ! para todo = € R.

1432. Usando conocidos teoremas de derivacién, hallar las derivadas de
las funciones polinémicas: (a) f(z) = 27. (b) g(x) = 82°. (¢) h(z) = 425 —

6zt + 322 + 62 — 11.
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1433. Usando la féormula de la derivada de un cociente, calcular las deri-
a+ bx

vadas de las funciones racionales: (i) f(z) = d (a, b, c,d constantes).
c+dx
. 3z +5
)9 = = dzvs
1434. Hallar 3/ siendo:
Vv

(a) y = 3Va2 — 2f+— (b)yzl_

e (¢) y = 425v/523.

442. Derivacion de funciones trigonométricas y cir-
culares inversas

1435. Hallar 3/ siendo:

senz + cosx
(a) y=acosx + bsenx. (b)yzé. (¢) y = xtanx.
sen T — cosx

1436. Hallar:
(a) L (zarcsena). (b) L (cote — tanz). (¢) - (12— 2)cost — 2tsent)
a dx X arcsenx). d:(: cotx anxr). (C dt COS se .

1437. Demostrar que:

d 1 d 1
t . b t = ——
(a) da:< anz) = cos? (%) x<CO 2) sen?
1438. Hallar - (csc2) y - (sec ).
o alla. da CSCX dr Sec

1439. Demostrar que si f(z) = senz, entonces f'(z) = coszx.

(x
1440. Demostrar que si f(z) = cosx, entonces f'(x) = —senz.

443. Derivacion de funciones exponenciales y lo-
garitmicas

1441. Calcular las derivadas de las funciones:
7.1’
(a) y = (a® — 6z +5)e”. (b) y = e"senz. () y = .

1442. Calcular las derivadas de las funciones:
3x?

logz’

(a) y = (23 — 5)logz. (b) y = (logsx)cosz. (c) y =

1443. Demostrar que si a > 0, se verifica para todo = > 0:

d

I log, z = - log, e.
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444. Derivacion de funciones hiperbdlicas

1444. Hallar las derivadas de las funciones:

322

coshz’

(a) y =2xsenhzx. (b)y= (¢) y=x — tanh .

1445. Demostrar que:
d d 9
—senhx = coshz, —coshz =senhxz, — tanhxz = sech”z.
dx dx dr
1446. Calcular:

d d d
— csch . — sech x. — coth x.
(a) o, csche (b) 7, Sechz (c) . cothx

445. Derivacién de funciones hiperbdlicas inversas

1447. Calcular f'(z), siendo f(x) = arthx — arctan z.

h
1448. Calcular ¢/, siendo y = aren s,

d
1449. Calcular oy (arsenx arshz).
T

446. Derivacion de funciones compuestas, regla de
la cadena

1450. Calcular y' siendo:
(a)y=(z®+522+1)% (b)y=tg"z. (c)y=arctan(logz).
1451. Calcular f’(x) siendo:

1+ logx

(@ ) =32, 0) 1) = (1o

4
) . (¢) f(z) = v/(x +senx)?.

1452. Si f(z) = 23+322+2y g(z) = 25+4, calcular h/(1) siendo h = fog.

1453. Sea f una funcién derivable en R. Demostrar que si f es par, en-
tonces f’ es impar y que si f es impar, entonces f’ es par.

1454. Si f(e®) =log/z vy g(x) = f(z% +2), calcular ¢/(2).
1

1455. Una funcién f positiva y derivable en R cumple f(cosz) = ﬁ
sen x

Hallar f/(0).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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447. Derivacién por formulas

1— 2
1456. Hallar la derivada de f(z) = arccos T
1+ 22
1
1457. Hallar la derivada de f(x) = log :gm + T
gxr —

1458. Hallar la derivada de f(z) = senh (a:V:cﬁ) .

2
2
1459. Calcular las derivadas de: (a) f(z) = arsh %. (b) g(x) = arth "~ j_ T

1460. Demostrar las formulas de derivacién de las funciones hiperbdlicas
inversas, es decir:

1 d 1
—arshr= ——, —archx=-——, —arthz=

dx V2 +1 dx 2 —1 dx 1—22

d /1
1461. Demostrar que — | log Sfsenz = secz.
dx 1—senx

1462. Calcular la derivada de y = g\/aﬂ +a+ glog (ac +Vz2+ a) )

1463. Calcular f'(4) siendo f(z) = (/vx + \/15

1464. Siendo f(z) = log (log(senx)), calcular f'(w/4).

448. Teorema de la funcién inversa

1465. Hallar (f_l), (9) siendo f(z) = 23 + 1.

1466. Hallar (=)' (16), siendo f(z) = 2® + 222 + 3z + 10.

1467. Hallar (f_l)/ (2), siendo f(z) = Va3 + 5z + 2.

1468. Siendo f(z —2) =23+ 1y g(z) = f(arctanx), calcular (g_l)/ (9).

1469. Usando el teorema de la derivada de la funcién inversa, deducir la
férmula de la derivada de la funcién arcoseno.

1470. Usando el teorema de la derivada de la funcién inversa, deducir la
férmula de la derivada de la funcién exponencial.

1471. Deducir una férmula para (f_l)” (z).
Como aplicacién, calcular (p_l)” (0) siendo p(z) = 2z + Tz% + 1023.
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449. Derivada logaritmica

(2z —1)2V/3z + 2

1472. Derivar y =
Jx

1473. Derivar y = z°.

Sen r

1474. Hallar la derivada de la funcién y = x
Senz.

1475. Hallar la derivada de la funcién y = (cosx)
1476. Hallar la derivada de la funcién y = z*"

1477. Siendo f(x) = <x - 1> , calcular f'(2).

r+1

450. Derivadas de 6rdenes superiores

1478. Hallar las derivadas hasta orden 3 de la funcién y = /z.

1479. Demostrar que la funcién f(x) = e~* cos x satisface la relacién

F9(z) +4f(z)=0.

1
1480. Calcular la derivada enésima de la funcién f(x) = T
T —
1
1481. Calcular la derivada enésima de la funcién f(x) = T
x J—
. , . ., 20 + 1
1482. Hallar la derivada enésima de la funcién f(r) = ———.
v+ x—2

1483. Calcular () (z) siendo f(z) = e **, (k € R).
1484. Se considera la funcién f : R — R definida por:

. eV si x40
ﬂ@—{ 0 si z=0.

Demostrar que es indefinidamente derivable en R. Determinar £ (0).

1485. Hallar la derivada enésima de la funcién f(z) = e® + e~ 7.

1486. Hallar la derivada enésima de la funcién f(z) = /x.
1487. Hallar la derivada enésima de la funcién f : R —{—1,0} — R dada

1
por f(#) = 57

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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451. Formula de Leibniz de la derivada enésima

1488. Desarrollar la férmula de Leibniz en el caso n = 4.

1489. Siendo f(z) = /zlog(z + 1) calcular £ (1) usando la férmula de
Leibniz.

1490. Siendo f(z) = e*senz calcular £ (7/2).

1491. Usando la férmula de Leibniz, hallar la derivada enésima de la
funcién f(z) = e*@z2.

1492. Demostrar la férmula de Leibniz en los casos n =2 y n = 3.
1493. Demostrar la férmula de Leibniz para la derivada enésima del pro-
ducto:

Sean u,v : I — R dos funciones con derivadas hasta orden n en todos los
puntos del intervalo I C R. Entonces, se verifica en [ :

(wn)™ =3 (Z) R )

k=0
en donde u(® denota u y v(¥ denota v.
1494. Usando la férmula de Leibniz, calcular y(™) para y = ze®.

1495. Calcular f(2016)(0), siendo f(z) = x2log(x + 1).

452. Aplicaciones geométricas de la derivada

1496. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
y =23 — 22 + 22 + 3 en el punto de abscisa z = 0.

1497. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
y = cosx en el punto de abscisa x = 7.

1498. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la catenaria
y = cosh(z/2), en el punto de abscisa z = 2log 2.

1499. Calcular el dngulo que forman las curvas y = f(z) e y = g(x),
siendo f(z) =23, g(x) = 1/22.
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453. Aplicaciones fisicas de la derivada

1500. El espacio s recorrido en funcion del tiempo t esta definido por la
ecuacién s = tlog(t + 1) (¢ es segundos y s en metros). Hallar la velocidad
del movimiento cuando han transcurrido dos segundos.

1501. Por el eje OX se mueven dos puntos que tienen respectivamente

las leyes de movimiento

1
r=100+5t, x= §t2,

donde t > 0. ; Con qué velocidad se alejaran estos puntos, el uno del otro,
en el momento de su encuentro (z se da en centimetros y ¢t en segundos)?

1502. Un punto se mueve sobre la hipérbola y = 10/z de tal manera, que
su abscisa x aumenta uniformemente con la velocidad de una unidad por
segundo. ;Con qué velocidad variara su ordenada cuando el punto pase por
la posicién (5,2)7

454. Derivadas infinitas y laterales

1503. Hallar f (0) si f(z) = /.
1504. Hallar f/ (0) y f'(0) si f(x) = [sen2x|.

2 : >
1505. Calcular f(z), siendo f(x) = {373; j; : ;;<—11
1506. Calcular (cuando exista) f’(z), siendo f(x) = |z].
1507. Se considera la funcién

flz) = {:U3sen % si x#0
0 si x=0.

(a) Demostrar que f es derivable en R.
(b) Demostrar que f’ es continua pero no derivable en 0.

1508. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién
f(z) = V|z] - 2]
en x = 1, en donde |z]| denota la parte entera de z.
1509. Demostrar que las funciones:

D) f(2) = ¥z, 2>9<x>={1éx Do

tienen en el punto x = 0 derivada infinita.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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455. Derivacién de funciones implicitas

1510. Hallar 3/ para la funcién implicita dada por zseny + ysenz = 0.

2 2
1511. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola % A

8
trazada en el punto P(—9, —8).

1512. Hallar 3’ para la funcién y dada en forma implicita por:

sen(y — %) —log(y — 2%) + 2\/y — 22 =3 =0.

2,2
1513. Demostrar que la ecuaciéon de la recta tangente a la elipse —2+b—2 =
a
Lol | Yoy
1 en el punto P(xo, es — + == =1.
p ( 0 yO) a2 b2

456. Diferencial de una funcion

1514. Hallar la diferencial de la funcién y = /x + cos z.

1515. Hallar la diferencial y el incremento de la funcién y = x3 para z y
dx genéricos.

1516. Usando diferenciales, determinar aproximadamente en cuanto au-
mentard el area de un cuadrado cuando su lado aumenta de 4 cm a 4,1
cm.

1517. Usando diferenciales, hallar aproximadamente /3,98.
1518. Sea y = f(x) una funcién derivable en z. Demostrar que

Ay —d
Ay —dy| _

i
dz30 |dx]

1519. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado del area de un
circulo cuyo radio es igual a 3,02 cm.

d
1520. Deducir la férmula aproximada v/z + dx ~ /z + Wxﬁ’ y calcular
T

aproximadamente +v/10.
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308 457 Derivabilidad segin parametros

457. Derivabilidad segin parametros

1521. Sea la funcién f: R — R definida por

—1
x2 + B si r>1
x

f(@) = 9 arctan (logz) si O0<z<1
senx + o si x <0,

donde arctant € (—m/2,7/2) para todo t. Analizar la derivabilidad de f en
cada punto de su dominio de definicién, segtin los valores de a y 8 € R.

458. Familia de funciones de clase 1

1522. Sea C' el conjunto de las funciones f de R en R de clase 1 y que
cumplen las condiciones siguientes:

VeeR f(f(z) - fi(x)=1 f(0)>0, f(1)=1.

Se pide:

1. Comprobar que la funcién identidad I pertenece a C.
2. Verificar que f €e C = fo f=1.

3. Demostrar que f € C = f es creciente.

4. Demostrar que I es el tinico elemento de C.

459. Igualdad f'(\z) = f'(z)sinx + f(z)cosx

1523. Determinar todas las funciones derivables f : R — R que satisfacen
la ecuacién

f'(\x) = f'(x)sinx + f(z)cosz VA > 0.

460. Derivada simétrica

1524. Sea f:R — R una funcién. Se define la derivada simétrica de f en
un punto zp y se designa por f.(zg), al siguiente limite si existe y es finito

filwo) = lim flo + h)z—hf(:vo —h)

(a) Estudiar la existencia en el punto xg = 0 de la derivada simétrica, y
calcularla en los casos que exista, para las siguientes funciones
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1 .
hz)=e", fa(z)=lz|, fi(z)= {xsmx stz #0

0 si x=0.
(b) Demostrar que si existe la derivada ordinaria f’(zo) de la funcién f
en el punto zg, entonces existe la derivada simétrica fl(z¢), y hallar la
relacion entre ambas. Enunciar el reciproco y estudiar su validez, dando una
demostracién o construyendo un contraejemplo.
(¢) Demostrar que si existen las derivadas a la derecha y a la izquierda f’, (o)
y fL(x0) de la funcién f en el punto zg, entonces existe la derivada simétrica
fi(zo) y hallar la relacién entre ambas. Enunciar el reciproco y estudiar su
validez, dando una demostracién o construyendo un contraejemplo.

461. Derivabilidad absoluta

1525. Sea f una funcion real y sea a un punto interior del dominio de f.
Diremos que f es absolutamente derivable en a si la funcién |f| es derivable
en a. Estudiar si son ciertas o no, las siguientes proposiciones:

a.- Si f es absolutamente derivable en a, entonces f es continua en a.

b.- Si f es derivable en a, entonces f es absolutamente derivable en a.

c.- Si f es derivable en a, y f(a) # 0 entonces f es absolutamente derivable
en a.

d.- Si f es absolutamente derivable en a, y f(a) # 0 entonces f es derivable
en a.

e.- Si f es absolutamente derivable en a, continua en a y f(a) # 0 entonces
f es derivable en a.

f.- Supongamos que f(a) = 0 y que f es derivable en a. Entonces f es
absolutamente derivable en a, si y sélo si f/(a) = 0.

g.- Si f y g son absolutamente derivable en a entonces f - g (producto) es
absolutamente derivable en a.

h.- Si f y g son absolutamente derivable en a entonces f + g (suma) es
absolutamente derivable en a.

462. Ecuacién diferencial y formula de Leibniz

1526. Dada la funcién y = (Argsh x)?,
a) Demostrar que se verifica la igualdad (1 + 22)y” + zy’ = 2.
b) Utilizando la igualdad anterior y la férmula de Leibniz hallar una expre-
sién que proporcione la derivada de cualquier orden en x = 0.
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463. Desigualdad f(z) — f(y) < ks |senz — seny|

1527. Sea F el conjunto de las funciones f : R — R verificando que existe
una constante ky < 0 tal que

f(x) = f(y) < kylsenz —seny| Va,yecR.

(a) Demostrar quesi f € E, f es periddica de periodo 27, continua y acotada.
(b) Sea f € E tal que f es derivable en R. Estudiar si f' € E.

(c) Demostrar que para todo f € E se verifica f'(7/2) = 0.

(d) Estudiar si puede pertenecer E una funcién h verificando h(t) = t para
todo t € [0,7/2].

464. Problemas diversos

(14 )00

1528. Determinar el rango de la funcién f : [0,1] — R, f(x) = 106
T

1529. (a) Demostrar la desigualdad:

> log

, Vz>0.

Q|

T

(b) Hallar razonadamente el nimero exacto de soluciones de la ecuacién
e(logz)? = 2.
1530. Hallar (go f~1)(6), siendo:

_$3+6$2+9$+5

3 2
= 2 3
flx) =24 22"+ 3z, g(z) A1
. . #+a
1531. Sea el conjunto de funciones f,(x) = W, donde a € R — {1}.
x

(a) Determinar las funciones de este conjunto cuya representacién grafica
admite un punto de inflexion en el cual la tangente es paralela al eje de
abscisas.

(b) Probar que todas las funciones de este conjunto tienen una asintota
oblicua comun, de la cual se pide la ecuacién.
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Teoremas del valor medio

465. Teorema de Rolle

1532. Demostrar el teorema de Rolle:
Sea f : [a,b] — R una funcién. Supongamos que se verifica: (i) f es continua
en [a,b]. (7i) f es derivable en (a,b). (i7i) f(a) = f(b). Entonces, existe al
menos un ¢ € (a,b) tal que f/(c) = 0.

1533. Verificar la validez del Teorema de Rolle para la funcion
f(z) =23 +42® — 72 — 10
en el intervalo [—1,2]. Hallar el ¢ o los ¢ correspondientes.

1534. Verificar la validez del Teorema de Rolle para la funcién f(z) =
log(sinx) en el intervalo [7/6, 57 /6]

1535. Aplicar el Teorema de Rolle para demostrar que para todo m € R
la ecuacién 22° + 2 +m = 0 no puede tener dos soluciones reales.

1536. Verificar la validez del teorema de Rolle para la funcién f : [1,2] —

R definida por f(z) = V22 — 3z + 2.

1537. Demostrar que la ecuacién 22 — 3z + o = 0 con @ € R no puede
tener dos soluciones distintas en el intervalo (0,1).

1538. Sea f(x) =14 2™(x —1)" en donde m, n son enteros positivos. Sin
hallar f’(z) demostrar que la ecuacién f/(z) = 0 tiene al menos una solucién
en el intervalo (0,1).

1539. Se considera el polinomio p(x) € R[x] :
p(z) = a1z + asx® + ...+ apz".
Demostrar que si xy es una raiz positiva de p(x), entonces el polinomio

ai + 2a2x + ... + na,z™ ! tiene una raiz positiva menor que zg.

311
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1540. Sin calcular la derivada de la funcién

fx) = (z = D)(x = 2)(z = 3)(z — 4),
establecer cuantas raices tiene f’(x) e indicar en qué intervalos estdn.

1541. Demostrar que la funcién f(x) = 2™ + pz + ¢ con n > 2 entero y
p, g reales no puede tener mas de dos soluciones reales siendo n par, ni mas
de tres siendo n impar.

466. Teorema de Lagrange

1542. Comprobar que se verifican las hipétesis del teorema de Lagrange
para la funcién f(z) =  — 2 en el intervalo [—2,1]. Hallar el ¢ o los c
correspondientes.

1543. Aplicar el teorema de Lagrange para acotar el error que se comete
al tomar 100 como valor aproximado de /10 001.

1544. Demostrar que [sen z — sen y| < |z — y| para todo z,y ndimeros
reales, usando el teorema del valor medio de Lagrange.

1545. Demostrar el teorema del valor medio de Lagrange:
Sea f : [a,b] — R una funcién. Supongamos que se verifica:
(7) f es continua en [a,b]. (7i) f es derivable en (a,b).
f(0) = f(a)

Entonces, existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = b
—a

1546. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la funcién f(z) =
x*/% en el intervalo [—1,1].

1547. En el segmento de la pardbola y = 22 comprendido entre los puntos

A(1,1) y B(3,9) hallar un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda AB.
1548. Aplicar el teorema de Lagrange para demostrar la férmula
sen (r+h) —sen x = hcosc (r <c<z+h).

1549. Si f es derivable en [0. + 00) y EIJP f'(x) = A, calcular el limite
o 120) = F@)
T—+00 x

1550. Demostrar que si f’(z) = 0 en un intervalo (a,b) entonces f es
constante en (a, b).
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467. Teorema del valor medio de Cauchy

1551. Comprobar que se verifican las hipdtesis del teorema del valor medio
de Cauchy para las funciones f, g : [1,2] — R definidas por:

fx)=a2*+2, g(x) =2 —1.
Hallar el ¢ o los ¢ correspondientes.

1552. Comprobar que se verifican las hipdtesis del teorema del valor medio
de Cauchy para las funciones f, g : [0,7/2] — R definidas por

f(z) =senz, g(x) = cosz.
Hallar el ¢ o los ¢ correspondientes.

1553. Demostrar el teorema del valor medio de Cauchy:
Sean f,g : [a,b] — R dos funciones tales que: (i) f y ¢ son continuas en
[a,b]. (ii) f y g son derivables en (a,b). (iii) ¢'(x) # 0 para todo = € (a,b).
Entonces, existe un ¢ € (a,b) tal que

f'e) _ f(b) = f(a)
gc)  g(b)—gla)

468. Una aplicacién del teorema de Rolle

1554. Sea f:[3,5] — R una funcién continua que es derivable en (3,5) y
tal que f(3) =6y f(5) = 10.
(a) Consideremos la funcién g : [3,5] — R definida por g(z) = M De-

mostrar que existe un zg € (3,5) tal que ¢'(z9) = 0. Deducir que f’(xq)zo —
f(zo) =0.

(b) Demostrar que entre todas las rectas tangentes a la grafica de f, al me-
nos una de ellas pasa por el origen de coordenadas.

(¢) Sea [a,b] un intervalo que no contiene al 0. Sea h : [a,b] — R una fun-
h h(b
cién continua que es derivable en (a,b) y tal que ﬂ (b) Demostrar
a

que existe un zy € (a,b) tal que la tangente a la gréfica de h en el punto
(x0, h(zp)) pasa por (0,0).

469. Diametro de un subconjunto de R

1555. Dado un subconjunto acotado A C R, se define el didmetro del
conjunto A como
d(A) =sup{|z —y| : z,y € R}.
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Considérese una funcion derivable f : R — R tal que existe M > 0 con
|f'(z)] < M para todo z € R.

a) Dado r > 0 compruébese que si A es tal que d(A4) < > entonces
M

d((f(A)) <.
(b) Sea S C R acotado y supongamos que M < 1. Calcular lim d(f*(9))

en donde f"(A)={(fofo...of)(x) : x € A}.

470. Limite de las raices de p,(z) = 2" — 2z + 1

1556. Se considera la sucesiéon de polinomios dada por
po(z) = 2"2 - 22 4+ 1 n=123,...

Se pide:
1) Comprobar que todos estos polinomios tienen un cero comun.
2) Demostrar que cada polinomio tiene como maximo un cero en el intervalo
abierto (0, 1).
3) Comprobar que cada polinomio tiene de hecho un cero en (0, 1).
4) Sea (x),>1 la sucesion formada por los ceros de los polinomios py, en (0, 1).
Comprobar que esta sucesion converge.
5) Calcular lim zp,.
n—oo

Sugerencia: Inténtese una interpretacién geométrica de la ecuacién 2”12 —

204+ 1=0.

471. Reciproco del teorema del valor medio

1557. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Se consi-
dera el siguiente enunciado:

Ve € (a,b) Jz,y € [a,b] : f'(c) = ‘}w (E)

Noétese que se trata de una especie de reciproco del teorema del valor medio.
Demostrar mediante un contraejemplo que en general (E) es falso.
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Formula de Taylor

472. Polinomio de Taylor

1558. Hallar el polinomio de Maclaurin p(z) de orden 5 para la funcién
f(xz) =senuz.

1559. Hallar el polinomio de Taylor p(x) de orden 3 en xyp = 7 para la
funcién f(z) = cosz.

1560. Hallar el polinomio de Maclaurin p(z) de orden n para la funcién

fle) = x—li-l'

1561. Obtener el polinomio de Taylor de orden 3 centrado en x = 0 de la
funcién f(z) = arctan z.

473. Foérmula de Taylor

1562. Escribir la férmula de Maclaurin de orden 2 para las funciones:
(a) f(z)=V1i+taz. (b)glx)= V1t

1563. Escribir la férmula de Maclaurin de orden 5 para la funcién f(z) =
senx.

1564. Escribir la férmula de Taylor de orden 3 en xg = 4 para la funcién

f@) = V.

1565. Escribir la férmula de Maclaurin de orden n para la funcién f(z) =
log(1 + z).
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474. Aproximacién de funciones por polinomios

1566. Aproximar la funcién f(z) = log(1+ x) por un polinomio de grado
9 en el intervalo [0, 1]. Estimar el error debido a la supresién del resto.

1 1
1567. Acotar el error de la férmula aproximada: e =~ 2 + B + 30 + ik

1568. Calcular aproximadamente log 2, usando el polinomio de Maclaurin
de grado 5 de la funcién f(z) = log(z +1). Dar una cota del error cometido.

1569. Expresar el polinomio f(x) = 23 — 2224 62 — 7 en potencias enteras
y positivas de = + 1.

1570. Averiguar cuantos términos hay que tomar en la féormula de Ma-
claurin aplicada a la funcién f(z) = e®, para obtener un polinomio que la
represente en el intervalo [—1, 1], con tres cifras decimales exactas.

1571. Determinar un intervalo verificando que la férmula aproximada

IL‘2 4

cosx%l—a—l-ﬂ

tiene un error menor que 0,00005.
1572. Demostrar que la diferencia entre sen(a + h) y sena + hcosa no es
mayor que h?/2.

1573. Expresar el polinomio f(x) = 23— 22243z +5 en potencias enteras
y positivas de = — 2.

1574. Un hilo pesado, bajo la accién de la gravedad se comba formando la
catenaria y = ach z Demostrar que para valores pequenos de |z|, la forma

que toma el hilo se puede representar aproximadamente por la parabola
T
=a+ —.
4 + 2a
1575. Calcular /e con un error menor que 1073.

1576. (a) Escribir la férmula de Taylor de orden 3 en zp = 1 para la
funcién f(z) = Jx

(b) Siendo |x — 1| < 0,01, acotar el error de la férmula:

3 — 2422 + 60z + 40

5
3/ o
Vs 81
1577. Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 4 de la funcién f(x) =
cos x. Usando dicho polinomio, hallar un valor aproximado de cos 0,1, dando

una cota del error cometido.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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475. La notacion o minuscula de Landau

2

1578. Demostrar que cosz — 1 + % = o(z?) cuando = — 0.

3
1579. Demostrar que senx — x + % = o(z?®) cuando x — 0.

1580. Demostrar que /zr — 1 — % = o(x — 4) cuando = — 4.

476. Foérmula de Taylor con o mintscula, calculo
de limites

1581. Escribir la férmula de Maclaurin de f(x) = log(1 — x) hasta o(z%).

1582. Escribir la férmula de Maclaurin de la funcién f(z) = chz hasta
o(x®).

Calcular los siguientes limites usando féormulas de Maclaurin.

,oef—1
1583. L = lim .
z—0 senx
t _
1584, [ = lim Sotr =&
x—0 2.%’3
1 _
1585, L — ljm Yo %~ 08T
x—0 sen x

I = lim f;i vsen
z—0t X \/5

_e—8? + cos4x
1587. Calcular L = lim
x—0 10$4

1586.

477. Una aplicaciéon de la féormula de Taylor

1588. De una funcién f : (—2,2) — R sabemos que admite derivadas de
cualquier orden y que las derivadas se pueden acotar del siguiente modo

on+2,1
@S G (meN, vz el0,1/2).

) n! .
Ademés conocemos que f(0) =1y f™(0) = o Calcilese f(1/2).
Indicacién: Puede ser ttil encontrar una expresién para Py, (1/2) donde
Py 0 es el polinomio de Taylor de orden n de la funcién f en 0.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



318 478 Una aproximacién racional de /5

478. TUna aproximacién racional de v/5

1589. Sea f(z) =+/xy zo > 0.
a) Determinar razonadamente el polinomio de Taylor de orden n, en el punto
xg de la funcion f, P, 7, (x) v su resto Ry, f4,(2).
b) Mediante una adecuada eleccion de xg, calcular una aproximacién racional
de /5 con un error menor que 1073,

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Regla de L’Hopital

479.

Limites de funciones por la definicion

Usando la definicién de limite de una funcién, demostrar que los limites
de las siguientes funciones son los que se dan.

1590. lim (2z +3) =5.
z—1
) 2 1
, 3
1592. lim (—z—1)=——.
z—1/2 2
1593. lim z* = 0.
z—0
1594. lim z®senx = 0.
z—0
1595. lim (2% +2—2) =4.
T—2
2 1
1596. lim =-.
z—=3 x4+ 1 2
1597. Demostrar que lim — =0.
r—+00 T
480. Concepto de indeterminacién
1598. Demostrar que 0/0 es es una forma indeterminada considerando los
limites

. 2x . 3x
lim — , lim —.
z—0 X z—0 X
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1599. Demostrar que co/oco es una forma indeterminada considerando los

7 . 7 x e
limites lim — y lim —.
r—00 I z—00 20

1600. Demostrar que 0 - oo es una forma indeterminada considerando los
1 1
limites lim — -6z y lim — -4z.
T—00 I T—00 I
1601. Demostrar que oo — 0o es una forma indeterminada considerando

los limites: lim ((x +1) —2)y lim ((z+2) —x).

1602. Demostrar que 1°° es una forma indeterminada considerando los

1\* 2\°
limites: L1 = lim (1 + > y Lo = lim (1 + ) .
x T

T—r00 T—r00

481. Regla de L’Hopital para 0/0

Calcular los siguientes limites aplicando la regla de L’Hopital.

1603. lim 2
z—0 2x
3 2
x° —3x° +4
1604. L = lim —————.
il Pl 2 —4dx+4
, T +sen2zx
1605. L = lim ———.
z—0 T — sen 2z
X
-1
1606. I — lfm <
x—0 x
T - _ .2 )
1607, L=1lm & ¢ —7
-0 x2 —sen?zx

1608. Demostrar la regla de L’Hopital para 0/0:
Sean f y g funciones derivables en el intervalo abierto (a,b) tales que:
1)  lim f(z)= lim g(z)=0.
z—at z—at
2)  fy g son derivables en (a,b) y ¢’(x) # 0 para todo z € (a,b).
/
3) Existe lim / (a:)
z—at g’(a:)
@ T

Entonces, lim ——= = .
z—at g(ac) z—at g’(:z:)

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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482.

1609.

1610.

1611.

1612.

1613.

1614.

1615.

483.

1616.

1617.

1618.

1619.

1620.

1621.

1622.

1623.

1624.

Distintas formas indeterminadas

T _ 9x
Calcular L = lim 8 .
z—0 4x
1
Calcular L = lim 8 x.
Tr——+00 T

Calcular L = lim (2?logx).
z—07F

Calcular L = lim < 4 1 ) )

22 \22—4 1 —2
Calcular L = lim 2z”.

z—07F

Calcular L = lim z/*.
r—400

Calcular L = lim (e® + 3z)'/°.

z—0

Problemas diversos

Calcular L = lim <1 — 1 ) .

z—0 xT et —1
R /1 2
Calcular L = lim ﬁ
r—+400 €T
x 2
Calcular L = lim € ¢ .
=2 T — 2
ze®

Calcular L = lim .
z—01 — e

,  logx

Calcular L = xllgloo N
Calcular L = lim (e” — 1) cot x.

z—0
Calcular L = lim z2e*.

T——00

1 1

Calcular L = lim < — > .

z—0 \z senz

, x —arctanx
Calcular L = lim ————.
z—0 :L'3

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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10
—1
1625. Calcular L = lim x—Ox—I—Q
z—1 1% — 5z +4

23 2 1
1626, Calcular L — lfm 25 tr@ta+l

z—+00 53 4+ 82
1
1627. Calcular L = lfm | —— — .
=1 \z—1 logz

1628. Calcular L = lim (1 — z) tan %37

r—1

1629. Calcular L = lim 2z5"7.

z—0t

tanx
1630. Calcular L = Iim <> .

z—0t x

1631. Calcular L = lim (1 + 22)%/.

x—0
1
LUQ sen —

1632. Demostrar que el limite L = lim ——&
z—0 senx

mediante la regla de L’Hopital. Calcularlo por otro método.

, no se puede calcular

1633. Si usar la regla de L’Hopital, calcular el limite

2 x
I =lim—>*¢
z—0 bx — He® 4+ 5
1634, Calcular I = lim =~ "
x—0 x

(a) Usando la regla de L'Hopital.
(b) Usando un desarrollo limitado de Maclaurin de sin z.
(¢) Usando algin método esencialmente distinto de los anteriores.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Integrales indefinidas

484. Integral de la funcién potencial

Calcular las siguientes integrales.

1635. /x%x.

1636. /:c21d:c.

1637. /1dx.

1638. /\/Edz:.

1640. /(2333 — 522 + 62 — 11) dx.

3
— 2
1641. / ﬂdw.
T

1642. /t(t+ 1)(¢ +2) dt.

2
1643. /x+ dz

Vx
xP Tl
1644. Demostrar que /acpd:t: =71 +C (peRp#-1).
p
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1
1645. Demostrar que /d:v =log |z| + C.
x

1646. Calcular /|x! dx.

485. Integrales inmediatas

Calcular las siguientes integrales inmediatas.

2
1647. —dx.
/3x2+1 v

1648.

/ S
V2x2 4+ 1
1649. /:csenac2 dx.

dx

1650.
6+ 5:62

1651. [ z25% du.

1653. sen® z dz.

1654. cos® z dx.

1652. /3°°S$sen:cdx

1655. /(senx +cosx)? da.

1656. /?’x O

z+6

23
1657. dx.
/ 241

e(E
1658. / 5 dzx
cos“ er

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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486. Integrales por sustituciéon o cambio de varia-
ble

Calcular las siguientes integrales, efectuando el cambio de variable indi-
cado.

1659. /x(4x2 +7)0dx, t =522 + 7.

1660./ Y _dr t=vz+l

T+ 1

Efectuando sustituciones o cambios de variable adecuados, hallar las in-
tegrales:

1661. /x3 vVt +1 d.
1662. /(2x +1)%dz.

3
1663. /(210gi+3)dx.

1664./ dr
er +1

1665. /senxcos7:c dz.

sen 2x

' V1 —costz

1667. Calcular / Va? — x2dz, (a # 0) usando la sustitucién trigonométri-

cax =asent.

1666 dz.

1668. Con la sustitucién x = sh t, calcular
/ dx
Jita
487. Integracién por partes

1669. Demostrar la férmula de la integracion por partes:
/udv—uv—/vdu.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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488 Integracion de funciones racionales

Usando integracion

1670. /log:z: dx.

1671. /:cexdx.
1672. /x2e‘rdx.
1673. /arctanx dz.
1674. /xcos5x dz.
1675. /$3xd:13.
1676. / rdv
sen? x
1677. /2:” cosz dzx.

1678.

por partes, calcular:

I:/e‘”senbx dzr (a #0,b#0),

1679. Sea P(x) un polinomio real de grado 2 y a # 0 un nimero real.

(¢) Demostrar que [ P(

de grado 2.

x)e®dr = Q(x)e®”, para algin polinomio real Q(z)

(i4) Calcular [(z?*+ 3z — 1)e**dz, usando el apartado anterior.

(73i) Calcular la misma

integral usando integracion por partes.

488. Integracion de funciones racionales
dx
1680. Calcular/x2—5x+6.
3
x° dx
1681. Calcular / B —ara
z+1
1682. Calcul dx.
acuar/(x_l)(x_i_z)Q i
1683. Calcular / g
r —

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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(x+1) dx
(2% + 2 —-2)*
dx
32 —x +1°
4r —5

1686. Calcular/gmtmdm’.

1684. Calcular /

1685. Calcular /

1687. Sea el trinomio az?+bx+c (a > 0). Demostrar que si dicho trinomio
no tiene raices reales, entonces

/ dzx 2 " 2ax + b L C
= arctan ————— ;
ar®+br+c  /dac — b2 Viac — b?
1688. Calcular / dv
3 —1

T dx
zt— 223 + 222 — 22+ 1

1689. Calcular I—/

489. Método de Hermite

dx
1690. Calcular/w.

1691, Calcular / N e N
(22 + 22 + 2)?

dx
(z —1)%(2* + 2 +1)*

1692. Calcular I:/

1693. a) Descomponer en suma de fracciones racionales simples:

1

o= e

b) Usando la descomposicién del apartado anterior, hallar / f(z) du.

490. Integracién de funciones irracionales

1694. Calcul / du
. alcular .
V3r+1—+v3x+1
23 dx
1695. Calcular .
VT4 2

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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dr
(22 — 5)2/3 — (22 — 5)1/2°

1696. Calcular I:/

1697. Calcular / d—a:
V2 + 3x — 222

1698. Calcular las integrales:
d
I = / _ dz L= x4+ 3
Va?+2z+6 VaZ+ 2z +6
1699. Calcular las integrales:
2x —3
17256*332 172x7x2
1700. Calcular I = /
V1 — :c2

1701. Se consideran las integrales:

I—/ dx J—/ dx
(mz 4+ n)Vaz? + bz + ¢’ VAz?2 + Bz +C’

con m # 0. Demostrar que la sustitucién t = ———— transforma las inte-
mr+n

grales del tipo I en integrales del tipo J.
2

V2 —x+1
23+ 222 + 32+ 4

1703. Calcular dz.
Vaz+2r+2

1704. Mediante un adecuado cambio de variable, transformar la integral

1702. Calcular /

- / dx
5Ve2 =1
en otra en la que sea aplicable el método aleman.

1705. Calcular I = / Va2 42z +7dx.
1706. Calcular I = / Vo —ax2dz.

1707. Demostrar que
A
/\/A+u2 u’dx:g At + 3 loglu+ VA +u? + C.

1708. Demostrar que:
2

A
/\/Az—u2u'dx—g A2—u2+?arcseng+0 (A #0).

A

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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491.

1709.

1710.

1711.

492.

1712.

1713.

1714.

1715.

1716.

1717.

1718.

1719.

1720.

1721.

1722.

1723.

Integracion de diferenciales binomias

Calcular 1 :/dxw'
VE(E+1)

x3dx
Calcular [ :/ .
(a2 — 22)Va® — 22
dx
Calcular 1 :/.
x4/1 + 22

Integraciéon de funciones trigonométricas

Calcular I = /sen4:v cos® x dz.

Calcular I = / sen’ x da.
Calcular I = /sen10 x cos® x da.
Calcular I = / sen’ z cos® z du.
Calcular I = / sen* z da.
Calcular I = /tan4x dx.
Calcular I = /tan5x dx.
Calcular I = /cot4x dx.
Calcular I = / tan? 7z d.

Calcular / sen bx cos 7z dx.

Calcular / sen 13x sen 8x dx.

Calcular / cos(ax + b) cos(ax — b) dx.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1724. Demostrar:

1

(a) senpx cosqr = 5 [sen(p + ¢)x + sen(p — q)z] .
1

(b) senpxsenqx = 5 [cos(p — q)x — cos(p + q)z] .
1

(¢) cospxcosqr = 5 [cos(p — q)x + cos(p + q)z] .

1725. Calcular I =

5—i—4senx+3(:os:c

1+senz 4+ cosz’

1727. lcular I =
Calcular S—i-SCosx

dx
1+ cos?z

1726. Calcular I /

1728. Calcular I:/

T
1729. Demostrar que si t = tan 5 entonces:

2t 1— ¢ 2 dt
COST = m, dx = m

1730. Demostrar que si t = tan x, entonces:

t 1 dt
senx = cosT = dr =

Vit VIt 1+¢%

493. Integracion de funciones hiperbdlicas

1731. Calcular / cosh? z dz.

1732. Calcular / senh® z dz.

1733. Calcular / senh® x cosh z dz.
1734. Calcular [ = / senh? x cosh? z dz.

1735. Calcular /tanhg:): dx.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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494. Problemas diversos
1736. Calcular / (e™ + e_‘“”)z dz, (a #0).
1737. Calcular /2”” 322 53 .
1738. Calcular /(tana: + cot )? d.

1739. Usando integracion por partes, calcular I = / Va2 —x2%dx, (a #
0).

1740. Usando integracién por partes, calcular I = / VA+ 22dx.

zlog‘x+\/A+x2‘.

dx
Nota. Se puede usar la igualdad / —_—
VA + 22
z? dx
(z+1)6°
Sugerencia. Puede ser util buscar una alternativa a la tradicional descom-
posicién en suma de fracciones racionales simples.

1741. Calcular /

1742. Calcular de siendo m # 0 y 22 4+ px + ¢ sin raices
¢+ pxr +q
reales.
. . dx
1743. Se considera la integral ] = [ ————.
(T +1)

a) Esbozar una posible solucién por descomposicién en suma de fracciones
simples.

b) Efectuar una adecuada manipulacién en el numerador, que transforme I
en una integral inmediata.

1744. ;Existe / vV =22 4+ 62 — 10 dx? Justificar la respuesta.

1745. Sea la integral de diferencial binomia I = [ z™(a + bxz")Pdx. De-

mostrar que si p € Z, entonces la sustitucién x = t* en donde s es el minimo
comun multiplo de los denominadores de m y n, transforma I en una integral
racional en t.

1746. Sea la integral de diferencial binomia I = /mm(a + bz")Pdx. De-

mostrar que si (m+1)/n € Z, entonces la sustitucién a +bx™ = t* en donde
s es el denominador de la fraccién p, transforma I en una integral racional
ent.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



332 494 Problemas diversos

1747. Sea la integral de diferencial binomia I = / 2™ (a + bx™)Pdzx. De-
m+1

mostrar que si p + € Z, entonces la sustitucién ax™™ + b = t° en

n
donde s es el denominador de la fraccion p, transforma I en una integral
racional en t.

1748. Calcular / cosb z dx.

1749. Calcular I = /sen:c sen 2x sen 3z dzx.

dz
(a2 + %) — (a® —b?)cosx’

1750. Calcular I:/

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Integrales definidas

495. Integral definida como limite de sumas

1751. Sea f: [a,b] — R una funcién continua. Demostrar las férmulas:

n—1

b
b—a b—a
de = 1i k
/Qf(:v) x ”Efmg—o - f<a+ - )

b n _ _
[ st 0 (w52

10
1752. Calcular / (1 4+ z) dx por medio del limite de una sucesién de
1

sumas integrales.
a
1753. Calcular / z2dzx por medio del limite de una sucesién de sumas
0

integrales.

496. Calculo de limites de sucesiones mediante in-
tegrales

1 2 3 -1
1754. Calcular lim <2+2_|_2_|_..._|_n - >
n n n

n—-+4oo n

B 1 1 1 1
1755. Calcular lim + + + -+ .
nst+oo\n+1 n+2 n+3 n—+n

1P 9P L3P 4 oo L P
1756, Calcular L= lfm ———= T2 T F" o),
n—-+oo np+l1
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n

1 k2
1757. Calcular L = 511100 - Z =

1758. Relacionar el limite

lim + ! +...+ !
nsoo\n+1 n-+2 n+n

2
con la integral / — dz. Calcular el limite anterior.
1 X

497. Teorema fundamental del Calculo

1759. Demostrar el teorema fundamental del Céalculo:
Sea f : [a,b] — R una funcién continua, y sea la funcién

Filab >R, Fz)= /If(t) dt.

Entonces, F es derivable en [a,b] y F'(z) = f(z) para todo x € [a, b].

Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

1760. F(m):/ logt dt.
1

1761. F(x):/ V122 dt.
3

341
1762. F(x) :/ sent dt.
2243

2

1763. F(a:):/ et at.
2

1 T
1764. Calcular lim —— sent1/4 dt.
22 ),

z—0t

498. Regla de Barrow

2
1765. Calcular/ 22 dz.
-1

vy
1766. Calcular I:/ sen® z du.
0

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1767. Demostrar la regla de Barrow:
Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea F' una primitiva de f en [a, b].
Entonces,

b
/ f(z) de = F(b) — F(a).

499. Problemas diversos

1768. Calcular la integral de la funcién f(z) = V32 + 4z — 22 en el in-
tervalo en donde esta funcién estd definida.

€ log? x

1769. Calcular / dx mediante la sustitucién ¢ = log z.
1

1770. Ordenar, sin calcularlas, las siguientes integrales

1 1
I :/ V1+22dz, I :/ z dzx.
0 0

1
1771. Calcular [ = / (|z] + |3z — 1|) dz.
0

1772. Acotar las siguientes integrales

a) /1\/4+z2d1‘ b) /ldm c) /%dx
0 ' 18423 o 10+ 3cosz’

1773. Calcular f'(7/2) siendo

o= [

osy 1+ Tt+5t2

1774. Deducir la formula del drea de un circulo.

500. Integrales impropias en intervalos infinitos

Calcular las integrales:

+0o0
1775.L/’ .
1 X

+0o0
sore [
1 X
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“+oc0
1777. / sen x dx.
0

-1
1778./ dr
co L

0
1779. / dr
oo bt
“+00
1780. / A
oo T4 +1
+oo
1781. / Qdix.
oo T+ 4T +9

T dx
1782. Calcular I = / — con p € R.
1 TP

501. Criterios de convergencia

1783. Sean f,g : [a,+00) continuas a trozos en todo intervalo [a,b] y
SUpONgamos que f;oo f(x) dxy fjoo g(z) dx son convergentes. Demostrar
que:

+o0o
a) / (f(x) + g(z)) dx es convergente y
+oo +00 +o0
[ G@rg@ni= [ f@dot [ g do

+oo
b) Para todo A € R, / Af(z) dx es convergente y

/:OO A (z) do = A/:OO f(x) da.

1784, Caleular [ 9
‘ 2 Va2 —1
—+o0
1785. Calcular / dix
2 1— x3

1786. (a) Estudiar la convergencia de la integral
S
t
[t
T

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.




Capitulo 32. Integrales definidas 337

en funcién del valor s € R.
(b) Calcular los limites lim F(x)y lim F(z) siendo
T—>400

Tr—r—00
Fz) = / Ct g
)ttt
) T sen T
1787. Sabiendo que dr = —, calcular
0 X 2
+o00 1— +o00 2 +oo 4
(a) / —— . (b) / 2l (o) / 2L,
0 T 0 z 0 &

1788. Sea f : [a,+00) — R continua a trozos en cualquier intervalo [a, b]
tal que

+o0
/ f(x) dx es convergente y lim f(z)=A € R.
a T—>+00

Demostrar que A = 0.

1789. Sea f : [a,+00] — R continua a trozos en todo intervalo [a,b] y
a’ > a. Demostrar que

+o00 +oo
/ f(z) dz es convergente < / f(z) dz es convergente.
a a’

1790. Sea f > 0 en [a,+00) y continua a trozos en todo intervalo [a, b].
+oo
Demostrar que / f(x) dx existe, pudiendo ser finita o no serlo.
a
1791. Sean f,g : [a,+00) funciones tales que 0 < f < g y continuas a
trozos en todo intervalo [a, b]. Demostrar que

400 400
(7) / g(x) dx es convergente = / f(z) dz es convergente.
a a

+oo +oo
(11) / f(z) dx es divergente = / g(x) dx es convergente.
a a

1792. Sean f,g : [a,+00) funciones tales que f > 0,g > 0 y continuas a
trozos en todo intervalo [a,b]. Supongamos que f(z) ~ g(z) cuando x —
400, es decir

lim ) =L#0.
T—r+00 g(x)
Demostrar que las integrales f;oo flx) dx y f;roo g(z) dr son ambas con-
vergentes o ambas divergentes.
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+o0 )

LI
3+ x

1793. Dada la integral impropia /
1

(a) Estudiar su convergencia.
(b) Calcularla caso de ser convergente.

1794. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias

+o0 dr (b) +o00o x4+ 1 +o00 dx

Dl v U et O et

+00
1795. Analizar la convergencia de la integral de Euler / e dz,
0

oo 3z dx

1796. Estudiar si la integral —_—
1 Vat+2xr+1

es convergente o diver-

gente.

502. Criterio de Cauchy en intervalos infinitos

1797. Demostrar el criterio de Cauchy para integrales impropias en inter-
valos infinitos:
Sea f : [a,+00) — R continua a trozos en todo intervalo [a,b]. Demostrar
que

+oo
/ f(x) dx es convergente
a

b/

& Ve > 03bg tal que b > b > by = flx)dx| < e

b

503. Convergencia absoluta en intervalos infinitos

1798. Sea f : [a,+00) — R continua a trozos en todo intervalo [a,b].
Demostrar que si f;roo f(x) dx es absolutamente convergente, entonces es
convergente.

T gen &

1799. Demostrar que / dx es convergente pero no absolutamente

™
convergente.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 32. Integrales definidas 339

504. Valor principal de Cauchy de una integral im-
propia

1800. Sea f:R — R continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Definimos
el valor principal de Cauchy (VP) de la integral fj;o f(x) dx como

+o0 t
VP f(z) dz = lim / f(z) dz.
00 —t

t——+00

Demostrar que si fj—;o f(x) dx es convergente, entonces

/M f(z) dz = VP /+°o f(2) da.

—00 —00

1801. Demostrar que el valor principal de Cauchy de una integral puede
ser finito, siendo la integral divergente.

505. Integrales impropias en intervalos finitos

L dx
1802. Calcular/ —.
0

2
1803. Calcular/ d—x

-1 T
Lda
1804. Calcular I = / — con p € R.
o P

3
1805. Calcular/ dix
0 (1‘_1)2

1
1806. Calcular/ dix
0 1—x?

1/2
1807. Calcular / dr
0

zlogx’
2 dx
1808. Estudiar la convergencia de la integral / .
1 logz
b ocos?z

1809. Estudiar la convergencia de la integral dx.

0 vV1-— x2

1 P
log (1 4+ ¢

1810. Analizar la convergencia de la integral / Mdm.

0

esenm — 1
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1

L cos +
1811. Estudiar el caracter de la integral / —dz.
0o VvV

4
1812. Calcular / dx, siendo E(x) la funcién parte entera de
2

1

de x.

506. Cotas de la longitud de una elipse

1813. El objeto de este problema es encontrar cotas de la longitud de una
elipse.
1. Demostrar que el cdlculo de la longitud de una elipse se reduce al cédlculo
de la integral

w/2
/ v/ 1+ kZsen20 df.
0

2. Verificar que la integral del apartado anterior coincide con la integral

w/4
/ (\/1+k286n29+\/1+k2c0520>d0.
0

3. Determinar los extremos de la funcién integrando de la integral del apar-
tado anterior en el intervalo de integracion.
2 2

—i—y—:l,se

4. Aplicar a demostrar que si L es la longitud de la elipse 2t
a

tiene

L —b\?
a+b< —<(a+Db) 1+<a >
T a+b

507. m es irracional

1814. En este problema se demuestra que el niimero pi es irracional.
1. Sean p, q,n € N*. Se considera la funciéon polinémica

1
P,(z) = Ew”(qw —p)".
Demostrar que P,(f)(O) € Z paratodor =0,1,2,...
2. Demostrar P,Y) (p/q) € Z para todo r =0,1,2,...
3. Hallar el maximo de la funcién |P,(z)| sobre el intervalo [0, p/q].
4. Sean p y q tales que m < p/q. Demostrar que lim,,_,, I, = 0, siendo:

I, :/ P,(z)sinzx dx.
0
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5. Supongamos que 7 sea racional e igual a p/q, demostrar que |I,,| es entero
positivo para todo n. ;Qué conclusion se saca de estos resultados?

508. Formula de Wallis

1815. En este problema se demuestra la formula de Wallis.
w/2
Sea I, = / sin” x dx, Vn € N.

0
(a) Establecer una relacién de recurrencia entre I, e I,,_o.
(b) Establecer una férmula que permita calcular I,, conocido n.

. Iona
(¢) Demostrar que lim —~*
n—oo 2n

=1 y deducir que:

509. Integrales de Fresnel

1816. Demostrar que las integrales de Fresnel

“+oo —+00
/ cos 2 dz, / sen 22 dx,
0 0

son convergentes.

510. Funcion ' de Euler

1817. 1. Para todo p € R se considera la integral

+o0o
I(p) = / 2P~ te™® dg.
0

Demostrar que esta integral es convergente si y solamente si p > 0. Esta
condicion se supondra en todo lo siguiente.

2. Demostrar que I(p) > 0.

3. Demostrar que I(p) = (p — 1)I(p — 1) para todo p > 1 Calcular I(n)
siendo n un entero positivo.

4. Demostrar que para n entero positivo y S > 0 las siguientes integrales
son convergentes:

on(B) = /O+OO 2P~ Le™%(log x)"dx.
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5. Para x > 0, demostrar

2 3
2" —1=nhlogz + %(logx)z + %xeh(loga:)?’ (0<8<1).

6. Cuando h tiende a 0 y p > 0 podemos elegir |h| < p/2. Demostrar asi que
2

h
I(p+h)—I(p) — hei(x) — ?gog(a;) estd comprendido entre

h3 (p) h3 3p

6 ¥3 5 N 6 ¥3 5 |-
7. Demostrar que I(p) es continua y derivable para todo p > 0, que su
derivada es ¢ (p) y su derivada segunda pa(p).

Nota La funcién I(p) asi construida se denomina funcién gamma de Euler
y en general se escribe en la forma

+oo
I'(z) = / t* et dt.
0

8. Demostrar la existencia de un py € (1,2) tal que (dI/dp)(po) = 0.

9. Estudiar el signo de d?I/dp? . Deducir el sentido de las variaciones de
dI/dp , el signo de dI/dp y el sentido de las variaciones de I.

10. Sea 0 < p < 1, comparar I(p) con I(p + 2) y demostrar que 1/2p <
I(p) < 2/p . Deducir el limite de I(p) cuando p — 0.

511. Integral mediante las Gamma y Beta de Eu-
ler

1818. Utilizando las propiedades de las funciones gamma y beta de Euler,

1
d
I:/ . ’: .
1 \/1+LU—1‘2—1173

512. Convolucién de dos campanas de Gauss

calcular

1819. La convolucion de dos funciones f,g : R — R continuas en R es la
funcién f x g : R — R definida mediante

+o0
(f +g)(x) = / f(g(x — 1) dt

en el supuesto de que la integral anterior sea convergente para cada valor
del pardmetro x. Este problema tiene por objeto determinar la convolucion
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de dos campanas de Gauss.
(a) Calcular para cada valor real del pardmetro p la integral

+oo 5
I(p) = / e VPt

(b) Dados dos nimeros reales A y u, considérense las funciones ¢ y 1 defini-
das a partir de f y g mediante p(x) = f(z—\), ¥(z) = g(z — p). Establecer
la relacién que expresa la convolucién ¢ * 1) en términos de la convolucion

fxg.
(c) Calcular la convolucién de las dos funciones

¢(x) = exp {—M} ; P(x) =exp {—(902_1)2”)2} ;

2a2

donde A, i, a,b son nimeros reales dados de los cuales los dos tltimos son
positivos.

513. Integral de Euler-Poisson

1820. Este problema tiene por objeto desarrollar una demostracion de la
conocida férmula:

/+OO e dt =vm. ()

—00

a) Se considera la funcién f definida para cada x > 0 mediante

1 efx(lthQ)
s = [ G

Calcular f(0) y determinar lim,_, 4~ f(x).
b) Obtener una expresién de la derivada de la funcién f en terminos de g y

g, estando ¢ definida por:
vE
g(z) = / e ¥ dt.
0

c) Justificar utilizando los dos apartados anteriores la validez de la férmula

514. Derivacién paramétrica

Sean [a,b] y [, ] dos intervalos reales y

filab] x o, B] = R, (z,A) = f(z, )
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una funcién continua. Si damos a A un valor fijo de [«, 5] obtenemos una
funcién continua de x en [a,b] y su integral es una funcién de A:

b
I()\):/ flz, N)dx

que se llama integral dependiente de un pardmetro.
1821. Demostrar que la funcién I(\) es continua en [, 5].

1822. Sea el rectangulo D = [a, b] X [«, B]. Supongamos que:
(1) f es continua en D.
(2) Existe % y es continua en D.

Demostrar que existe la derivada de I(\) = f;f(l‘, A)dzx en [, 5] v es
igual a:

baf
/ J—
I''\) = ) —aAdaz.

1823. Calcular

1 dr
/0 m (A>0).

1824. Calcular
1

/ 2™ (logz)"dx, (m y n enteros positivos).
0

1825. Calcular la integral

/”/2 arctan(sin x) da
0

sin x

/ﬂldx
o (b—3cosz)3

Sugerencia. Para adecuados valores de A\ considérese:

I()\)—/Oﬂldac

A—3cosx

1826. Calcular

Para derivar la integal impropia fjoo f(x, \)dx respecto del pardmetro A
es necesario que las integrales f;oo f(z, N)dzy f:oo %dm sean convergentes.

1827. Calcular

+oo dr
/ W» (n entero positivo y A > 0).
0 T
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1828. Hallar
+o0 ,—x _ —Az
I0) = / e e (A0
0
1829. Sean a(A) y b(\) dos funciones definidas en el intervalo [Ag, A1] con
a(X) < b(X) paratodo A € [A\g, A\1] ¥ f(z, A) una funcién definida en el recinto

D A <A<\
a(A\) < x <b(N).

Supongamos que

(1) f(x,\) es continua en D.
(2) a(N) y b(A) son derivables en [Ag, A1].
(3) Existe % y es continua en D.

Consideremos la funcién
b(N)
) = / @, \)dz.
a(N)

Demostrar que I(\) es derivable en [Ag, A\1] y ademés

b(\)
I'\) = /a(A) %d:p + fIBA), AJB' () — fla(N), A]d' (N).

1830. Calcular

A log(1 4 M)
)= [ LT,
W= [

derivando previamente respecto del parametro .

515. Integral de Gauss o de probabilidades

1831. Se consideran las funciones f,g: R — R :

T 2 1 o—a?(t*+1)

(a) Demostrar que las funciones f y g son derivables en R y hallar sus
derivadas.

(b) Para todo z € R, demostrar que f'(x) + ¢'(x) = 0 y deducir de ello el
valor de f(z) + g(z).

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



346 516 Derivacién paramétrica y limite

(¢) Encontrar una funcién h : R — R tal que |g(z)| < |h(z)| Vx € R.
(d) Usar el apartado anterior para deducir el valor de la integral de Gauss
o de probabilidades. Es decir, demostrar que

+o0o 5
/ e dx = /7.

—00

516. Derivacion paramétrica y limite

dt

+oo
1832. 1. Calcular/
0

too dt
2. Calcular —_——.
/0 (22 4 2)n+1
Indicacion: derivar la integral respecto de un parametro y razonar por in-
duccién.

“+oo
3. Calcular dt

£2\"
{9
4. Como aplicacion de lo anterior, calcular el limite:

1-3-5-...-(2n—3)
I /.
noteo 2-4-...- (20— 2) v

517. Célculo de lim, o e” [7 e, eV dl
2x

1833. Evaluar justificadamente

X
, 2 _ 42
lim € et dt.
T—+00 r— log =

2z

518. Numero combinatorio (27:‘) e integral

1834. Para todo entero positivo n, demostrar la relacién
<2n) _ 22"
n (2n+1 fO ”daz

519. Igualdad de dos integrales impropias

1835. Demostrar la igualdad entre las integrales impropias
+00 o3 +o0
t t
I= / R dt, J = / 25t
~ tlog“t = logt
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520. Integrabildad de la funcion de Thomae
1836. Se define la funcion de Thomae como la funcién f : R — R tal que

sizx=0

flz) =

1
1 . p

— sixisracional, z ==, ¢ >0y med (p,q) =1
q q

0 six is irracional.

Demostrar que es integrable Riemann en [0, 1].

521. Desigualdad de Jensen

1837. El teorema de la desigualdad de Jensen, se expresa en los siguientes
términos:
Sea (Q, ., i) un espacio de medida con u(Q2) = 1. Sea f: Q — R tal que:
a) fe L' (w).
b) a < f(x) < b para todo z € (a,b).
¢) ¢:(a,b) — R es convexa.
Entonces, se verifica la desigualdad de Jenssen

w(/ﬂfdu) S/ﬂ(chf)du-

Sean ¥1,...,Yy, numeros positivos. Aplicar la desigualdad de Jensen para
demostrar que

it +yn
n

VY- Yn <

es decir, que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

522. Limite de una suma finita

k

n r
ben
1838. 1) Calcular la suma finita g xr (b € R).
n
k=1

n b k
2) Calcular L = lim .
n—-+oo n

3) Calcular el limite anterior por sumas de Riemann.
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523. Aproximacion de Stirling

1839. 1) Se consideran las sucesiones
n!

(&

ap = b, = logay,.

1 1
Demostrar que b, — b1 = 5(271 +1)log ntl_ 1.
n

2) Usar los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones log(1 + z) y
—log(1 — z) para demostrar que

+o00 1 1 2k
———— :
no o ;2k+1<2n+1>

3) Demostrar que la sucesién (by,) es decreciente y estd acotada inferiormen-
te.

4) Demostrar que para una constante real C' se verifica la siguiente aproxi-
macion de Stirling

n
nl ~ CvV2n <E> para n — +oo.
e

w/2
5) Sea I, = / sin” x dx, Vn € N. Demostrar que
0

1
Li="""1I,5(Vn>2).
n

6) Usando la relacién del apartado anterior, demostrar que
T IQn -

2k 2k
2 _Iank L2k —12k+1°

=1.

I
7) Demostrar que lim 2ntl
n—-+00 I2n

8) Demostrar la siguiente férmula de Wallis:

ﬁo 2n 2n oo
n—12n+1 2°

n=1
9) Demostrar que la férmula de Wallis se puede expresar en la forma

l{m 2t _m
norteo (2n1)2) (2n + 1) 2

10) Demostrar la férmula de aproximacién de Stirling

n\n
n! ~V2mn (—) , (n— +00).
e
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Series numeéricas

524. Concepto de serie numérica real

1 3 5 7
1840. Dada la serie 3 + 52 + 2 + 51 + .-+, hallar el término enésimo y

“+00
escribirla en forma Z Uy, -
n=1
11 1 P - _
1841. Dada la serie 1 + Z + B hallar el término enésimo, escribirla

“+00
en forma g up v hallar la suma parcial enésima .S,,.

n=1

525. Convergencia y divergencia de series numéri-
cas

Aplicar a las siguientes series el teorema de la condicién necesaria de
convergencia.

+oo

3n+5
1842. Z ot

n=1
+00 1
1843. —.
>
n=1

+o0 1
1844. 3

n=1

349



350 526 Esquemas de asociacion de series

1845. Z 5.

1846. Z Ccos 1.

1847. Demostrar el teorema de la condicién necesaria para la convergencia

+oo
de una serie, es decir si E uy, es convergente, entonces lim wu, = 0.
1 n—-+00
n=

1848. Sea p > 0 un entero. Demostrar que la serie ui+ug+- - -+u,+--- €s
convergente si, y sélo si la serie upy1 +upr2+- - -+ Upyp+- - - €s convergente.

1849. Calcular la suma de una serie cuyas sumas parciales son

_ 4n®-3n?+6
34 6n+2°

n

1850. Demostrar que la suma de una serie convergente y una divergente,
es divergente.

+oo

1

1851. Hallar la suma de la serie Z log cos on"
n=1

Sugerencia. Usar la férmula sen 2a = 2 sen a cos a.

526. Esquemas de asociacion de series

1852. Se considera la serie 1 4+ (—1) +1+ (—1) +---.
a) Demostrar que no tiene suma.
b) Aplicar un esquema de asociacién de términos a la serie anterior, para
obtener una serie que tenga suma.

1853. Se considera la serie
1+ (=2) 424 (=3)+3+(—4) +4+---.

a) Demostrar que no tiene suma.

b) Aplicar dos esquema de asociacién de términos a la serie anterior, uno para
obtener una serie con suma —oo y otro para obtener una serie convergente
con suma con suma 1.

1854. Sea > wu,, una serie con suma S (finita o no). Demostrar que

cualquier esquema de asociaciéon de términos en paquetes finitos aplicada a
dicha serie da lugar a una nueva serie con la misma suma S.
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527. Serie geométrica

Analizar el cardcter de las siguientes series y hallar su suma cuando sean
convergentes.

+o0 1 n
1855. Z (5) .
n=0

+oo 1 n
1856. Z <—5> .
n=0

+00 gn
1857. on”
n=0

“+oo
1858. Z a®".
n=0

1859. 1 — 2422 -2 ...

1860. Demostrar que:

a) La serie geométrica 1 +z+a2+2%+- - es convergente si, y s6lo si |z| < 1.
1

1—2a

b) Si es convergente, su suma es S =

1861. Calcular la suma de la serie
+o0 1
>3 o
n=1
+oo
1862. Si f(z) = e~ %, hallar la suma de la serie Z ™ (n).
n=0

528. Algebra de series

X/5 3
1863. Calcular la suma de la serie Z <2n — 4n> .
n=0

1864. Demostrar el teorema del algebra de series: supongamos que las

“+00 —+00
series g Up ¥ g vy, son convergentes de sumas respectivas U y V. Entonces,
n=1 n=1
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+o0
a) La serie suma E (un, + vp) es convergente con suma U + V.

n=1
—+00

b) Para todo A € R, la serie Z Auy, es convergente con suma AU.

n=1

529. Series de términos positivos

Analizar el caracter de las series:

+oo 1
1865. ) .
n

n=1
+00 1
1866. nZ::l 7
“+o0
1867. ZnQ.
n=1

X9 7
1868. = __T ).
2 (e )

Usando el criterio de comparacién por cociente, analizar el caracter de
las series:

+oo 2
2 —1
1869, S St
3nt +n3 -2
n=1
X Yn+2¢m+1

1870. L oo, L
“= 2n+5yn+6

1871. Usando el criterio de las series mayorante y minoramte, analizar el
caracter de las series:

1 1 224+1 3241 4241
a)l+—+—=+—=+-. b1+

Bl Bl By

1872. Demostrar que toda serie de términos positivos tiene siempre una
suma y que esta suma es finita, si y sélo si las sumas parciales estén acotadas.

1873. Sean Z;:g Uy ¥ E:{g v, dos series de términos positivos con u, <
v, para todo n. Demostrar que:

a) Y% up es divergente = Z:; v, es divergente.
o

b) :3 Up €s convergente = » 3 u, es convergente.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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—+o00 400 . , . ..

1874. Sean ) > un y > .27 vn dos series de términos positivos tales
que existe L = limy, o0 (un/vy). Demostrar el criterio de comparacién por
cociente, es decir:

i) Si L # 0 y finito, ambas series tienen el mismo caracter.
.. . _ —+o00 . —+o0 y
i1) Si L =0y ) = v, es convergente, entonces » ' u, es convergente.

iii) Si L = 400 y Y. vy, es divergente, entonces Y"1 u,, es divergente.

, 1 1 1 1
1875. CalcularL—ngToo <4+5+6+'”+n+3>'

530. Series absolutamente convergentes

3

1876. Demostrar que la serie 5 — €s convergente.
n

n=1

1877. Calcular la suma S de la serie

+oo
bo b1 by
Z(E)n—i_g)n—l +5n—1 +"'+b”)’

n=0
+oo
sabiendo que E b, es absolutamente convergente con suma 3.
n=0

1878. Demostrar el criterio de Cauchy:
Una serie de numeros reales u; + ug + --- + u, + -+ es convergente si,
y sOlo si, para todo € > 0 existe ng natural tal que n > m > ng =
[tn, + Upt1 + -+ Uy | < €.

1879. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergen-
te.

531. Criterios de la raiz, cociente y Raabe

1880. Usando el criterio de la raiz, analizar el cardcter de las siguientes
series de términos positivos:

n+1\" 3n —1\""? 1
1 .2 .3 —.
E(Go) 2X(Ee) e
Usando el criterio del cociente, analizar el caricter de las siguientes series
de términos positivos:

3n—1
1881. ZW

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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1883, 22-5‘8-...-(371—1)'

1-5-9-...-(4n—3)
1
1883. —.
n
n!
1884. —.
3TL

1885. ZW

n!
5TL
1886. Z =.
n.

1887. > 2%

1888. Usar el criterio del cociente, y después el de Raabe para analizar el

2:-4-6-...-2
caracter de la serie 23 E @ —Til—l)
. . LR n

1889. Demostrar el criterio de la raiz:
Sea u1 + ug + - -+ + up + - - - una serie. Supongamos que {/|uy| tiene limite
L. Entonces: i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. ii) Si L > 1,
la serie es divergente.

1890. Demostrar la regla de D’Alembert o criterio del cociente :
Sea uj+ug+---+u,+--- una serie. Supongamos que |ty +1/uy,| tiene limite
L. Entonces: i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. i) Si L > 1,
la serie es divergente.

1891. Demostrar que si para una serie el limite L correspondiente al cri-
terio del cociente es 1, de este hecho no podemos deducir el cardcter de la
misma.

1892. Demostrar que si para una serie el limite L correspondiente al cri-
terio de la raiz es 1, de este hecho no podemos deducir el caracter de la
misma.

1893. Usando el criterio del cociente, analizar el caracter de las siguientes
series de términos positivos:

32n—1

DY 5 2) Z(”an‘l)w 3) Zn(i)n

Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series de términos
positivos.
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1894. Z %

1
1895. Z CEE

1
1896.
Z (4n —3)(4n + 1)’
2n?
1897. .
Z n?+1

4n "
1898. Z<3n+1> .

on +1\"/?
1899. Z<5n+2> .

3
1900. S .
en

2n+1

1901. .
nn

1
1902. E arcsen ﬁ
1
1903. E sen ol
1904 g log | 1+ l
. g ~ -

1905. > 2tnt

nn

X n logn
1906. Demostrar que si |a| < 1, la serie Z

n=1

es absolutamente
n +

convergente.

532. Ciriterio integral

+o0

n
1907. Usando el criterio integral, estudiar el caracter de la serie Z
=1

nZ+1

“+o0o
1908. Usando el criterio integral, estudiar el caracter de la serie Z ne”

n=1

n2
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1909. Demostrar el criterio integral:
Sea f:[l,4+00) — R continua. Supongamos ademds que f es decreciente y

positiva para x suficientemente grande. Entonces, Z:i‘i f(n) es convergente

& l—i-oo f(x) dx es convergente.

533. Convergencia de las series de Riemann

1910. Se consideran la series de Riemann

—+00

Z%,pER.

n=1

Analizar su convergencia usando el criterio integral y el teorema de la con-
dicién necesaria.

534. Series alternadas, criterio de Leibniz

1911. Analizar la convergencia de las siguientes series alternadas:

+o0 +o0 _ +oo
(—1)" (—1)! (—1)"n?
Y Y e )Y
— n — vn — 3n2+5

1912. Analizar la convergencia de las siguientes series alternadas. Si son
convergentes, estudiar si la convergencia es absoluta o condicional.

1t 1\n +0  1\n—1 +°°_nn
N

n=1 n=1 n=1

1913. Analizar la convergencia absoluta y condicional de las series:

DS a2 SR gy Sy (2
nn+1) o’ 3n+1)
n=1 n=1 n=1
+o0 (_1)k
1914. Estudiar la convergencia de la serie Z p log? k.
k=1
535. Series telescopicas
= 1 1
1915. Calcular la suma de la serie Z <arctan — arctan ) .
ot n—+1 n
+o0o 1
1916. Calcular la suma de la serie _—
; n(n + 1)
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—+00

1
1917. Calcular la suma de la serie E —_
2
— nc+ 4dn

1918. Demostrar que si Y,/ u,, es telescépica con u, = p(n) —@(n—1),

Su suma €s
5= (i on)) - 0(0),

en el supuesto de que exista lim,_, . ©(n).

1919. Sea la serie Z:g Uy y supongamos que existe una funcién ¢ tal
que u, = ¢(n+2) —p(n) para todo n. Demostrar que la suma de la serie es

S=2 lim p(n) = (p(1) +¢(2)),

n——+00
en el supuesto de que exista lim,_, 1~ ©(n).

Calcular la suma de las siguientes series.

+00 -1
1920. Z < 1~ arctann + arctan(n + 1)) .

n
n=1 +

+00 1
19211 e

n—=

+oo
7
1922. .
Zl (2n —1)(2n + 1)

n—

400 _3
1923 ) e a

1
1924. ——  siendo ¢ un entero positivo.
Z n(n+q)’ 1 posthy

1925. Y log

1926. Hallar la suma de la serie
+0o0

22"(1—1—%)71....(1—# )

n
n=0 2
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536. Series hipergeométricas

+00
1927. Demostrar que la serie Z ( es hipergeométrica y hallar su
n
n=1

n+1)
suma.
+oo 1
1928. Calcular 1 de 1 i .
alcular la suma de la serie ; Gn—D@n+ )20 +3)
1929. Sea ui + ug + -+ - + U, + - -+ una serie hipergeométrica. Demostrar
que:
i) Si o + B < 7, la serie es convergente con suma S = Y S
v —(a+B)

1) Si a+ (B > 7, la serie es divergente.
00 1

1930. Calcular la suma de la serie —_—
nzl (n+2)(n+3)

1931. Dada la serie

“+o0

n!
E;“a+0m+2y”m+n_l)(a>m,

analizar su caracter segun los valores de a, y hallar la suma cuando sea
convergente.

537. Series aritmético-geométricas

Xom+s

1932. Hallar la suma de la serie an

n=1

1933. Siendo |r| < 1, demostrar que

—+o00 “+00
. n c .. n __ b ar
i) ngzo o' = i1) ngzo(cm +b)r" = T + a2

538. Series con factoriales en el denominador

+00 o 2
2
1934. Calcular la suma de la serie E 3n” +2n+6
—  (n+2)!
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5 1
1935. Calcular la suma de la serie Z w

n=1

2n? +3n+1

1936. Calcular la suma de la serie Z )
(n !

539. Suma de series numéricas por desarrollos en
serie de funciones

1937. Hallar la suma de la serie

L SO SO o
2 8 24 64 n2n

1938. Hallar la suma de las siguientes series, usando para ello desarrollos
en serie conocidos.

S S S B
6 120 5040 4 24 720
1939. Hallar la suma de las siguientes series, usando para ello desarrollos

en serie conocidos.

—+00 +oo

1 1 (=" (1)"V3 .
1)17§+§f...+ - +2)nz::O?)"+1(2n+1) 3);2,1”!.

€. o,

n=0
540. Series de Bertrand

1941. Se llaman series de Bertrand a las series de la forma:

+oo 1
S(a, B) : ZQnalogﬁn (o, 8 € R).

El objetivo se este problema es estudiar su convergencia, para ello se pide:

1. Demostrar que si @ > 1 entonces S(«, ) es convergente.

Sugerencia. Comparar con la serie de término general v, = 1/ n® para una
adecuada eleccion de .

2. Demostrar que si « < 1 entonces S(a, 3) es divergente.

3. Si o = 1, demostrar que S(«, ) es convergente si § > 1 y divergente si
B<1

Sugerencia. Usar el criterio integral.
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541. Una suma por la definicién

“+o00
2 1
1942. Calcular Z % usando la definicion de suma de una serie.
—n*(n+1)

542. Serie definida por las raices de un polinomio

1943. Si a,, es la raiz mayor y b, la menor de z? — 2nx + 1 = 0, analizar
el caracter de las series

1) S (1), 2) Zai. 3) Y02 ) 3 et

543. EIl nimero e es irracional

1944. Se sabe que numero e de Euler se define como el limite:

1 n
e= lim <1 + ) ,
n—-+oo n

y que dicho nimero se puede expresar como la suma de una serie:

1 1
e=1+ 3+ + B Zk, (*)

1. Sea s, la suma parcial enésima de la serie que aparece en (x). Demostrar
que

0<e—s,< (Vn >1).

n!'n
2. Supongamos que e = p/q con p y ¢ enteros positivos. Demostrar que
q!(e — s4) es un nimero entero.

3. Usando la desigualdad del primer apartado, demostrar que

0<qglle—sq) <1

4. ; Qué conclusion se deduce de los dos apartados anteriores?

544. Suma de una serie a partir de la de Basilea

o0
2n —1
1945. S idera | i —_-
e considera la serie ; 2T 1)
(a) Demostrar que es convergente.
2
6

1
(b) Hallar su suma sabiendo que Z — = (serie de Basilea).
n

n=1
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545. Producto de Cauchy, contraejemplo

1946. Sabido es que para dos series de niimeros reales EnZO Uy § ano Un
absolutamente convergentes, de sumas U y V respectivamente, las serie pro-

ducto de Cauchy

Z wy,, en donde w, = Z UV;

n>0 i+j=n
es absolutamente convergente de suma UV. Demostrar que no es cierto en
general que si la convergencia de las series no es absoluta, su producto de
Cauchy no tiene por qué ser convergente. Para ello, efectuar el producto de
Cauchy de la siguiente serie por ella misma:

i (="
VNt i
546. Suma de los inversos de los niimeros primos

1947. Denotamos por p, al enésimo niimero primo, es decir p;1 = 2,py =
3,p3 =5,ps =7,...y al conjunto de todos los niimeros primos lo denotamos
por P. La letra p designaré siempre un ntimero primo, por ejemplo 2p> ND
denota a py +pNy1 +PN2 + 00 -
Demostrar que la serie

§1—1+1+1+1+ +1+
p 2 3 5 7 n
peP

de la suma de los inversos de los nimeros primos es divergente.

547. Serie en funciéon de parametros

log | cos —
n

+o0
1948. Analizar la convergencia de la serie Z

P
segun el

n=1

pardmetro p € R.

548. Numeros armonicos

1949. Se define el n-ésimo niimero arménico como la suma de los recipro-
cos de los primeros n ntimeros naturales. Se le denota por H,,, es decir

n
1 1 1 1
H, =S - lq -t gt
n kz—lk totgt ot
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1. Demostrar la representacion de Euler de los nimeros arménicos:
1 1 n
-
H, = dx.
0o 1—=x

2. Demostrar la expresién combinatoria

k=1

3. Demostrar que la sucesién a,, = H, —logn es convergente con limite v que
verifica 0 < v < 1. Al ntimero ~ se le llama constante de Euler-Mascheroni.
Nota. Se demuestra que v = 0,577.

549. Teorema de reordenacion de Riemann

1950. En este problema demostramos el teorema de Riemann de la reor-
denacion de series: dada una serie real condicionalmente convergente y dado
x € [—00, +00], existe una reordenacién de la serie cuya suma es x.

. . _ 0
Por simplicidad, denotaremos » a, =Y~ an.
1) Demostrar que si la serie real > a, es condicionalmente convergente,
entonces existen infinitos términos positivos e infinitos negativos.
2) Para todo n descomponemos a,, = a,} + a, con af >0y a, <0dela
siguiente manera:
a+_an+]an| ai_an—\an\
n 2 ? n 2
Describir tal descomposicion segun los casos a,, positivo, negativo o nulo.
+ - _
3) Demostrar que ) a;f =400y que Y a, = —oc.
4) Dada una serie real condicionalmente convergente y dado cualquier niime-
ro real x, demostrar que existe una reordenacién de la serie cuya suma es x.
5) Dada una serie real condicionalmente convergente demostrar que existe
una reordenacion de la serie cuya suma es +0o y otra cuya suma es —oo
(esto completara la demostracién del teorema).
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Series funcionales

550. Limite puntual

Para las siguientes sucesiones funcionales determinar el limite puntual.

1951.  f,:[-1,1] = R, fu(x) = 2™
1952. f,:R =R, fi(x) = o—n2a?
x

551. Convergencia uniforme de sucesiones de fun-
ciones

1954. Demostrar que la sucesion de funciones
foi(=1,1) =R, fo(z) =2"
converge puntualmente en (—1,1) pero no uniformemente.

1955. Se considera la sucesién de funciones:

2

fo:(0,400) 5 R, folz) =

Determinar la funcién limite puntual f y analizar si f,, — f uniformemente.

1956. Demostrar que la sucesién de funciones f,(z) = ] converge

nr +
uniformemente hacia la funcién nula en el intervalo (0, 1).

1957. Sea I un intervalo de la recta real y f, : I — R una sucesién
de funciones continuas que converge uniformemente a la funciéon f en I.
Demostrar que f es continua.

363
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1958. Demostrar que que la sucesién de funciones f, : (—1,1] — R,
fn(x) = 2™ no converge uniformemente.

1959. Mostrar con un ejemplo que una sucesiéon de funciones f;,, puede
converger a una funcién continua sin que la convergencia sea uniforme.

1960. Sea f, : [a,b] — R una sucesién de funciones continuas que converge
uniformemente a la funcién f en [a, b]. Demostrar que

lim bfn(a:) dx = /b f(z) dz.

n—o0

1961. Se considera la sucesién de funciones f, : [0,1] — R, fu(z) =
nre "%’ Comprobar que

1 1
nll_}HOIO ; fn(z) dm;ﬁ/o nll_}nolofn(:v) dx.

Esto prueba que en general las operaciones limite e integracion no se pueden
intercambiar.

1962. Sea f, : [a,b] — R una sucesién de funciones derivables con deriva-
da continua en [a,b] (es decir f,, € C'[a,b]). Supongamos que se verifica
(1) fn — f uniformemente en [a, b].
(i7) f! — g uniformemente en [a, b].
Demostrar que g admite derivada continua y ademds f' = g en [a, b].

1963. Demostrar el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme:
Sea I C R intervalo y f, : I — R una sucesion de funciones. Entonces, f,
converge uniformemente a un limite f en [ si, y sélo si para todo € > 0
existe un nimero natural ng tal que m,n > ng implica |f,(z) — fu(z)| < €
para todo = € I.

552. Teorema de Dini

1964. Demostrar el teorema de Dini:
Sea (E,d) un espacio métrico compacto y f, : E — R una sucesién de
funciones continuas (monétona creciente o monétona decreciente). Entonces,
si f, > fen Ey f es continua, la convergencia es uniforme.

1965. Se considera la sucesién de funciones f, : [0,1] — R definida de

forma recurrente por fo(z) = 1, fu(x) = /2 fn_1(x). Demostrar que la

sucesion converge en [0, 1] y que la convergencia es uniforme.
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553. Series uniformemente convergentes. Criterio
de Weierstrass

DQIE

oo
se
1966. Demostrar que la serie Z on - 1 converge uniformemente en R.
n=1

7’!’7‘12

o0
1967. Demostrar que la serie Z converge uniformemente en R.

n? + z2

1968. Sea f(x) = Z seinm Demostrar que/ flz)de =2 Z

— 2n+ 1)4

1969. Demostrar el criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme
de series:
Sea I un intervalo de Ry u; +u2 + --- + u, + --- una serie de funciones
definidas en I. Supongamos que existe una sucesién de constantes reales
ay, > 0 que satisfacen |u,(z)| < oy, para todo z € I. Entonces, si > > | o
es convergente, la serie Y o0 | u, es uniformemente convergente en I.

554. Series enteras o de potencias, radio de con-
vergencia

1970. Sea la serie entera Z anx”. Demostrar que si converge para x =
n>0
xo # 0, entonces converge para todo x tal que |z| < |zg].

1971. Sea la serie entera Zanx”. Demostrar que existe un tnico R €
n>0
[0, 4+00] tal que:
i) Si|z| < R la serie es absolutamente convergente.
i1) Si |z| > R la serie es divergente.

1972. Para las siguientes series enteras determinar su radio de convergen-
cia, el intervalo abierto de convergencia absoluta, y estudiar la convergencia

en los extremos del intervalo.
e e 2n—1 o 2n—1$2n—1

x™ 2z
"ob —. —. d —
ODIERDD D S DD e B D sy
n=0 n=1 n=0 n=0
1973. Para las siguientes series enteras determinar su radio de convergen-

cia, el intervalo abierto de convergencia absoluta, y estudiar la convergencia

en los extremos del intervalo.
o0 o0 n

a) Zn!x". b)z% C)Z(x_ Z $+3
n=0

n=0 n=1 n=1

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



366 555 Derivacién e integracién de series enteras

1974. Demostrar la fé6rmula de Hadamard:
+o0

Sea la serie entera g an,x” y R su radio de convergencia. Entonces
n=0

L
= limsup |an|"™.

n—-+00

1975. Usando la formula de Hadamard hallar el radio de convergencia de

la serie
-iff -~ . B 1 2n . B 1 2n+1
n 5 2n — 2 ) 2n+1 — 3 .

555. Derivacién e integracién de series enteras

1976. Sea ag+ a1z + azz?® + - - - una serie entera con radio de convergen-
cia R. Demostrar que si p € [0, R), la serie converge uniformemente en el
intervalo [—p, p].

1977. Demostrar que toda serie entera y su serie derivada tienen el mismo
radio de convergencia.

1978. Sea ag+ a1z + asx? + - - - una serie entera o de potencias con radio
de convergencia R > 0. Demostrar que la suma f(x) de la serie es una fun-
cién con infinitas derivadas en (— R, R). Las derivadas se obtienen derivando
término a término la serie dada.

1979. Sea la serie entera ag 4+ a1z + asz® + - - - + apx™ + - - - con radio de
convergencia Ry de suma f(z) en (—R, R). Demostrar que la serie entera

2 :L'S n+1

€T T

tiene el mismo radio de convergencia que la serie dada, y que para todo
z € (—R,R):
2 .%‘3 xn—f—l

x
/0 f(z) dz:aox—i—al%—i—ag?—i—---—i—ann_Fl+

556. Suma de series enteras por derivacién o inte-
gracion

Valiéndose de la derivacién o integracion término a término y de la serie
geométrica, hallar la suma de las siguientes series enteras.
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1980, z+ > 4+ 5 4T 4
2 3 n

x3 1‘5 $2 -1
1981. —_ — — lnl
v 3+5+ +(=1) 2n—1+
1982. 1+2r+3z2+(n+1)z" +---
2 3 n
X X €T
1983. T 1yl
M T Gt Yl eat 5
3 P p2n—1
1984. BT
x+3+5+ +2n—1+
1985. 1322 +5z% — -+ (=)' (2n — D)z> 2 + ...

1986. 1'2+2'3'x+3‘4‘l’2+"'+’I’L(’I’L—|—1)J;"—1+-..

557. Serie de Maclaurin

1987. Sea I un intervalo abierto centrado en 0 y f una funcién definida
en I. Si f esigual en I a la suma de una serie entera, demostrar que esta
serie es necesariamente

f©O)  f0) 5 F(0)

4+

1988. Sea [ intervalo abierto centrado en el origen y f : I — R una
funcién con infinitas derivadas en I. Demostrar que si f es par, su serie de
Maclaurin no hace intervenir mas que términos pares, y que si es impar, no
hace intervenir més que términos impares.

558. Desarrollos en serie de Maclaurin de las fun-
ciones habituales

1989. Demostrar que

T x x2 " +Ooxk
:1+1!+2!+.”+n!+”.:kzk‘! (Vx € R).
=0

1990. Demostrar que si a > 0,

2 2 +o00 k
e zloga x°(loga) " (loga)” loga
s o Rt

para todo x € R.
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1991. Demostrar que

2 g4 22n T 2k
he =1+ —+— = VreR
chx togrtgp ot (2n)! + 2 k) (Vz € R)
3 5 2n+1 Too 2kt
0 oz x x
byt BT =52 (VzeR).
shz = x+3'+5l+ (2n+1)!+ k70(2k+1)' (Vz € R)
1992. Demostrar que
2 4 n.2n too k,.2k
x‘ x (=1)"x (=1)Fx
— 12 4z ... - -~ (VzeR).
cos T 51 + 1 + 2n)! + kz_o 2h)! (Vo )
3 .5 n 2n+1 1)k g 2k+1
x° T (=1)"z
— I S = Vz € R).
senr =1 — 3+5' + @n+ 1! Z 2k+1 (Vz € R)
1993. Demostrar que si |z| < 1,
3 5 2n 2k—1
B x> T no1 T - lx
arctanx—m—§+€+~-+( 1) 2n—1 —Z 5% 1
1994. Demostrar que si |z| < 1,
2 3 n T k—1_k
x x L (—1)
log(1 —r— 4 (=) = S
og(l+z)=a— o+ 5+ + (=) —+ ?
k=1
1995. Demostrar que si |z| < 1,
2 3 n Tk
¢ T x x
]og(l—;z;):—gj—2_3_...4_”_...:—;1]{‘

1996. Sea p € R. Demostrar que si |z| < 1 se verifica

—+o00
_ (D p P\ 2 _ P\ k
(1+a)f = (0) * <1)er (2)90 RS <k>x '
k=0
Nota. Si ademds p es entero > 0,

o) (e (e ()

para todo xz € R, como consecuencia del desarrollo del binomio de Newton

1997. Estudiar la convergencia de la serie numérica:

+o0 1 1 n
—_——— | d=z.
7;)/0 (x4+2m2+2> v

En caso de ser convergente, hallar su suma.
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559. Funcion suave pero no analitica

1998. Sea la funcién f: R — R

o) = {el/x six >0,

0 six <O0.

(a) Demostrar que para todo entero n > 1 se verifica

six >0,

) (z) = p;éf) f(z)
0 six <0,

siendo p,(z) un polinomio de grado n — 1 que cumple la relacién de recu-
rrencia

pi(x) =1, posi(z) = 2°pl(2) = 2na = Dpa(z) (0 >1).

(b) Concluir que f es suave en R, pero no analitica.

560. Convergencia uniforme en un intervalo no aco-
tado

1999. Para cada n = 1,2,... se define el subconjunto A,, de R :

(n,n?) si n par
An - 2 . .
[—2n*,—1/n] si n impar.

y la funcién f, : R — R :

0 si x & An
1 .
fo(z) = R si T € A, y n par
m si T € A?’L yn impar.

1. Determinar el conjunto A = |J,,~; An.

2. Determinar el menor conjunto compacto que contiene a R — A.

3. Determinar del dominio de convergencia puntual de la sucesién (fy,)
y su limite f.

4. Estudiar si la convergencia f, — f es uniforme.

5. Estudiar si se verifica la igualdad:

nngAfn(x) dx:/Rf(x) da.
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561. Sucesion de Fibonacci

2000. Consideremos la sucesién de Fibonacci, esto es {Fp}, o,  tal
que:
Fo=F=1 Fyp=FE+Fqa (¥
Es conocido que existe: 1lim,,, F};—:l

(a) Usando las condiciones (%), calcilese justificadamente dicho limite.

(b) Considérese la serie Y 7% F,2™. Calcular su radio de convergencia
Ry demostrar que f(z) — zf(x) — 22f(x) = 1 para todo z tal que |z| < R
siendo f(z) = %0 Fa.

(¢) Representar graficamente la suma de la serie de potencias Z:i% F,z".

562. Funcion exponencial real
2001. Sea f:R — R una funcién que satisface f' = fy f(0) = 1. Se pide,

1. Demostrar que f(x) # 0 para todo z € R.

2. Demostrar que la funcién f es tnica. Es decir, si una funcién g : R — R
satisface ¢’ = g y g(0) = 1, entonces f = g.

3. Demostrar que f es estrictamente creciente y convexa.

4. Demostrar que para todo z,y € R se verifica f(z +vy) = f(x)f(y).

5. Demostrar que para todo a real y para todo n entero positivo se verifica

f(na) = f(a)".

6. Demostrar que lim f(z) =4occy lim f(z)=0.
T—~+00 T——00
7. Demostrar que la funcién

+oo & 2 n

X X a X
=Y S 1 Tt T
k=0

estd definida en R y satisface las condiciones f' = fy f(0) = 1.
Nota. El lector habra reconocido que f(x) = e*.

563. Sucesién funcional con limite I'(z)

2002. Para cada entero positivo n se considera la funcién definida por
n t n
I,(z) = / ot <1 — > dt (z>0),
0 n
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y se pide

(a) Determinar explicitamente Iy (z), I2(x), Is(x).

(b) Determinar la expresién explicita de la funcién I,,(x).
(¢) Inducir heuristicamente la expresién del limite

n t n
lim =1 (1 — ) dt.
n——+oo 0 n

Combinando este resultado con el del apartado anterior, dedicir una repre-
sentacién de una conocida funcién.

(d) Demostrar rigurosamente el resultado conjeturado en el apartado ante-
rior. Se sugiere utilizar las acotaciones

(1-M)er<1-A<e™? (0<A<),

y aplicar la desigualdad de Bernoulli, a saber: YA > —1, (14 h)"™ > 1+ nh.

564. Producto de Cauchy de series igual a la uni-
dad

2003. Usando el producto de Cauchy de series, demostrar que

£5) )

n=0 n=0

Dar una obvia interpretacién de la igualdad anterior.

565. Suma de la serie > -, —Qn(gﬂ)

n
2n(n+1)
(a) Demostrar que es convergente.
(b) Hallar su suma.

o
2004. Dada la serie Z
n=1
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Analisis multivariable

566. Limites reiterados, contraejemplo
2005. Consideremos la funcién f : R? — R dada por

y siz>0
—y siz <0.

f(lU,Q) = {

(a) Demostrar que existe  lim  f(x,y).
(z,y)—(0,0)

(b) Demostrar que no existe alguno de los limites reiterados en (0, 0).

567. Continuidad y derivadas direccionales

2006. Se considera la funcién f: R? - R

fL’y2

flx,y) = q 22 +y
0 sixz=0.

six #0

(a) Demostrar que existen todas las derivadas direccionales de f en (0,0).
(b) Demostrar que f no es continua en (0,0).

568. Diferenciabilidad en varias variables

2007. Se considera la funcién f(z,y) = (23 +y,logzy, \/22 + y?). Demos-
trar que es diferenciable en (1, 1) y hallar su diferencial en este punto.

373
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.%'yQ

2008. Sea la funcion  f(z,y) = ¢ 22 + y4 s (z,9) #(0,0)
0 si (z,y) = 0.
Estudiar
(7) Su continuidad en a = (0,0).
(i7) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(731) Diferenciablildad en a = (0, 0).

bt s (0y) £ (0,0)
2009. Sea la funcién  fz,y) =4 o a2qg2 O B )

0 si (xz,y) =0.
Estudiar
(7) Su continuidad en a = (0,0).
(77) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(13) Diferenciablildad en a = (0, 0).
Ty .
2010. Sea la funcién  f(z,y) = ¢ /22 + y? s (@) # 0,0
0 si (z,y) = 0.
Estudiar
(7) Su continuidad en a = (0,0).
(i7) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(731) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2011. Sea la funcion

1
(2 +y°)sin ———— si (z,y) # (0,0)
fla,y) = Vet +y?
0 si (x,y) =0.

Estudiar
(7) Su continuidad en a = (0,0).
(17) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(73) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2012. Sea la funcién  f(z,y) = 3T, Estudiar
(7) Su continuidad en a = (0,0).
(17) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(73i) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2013. Sea I un intervalo abierto real y a € I. Demostrar que f es dife-
renciable en a si y sélo si f es derivable en a.

2014. Sea la aplicaciéon f : A € R™ — R™ con A abierto y a € A.
Demostrar que si f es diferenciable en a entonces, la aplicacion lineal A que

satisface
o (a4 ) — (@) = 2w
h—0 |2l

=0, (1)
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es Unica.

2015. Sea la aplicacion f : A C R®™ — R™ con A abierto y a € A.
Demostrar que si f es diferenciable en a, entonces es comtinua en a.

2016. Sea la aplicaciéon f: A CR™ — R con A abierto y a € A.
(1) Demostrar que si f es diferenciable en a existe la derivada de f en ese
punto segin cualquier vector v € R" y ademds D, f(a) = D f(a)v.
(i1) Calcular Dy 3)f(1,1) siendo f(z,y) = 2%y.

569. Teorema del valor medio escalar

2017. 1) Demostrar el teorema del valor medio escalar:
Sea E un espacio nornado, A C E abierto y f : A — R diferenciable. Sean
a,b € Acon a # btales que el segmento [a, b] C A. Entonces, existe ¢ € (a, b)
tal que

f() = fa) = Df(c)(b—a).

2) Verificar la validez del teorema del valor medio escalar para la funcién
f:R? = R dada for f(z,y) = 2% + 2y? en el intervalo [a,b] con a = (0,0),
b=(1,1).
3) Demostrar que el teorema del valor medio escalar no se puede extender
a campos no escalares. Para ello, considerar f : F = R — R? dada por

f(t) = (cost,sint)l Vvt eR

y cualquier intervalo cerrado de R de amplitud 27.
570. Una derivada direccional maxima
2018. Determinar los valores de las constantes a, b y ¢ tales que la derivada

direccional de la funcién f(z,y, z) = axy®+byz+cz2x3 en el punto (1,2, —1)
tenga un valor maximo de 64 en una direccién paralela al eje z.

571. Diferencial de una composicién

2019. Se consideran las funciones f y g definidas por

u+v u—v 3u—2v
flu,v) = </ sin® ¢ dt,/ cos® ¢ dt,/ cos® t dt) ,
1 1 1

g9(x,y,2) = <az sinz, 1+ ycosz) .
Y z

Calcular razonadamente Dg(1,—1,0) y D(f og)(1,—1,0).
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572. Puntos de discontinuidad, compacidad

2020. Se considera la funcién f : R? - R

T

—_— 1 4 2 2 1
f(:c,y): 4532"‘3/2—1 S1 "ty 7& N (x,y);é(0,0)
1 sio da?+y? =1V (z,9) = (0,0).

(a) Estudiar la continuidad de f en R2.
(b) Probar que el conjunto de los puntos de discontinuidad de f es compacto.

573. Funciones homogéneas, teorema de Euler

2021. Demostrar que la funcién f(x,y) = /x® + y5 es homogéna y de-
terminar su grado.

0 0
2022. Calcular x—f —i—y—f
ox oy
(a) Por derivacién directa.
(b) Usando el teorema de Euler.

2023. Demostrar el teorema de Euler para funciones homogéneas:
Sea f: R™ — R diferenciable y homogénea de grado o € R. Entonces, para
todo x = (z1,...,xy) se verifica

z-Vf(z) = af(x),

o de manera equivalente

574. Invertibilidad local y teorema fundamental
del Calculo

2024. Para 0 <z <7/2, 0 <y < m/2 se considera la funcién

flz,y) = (/xsint dt,/jﬂ/cos (t—%) dt) .
y /2

Calcular (f71)(0,0).
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575. Invertibilidad local con series de potencias

2025. Sea (a,)° una sucesién de numeros reales tales que a, > 0 para
cadan =0,1,2,.... Supongamos que la serie de potencias Y -7 | a,z™ tiene
radio de convergencia R > 1. Sea D = {(x,y) € R?: |z| < R,|y| < R} y
definimos f : D — R? por:

f(l‘v y) = (y Z anx",x Z anyn> .
n=0 n=0

(a) Demostrar que f es de clase 1 en todos los puntos de D.
(b) Demuéstrese que f es localmente invertible en el punto (1,1) si, y s6lo
si, la suma de la serie Y 7 | a,, es distinta de la suma de la serie > >~ | nay.

576. Teorema de la funciéon implicita (en R x R)

2026. Se considera la funcién F' : R x R — R definida por F(z,y) =
2?4+ y% — 5y el punto (a,b) = (1,2).
(a) Comprobar que se verifican las hipétesis del teorema de la funcién
implicita en (a,b).
(b) Deducir que la ecuacién F(z,y) = 0 determina un tnica funcién implici-
tay = f(x).
(c) Calcular f'(1).

2027. Comprobar que la ecuacién x?y + 3y — 2y> — 2 = 0 determina una

funcién implicita y = f(z) en un entorno del punto (1,1). Hallar f/(1).

577. Funciéon implicita con teorema fundamental
del Calculo

2028. (a) Probar que la expresién

T
1
6 2 5
20y + 4 1=0
Y y/o 1+sinot 7

define a y como una funcién implicita diferenciable y = f(z) en un entorno
del punto (0, 1).

(b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto
(0,1).
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578. Teorema de la funcién implicita en R"” x R™

2029. (a) Probar que el sistema

r23 + y2u3 =1
2213 +uz = 0,

define a z,u como funciones implicitas diferenciables de las variables x,y en
un entorno del punto P(0,1,0,1).

(b) Hallar las derivadas parciales en el punto a = (0,1) de las funciones
implicitas z = z(x,y) y u = u(z,y) que determinan el sistema anterior.

2030. Demostrar que la ecuacién z2y + y?z + 22 cos(zz) = 1 define a 2

como funcién implicita z = z(x,y) en un entorno del punto P(0,+/2,1).

Hallar las derivadas parciales %(0, V?2), %(0, V?2).
x Y

2031. Demostrar que el sistema

T2 +y? - 322 =1
4o 4+ 29> =322 =0

define funciones diferenciables y = y(z), z = z(x) de la variable independien-
te  en un entorno del punto P(1,—2,2). Hallar 3/(1), 2/(1),y"(1), 2"(1).

579. Puntos criticos: casos dudosos
2032. Analizar el caracter del punto singular (0,0) para la funcién

f(z,y) = y? — 322y + 22*.

2033. Dada la funcién f(z,y) = 2* + y* — 222 + axy — 2y?, analizar el
cardcter del punto critico (0,0) segun los valores de a € R.

580. Puntos criticos de f(z,y) = > 1 (zy)*

2034. (a) Dibujar en el plano el dominio de la funcién escalar

fla,y) = (xy).

k=0

(b) Hallar y clasificar los puntos criticos de f.
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581. Maximos y minimos condicionados

2035. Hallar los extremos de la funcién f(z,y) = = + 2y con la condicién
22 +y? =5.

2036. Hallar los extremos de la funcién f(z,y) = xy con la condicién
z4+y=1

2037. Hallar los extremos de la funcién f(z,y) = = + 2y con la condicién
x? 4+ y? = 5 sin usar el método de los multplicadores de Lagrange.

2038. Hallar los extremos de la funcién f(z,y,2z) = z + y + z con la
condiciones 22 + 732 =1, z = 2.

582. Paralelepipedo inscrito en un elipsoide

2039. Calcular el paralelepipedo de mayor volumen inscrito en el elipsoide

$2 y2 .%'2

ﬁ+b7+c7:1 (a>0,b>0, c>0).

583. Extremos absolutos sobre compactos

2040. Considérese la funcién f : R? — {(0,0)} — R :

—2(z +y)
f(xvy)_ x2+y2 :
Determinar sus extremos absolutos sobre la regiéon

D= {(z,y) €R*: 1< 2?4+ 94> <4}.

2041. ;Cudnto vale y en qué punto alcanza su méaximo la funcién f(z,y) =
(z|y| — y|z|)'*? sobre el compacto 2% + y? < 17

2042. Calcular los extremos absolutos de la funcién f : R?> — R definida

por:
(@+9)®  cos?t
z,y) = —— dt,
f(@.y) /0 1+sintt

sobre el compacto C = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}.

584. Desarrollo de Taylor de f(z,y) = log(z + ¥)

2043. Desarrollar la funcién f(z,y) = log(z +y) por la férmula de Taylor
de orden n en un entorno de (1,1).
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585. Extremos de f(z,y,z2) = z"y" 2"

2044. Hallar, caso de existir, los valores extremos de la funcion
i (R+)3 =R, flz,y,z) =x"y"z’ (m.n.p enteros positivos)
conz+y+z=a(a€RT).

586. Integral I = [[[ . 2™y"2"(1 —x —y — z)%dzdydz

2045. Calcular la integral triple

I= /// 2"y 2P(1 -z —y — z)4dxdydz
T

siendo T el recinto limitado por los tres planos coordenados y el plano = +
y+z=1,y m, n, p, g enteros positivos.

587. Maximo de f(z1,....0,)=>", log(1+z;) con 7" z,=a
2046. Determinar el maximo de la funcién
n
f: (R+) _>R7 f(xl,,xn):ZIOg(l—i—xz),
=1

con la restricciéon z1 + - - -z, = a (a real y positivo).
Sugerencia: usar que la media geométrica de n niimeros reales y no negativos
no es mayor que su media aritmética.

588. Puntos criticos de g(x,y) = p(f(x)) + p(f(v))

2047. a) Sea f: R — R una funcién derivable tal que f/(x) >0 Vz € R.
Supongamos que lim,_, 4 f(x) = +o00 y limz—_ o f(z) = 0. Demostrar que
f(x) >0 Vx € Ry que dado b > 0 existe un tnico a € R tal que f(a) = b.
b) Sea p(x) un polinomio de grado 3 (con coeficientes reales) y con tres
raices reales distintas y positivas. Sea « una raiz de p/(z) (derivada de p).
Demostrar que signo [p(a)] = —signo [p”(«)]. Probar ademés que si 8 # «
es otra raiz de p’ entonces signo [p”(«)] = —signo [p”(B)].
¢) Sea g(z,y) = p(f(z)) + p(f(y)) siendo p un polinomio cumpliendo las
hipétesis del apartado b) y f una funcién cumpliendo las hipétesis del apar-
tado a). Calcular los puntos criticos de g(x,y).

d) Clasificar los puntos criticos obtenidos en c).
e) Calcular los maximos y minimos de g(z,y) bajo la restricciéon f(z) —

fly) =0.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 35. Andlisis multivariable 381

589. Extremos locales de una integral biparamétri-
ca

2048. Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcién:

w/2
I(a,b) = / (1 + asinz)® 4 80b%] du.
—7/2

590. Continuidad uniforme para f(z,y) =z +y/z
2049. Sea f : R? — R definida por:
fleg)=a+ 2 (siz£0), f(0.y)=0.
a) Determinar el subconjunto M de R? en donde f es continua.
b) Probar que f no es uniformemente continua en M.

c¢) Estudiar la continuidad uniforme de f en el subconjunto de M : (1,2) x

(
(
(
(1,2).

591. Integral doble como producto de simples

2050. Sea f una funcién continua real de variable real. Expresar la integral

/ab (/:f(x)f(y) dy) dx

en términos de la integral / f(z) dz. Como aplicacién calcular la integral

doble:
dxd
// 4+932 4+y) vy

siendo M = {(z,y) € R? : 2 <y < V2, 0 < x <2},

592. Integral en el cubo unidad

2051. Calctlese
I=/ f(z,y, 2) dedydz,
M

en donde M = [0,1]® y f(x,y,2) = méx {z,y, z}.
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593. Integral de superficie de una funcién homogénea

2052. En R3, sea F(F) (F = 21 + yj + zk) una funcién escalar homogénea
de grado m > 0. Sea S la esfera unidad 22 +y?+2? < 1 y sea 95 su superficie
frontera.

1. Transformar la integral de superficie / / F(7) do en una integral triple
as

extendida a la esfera S.
2. Como aplicacion de lo anterior, calcular la integral de superficie

// (Az* + By + C2* + D%y 4+ Ey*2? + F2%2?) dé.
oS

594. Integral doble impropia por un cambio orto-
gonal

2053. Calcular

I(a,b) = //R2 e~ (ax® +2bayter®) quqy (a>0, ac—b*>0).

595. Integral doble impropia con parametros

2054. Estudiar en funcion de los valores reales de o y [ la convergencia

de la integral impropia
// dxdy
z,y>0 142+ y’B'

Cuando resulte convergente, expresar su valor en términos de la funcién
gamma de Euler. Sugerencia: Hacer el cambio de variables ¢ = u?, y? = v?

seguido de un cambio a coordenadas polares.

596. Teoremas de Stokes y Gauss: comprobacién

2055. Se considera el campo vectorial en R3 :

F(z,y,2) = (x — 2yz,y + 222, 2).
y el cono K : 22 + 1% =422, 0 < z < 1. Se pide:
1) Comprobar la validez del teorema de Stokes para el campo F'y el cono
K.
2) Comprobar la validez del teorema de Gauss para el campo F y el cono
K limitado por z = 1.
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597. Flujo y circulaciéon de un campo

2056. Se considera el campo vectorial en R? definido por ?(F) = (a-r)'or
en donde @ es un vector fijo y no nulo de R? y 7 es el vector de posicién. Se
pide:

a) Calcular la divergencia y rotacional del campo ? Determinar si existen
vectores d no nulos para los cuales el campo ? es conservativo.

b) Calcular el flujo del campo F' sobre la cara exterior de la esfera unidad
22 +y? 4+ 22 =1.

c¢) Calcular la circulacion del campo ? sobre cualquier curva cerrada situada
sobre la esfera unidad.

598. Centro de gravedad de una esfera

2057. En una esfera maciza de radio a, existe una distribucién de masa
cuya densidad en cada punto es proporcional a la distancia de dicho punto
a uno fijo de la superficie de la esfera. Se pide determinar la posicién del
centro de gravedad de este sélido.

599. Moviles sobre dos circunferencias

2058. Considérense dos circunferencias concéntricas C1, Csy de radios a, 2a
respectivamente. Dos méviles M y P situados cada uno de ellos respecti-
vamente en C7 y Co describen las circunferencias en el mismo sentido con
velocidad lineal constante en moédulo e igual para ambos méviles. En el ins-
tante inicial M y P se encuentran sobre el mismo radio. Determinar unas
ecuaciones paramétricas para la curva descrita por el punto medio del seg-
mento M P. Calcular el area encerrada por dicha curva.

600. Circulacion de un campo y producto mixto

2059. Dados tres vectores @, b y & de R3 se considera el campo vectorial
F(f) = @ x 7 con ¥ € R? y la curva cerrada v : [0,27] — R? dada por
~v(0) = bcos 0+ &sin 6. Calcular la circulacién del campo F sobre ~v y deducir
la condiciéon que han de cumplir los vectores d, g, ¢ para que la circulacién
se anule.
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601. Potencial de un campo con funcién homogénea

2060. Se trata de probar que todo campo vectorial de la forma
Fl2,y,2) = g(a,y)k

donde g(x,y) es una funcién continua en R? conocida, admite una funcién
potencial de la forma 7(x, Yy, 2) = f(x,y)(—yi + xj).

(a) Deducir la ecuacién que debe satisfacer f para que en todo punto se
cumpla rot(V') =

(b) Determinar f cuando g sea una funcién homogénea de grado . Apliquese
al caso en que g(x,y) = 22 + 2zy + 3y°.

(c) Resolver en el caso general la ecuacién obtenida en el apartado (a).
Apliquese al caso en que la funcién ¢ viene dada por:

1
1+ 22 + 2zy + 3y2)2’

g(z,y) = (

Indicacién : derivese la funcién dada por ¢(t) = f(tz,ty).

602. Un campo gradiente

2061. Se considera un campo vectorial F(x,y, z) = (P(z,y, 2), Q(z,y, 2), R(x,y, 2))
definido en R? y de clase C!. Se construye a partir de él un campo escalar
V(z,y, z) de la siguiente manera:

V(x,y,z):/de+Qdy+Rdz,
r

en donde I' es la poligonal determinada por los puntos (0,0,0), (z,0,0),
(z,9,0) y (2,9, 2).

(a) Expresar V' como suma de integrales simples. Enunciar y demostrar una
condicion necesaria y suficiente que debe cumplir F' para que grad V = F.
(b) Determinar los valores de p,q y r para los cuales el campo de compo-
nentes

P(z,y,z) = —2ay(2® + 2° + 1)7,
Qr,y,2) = (2" + 2" + 1)1,
R(z,y,2) = —2yz(z® + 22 + 1)

cumpla la condicién del apartado anterior, y construir V' en este caso.
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603. Distancia de un plano y de una curva al ori-
gen

2062. Usando técnicas de célculo diferencial,
1. Calcular la minima distancia del plano « : 2x — y + 2z = 2 al origen y el
punto en el que dicha distancia minima se obtiene.
2. Calcular la minima distancia del conjunto

A={(z,y,2):2® +y* =1, s +y+2=1}

al origen y el punto en el que dicha distancia minima se obtiene.

604. Puntos criticos con caso dudoso

2063. Calcular y clasificar los puntos criticos de la funciéon

f:RZ SR, f(z,y) =22% + 3yt — 42>

605. Derivada de un campo escalar respecto de
uno vectorial

Sea M C R™ un conjunto abierto, F' : M — R un campo escalar de clase
>2en M ywv: M — R"™ un campo vectorial de clase > 1 en M. Se llama
derivada del campo escalar F' respecto del campo vectorial v y se representa
por L, F, al campo escalar

L,F:M —R, L,F(x)=(VF(z),v(x)).

Es decir, si z = (x1,...,2n) y v = (v1,...,v,), entonces,
oF oF
L,F = — T n ().
(@) = g @) + -+ g (on(a)

Es claro que la derivada de un campo escalar respecto de uno vectorial es
una funcién al menos de clase 1.

2064. Demostrar que la derivada de un campo escalar respecto de uno
vectorial satisface las propiedades:
(1) L,(F+G)=L,F+ L,G.
(2) Ly(F-G)=L,F-G+F-L,G.
(3) LytwF = LyF + L, F.
(4) (Lra)(@) = (F-L)(G).
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606. Tres integrales a partir de la de Dirichlet

Recordamos el valor de la integral de Dirichlet;

+00 o
/ smxdx _ E.
0 X 2
+oo 1—
2065. Calcular/ ﬂdm
0 X
+00 102
2066. Calcular/ szxd:ﬁ.
0 X
+00 1.4
2067. Calcular / =
0 X
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Espacios normados

607. Norma, espacio normado

2068. Sea E = C'([a,b]) el espacio vectorial de las funciones continuas

b
sobre K (K=R oK =C) f: [a,b] — K. Demostrar que || f|| = / |f(x)| dx
es una norma en E. ¢

2069. Sea I = [a,b] intervalo cerrado de la recta real y E = C(I) el
espacio vectorial sobre K (K = R o K = C) de las funciones continuas
f: I — K. Demostrar que ||f|| = sup{|f(x)| : © € I} es una norma en FE.

2070. Demostrar que las inicas normas en K = R o K = C son el médulo
o sus multiplos positivos.

2071. Demostrar que la siguiente aplicacién es una norma en K" (K =R

oK=0C):
| o : K" =R, [[(21,...,20)| o = max{|z1],...,|znl}.

2072. Demostrar que la siguiente aplicacién es una norma en K" (K = R
0K=C):

K =R, (21, @)y = ] 4o+

2073. Demostrar que la siguiente aplicacién es una norma en K" (K = R
0K=C):

2 2
g s K" = R, II(wl,---,mn)IIQZ\/le\ R E

2074. En el espacio vectorial F = K™*™ de las matrices de ordenes m xn
reales o complejas se define para toda A = [a;] € E :

JA] = méx {Jay[} (L <i<m,1<j<n).

Demostrar que || || es una norma en E.

387
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608. Desigualdades de Young, Holder y Minkows-
ki

2075. Sean a, b, p, ¢ nimeros reales tales que
1 1
a>0,6>0,p>1,¢g>1, —+—-=1.
p q
Demostrar la desigualdad de Young:
a? bl

ab < — + —.
p q

2076. Sean aj,br > 0 numeros reales con k = 1,2,...,n,p > 1, q > 1,
1/p+ 1/q = 1. Demostrar la desigualdad de Holder

n n 1/p n 1/q
k=1 k=1 k=1

2077. Sean ag,br > 0 numeros reales con k = 1,2,...,n, y p > 1, real.
Demostrar la desigualdad de Minkowski

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z(ak+bk)p> S(Zaﬁ) +<Zb§) :

k=1 k=1 k=1

609. Normas p

2078. Sea p real con 1 < p < 400. Demostrar que es una norma en K"
(K=RoK=C):

n 1/p
=, = (leklp) , = (21, 3,) €K
k=1

2079. Demostrar que para 0 < p < 1, la aplicacién

n 1/p
l]l,, = (leilp> , x=(x1,...,2,) €K”
i=1

no es una norma en K”.
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610. Normas p

2080. Sea x — ||z|| una norma en un espacio vectorial E. Demostrar que
1:ExE-RY, day)=|z—yl

es una distancia en F.
Nota. Como consecuencia, todo espacio normado puede ser considerado co-
mo un espacio métrico con la distancia anterior.

2081. Sea E espacio normado. Demostrar que la aplicacion £ x £ — E,
dada por (z,y) — x + y es uniformemente continua.

2082. Sea E espacio normado. Demostrar que la funcién K x £ — E dada
por (A, x) — Az es continua.

2083. Sea FE espacio normado. Demostrar que para todo a € K, la funcién
FE — FE dada por x — ax es uniformemente continua.

2084. Sea E un espacio normado. Demostrar que las traslaciones y ho-
motecias en E son homeomorfismos.

2085. Demostrar que no toda distancia en un espacio vectorial esta indu-
cida por una norma.

2086. Sea E un espacio normado y &, y, dos sucesiones en E convergen-
tes tales x, = x, yp — ¥.
(a) Demostrar que x,, + yn, — = + .
(b) Demostrar que para todo A\ € K, Az,, — Az.

2087. Sea (E, | ||) un espacio normado y F' un subespacio de E. Demostrar
que la adherencia de F' también es subespacio de E.

2088. Sea E un espacio normado. Demostrar que
a) |lzll = lylll < llz =yl para todo z,y € E.

b) La aplicacién E — [0,400) dada por x — ||z||, es continua.

2089. Sean z,y dos vectores no nulos de un espacio vectorial normado.
Demostrar que
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fff_yH<2

2l

Iz =yl
(el




390 611 La distancia es uniformemente continua

611. La distancia es uniformemente continua

2090. Sea (F,d) un espacio métrico. Demostrar que la aplicacién distancia
d: Ex E — RT es uniformemente continua considerando en F x E la
distancia

dl[(wv y)? (u7 U)] = d((L‘, u) + d(y7 U)'

y en R* la distancia usual d(t,s) = |t — s|

612. Series en espacios normados

2091. Sea ), (T, una serie convergente en un espacio normado E. De-
mostrar que x,, — 0. Dar un contraejemplo que demuestre que el reciproco
no es cierto.

2092. (Algebra de series). Sean Y, <o Tn ¥ D50y, dos series en un es-
pacio normado E de sumas s y s’ respectivamente.
a) Demostrar que la serie suma >, - (2, +1;,) es convergente de suma s+s'.
b) Demostrar que para todo escalar A, la serie ano Az, es convergente de
suma As.

2093. (Criterio de Cauchy para la convergencia de series). Sea .~ Tn
una serie en un espacio normado F. Demostrar que
a) Si >,~o%n es convergente, entonces para todo € > 0 existe nimero
natural ng tal que si m > n > ng se verifica |41 4+ -+ + Zm|| < e
b) Si E es de Banach, el reciproco es cierto.

2094. Una serie ), .,y en un espacio normado E se dice que es absolu-
tamente convergente si, y solo si Y, <o ||n|| s convergente. Demostrar que
si ) ,>0n €s una serie absolutamente convergente en un espacio de Banach
E, entonces
a) > ,>0Tn €s convergente.

) || z02a| € Tsollwall

2095. Dada una serie ), . =, en un espacio normado E, un esquema de
asociacién de términos en paquetes finitos viene dada por

(@14 2pm) + (Tprr + -+ ) o

endonde 1 < p(1) < p(2) < v(3) < ...,y ¢(n) es nimero natural para todo
n. Si ), <, T, es serie con suma s € E, demostrar que cualquier esquema
de asociacién de términos en paquetes finitos aplicada a dicha serie da lugar
a una nueva serie con la misma suma s.
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613. Normas equivalentes

2096. Demostrar que dos normas || || y || ||* de un espacio espacio vectorial
FE son equivalentes, si y sélo si existen constantes reales a > 0y b > 0 tales
que

allz] < [lz[* < bl

para todo z € F.
2097. Se consideran las normas de K" (K =R o K = C):

2]l = max {|z1], ..., |znl}
2l =l + - -+ |zn -

2 2
lelly = /21 + - + Janl%

en donde x = (x1,...,zy,). Demostrar que

Izl < ll2ll, < 2P il (0 =1,2)

y concluir que la tres normas son equivalentes.

614. Normas no equivalentes

2098. a) Demostrar que en el espacio vectorial real C[0, 1] de las funciones
continuas de [0, 1] en R las normas

1
umz/umwa|ww=wpwm
0 t€[0,1]

no son equivalentes.
(b) Sea (E, || ||) un espacio vectorial normado de dimensién infinita. Demos-
trar que existen en E al menos dos normas no equivalentes.

615. Propiedades topoldgicas en los espacios nor-
mados

2099. Sean E y F espacios normados. Se dice que la aplicacion f : F — F
es Lipschitziana si existe una constante k > 0 tal que

1 () = FW)ll < k= =yl

para todo z,y € E. Demostrar que toda aplicaciéon Lipschitziana es unifor-
memente continua.
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2100. Sean E un espacio normado. Designemos por B(a,r) la bola abierta
de centro a € E y radio r > 0, y por Bla, r] la correspondiente bola cerrada.
(a) Demostrar que T': B(0,1) — B(a,r), T(z) = a 4+ rz es homeomorfismo,
siendo ademés T'y T~ lipschitzianas.

(b) La misma cuestién considerando bolas cerradas.

2101. Sea (F,d) un espacio métrico y B(a,r) una bola abierta de centro
a € F yradior > 0.
(a) Demostrar que B(a,r) C Bla,r|. Es decir, la adherencia de una bola
abierta estd contendida en la bola cerrada.
(b) Demostrar que no siempre B(a,r) = Bla,r].

2102. Demostrar que en todo espacio normado la adherencia de una bola
abierta es la bola cerrada del mismo centro y radio.

2103. Sea E un espacio normado. Demostrar que ningiin subespacio vec-
torial propio de E tiene puntos interiores.

2104. Sea E # {0} un espacio normado. Demostrar que E no es compacto.

2105. Sea E un espacio normado. Demostrar que toda bola (abierta o
cerrada), es un conjunto convexo.

2106. Demostrar que todo espacio normado F es conexo por arcos (en
consecuencia, es COnexo).

616. Aplicaciones lineales continuas entre espacios
normados

2107. Sean E y F' espacios normados y f : F — F lineal. Demostrar que
si f es continua en un puntto a € F, entonces es uniformemente continua
en F.

2108. Sean E y F espacios normados y T : ' — F una aplicacién lineal.
Demostrar que

T es continua < T esta acotada en B(0,1).

3. Sea T : E — F una aplicacién lineal entre los espacios normados E y F.
Demostrar que 1" no estd acotada en todo E salvo si T' = 0.

2109. Sea T : E — F una aplicacion lineal entre los espacios normados
E y F. Demostrar que T no esta acotada en todo E salvo si T = 0.

2110. Sea T : E — F una aplicacion lineal entre los espacios normados E
y F. Demostrar que: T es continua < T es acotada en cada A C E acotado.
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2111. Sea T : F — F una aplicaciéon lineal entre los espacios normados
E y F. Demostrar que: T" es continua < existe K > 0 real tal que ||T'(z)|| <
K ||z|| para todo x € E.

617. Una aplicacién lineal discontinua

2112. Se considera el espacio vectorial E = C![0, 1] de las funciones reales
de clase 1 definidas en [0, 1] con la norma || f[| = sup,¢jo 17 [f(2)] . Demostrar
que la aplicacion

T:E—R, T(f)=/(0)

es lineal pero no continua.

618. Espacios normados de dimension finita

2113. Demostrar que todos los espacios normados (E, || || ;) de dimensién
finita dada n sobre el cuerpo K (K =R o K = C), son homeomorfos.

2114. Sean E y F espacios normados sobre K con E de dimensién finita.
Demostrar que toda aplicacion lineal T': E — F' es continua.

2115. Sea FE espacio vectorial sobre K de dimensién finita. Demostrar que
todas las normas que se pueden definir en E son equivalentes.

619. Teorema de Riesz

2116. Demostrar el teorema de Riesz:
Sea E un espacio normado. Entonces, son equivalentes:
(a) E es de dimensién finita.
(b) La bola cerrada unidad es compacta.
(¢) Los conjuntos compactos de E son exactamente los cerrados y acotados.
(d) E es localmente compacto.

620. Norma de una aplicacion lineal y continua

2117. Sean E y F dos espacios normados y 7' : £ — F una aplicacién
lineal y continua. Sabemos que en tal caso existe K > 0 tal que ||T(x)] <
K ||z|| para todo z € E. En consecuencia el conjunto

{I!T(fv)H
||

:er,m#O}
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estda acotado por K. Ello implica que tal conjunto tiene supremo finito.
Definimos la norma de T' y se representa por ||T']| a:

7] — sup 1T

Demostrar que ||| = supj, =1 | T(u)] -

2118. Demostrar que |T(x)|| < ||T|| ||z]| para todo x € E.

2119. Sean E, F,G espacios normados y T : E — F, U : F' — G lineales
y continuas. Demostrar que ||U o T|| < |U| ||T| -

2120. Sean E y F espacios normados y denotemos por L(E, F') al espacio
vectorial de las aplicaciones lineales y continuas entre £ y F. Demostrar que
la aplicacién T' — ||T'|| es una norma en L(E, F).

2121. Sean E y F espacios normados. Demostrar que si F' es de Banach
entonces L(F, F') también es de Banach.

621. Diferenciabilidad entre espacios de Banach

2122. Sean E y F espacios de Banach, ambos sobre el cuerpo K con
K=RoK=C. Sea A C E abiertoy xg € A. Sea f: A — F una aplicacién
continua en zg. Se dice que f es diferenciable en xg si y sélo si existe una
aplicacién lineal A : E — F tal que:

o 170+ 1) = F(w) = )|

=0.
h—0 Rl

1. Interpretar geométricamente la definicién anterior.

2. Demostrar que si f es diferenciable en xg, la aplicacion lineal A es tnica.
Si f es diferenciable en xq, a la tnica aplicacién lineal A : E — F' de la que
habla la definicién se la llama diferencial (o derivada) de f en zg y se la
representa por f’(xg) o bien por Df(x¢).

3. Demostrar que si f es diferenciable en z entonces f'(xg) : E — F es
continua.

Nota. Como consecuencia, f'(xg) pertenece al espacio de Banach L(E,F)
de las aplicaciones lineales y continuas de E en F.

622. Ciriterio de Dirichlet para la convergencia de
series

2123. Sea (\y,) una sucesiéon mondtona y acotada de nimeros reales y (s;,)
una sucesiéon acotada de vectores de un espacio normado E. Sea u, = (A, —
An+1)Un. Demostrar que la serie Zzg uy es absolutamente convergente.
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2124. Demostrar el criterio de Dirichlet para la convergencia de series:
Sea E un espacio de Banach. Consideremos la serie Zzg Zp, en donde:
(a) n = Apyn con A\, € R e y,, € E para todo n.

(b) (An) es mondtona con limite 0.
(c) Las sumas parciales de la serie > y,, estdn acotadas.
Entonces, la serie Z:g Ty es convergente.

2125. Usando el criterio de Dirichlet, demostrar que la siguiente serie es
convergente
f sen (nm/2)

n
n=1

2126. Demostrar el criterio de Leibniz para series alternadas a partir del
criterio de Dirichlet.

623. Criterio de Abel para la convergencia de se-
ries

2127. Sea (\,) una sucesiéon mondtona y acotada de nimeros reales y (s;,)
una sucesion acotada de vectores de un espacio normado E. Sea u, = (A, —
An+t1)Un. Demostrar que la serie Z:i‘i u, es absolutamente convergente.

2128. Demostrar el criterio de Abel para la convergencia de series:
Sea E un espacio de Banach. Consideremos la serie Y x,, en donde:
(@) n = Apyn con A\, € R e y,, € E para todo n.

(b) (An) es mondtona y acotada.
(c) La serie 3.1 y,, es convergente.
Entonces, la serie Z:l“xi T, es convergente.

2129. Usando el criterio de Abel demostrar que es convergente la serie
P
n? (1+ )"

n=1

624. Espacio de funciones completo y no compacto

2130. Sea E = C(I,I) el espacio de las funciones continuas de I = [0, 1]
en I con la distancia

d(f,g) = méx{|f(z) — g(x)| : @ € I}.

a) Demostrar que F es completo.
b) Demostrar que E no es compacto.
c¢) Encontrar un elemento de E que tenga un tinico punto fijo.
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625. Espacio de Banach con la norma del supremo

2131. Sea I = [a,b] intervalo cerrado de la recta real y E = C(I) el
espacio vectorial sobre K (K = R o K = C) de las funciones continuas
f:I—-K
a) Demostrar que ||f|| = sup{|f(z)|: 2 € I} es una norma en FE.

b) Demostrar que (F, || ||) es espacio de Banach.

626. Espacio de Banach ['(N)

2132. Sea ['(N) el conjunto de las sucesiones z = (x,,)$° con términos en
K (K =R o C), tales que >, |zy,| es finito.
a) Demostrar que [!(N) es espacio vectorial con las operaciones habituales
suma y producto por un escalar.

o
b) Demostrar que ||z||; = Z |z, define una norma en I*(N).

n=1
¢) Demostrar que (I*(N),]| [|;) es de Banach.

627. Espacios [,

Designamos por K al cuerpo de los nimeros reales o complejos indistin-
tamente. Sabemos que en el espacio vectorial K" y para todo p € [1,400)
se definen la normas

n 1/p
], = (Z |a;k|1’> Nz = (21,...,2,) € K",
k=1

y también la norma |z||,, = méx{|z1],...,|zs|}. Generalizaremos estos
conceptos a K.

2133. Sea KN el espacio vectorial de las sucesiones en K con las operacio-
nes habituales. Para cada p € [1,+00) se define el subconjunto de K":

+oo
Iy = {x = (z) e KV Z |z |P < +oo}.
k=1
Demostrar que I, es subespacio vectorial de KN y que [zll, = (30025 JwlP) e
es una norma en [,.
2134. Demostrar que [, es espacio de Banach para todo p € [1,400).

2135. Demostrar que para todo p € [1,4+00) la dimensién de [, es infinita.
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2136. Demostrar que para 1 < p < g < +oo se verifica l,, C I, con I, # [,.
Es decir [, se agranda de manera estricta al aumentar p.

2137. Se define el subconjunto de KN :
loo = {x = (z1) € KN : sup{|zs| : k e N} < —|—oo}

es decir, [, estd formado por las sucesiones en K acotadas. Demostrar que [
es subespacio vectorial de KN de dimensién infinita y que ||z, = sup{|zx| :
k € N} es una norma en /.

2138. Demostrar que l, C lo con l, # lo para todo p € [1,4+00).

2139. Demostrar que [, es espacio de Banach.

628. Suma > -, (I — A)* en un espacio de matrices

2140. Sea K el cuerpo de los reales o los complejos, y || || una norma
matricial en el espacio vectorial E = K™*" de las matrices cuadradas de
orden n con coeficientes en K. Sea A € K"*" tal que ||[A — I|| < 1. Demostrar
que la serie Y 7% (I — A)* es absolutamente convergente y que

i([ — Ak =471

k=0
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Analisis complejo

629. Proyeccion estereografica

2141. Se llama esfera de Riemann a la esfera
S = {(x1,29,23) €R®: 27 + 23 + 23 =1}.
Sea Coo = CU {00} el pano complejo ampliado. Definimos la aplicacién:

dlx+iy) =M si z+iyeC

9:Co0 =5, {¢(oo) ~(0,0,1).

en donde M es el punto (distinto del (0,0,1)) en el que la recta de R? que
pasa por (z,y,0) y (0,0,1) corta a la esfera. A la aplicacién ¢ se la llama
proyeccion estereogrdfica.

Demostrar que las ecuaciones de la proyeccién estereografica son

2z 2y |2]P-1
224+ 17 |22+ 17 |2)2+ 1

qb(:n—l—z'y):( >siz::v~|—iye(C.

2142. Demostrar que las ecuaciones de la inversa de la proyeccién este-
reografica son
r1 + x2t

qb_l(xl,xg,xg) =— si (x1,29,23) #(0,0,1).
xr3 — 1

2143. Definimos en C la distancia (llamada distancia cordal) de la for-
ma:

doo(z,w) = da(¢(2),0(w)), VzVw € C,

399
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en donde dy representa la distancia euclidea en R3. Demostrar que:

2|z — w| .
doo(z, W) = si z,weC,
> V1422 1+ [w]?
2 .
doo(z,00) = ——= si z€C.

V1+|z[?

630. Derivada compleja

2144. Si f(z) = 22, hallar f/(z) usando la definicién de derivada.

2145. Si f(z) = 23, hallar f/(z) usando la definicién de derivada.

1
2146. Si f(z) = —, hallar f/(z) para todo z real no nulo, usando la defi-
z

nicién de derivada.
2147. Demostrar que la funcién f(z) = Z no es derivable en z = 0.

2148. Demostrar que si f es derivable en un punto z, entonces es continua
en z.

2149. Calcular las derivadas de las funciones complejas

a+ bz 3z+5
) = 1 i . X3 e — .
(i) f(2) s (a,b, ¢, d constantes complejas). (ii) g(x) 143

d
2150. Calcular d—(z3 + 522 +1)8.
z

631. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

2151. Demostrar que la funcién f(z) = AZ con A # 0 constante real no es
derivable en ningtin punto de C.

2152. Determinar los puntos del plano complejo para los cuales es deri-
vable la funcién f(z) = |z| Rez.

2153. Demostrar que si f(z) = e* entonces f'(z) = e* para todo z del
plano complejo.
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Capitulo 37. Andlisis complejo 401

632. Funcion exponencial compleja

2154. Demostrar que para todo 21,20 € C se verifica e*le*2 = e*11?2 y
el /e?2 = e 732,
xX

2155. Demostrar que para todo z € C, k € Z se verifica |e*| = e* y

6z+2k7ri — 7.

2156. Determinar los valores de z € C para los cuales

633. Funciones trigonométricas complejas

2157. Demostrar que las funciones seno y coseno complejos son una ge-
neralizacién de las correspondientes seno y coseno reales.

2158. Demostrar las relaciones

2z:l,

1+ tan® z = sec? Z,

1+ cot? z = csc? 2.

sen? 2 -+ cos

2159. Demostrar las relaciones

sen(—z) = —senz, cos(—z)=cosz, tan(—z)= —tanz.

2160. Demostrar las relaciones

a) sen(z; £ z9) = sen zj cos z2 % COS 21 sen 2,
b) cos(z1 & 2z2) = cos 21 COS 23 F sen z1 sen 2,
tan z1 & tan zo

1 Ftanz; tanzg

¢) tan(zy & 29) =

2161. (a) Determinar las partes real e imaginaria de las funciones sen z

y €OS 2.
(b) Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, determinar las derivadas de

Sen z y cos z.

2162. Determinar el dominio de la funcién f(z) = tan z.

1 d 1

d
2163. Demostrar que: (a) a(tan z) = PR (b) %(CO‘C z) = T sen? 2

d d
2164. Hallar i(CSC 2)y a(sec 2).
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634. Funciones hiperbdlicas complejas

2165. Demostrar las relaciones
cosh? z — senh? z = 1,
1 — tanh? z = sech? z,
coth? z — 1 = csch? 2.

2166. Demostrar las relaciones

senh(—z) = —senhz, cosh(—z)=cosz, tanh(—z)= —tanhz.
2167. Demostrar las relaciones
a) senh(z; & 2z9) = senh zj cosh zy £ cosh 21 senh zy,

b) cosh(z; £ z2) = cosh z1 cosh zy £ senh z; senh 29,

tanh 21 £ tanh 29
tanh(z; £ = .
¢) tanh(zi £ 2) 1 & tanh z; tanh 29

2168. (a) Determinar las partes real e imaginaria de las funciones senh z
y cosh z.
(b) Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, determinar las derivadas de
senh z y cosh z.

2169. Demostrar que

a tanh z = sech? z, a coth z = — csch? z.
dz dz

2170. Calcular: (a) dicsch z. (b) disech z.
z z

635. Logaritmo complejo

2171. Demostrar que z = 0 no tiene logaritmos y que si z # 0 entonces
log z = log |z| +iarg z,
en donde arg z representa el conjunto de los argumento de z.

2172. Interpretar log z como una aplicacién de C\ {0} en un grupo cocien-
te determinado por un subgrupo del grupo aditivo de los nimeros complejos.

2173. Demostrar que la aplicacién logaritmo es un homomordismo entre
el grupo multiplicativo C \ {0} y el grupo aditivo C/i27Z.
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2174. Determinar los logaritmos principales de los nimeros:

1 3
V3+i, —4, —2—{1, 3i, 9, V3—i.

2175. Sea 2 un subconjunto abierto de C que no contiene al origen y
¢ : © — C una funcién continua que satisface e¥(*) = z para todo z € Q.
Demostrar que ¢ es derivable en ) y ademds ¢'(z) = 1/z para todo z € Q.

2176. Demostrar que la rama principal de log es derivable en C\ {z € R :
1
x < 0} siendo log’(2) = ~ para todo z € C\ {z e R: 2 < 0}.
z

2177. Demostrar que si existe una determinacién ¢(z) de logz en un
abierto conexo D C C que no contiene al origen, cualquier otra determina-
cién es de la forma ¢(z) + 2kwi con k € Z. Reciprocamente, ¢(z) + 2kmi con
k € Z, es una determinacién de log z.

636. Funciones armonicas
2178. Analizar si son armoénicas las funciones:

a) f(x,y) =2e"cosy. b)g(x,y) = arctan 2.
x

2179. Analizar si son armoénicas las funciones:
a) f(z,y) =log(z® +y?). b) g(x,y) = ax® + 2bxy + cy”.
2180. Sea A C C abierto y f : A — C analitica. Demostrar que las

funciones partes real e imaginaria de f son funciones armoénicas en A.

637. Funciéon armonica conjugada

2181. Comprobar que la funcién v = 3x%y + 222 — 3 — 2y? es arménica
en R? y determinar su arménica conjugada v para expresar f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) como funcién holomorfa de z en C.

638. Principio del médulo maximo

2182. Sea el disco unidad D = {z € C : |2|] < 1} y sea f una funcién
holomorfa en I, continua en D y no constante. Analizar cuales de cada una
de las siguientes situaciones es posible
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a) |[f| <3enDy f(0) = -3.

b [f|<3enDy f(1) =3

O 11 <3en Dy f0) = (1+1)

d) f(1/2) =4y si 22 +y? = 1, entonces f(z +iy) =3

2183. Sean aq,...,a, puntos de la circunferencia unidad |z| = 1. Demos-
trar que existe un z de dicha circunferencia tal que el producto de distancias
de z a los a; es al menos 1.

639. Lema de Schwartz

2184. Demostrar el lema de Schwarz:
Sea D el disco unidad |z| < 1. Sea f : D — C holomorfa tal que f(0) =0y
|f(2)| <1 para todo z € D. Entonces,
i) Se verifica |f(z)| < |z| para todo z € D.
i1) Si para zg € D no nulo se verifica |f(z0)| = |20/, existe A € C con |A| =1
tal que f(z) = Az para todo z € D.

2185. Sea f holomorfa en D tal que f(0) = 0y |f(2)] < |z+ 3/2| para
todo z € D.
i) Demostrar que |f(1/2)] < 1.
i1) Determinar todas las funciones f para las cuales |f(1/2)| = 1.

640. Foérmulas integrales de Cauchy

2186. Calcular (a)/ S (b)/ —
|

=32 —2 2=12—2
6 %1
2187. Calcular (a) /: %dz. (b) /: %dz.
|z|=1 |z|=2
2z
2188. Calcular/ o Z,dz, si C es
C T

(a) La circunferencia |z — 1| = 4. (b) La elipse |z — 2| + |z + 2| = 6.

641. Teorema fundamental del algebra

2189. (a) Demostrar el teorema fundamental del Algebra:
Todo polinomio

p(2) = an2" + an_ 12" 4.+ a1z + ap € C2]
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conn > 1y a, # 0 tiene al menos una raiz compleja.
(b) Demostrar que todo polinomio
p(2) = anz" 4 an_12" 1+ .. .a1z + ag € C[2]
conn > 1y a, # 0 se puede expresar en la forma
p(2) =an(z —21)(z — 22) ... (2 — 2p)

en donde z1, 23, . . ., 2, son nimeros complejos repetidos o no.

642. Ceros de las funciones analiticas

2190. Hallar los ceros de la funcién f(z) = 2* + 422 y determinar sus
6rdenes.

2191. Hallar los ceros de f(z) = 14-cos z y determinar sus multiplicidades.

28

2192. Hallar el orden del cero zp = 0 para la funcién f(z) = ———.
z —sinz

2193. Hallar los ceros de la funcién f(z) = (2% + 1)3 sinh z determinando
sus 6rdenes.

2194. Determinar los ceros en C de las funciones seno y coseno complejos.

643. Series complejas: conceptos basicos

2195. (Condicién necesaria para la convergencia de una serie). Demostrar

+0o0
que si la serie compleja E Uy, es convergente, entonces lim w, = 0.
1 n—-+00
n=

2196. (Serie geométrica). Se considera la serie geométrica

—+o00
Zz”: 1+z+224+284+.- (z€0).
n=0

Demostrar que

a) Es convergente si, y sélo si |z] < 1.

b) Si es convergente, su suma es S = 1 .
— 2z
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+00 +0o0
2197. (Algebra de series). Supongamos que las series Z Up Y Z Uy, SON
n=1 n=1
convergentes de sumas respectivas U y V. Demostrar que
+o0
a) La serie suma Z(un + vp,) es convergente con suma U + V.
n=1
+o0o
b) Para todo A € C, la serie Z Au, es convergente con suma AU.
n=1

2198. Hallar la suma de la series

DS 0B B0 )

n=0 n=0 n=0

2199. Sea u, = u,, + iu] el término general de una serie (u,,,u], € R).
(1) Demostrar que para que la serie de término general u, sea convergente,
es necesario y suficiente que las series de término general u, y ul lo sean.
(17) Demostrar ademas, si S, S’ y S” representan las sumas de estas tres
series, se verifica S = 8’ + 5",

2200. (Criterio de Cauchy para la convergencia de series). Sea uj + ug +
...+ up + ... una serie de ntimeros complejos. Demostrar que para que sea
convergente es necesario y suficiente que se cumpla la siguiente condicién:
Para todo € > 0 existe un nimero natural N tal que

n>m>N = Uy + Unt1 + -+ up| <e

644. Series complejas: criterios de la raiz y del co-
ciente

2201. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergen-
te.

2202. Demostrar que no toda serie convergente es absolutamente conver-
gente.

2203. Demostrar el criterio de la raiz:
Sea uy + ug + -+ + up + - -+ una serie compleja. Supongamos que {/|uy|
tiene limite L. Entonces:
i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente.
i1) Si L > 1, la serie es divergente.
ii1) Si L = 1, el criterio no decide.
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2204. Demostrar el criterio del cociente:
Sea uj +ug + -+ -+ u, + - - - una serie compleja. Supongamos que |Up41/uy|
tiene limite L. Entonces:
i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente.
i1) Si L > 1, la serie es divergente.
i7i) Si L = 1, el criterio no decide.

2205. Estudiar la convergencia absoluta de las series:
+o00 ~+00 +0o0

1417)"n sen in 1
DIy 5 9 o

n=1 n=1 n=1

2206. Estudiar las regiones de convergencia absoluta de las series

“+o00 “+o00

1 n2"
a) Zm. b) ;(z_?ﬂ)%

n=1
Nota. No se pide analizar los casos dudosos.

2207. Estudiar las regiones de convergencia absoluta de las series
+oo “+00
a) Z Vne ™. b) Znem.
n=1 n=1
Nota. No se pide analizar los casos dudosos.

645. Series complejas enteras, radio de convergen-
cia

2208. Sea la serie entera compleja Z a,z". Demostrar que si converge
n>0
para z = zp # 0, entonces converge para todo z tal que |z| < |zo|.

2209. Sea la serie entera compleja Z a,z". Demostrar que existe un tni-
n>0
co p € [0, +o0] tal que:
i) Si |z| < p la serie es absolutamente convergente.
i1) Si |z| > p la serie es divergente.
A p se le llama radio de convergencia de la serie entera dada, y al circulo
abierto |z| < p, circulo o disco de convergencia.

2210. Generalizar el resultado del problema anterior para la serie entera

compleja Z an(z — 20)".
n>0
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2211. Hallar los radios de convergencia de las series enteras o de potencias

a) :Zjemzn. b) f <1ii)n

n=0

2212. Hallar el radio de convergencia de la serie de potencias

(- 1)
Z n22n :

n=0

646. Foérmula de Cauchy-Hadamard

2213. Demostrar el teorema de Cauchy-Hadamard:
+o0o

Sea la serie entera compleja g a,z" y p suradio de convergencia. Entonces

n=0

1
= = limsup |an|"".

P n—+00

2214. Usando la formula de Caucy-Hadamard hallar el radio de conver-
gencia de la serie

+oo 1 2n 1 2n+1
Z anz", agm = |z aoms1 = [ =
n ) n 2 ) n-+ 3 .

n=1

647. Desarrollo en serie de Laurent

2215. Desarrollar en serie de Laurent la funcién f(z) = en poten-

32 —7

clas enteras de z.
(44+1d)z+3i—8

2216. Desarrollar en serie de Laurent la funcién f(z) =

22+2—-6
en potencias enteras de z.
2217. Desarrollar f(z) = ﬁ en una corona abierta de centro
z z
zZ20 — —2.
€2Z
2218. Desarrollar f(z) = o1 en una corona abierta de centro zp = 1.
z J—
2219. Desarrollar f(z) = o2 en un entorno de zy = oo.
Z —_
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2220. Determinar los diferentes desarrollos en serie de Laurent de la fun-
cién )

&)= ey

648. Suma de series por residuos

2221. Sea N entero no negativo y 'y el cuadrado de vértices

<N+;> (1+4), (N+;> (1—14),
<N+ ;) (=1 +1), <N+ ;) (=1 —4).

Demostrar que existe M > 0 tal que |cot mz| < M para todo z € T'y.

2222. Sea f(z) analitica en todo el plano complejo salvo en un nimero
finito de polos z1, z9,..., 2z, ninguno de los cuales es un nimero entero.
Supongamos ademas que existen H > 0y k > 1 tales que

H
1f(2)] < oF para |z| suficientemente grande.

+oo m
Demostrar que Z f(n) = —WZRes 2=z, (f(2) cotmz).
—00 j=1

—+oco
2223. Calcular la suma de la serie Z

5— 5 con (a € R—7Z).
f—n?—a
+oo
2224. Calcular la suma de la serie Z b con (a € R—17).
o nd _ g4
+00 2 +o0 4
1 7'(' 1 s
2225. D t —=—- (b — = —.
emostrar que (a) nz:l 3G (b) nz:l 1790

2226. Sea f(z) analitica en todo el plano complejo salvo en un ndmero
finito de polos z1, 29,..., 2y, ninguno de los cuales es un nimero entero.
Supongamos ademds que existen H > 0y k > 1 tales que |f(z)| < H/|z|*
para |z| suficientemente grande. Con estas hipdtesis, se demuestra que

+oo m
S ()" f(n) = —1 > Res oy, (f(2) csemz).
— p

Z*” (="
Usando este resultado, hallar 7T o2
n’+a

(a > 0).
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649. Teorema de Rouché

2227. Hallar el niimero de ceros de F(2) = 2% —42° + 22 — 1 en |2] < 1.

2228. Aplicando el teorema de Rouché, hallar el nimero de soluciones de
las siguientes ecuaciones en los dominios que se indican.
1)2* =323 —1=0en |z]| < 2.
2) 234+ z+1=0en |z| <1/2.

2229. Hallar el ntimero de soluciones de la ecuacién 4z* — 2922 + 25 = 0
en 2 < |z| < 3.

650. Familia de funciones armonicas

2230. Hallar todas las funciones arménicas de la forma w = f(z? + y?).

651. Polinomio de Hurwitz

2231. Sea p(z) € Clz]. Se dice que p(z) es un polinomio de Hurwitz si
todos sus ceros tienen parte real negativa. Demostrar que si p(z) es un
polinomio de Hurwitz, también lo es p/(z).

652. Funciones holomorfas f con Re f+Im f =1

2232. Encontrar todas las funciones holomorfas f(z), z € C que satisfa-
cen la condicién a Re f(z) + b Im f(z) = 1 siendo a, b constantes reales no
simultdneamente nulas.

653. Integral fT z2 dz sobre una curva de Jordan

2233. Sean a,b y c tres puntos no alineados del plano complejo. Calcular

la integral
/22 dz,
T

siendo T' el borde del tridngulo determinado por los puntos anteriores y
recorrido en el sentido positivo. Generalizar el resultado obtenido al caso en
el que se sustituya en la integral anterior el tridngulo T por una curva de
Jordan T
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654. Integral f0+oo(cos x/ cosh x) dx por residuos

2234. Calcular aplicando la técnica de residuos la integral real impropia

T cosz
dx.
o coshx

1z

Sugerencia: integrar f(z) = a lo largo de un cierto rectangulo.

cosh z

655. Funcion holomorfa biperiédica

2235. Sea f una funcién holomorfa en C salvo por una cantidad finita de
polos y que verifica

VzeC f(z+1)=f(2), f(z+1) = f(2).

Diremos que f es doblemente periddica de periodos 1 e i. Consideremos
un paralelogramo de vértices zo+1%, zo, z0+1, zp+1+i cuyo borde llamamos
I' siendo zg € C un punto cualquiera pero tal que f no tiene ningin poloenI'.

1. Calcular/f(z) dz.

r
2. Estudiar si g(z) = f'(2)/f(z) es doblemente periédica, y en caso afir-
mativo determinar sus periodos. Suponiendo que f no tiene ceros sobre I,

calcular [.(f'(2)/f(z)) dz.

3. Si f tiene m polos en C, hallar el nimero de raices de la ecuacién f(z).

656. Principio del argumento: ceros en Re(z) > 0

2236. Usando el principio del argumento, calcular el nimero de ceros de
la funcién
f)=2+21 423821

en el semiplano Re (z) > 0.

657. Una integral con residuo en el punto del in-
finito

lcular la i I T = 2 ds
2237. Calcular la integral: I = s 1258 1
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658. Teorema de Pitagoras por series complejas

2238. Usando los desarrollos en serie de potencias, demostrar el teorema
de Pitagoras trigonométrico en C, es decir

2

sen 2z +cos?z=1, VzeC.

659. Ecuacién funcional f(2z) = w

2239. Determinar todas las funciones enteras f que satisfacen la ecuacién
funcional compleja

£(22) = W VzeC

660. Desarrollo de Laurent segiin parametros

2240. Se considera la funcién compleja de variable compleja:

_ 22 —1
T2+ (A2 1Dz + A

f(2) (A e Q).

(a) Hallar y clasificar sus singularidades segin los diferentes valores del
parametro complejo A.

(b) Para cada valor de A € C hallar los diferentes desarrollos en serie de
Laurent de f(z) en potencias de z y especificar sus respectivos dominios de
validez.

(c) Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién real de variable real
definida en [0, 27] :

sint
t) = 0<a<).
w(t) 1+ a2 —2acost (0<a<l)
Indicacion: la serie de Fourier es
+oo 1 2 )
Z cne™ con ¢, = — o(t)e™ dt.
2

Relacionar esta serie con algin desarrollo de Laurent de f(z).
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661. Recurrente compleja por serie de potencias

2241. (a) Los términos de una sucesién (a,) de nimeros complejos satis-
facen la relacién de recurrencia de segundo orden 4a,+2 + 4a,4+1 + a, = 0.
Encontrar una acotacién de la forma |a,| < M K™.

(b) Demostrar que la serie de potencias f(z) = Y 7 a,2z" tiene su radio de
convergencia no nulo.

(c¢) Resolver la ecuacién en diferencias 4an42 + 4ap4+1 + an, = 4 con ag =
1, a] = —1.

Indicacién. Multiplicar por 2”12 ambos miembros de la ecuacién en diferen-
cias finitas y despejar f(z). Después, desarrollar f(z) en serie de potencias.

+

662. Familia de racionales complejas

2242. Para cada nimero real ¢ con |t| < 1 se considera la funcién compleja

definida por )
4—z
1= T2

y se pide:
(a) Descomponer f(z) en fracciones simples.
(b) Obtener la expresién de las derivadas sucesivas en z = 0 de la funcién
1(2).
(c) Demostrar que el coeficiente T,,(t) de z™ en el desarrollo en serie de
Taylor en z = 0 de f(z) es un polinomio de grado n en t y que se cumple la
relacién de recurrencia

4T 11 — 4tTn(t) + Tnfl(t) =0.

663. Funcion holomorfa: representacion integral

2243. Se considera la funcién compleja definida mediante la representa-

cién integral
+oo 9
f(z) = / e dt.
0

(a) Comprobar que la funcién estd bien definida en el semiplano de los
nimeros complejos con parte real estrictamente positiva y calcular el valor
f(2) cuando z es un nimero real positivo.

(b) Aceptando que la funcién f es holomorfa en ese semiplano, determinar

el valor de la integral
+oo 9
/ e~ cost? dt.
0
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664. Integral f0+oo rdr/((1+2)"—(1—2)") por resi-
duos

2244. a) Para cada valor de n entero positivo calcular todas las raices
reales o complejas de la ecuacién (1 + 2)" = (1 — 2)".
b) Para cada valor de n entero positivo, determinar y clasificar las singula-
ridades de la funcién compleja:

f(z) =

Atz —(1—z)m

c¢) Aplicando la técnica de residuos, calcular la siguiente integral real, de-
terminando previamente los valores de n (entero positivo) para los cuales es

convergente:
/+°° x dx
o (A+z)m—(1-—2)

665. Una aplicacion de las desigualdades de Cauchy

2245. Sea f(z) = Y.,°,a,2z" una funcién entera (holomorfa en todo el
plano complejo), tal que a, > 0, > >° ja, = 1 y ademas satisface la des-
igualdad |f(z)| < = para todo x > 0. Se pide:

(a) Calcular f(0) y f(1).

(b) Demostrar que |f(z)| < |z| para todo z € C.

(c) Demostrar que f(z) = z para todo z € C. Indicacién: utilizar las des-
igualdades de Cauchy para las derivadas de f.

666. Un problema de Dirichlet

2246. Se considera una funcién compleja f(z) holomorfa en el semiplano
Im z > 0y tal que |z[P|f(z)] < M en dicho semiplano con p > 0, M >0
constantes. Se pide:

(a) Para cada zp € C: Im zp < 0 calcular la integral compleja curvilinea

f(2)
/rR (z — 20)(2 — 20) te

siendo I' el circuito formado por la circunferencia z(t) = Re® con t € [0, 7]
y el segmento rectilineo [—R, R], recorrido en sentido positivo.
(b) Si f(2) = u(z,y) +iv(z,y) con y > 0, calcular

/+OO _ult0)

oo (t—2)2+ 92
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(c) Aplicando el apartado anterior a la funcién f(z) = 1/(z + i), resolver el
siguiente problema de Dirichlet en el semiplano y > 0 : Hallar una funcién

u(z,y) con y > 0 tal que Au =0, u(x,0) = R
x

667. Integrales de Fresnel

2247. Se sabe que las integrales de Fresnel:
+00 +o0
I = / cosz? dx, I,= / senz? dx,
0 0

son convergentes. Calcular su valor.
NZ3
5

“+o0o
L . . 22
Indicacion: usar la integral de Euler, es decir / e’ dx =
0

668. Limite de promedios en un poligono regular

2248. (a) Siendo n un entero positivo, determinar la expresién de la suma
sinz 4 sin2z 4 ... 4 sinnz.

(b) Se considera un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia
de radio 1. Determinar el promedio de las distancias de un vértice fijo del
poligono a los vértices restantes. Calcular el valor limite de esos promedios
cuando el nimero de lados crece indefinidamente.

(c) Determinar el valor de la integral

1 2T )
= o[ -
™ Jo

Justificar la relacién del resultado obtenido con el resultado del apartado
anterior.

669. Foérmula integral de Cauchy y matriz expo-
nencial

2249. La férmula integral de Cauchy se puede generalizar a matrices de
la siguiente manera

f) = = / F) T — M)V de,
Y

2
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donde « es la circunferencia |z| = 7, I es la matriz identidad y todos los
autovalores de zI — M estan en el interior de .
(a) Calcular las integrales complejas

Il(t):/ ze” dz Ig(t):/ b dz e R, e <1).

jel=r 2%+ 17 af=r 2% + 12

(b) Si A es la matriz A = (_1 9

2 5> , calcular f(tA) = et4,

670. Polinomio de Lagrange-Sylvester, represen-
tacion integral

2250. (a) Comprobar que cualquiera que sea la funcién f(z) holomorfa
en los puntos de I' y en su interior, la funcién definida mediante

_ L [ f©) p©)—pr(z)
S e

es un polinomio en z cuyo grado se determinara.

(b) Supédngase que a es un cero del polinomio p(z). Determinar el valor de
la funcién ¢(z) en a.

(c) Supdngase que a es un cero del polinomio p(z) de multiplicidad v. De-
terminar los valores que toman en el punto a las funciones derivadas o*)
parak=1,2,...,v—1.

£

671. Transformado de un polinomio complejo

2251. Para cada polinomio complejo p(z) se define el nuevo polinomio

en donde Z es el conjugado de z.

1) Si p(z) es un polinomio de grado n > 1, expresar las raices de p*(z) en
términos de las raices de p(z).

2) Sea p(z) = 1 + z. Determinar la regién del plano complejo en el que se
p(2)
p(z)
3) Sea p(z) un polinomio complejo de grado n > 1 que satisface las dos
condiciones siguientes:

transforma el semiplano Re(z) > 0 mediante la transformacién w =

a) La imagen del semiplano Re(z) > 0 bajo la transformacién w =
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estd contenida en el circulo unidad |w| < 1.
b) p(z) y p*(z) no tienen raices comunes.

Determinar la parte real de las raices de p(z).

4) Sea p(z) un polinomio complejo de grado n > 1 cuyas raices z1, 22, ..., 2,
satisfacen Re(z;) < 0 (k = 1,...,n). Decidir razonadamente si la siguiente
implicacién es verdadera o falsa:

Re(z) >0 = |p(z)| > |p*(2)].

672. Area de una imagen del circulo unidad

2252. 1. Se considera en el plano complejo una curva de Jordan I' con
orientacién positiva. Expresar el drea de la regién interior a dicha curva en
términos de la integral compleja curvilinea fr w dw.

2. Calcular el drea de la imagen del circulo unidad |z| < 1 bajo la transfor-
maciéon w = z (z — %z) .

3. Sea f(z) = :fo cp 2™ una funciéon holomorfa e inyectiva del plano com-
plejo que contiene al circulo unidad. Expresar el drea de la imagen bajo f
del circulo unidad en términos de los coeficientes ¢,,.

673. Relacion entre dos integrales por residuos

2253. Para cada entero positivo n se considera la funcién racional

(14 221

fn(z) = 1+ 22n

(a) Calcular los residuos de f,, en sus puntos singulares.
(b) Empleando la férmula de los residuos de Cauchy, deducir el valor de las
integrales

+o0
I, = /0 fn(x) dz.

(c) Aplicar el resultado anterior al calculo de las integrales

Ip = /01 fn(x) d.
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674. Una integral trigonométrica en [0, 7]

2254. Se considera la funcion compleja definida por

“+n

f(z) = Z cpzt.

k=—n

2m N2
(a) Obtener la expresién de la integral / f <629> ’ df en términos de los
0

coeficientes ¢, de la funcién f.
(b) Aplicar el resultado anterior al calculo de las integrales

T/ 2
/ <S“".12”9) a9 (n=1,2,...).
0 sin 6

675. Integral fOZWL?’t dt

1—2a cost+a?

2255. Calcular la integral

27
I(a) = / cos 3t &t
0

1 —2acost + a?

para todos los posibles valores del parametro real a.

676. Funcion entera y polinomio

2256. Sea p(z) un polinomio complejo y f(z) una funcién entera de varia-
ble compleja. Se considera una curva de Jordan I' sobre la que no se anula
el polinomio p(z). Deducir la expresién de la integral

P'(2)
/Ff(z) o) dz.

mediante los valores de la funcién f(z) en los ceros del polinomio.

677. Integral [\ 2" dz/(2*"+! + 1)

2257. (a) Determinar y clasificar las singularidades de la funcién compleja
de variable compleja f(z), siendo n un entero positivo. Hallar el valor del
residuo en dichas singularidades.

n

T Al

f(z)
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(b) Aplicando la técnica de residuos calcular la integral real impropia:

+oo "
——— dz.
/0 PR RS I R

Indicacion: utilizar como camino de integracién el borde de un sector ade-
cuado.

678. Parte principal de 1/sin’z en 7 < |2| < 27

“+oo
2258. Sea Z cnz" el desarrollo de Laurent de f(z) =
n=-—00
rona 7 < |z| < 27. Obtener todos los coeficientes ¢,, para n < 0.
Sugerencia. Se puede expresar ¢, mediante una integral. Demostrar previa-
mente que:

—— en la co-
sin” z

Zm
Res,—=0 —5— =0m1 (m >0).
sin® z

en donde 0y, 1 es delta de Kronecker.

679. Integral de (logz)3dz/z en un arco de circun-
ferencia

i log? 2

2259. Calcular la integral I = / dz en |z| = 1.
1

680. Extremos absolutos del médulo de una fun-
ciéon compleja
2260. Determinar los valores maximo y minimo absolutos de ‘Z2n+m +iaz™t™ 4 ™

en |z| <1 cona € Ry n,m enteros no negativos.

681. Integral compleja dependiente de dos parame-
tros

2261. Sea
I, (R, \) :/ (Z)" eMdz
¥

R
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420 682 Serie de Taylor segtin divisiéon en potencias crecientes

donde n € Z, A € C y 4g es la circunferencia C (im,R), R >0y R # w si
n < 0.
(a) Demostrar la férmula

2 n
In(R,A):/ ( R, —m> eMdz
YR Z — T

(b) Calcular I (R, \) usando la férmula integral de Cauchy (generalizada).
(c) Demostrar que I,, (R,\) =0 cuandon <0y R > 7.

(d) Calcular I_q (R, \) para R < 7 y particularizar el resultado para R =
/2y A=4/3.

682. Serie de Taylor segin division en potencias
crecientes

2262. Se considera la funcién de variable compleja

2,2

(z) = (sin2 z) cosz

(a) Hallar sus singularidades.

(b) Demostrar que z = 0 es singularidad evitable de f.

(c) Determinar el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de z = 0 hasta
orden 2 inclusive. (Sugerencia. Usar divisién segun potencias crecientes).
(d) Determinar el radio de convergencia de la serie de Taylor de f centrada
en el origen.

683. Teorema de Casorati-Weierstrass: singulari-
dades de 1/f

2263. Sea U C C abiertoy f : U\ {a} — C analitica, con singularidad
esencial en a y que no se anula en : U \ {a}.
(a) Usando el teorema de Casorati-Weierstrass, estudiar el tipo de singula-
ridad que presnta 1/f en a.
(b) Verificar el resultado anterior para la funcién f(z) = e
desarrollos en serie de Laurent en una corona de centro 0.

/2 mediante

684. Funciones holomorfas en un disco

2264. Determinar todas las funciones holomorfas en el disco

D(1,1)={z€C:|z—-1]| <1}
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y que satisfacen en tal disco la condicién

n 1
e .
f<n+1> 2n2 +2n+1 vneN (1)

685. Singularidades y residuos de f(z) = sinz

23422—2-1
2265. Se considera la funcion

sin z
2B422—z2-1

f(z)
Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

el/z

z—1

686. Singularidades y residuos de f(z) =

2266. Se considera la funcion

Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

687. Singularidad y residuo en el origen de f(z) =

1
2+22—2cosh z

2267. Usando desarrollo en serie de Laurent, clasificar la singularidad en
el origen de la funcién

1
2422 —2coshz

f(z)

y hallar su residuo en tal punto.

27 do
688. Integral [;" ——{—0>p

2268. Demostrar que para a, b, ¢ reales positivos con a? > b%>+¢? se verifica

j/Qﬂ d9 B 2t
o a-+bcosh+csinh /g2 —p2 — 2
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Capitulo 38

Ecuaciones diferenciales

689. Concepto de ecuaciéon diferencial ordinaria

2269. Averiguar si las funciones que se dan son soluciones de la ecuacion
diferencial correspondiente
a) zy' = 2y, funcién y = 5z2.

1
b) y" = x? + 2, funcién y = .

2270. Comprobar que y = C1eM?% + Cpe?® es solucién general de la ecua-
cién diferencial
Y — (M + A2)z + My =0,

y encontrar dos soluciones particulares.

2271. Demostrar que y = Ccos2z + Cysen2x es solucién general de
la ecuacién diferencial y” + 4y = 0. Encontrar la solucién particular que
satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y'(0) = 6.

2272. Demostrar que y = log(zy) es solucién de la ecuacién diferencial
(xy —2)y" + ()’ +yy' — 2y = 0.

2273. Demostrar que f : (0. + c0) = R, f(z) = logx es solucién de la
ecuacién diferencial zy” + 3" = 0.
1
2274. Demostrar quey = ———
x4 —1
tervalo I = (—1, 1), pero no en ningun intervalo que contenga estrictamente
al.

es una solucién de 3’ +2xy? = 0 en el in-

2275. Demostrar que y = Cx + 2C? es solucién general de la ecuacién de
la ecuacién diferencial ' +2(y')? —y = 0. ;Es y = —22/8 solucién singular?

423



424 690 Construccién de ecuaciones diferenciales

2276. Demostrar que la curva para la cual la pendiente de la recta tan-
gente en cualquier punto es proporcional a la abscisa del punto de contacto,
es una parabola.

690. Construccion de ecuaciones diferenciales

Recordemos que para una familia de curvas que dependen de n constantes
¢(‘Tﬂy7 C17 .. 7Cn) == 07

se puede formar la ecuacion diferencial cuya solucién general es la fami-

lia de curvas dada derivando n veces y eliminando C1,Cy,...,C, entre las
relaciones )
do d“¢ d“¢
=0, —=0, —=0,..., —— =0
¢ " dx " dx? ’ T dan

2277. Formar la ecuacion diferencial de las siguientes familias de curvas
a)y=Cz. b)y=Cycos2x+ Cysen2zx.

2278. Encontrar la ecuacién diferencial de las siguientes familias de curvas
a)x? +y? =C. b)y=C1e® + Coe™22.

2279. Formar la ecuacién diferencial de todas las rectas no verticales del
plano.

2280. Formar la ecuacién diferencial de todas las parabolas del plano
XOY con eje vertical.

2281. Hallar la ecuacién diferencial de las pardbolas del plano de la forma
y = Cx?.

691. Ecuacién diferencial de variables separadas

Recordamos que se dice que la ecuacién P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 es de
variables separadas, si es de la forma

Pi(2) P2 (y)dz + Q1(2)Q2(y)dy = 0.
Si la ecuacidn es de variables separadas, dividiendo entre Pa(y)Q1(z) :

Pi(x) Q2(y)
Qo)™ T Py ™

=0.

Integrando,

Pi(z) 4 Q2(y)

Qi(2) Py(y)

lo cual proporciona una solucién general de la ecuacién diferencial.

=C,
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2282. Hallar la solucion general de la ecuacién diferencial
z(y? — 1)dz — y(x? — 1)dy = 0.

2283. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial (1 + e®)yy’ = e* que
satisface la condicién inicial y(0) = 1.

2

2284. Resolver la ecuacién (22 — )y’ = 3% + .

2285. Determinar la ecuacién de una curva que pasa por el punto (0,4) y
que la pendiente de la recta tangente en cada uno de sus puntos es igual a
la ordenada del punto aumentada en 5 unidades.

2286. Resolver la ecuacién diferencial 2’ = x + — con la condicién inicial

x
z(0) =a (a > 0). Escribir la solucién en forma explicita y hallar su intervalo
de continuidad.

692. Ecuacién diferencial homogénea
2287. Demostrar que si la ecuacion Pdz + Qdy = 0 es homogénea, enton-
ces la sustitucién y = vz la transforma en una de variables separadas.
2288. Resolver la ecuacién diferencial (22 — y?)dz + 2xydy = 0.
2289. Resolver la ecuacién diferencial (dey/x — :L’) Yy +2x+y=0.

693. Ecuacidon diferencial con coeficientes lineales

2290. Sea la ecuacion con coeficientes lineales
(ax + by + c)dx + (a'z + 'y + )dy = 0.

Demostrar que si los coeficientes de dx y dy representan rectas secantes en
el punto (h, k), entonces la sustitucion x = h+ X, y = k + Y transforma
la ecuacién en una homogénea, y que si representan rectas paralelas, la
sustitucion z = ax + by la transforma en una de variables separadas.

4o — 7
2291. Resolver la ecuacién diferencial ¢’ = &
2 4+y—1
2292. Resolver la ecuacién diferencial

(22 —4y+5)y +2 -2y +3=0.

2293. Proporcionar un método para resolver ecuaciones de la forma:

, ar +by +c
a'x+by+c
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694. FEcuacion diferencial exacta

Recordamos que la ecuacién P(z,y)dzr + Q(z.y)dy se llama diferencial
exacta si se verifica la relacién Py = Q.. Ademads, supongamos que P(z,y),
Q(x,y) son continuas, asi como sus derivadas parciales P, y ), en un recinto
D simplemente conexo del plano y se verifica P, = @, en D. En estas
hipétesis, se sabe que existe una funcién u = u(x,y) (Unica salvo constante
aditiva) tal que se verifica en D :

du = ugdr + uy = Pdx + Qdy.
Entonces, la solucion general de la ecuacion diferencial exacta Pdr+Qdy = 0
es u(z,y) = C.
2294. Resolver la ecuacion diferencial (322 +6xy?)dz+(62%y+4y®)dy = 0.

2295. Resolver la ecuacién diferencial

2y(x — 1)

log(y? + 1
og(y+1) de + S

dy = 0.

2296. Resolver la ecuacién diferencial (22 + y? + 2x) dx + 2zy dy = 0.

695. Factores integrantes

Supongamos que la ecuacién Pdzx 4+ QQdy = 0 no es diferencial exacta. Si
u = p(x,y) es una funcién tal que pPdx + pQdy = 0 es diferencial exacta,
decimos que p es un factor integrante de la ecuacién dada. La condicion
para que pu = u(x,y) sea factor integrante de la ecuacién Pdz + Qdy = 0 es

o(uP) _ 9(nQ)
oy oxr '

o de manera equivalente

o
0y

Esta ultima ecuacion diferencial en derivadas parciales serd en principio mas
dificil de resolver que la ecuacion inicial dada, sin embargo es posible hallar
factores integrantes cuando conocemos a priori una forma particular de la
funcion p.

oP Oy 8Q
P+,U/aiy—% +,u87.

2297. Se considera la ecuacién diferencial Pdx + Qdy = 0.
(a) Determinar la relacién que se ha de cumplir para que la ecuacién tenga
un factor integrante p = p(x) que dependa exclusivamente de x.
(b) Aplicacion: resolver la ecuacién diferencial (1 —zy)dz + (zy — 2%)dy = 0.
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2298. Se considera la ecuacion diferencial Pdx + Qdy = 0.
(a) Determinar la relacién que se ha de cumplir para que la ecuacién tenga
un factor integrante p = u(y) que dependa exclusivamente de y.

(b) Aplicacién: resolver la ecuacién diferencial Yz + (y® — logz)dy = 0.
x

2299. Se considera la ecuacién diferencial Pdx + Qdy = 0.
(a) Determinar la relacién que se ha de cumplir para que la ecuacién tenga
un factor integrante p = u(y? — x?) que dependa de y? — 2.
(b) Aplicacién: hallar un factor integrante de la ecuacién

(z + 92 + 1)dz — 2zydy = 0.

2300. Se considera la ecuacién diferencial Pdx + QQdy = 0. Determinar la
relacién que se ha de cumplir para que la ecuacion tenga un factor integrante
p = pu(z +y?) que dependa exclusivamente de x + y2.

2301. Se considera la ecuacion diferencial Pdx + Qdy = 0.
(a) Determinar la relacién que se ha de cumplir para que la ecuacién tenga
un factor integrante p = p(2% 4 y?) que dependa exclusivamente de 22 4 3.
(b) Aplicacién: resolver la ecuacién diferencial xdx +ydy +x(zdy —ydx) = 0.

696. Ecuacidn diferencial lineal

2302. Demostrar que la solucién general de la ecuacién diferencial lineal
y' +py=qes
yefpdm - qefpdmd:v =C.

2303. Resolver la ecuacién y' = ytanz + cos z.

2304. Resolver la ecuacion lineal 3/ + 2xy = 2we~".

2305. Usando el método de variacion de las constantes, resolver la ecua-
‘,1:2

cién lineal y' 4 2zy = 2xe™

d 1
2306. Resolver la ecuacién Y _ .
dr  xcosy+ sen2y

2307. Demostrar que la soluciéon general de la ecuacién lineal completa
Yy + py = ¢ se obtiene sumando a una solucién particular todas las de la
homogénea.

2308. Resolver la ecuacién 2zy’ — y = 322,
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2309. Usando el método de variacién de las constantes, resolver la ecua-
cion lineal

d 20 +1
e + y=e 2
dx
2310. Demostrar que si g1 e ys son soluciones particulares de la ecuacién
lineal 3’ + py = ¢, entonces su solucién general es

Yy—Y% _ C.
Y2 — U
2311. Resolver la ecuacién diferencial
, 2tx _
3+12
con la condicién inicial #(0) = 0. Escribir la solucién en forma explicita e

indicar su intervalo maximo de continuidad.
(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

697. Ecuacion diferencial de Bernoulli

2312. Resolver la ecuacién diferencial 1y’ = y + 2232

2313. Demostrar que la ecuacién de Bernoulli se reduce a una ecuacién
lineal mediante la sustitucién v = y'=".

2314. Resolver la ecuacién diferencial 23y’ = 222y + 1.

698. Ecuacion diferencial de Riccati

2315. Resolver la ecuacién y' +zy? — (222 +1)y+ 23+ 2 —1 = 0, sabiendo
que tiene la solucién particular y; = x.

2316. Se considera la ecuacién de Riccati:
1 1
v =v--y—-
x x
(a) Encontrar una solucién de la forma y = 2™ con m real.
(b) Encontrar la solucién particular y = y(x) que verifica y(1) = 2.
2317. Demostrar que si y; es una solucién particular de la ecuacién de
1
Riccati ¢/ = py? + qy + r, entonces la sustitucién y = y; + — la trasforma en
v
lineal.

2318. Hallar una solucién de la ecuacién diferencial (x2y?+1)dz+222dy =
0, de la forma y = a/x.
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699. Cambios de variable

2319. Demostrar que sustitucién z = ax + by transforma la ecuacién 3’ =
f(ax + by + ¢), en una de variables separadas.

2320. Demostrar que la expresién zdzr + ydy, se transforma mediante la
sustitucién u = 2% + y? en du/2.

2321. Efectuar una adecuada sustitucion que transforme la siguiente ecua-
cién en una de variables separadas

(xy + 1)dx + 2x(2zy — 1)dy = 0.

2322. Efectuar el cambio de variable y = v — x para transformar la ecua-
cién (z + y)dx + dy = 0 en una de variables separadas, e integrarla.

2323. a) Demostrar que toda ecuacién del tipo zy’ —y = f(x)g(y/x) se
transforma en una de variables separadas mediante la sustituciéon y = vz.
b) Aplicacién: resolver la ecuacién diferencial

yQ—ZEQ

x4 —1"

xy —y =2

2324. Demostrar que la expresién zdy — ydzx, se transforma mediante la
sustitucién v = x/y en —x?dv/v? y mediante v = y/x en x?dv.

700. Ecuacion diferencial con paso a polares

2325. (a) Expresar zdx + ydy y xdy — ydx en coordenadas polares.
(b) Como aplicacién, resolver la ecuacién

(@® + y*) (xdz + ydy) + (2 + y* — 22 + 2y).

701. Maquina quitanieves

2326. Una méiquina quitanieves desplaza un volumen de V (m3/ hora),
barriendo una anchura a (m) de la carretera. Su velocidad cuando avanza
por la carretera varia segun la cantidad de nieve precipitada para mantener
V' constante en el tiempo. Nieva regularmente, de manera que la altura de
nieve crece a razén de r (m/hora). Despues de empezar a nevar, la méquina
empieza la limpieza de la carretera en t = 0 (horas). Se pide:
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(a) Plantear la ecuacién diferencial que satisface la longitud de carretera
z(t) (Km) limpiada por la maquina. Determinar la solucién.

(b) En la primera hora de trabajo, la maquina ha limpiado 2 Km de carretera
y en la segunda hora ha avanzado 1 Km mds. Si la maquina empezé la
limpieza a las 12 h del mediodia, determinar en qué momento empezd a
nevar.

702. Lineal, Bernoulli y Riccati

2327. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales, escribiendo
en cada caso la solucién forma explicita, y su intervalo de continuidad.

t
a)m’—1+t2x+t,m(0):2.
t
b)x’——lftg 122, 2(0) = 1/2.
t—1t3 t3
= —t2?, z(0) = 1.
c) x 4(1—|—t2)+1+t2$ x*, z(0)

Indicacion: la ecuacion tiene una solucién particular constante.

703. Cociente de factores integrantes

2328. Demostrar que si p1 y p2 son factores integrantes de la ecuacién
diferencial

Pdz+Qdy =0 (1)

entonces 22 = C' con C' constante es solucién de (1).
M1

704. Factor integrante de la forma u = u(xy?)
2329. (a) Demostrar que la ecuacién diferencial
xdy + ydz + (32°y*)dy = 0 (E)
tiene un factor integrante de la forma p = pu(zy?) y calcularlo.
(b) Verificar que la ecuacién obtenida al multiplicar la ecuacién (E) por pu,

es una ecuacién diferencial exacta.
(c) Resolver la ecuacién (E).
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705. Ecuacion de Verhulst

A la ecuacion diferencial

ap =7rP <1 — P>

dt K
se la llama ecuacidn de Verhulst. P es la variable depenciente (poblacién),
t la independiente (tiempo), r es el coeficiente de la razén de crecimiento
de la poblacién (pardmetro) y K la capacidad de carga del sistema (limi-
tes territoriales y de recursos que tienen las poblaciones para poder seguir
creciendo).

Esta ecuacion fue publicada por primera vez por el matemético belga
Pierre Francois Verhulst en 1838 y modeliza crecimiento de poblaciones, pro-
pagacion de enfermedades epidémicas, difusién en redes sociales, economia,
etc.

2330. Demostrar que la solucion de la ecuacion de Verhulst con la condi-
cién inicial P(0) = Py es

i KP()eTt
K+ Py(ert—1)

P(t)

2331. Demostrar que cuando el tiempo aumenta indefinidamente, la po-
blacién tiende a la capacidad de carga.

706. Ley de absorciéon de Lambert

2332. La ley de absorcién de Lambert asegura que la tasa de absorcién de
luz relativa a una profundidad x de un material translicido es proporcional
a la intensidad I en tal profuncidad x. Es decir,

dI .,
e —kI (Ley de absorcién de Lambert).
x
Supongamos que la intensidad I a una profundidad de 30 pies es 4/9 de la
intensidad en la superficie. Encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies.

707. Diferencial exacta por simplificacion

2333. Resolver la ecuacion diferencial (zy+ylogy)dx + (zy+xlog z)dy =
0.
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Transformadas de Laplace

708.

2334.

2335.

2336.

2337.

2338.

709.

2339.

Concepto de transformada de Laplace

Calcular la transformada de Laplace de f(t) = 1.

Calcular L{t}.

Calcular la transformada de Laplace de f(t) = e®.

Calcular L{senbt}.

S

Demostrar que L{cosbt} = ool
s

Funciones de orden exponencial

Una funcién f : (0,4+00) — R se dice que es de orden exponencial

si, y solo si existen o € R, g > 0, M > 0 tales que

If(t)] < Me™ sit > t.

Demostrar que toda funcién acotada es de orden exponencial.

2340.

2341.

2342.
nencial.

2343.

Demostrar que sen bt y cos bt son de orden exponencial.
Demostrar que f(t) = e sen bt es de orden exponencial.

Demostrar que f(t) = t" con n entero positivo, es de orden expo-

Demostrar que f(t) = et no es de orden exponencial.

433
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710. Existencia y linealidad de la transformada de
Laplace

2344. Demostrar el teorema de existencia de la transformada de Laplace:
Sea f : (0,400) — R una funcién continua a trozos en todo intervalo [0, ]
con b > 0, y de orden exponencial, es decir existen a € R, tog > 0, M > 0
tales que

|f(t)] < Me™ sit > tg.

+o0
Entonces, existe L{f(t)} = F(s) = / e St f(t) dt para s > a.
0

2345. Demostrar el teorema de linealidad de la transformada de Laplace:
Sean f y g dos funciones para las que existe la transformada de Laplace y
A, 1 € R. Entonces

LN + pgt = AL{f} + pL{g}.

2346. Usando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace,
hallar £{sen? bt}.

711. Transformada de Laplace de las derivadas

2347. Sea f :[0,400) — R una funcién continua y de orden exponencial
e®. Sea f' continua a trozos en todo intervalo [0, b]. Demostrar que existe
L{f'(t)} para todo s > a y ademés

L{F O} = sL{f (1)} — £(0).

Nota. En general se verifica:

Sea f : [0,+00) — R una funcién con derivadas continuas hasta orden n — 1
y todas ellas de orden exponencial e*. Sea f(" continua a trozos en todo
intervalo [0, b]. Entonces, existe £{f(™(t)} para todo s > o y ademds

L{FM D)} = s"L{ )} =" F(0) = "2 f1(0) =" f7(0) — .. £ 7D(0).

2b2

2348. Sabiendo que L{sen?bt} = 5(s? 1 4b%)

, hallar £{sen bt cos bt}.

2
2349. Sabiendo que L{t*} = = hallar £{t1}.

24
2350. Sabiendo que L{t*} = & hallar £{t%}.
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712. Propiedades de traslacién

2351. Demostrar la primera propiedad de traslacién de las transformadas
de Laplace:
Supongamos que f es una funcién tal que existe F'(s) = L{f(t)} para s > .
Entonces, se verifica

L{e"f(t)} = F(s—a) si s>a+a.

2352. Demostrar la segunda propiedad de traslacion de las transformadas
de Laplace:
Sea f : (0,400) — R una funcién continua a trozos en todo intervalo [0, b]
y de orden exponencial e*. Sea L{f(t)} = F(s), s > a y definamos para
a>0:
0 si 0<t<a
g(t):{f(t—a) si t>a.

Entonces, L{g(t)} = e *F(s).

2
2353. Sabiendo que L{t*} = F(s) = — si s > 0, hallar L{e*#*}.
s

2354. Sabiendo que L{sent} = F(s) = si s > 0, hallar £{e® sent}.

s2+1
2355. Hallar £{g(t)}, siendo

/0 sio 0<t<m/2
9(t) = {cost st t>w/2.

713. Derivadas de las transformadas de Laplace

2356. Sea f : (0,400) — R una funcién continua a trozos en todo inter-
valo [0, b] y de orden exponencial e*. Demostrar que si L{f(t)} = F(s) para
s > a, se verifica

LI ()} = (—1)"%1?(3) dis>a

2357. Calcular £{t?sen bt}.

2358. Calcular L£{t%e%}.
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714. Transformada inversa de Laplace

2359. Calcular £* { 5 5 } .
s“+9

2360. Demostrar la propiedad de linealidad para la trasformada inversa
de Laplace.
1

2361. Hallar la transformada inversa de Laplace de F(s) = m————.
s2+4s+9

2s
2362. lcul B
Calcular £ {(8—2)(52+4)}
2363. Hallar la transformada de Laplace de la funcién

1 si 0<t<2
gt)=43 si t=2
1 si t>2.

Concluir que la trasformada inversa de Laplace de una funcién, no es unica.

252 — 4
2364. Calcular £} .
364. Calcular £ {(s+1)(s—2)(3—3)}

715. Convolucién de dos funciones

2365. Demostrar que la convolucién es conmutativa.

1
2366. Usando la convolucién, hallar £71¢{ ———— 4.
s(s2+1)

716. Aplicaciéon a la resolucion de ecuaciones

2367. Resolver la ecuacién 2’ — 2z = €%,  z(0) = 3.
2368. Resolver la ecuacién

2" =52 +4r =4, x(0)=0, 2'(0)=2.
2369. Resolver la ecuacién

2"+ 2 =¢€, 2(0)=2'(0) =2"(0) = 0.
2370. Resolver el problema de valor inicial

r' =6z — 3y + 8¢’ z(0) = —1
y' =21 +y + 4et, y(0) = 0.

2371. Resolver la ecuacién ' — 2z = .
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717. Cambio de escala

2372. Sea f:(0,400) — R una funcién continua a trozos en todo inter-
valo y de orden exponencial. Supongamos que L{f(t)} = F(s). Demostrar
que

L{f(at)} = %F (2). >0

A esta propiedad se la llama propiedad del cambio de escala.

718. Transformada de una integral

2373. Transformada de Laplace de la integral. Sea f : (0,400) — R una
funcién continua a trozos en todo intervalo y de orden exponencial. Demos-
trar que

t F(s
£U0) = Pl = £ [ f) dup = 222

S

719. Relaciéon con la funccion I’

I'(g+1)

2374. Sea ¢ > —1 numero real. Demostrar que L£{t?} =

, 8>0.

720. Funcion unitaria de Heaviside

2375. Se llama funcién escala unitaria o funcion unitaria de Heaviside, a

la funcién
0 si t<a

u(t_“):{1 si t>a
Calcular L{U(t —a)}.

2376. Se define para ¢ > 0 la funcién

fe(t)z{l(/f 51 0<t<e

si t>¢€

(a) Calcular L{fc(t)}.
(b) Caleular lim £{f(t)}.
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Capitulo 40

Miscelanea de ecuaciones
diferenciales

721. Trayectorias ortogonales y oblicuas

2377. Determinar las trayectorias ortogonales de:
(a) La familia de parabolas y = az?.
(b) La familia de circunferencias z2 + y? — 2ax = 0.

2378. Hallar la familia de trayectorias oblicuas que corta a la familia de
rectas y = ax formando un dngulo de /4.

722. FEcuacion de Clairaut

2379. Se llama ecuacion de Clairaut a toda ecuacién de la forma
y=yaz+f(y).
Denotando p = 9/ la ecuacién de queda en la forma
y=px+ f(p). (¥
Demostrar que una solucién general de la ecuacién de Clairaut es y = Cx +
f(©).
2380. Demostrar que
x=—f'(p)
y=—pf'(p) + f(p)

son las ecuaciones paramétricas de una solucion singular de la ecuacion de
Clairaut, y que es ademas la tnica solucién singular.

2381. Resolver la ecuacién y = 3z + ﬁ/.
Yy

439
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723. Ecuacion de Lagrange

2382. Se llama ecuacién diferencial de Lagrange (o de D’Alembert), a toda
ecuacién de la forma y = zg(y') + f(y'). Denotando p = ¥/, la ecuacién se
escribe en la forma

y==zg(p)+ f(p)- (%)

Nota. Para g(p) = p obtenemos la ecuacién de Clairaut.

Demostrar que derivando respecto de x la ecuacion de Lagrange, obtenemos
una ecuacion lineal en x como funcién de p. Concluir que la solucién general
de la ecuacién de Lagrange se puede expresar en la forma

x=z(p,C)
y=z(p,C)g(p) + f(p)

con p parametro.

2383. Hallar la solucién general en forma implicita de la ecuacién

2384. Hallar la solucién general de la ecuacién

y = 2zy’ +logy .

724. EDO lin. homog. con coef. const.

Recordamos algunas definiciones y resultados tedricos:
Definicion. Se llama ecuacién diferencial lineal real ordinaria con coeficientes
constantes y de orden n a toda ecuacién de la forma:

2™+ a,_12Y 4+ asa” + a12’ + agz = 0, (1)

en donde a; (1 =0,1,...,n — 1) son constantes reales y x = z(t) es funcién
real de la variable real ¢.

Teorema. (a) El conjunto S de las funciones z; R — R que son soluciones de
la ecuacién diferencial (1) tiene estructura de espacio vectorial real con las
operaciones usuales. (b) dim S = n.

Nota. Como consecuencia, encontrando una base B = {z1(t),...,zn(t)} de
S tendremos resuelta la ecuacién pues todas las soluciones de (1) vendrén
expresadas en la forma

z(t) = Crz1(t) + ... + Crhan(t) (Ch,...,Cph €R).
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Definicion. Se llama ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial (1) a
la ecuacion algebraica

AN 4 AN a2 N+ ag = 0.

Método. Se demuestra que se obtiene una base del espacio de las soluciones
de una ecuacion diferencial lineal real homogénea de coeficientes constantes,
eligiendo funciones de las siguiente manera:

(a) Por cada raiz real simple A de la ecuacién caracteristica elegimos la
funcién e,

(b) Por cada raiz real A de multiplicidad k£ de la ecuacién caracteristica

elegimos las funciones

MM 2N i

(c) Por cada rafz compleja a+bi simple de la ecuacién caracteristica elegimos
las funciones
e cosbt , e sin bt.

(d) Por cada raiz compleja a + bi de multiplicidad k& de la ecuacién carac-
teristica elegimos las funciones

e cosbt ,te™ cosbt ,t2cosbt . ..., t*e™ cosbt,
y las funciones
e sinbt , te®sinbt ,t>sinbt . ..., t*"Le sin bt.

Nota. Como la ecuacién caracteristica tiene coeficientes reales por cada raiz
compleja a+ bi, aparece su conjugada a — bi. Por esta conjugada no elegimos
ninguna funcion.

2385. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial 2"’ —2x" — 32’ =
0.

2386. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial "’ + 22" + 2’ =
0. Hallar la solucién particular que cumple z(0) = 4, 2/(0) = 2,2”(0) = —7.

2387. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial x + 42" +
13z’ = 0.

2388. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial
2@ +4204) 4 82" + 82/ + 4z = 0.

2389. Encontrar una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficien-
tes constantes que tenga las soluciones: coshtsint, sinhtcost, .
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725. EDO lin. no homog, con coef. const.

Recordamos los siguientes resultados teoricos:
Teorema. Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria lineal, no homogénea,
con coeficientes reales constantes y de orden n:

2™ 4 an, 2™ Y 4 aa +agz =b(t), (1)

en donde t es la variable independiente, z la dependiente y b(t) representa
una funcién continua de R en R. La correspondiente ecuacion homogénea
asociada es por tanto

2™ +a, 12V + .+ a2’ + agz = 0. (2)

Entonces, todas las soluciones de la ecuacién completa (1) se obtienen su-
mando a una solucién particular de esta todas las de la homogénea (2).
Teorema (Método de seleccién de soluciones particulares). Si b(f) es una
funcién de la forma

b(t) = e (Py(t) cos Bt + Qu(t) sin Bt) . (3)

con Py, @, polinomios de grados k,r respectivamente, y «, 8 € R, entonces,
una solucion particular de la ecuacién (1) es de la forma:

zp(t) = toe™ (Pd(t) cos Bt + Qq(t) sin Bt) ,

en donde:

(1) Pd, Qd son polinomios con coeficientes indeterminados ambos de grado
d=méax {k,r}.

(17) s es el orden de multiplicidad de o+ i como raiz de la ecuacién carac-
teristica A\ 4+ ap 1 A" P+ ... +a A+ ag = 0.

2390. Hallar la solucién general de la ecuacién
2" =2 v —x =12+t
2391. Hallar la solucién general de la ecuacién
g — 2" = 12* + 6t.
2392. Hallar la solucién general de la ecuacién
x” — 62" + 9z = 25€’ sint.

2393. Resolver la ecuacién diferencial 2” + 2 = sin? ¢, con las condiciones
iniciales z(0) = 0, 2'(0) = 1.
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726. Ecuacion diferencial equivalente a un sistema

2394. Se considera la ecuacién diferencial lineal real de coeficientes cons-
tantes
(n) (n—1) / —
" 4+ ap_1x +...+a1x +apx =0.
(a) Transformarla en un sistema diferencial de primer orden.
(b) Usando el apartado anterior, resolver el problema de valor inicial

2" — 2" -8z +12x =0, z(0) =0, 2/(0) =1, 2”(0) = —2.

727. Ecuacion de Euler

2395. Se llama ecuacién de Euler a toda ecuacion de la forma
ant"z™ + ap_1t" 12D 44 oagtd + apx = 0,

en donde a; son nimeros reales con a, # 0 y x es funcién de t.

Demostrar que el cambio de variable independiente de z(t) a x(u) definido
por t = expu transforma la ecuacién de Euler t?z” + atx’ + bz = 0 en una
ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes constantes.

2396. Resolver la ecuacién 22" + 2tx’ — 2z =0 con x(1) = 0, 2/(1) = 1.

2397. Resolver la ecuacién de Euler t?z” + 2tz’ — 22 = 0 del problema
anterior ensayando soluciones de la forma z(t) = t*.

728. Independencia funcional

Recordamos las siguientes definiciones:
Definicion. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado de la recta real, K el cuerpo
RoC,y
V={v:I1-K:vec()},

el espacio vectorial sobre K de las funciones v con derivada continua en I.
Sea el espacio vectorial producto V™ con m entero positivo. Es decir, cada
vector de V™ es una n-upla de funciones de V.

Definicién. Se dice que los vectores v', v?, ..., vP de V™ son funcionalmente

independientes, si

flvl—|—f2v2—|—-~—|—fpvp:Oconfl,fg,...,fpEV
=fi=fi=...=f=0.

En caso contrario, se dice que son funcionalmente dependientes.
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2

2398. Demostrar que si v!,v?, ..., v” son funcionalmente independientes,

también son linealmente independientes.

2399. Demostrar que

et 0 1
0 t2 t2
1 _ 2 3 _
v = _1 N v = 0 s v = e t
et -1 0

son linealmente independientes en [0, 1], pero funcionalmente dependientes.

729. Calculo de la matriz exponencial

2 1 1
2400. Hallar !4, siendo A= |1 2 1
11 2
[2 6 —15
2401. Hallar !4, siendo A= [1 1 -5
1 2 —6
(3 -1
tA _
2402. Hallar e**, siendo A = 13 -3

730. Matriz exponencial e inversa de [ +tA

1 0 1 0

. . 0 -1 0 -1

2403. Se considera la matriz A = 1 0 —1 0
0 -1 0 1

(a) Calcular e'4.

(b) Calcular (I +tA)~!.

731. Tres propiedades de la matriz exponencial

t4 — ¢tB para todo t entonces es A = B.

tA eg simétrica

2404. (a) Demostrar que si e
(b) Demostrar que si A es simétrica (A7 = A) entonces e
para todo t. Enunciar el reciproco y estudiar su validez.

(c) Demostrar que si A es antisimétrica (A7 = —A)) entonces e es orto-
gonal (MT = M~') para todo t. Enunciar el reciproco y estudiar su validez.

tA
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732. Forma de Jordan asociada a una ecuacion di-
ferencial

2405. 1.- Escribir la solucién general de la ecuacién diferencial
2® —62™ + 122" — 8z = 0.

2.- Escribir justificadamente la forma de Jordan J de la matriz

0 1 0 0 0 0]
00 1 000
00 0 100
A=1o0 0 01 0
00 0 001
8 0 —12 0 6 0]

733. Sist. dif. lin. homog. con coefs. const.

Recordemos el siguiente teorema: sea el sistema diferencial lineal ho-
mogéneo con coeficientes constantes:

T = anxy + ...+ anZn
S =

/
Ty = Apl1T1 + ... + AGpnTn
que se puede expresar matricialmente en la forma X’ = AX en donde:

/
1 Xy ailr ... Qin

n apl ... Qpp

Entonces, dados tg € R y Xg € R", existe solucién unica de S que satisface
X (ty) = Xo. Dicha solucién es X (t) = elt—t0)A X

Resolver los siguientes sistemas diferenciales:

m’1:2w1+x2+x3 x1(1)21
2406. xh, =x1 4+ 2x9+ 23  con la condicién inicial x2(1) =0
xh =1 + 9 + 23 x3(1) =3
[ ) 2 6 —15] [x1
2407. zh| =1 1 =5 |x2
2 12 —6] |as
[z 3 —1] [z R P (1)) 2
2408. y =113 _3 Y con la condicidn inicial y(0) =1y
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734. Sist. dif. lin. no homog. con coefs. const.
Recordemos el siguiente teorema: sea el sistema diferencial lineal no ho-

mogéneo con coeficientes constantes X’ = AX + b(t) en donde A € R"*" y

b: R — R” es una funcién continua. Entonces, dado tyg € Ry Xy € R", exis-

te una tunica solucién del sistema cumpliendo X (tp) = Xj. Dicha solucién
es

t
X(t) = eltt0)AX, —i—/ et=9)4p(s) ds. (1)

to
2409. Resolver el sistema diferencial:
, 401 0
x= 1) [
.. 1
con la condicién X (0) = [0} .

2410. Resolver el sistema diferencial:

con la condicién X (0) = | 1

735. Soluciones acotadas de un sistema diferencial

2411. Dado el sistema diferencial X'(t) = AX () con

6 -1 4
A=| 8 -2 4],
—4 1 -2

calcula el conjunto de condiciones iniciales (zo, yo, z0)! que dan lugar a so-
luciones acotadas.
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736. Polinomio de Taylor de una solucién de una
EDO

2412. Calcular el polinomio de Taylor de cuarto grado (centrado en el
origen) de la solucién z(t) del problema de valor inicial

2/ (t) = log(1 +t+x),
z(0) = 0.

737. Una ecuacidon en diferencias finitas

2413. Resolver la ecuacién en diferencias finitas
z(m 4+ 2) + 2z(m + 1) + 2(m) = m?

con la condicién inicial z(0) =1, z(1) = 0.

738. Un sistema en diferencias finitas

2414. Resolver el sistema de ecuaciones en diferencias finitas
2(m +1) = 2(m) — 2y(m)
y(m+1) = 2z(m) — y(m)

con la condicién inicial z(0) = 1, y(0) = 0.

739. Ecuacion diferencial por serie de potencias

2415. Se considera la ecuacién diferencial y”(z) + y(z) = z. Sea y(z)
solucion de la ecuacién que se puede expresar como suma de una serie entera
convergente en R. Determinar explicitamente todas las funciones y(z).

740. Teorema de existencia y unicidad de solucio-
nes

2416. Se considera el siguiente teorema de existencia y unicidad de las
soluciones de una ecuacion diferencial:

0
Teorema. Sea D C R? un dominioy f : D — R tal que f y a—f son continuas
Yy

en D. Sea (zo,y0) € D. Entonces, existe una tnica solucién de la ecuacién
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diferencial 3y’ = f(x,y) que pasa por (zg,¥yo)-

1. Aplicando el teorema anterior, estudiar en que subconjuntos de R? las
siguientes ecuaciones admiten solucién tnica

1 y+1 3
r_ .2 3 A I _ r_ 2,2/3
(@)y =2"+y>. (D)y ek (c)y pa—t @)y =5y

2. Comprobar que tanto p(x) = x3/8 como (x) = 0 son soluciones de

la ecuacién diferencial y' = §y2/ 3 que pasan por (0,0). ;Supone esto una

contradiccién?

741. Acotacién por e para un sistema diferencial

2417. Sea A € R™™ ™ | con n valores propios distintos y la parte real de
cada valor propio A es menor que algin niimero negativo c. Demuestre que
para cada solucién de X'(t) = Ax(t), existe tg > 0 tal que

X (@) < e sitg <t

742. Ecuacion de Legendre

Se llama ecuacion de Legendre a la ecuacién diferencial
(1—2%)y" — 22y + a(a+ 1)y =0 (L)
con « real.
2418. Demostrar que la ecuacién de Legendre se puede escribir en la forma
((@* = 1)y) = ala+1)y.
2419. Demostrar que la ecuacién de Legendre se puede escribir en la forma
T(y) = Ay con A = a(a+ 1) y T un operador de Sturm-Liouville.

2420. Demostrar que la ecuacion de Legendre tiene dos soluciones analiti-
cas en el intervalo (—1,1) y que son linealmente independientes.

2421. Demostrar que y = ano anx™ es solucién de la ecuacién de Le-
gendre si y solo si se verifica
(d—n)(n+a+1)

(n+2)(n+1)

Gpto = — an, VYn > 0. (%)

2422. Determinar a, en funcién de ag para n par y en funcién de a; para
n impar.

2423. Determinar dos soluciones linealmente independientes de (L) en el
intervalo (—1,1) y deducir la solucién general.
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743. EDO por cambio de variable independiente

2424. Para 0 < x < 1 consideremos la ecuacion diferencial
z(1 — 23y — (1 — 22y + 523y = 0.

1
Resolverla usando el cambio de variable independiente t = — = In(1 — 22).

744. Variacién de las constantes para x”+x = 1/ cost

2425. Usando el método de variacién de las constantes hallar la solucién
general de la ecuacién diferencial

1
= —

745. Sistema diferencial dependiente de un parame-
tro

2426. Resolver el sistema diferencial

/
= 2
{a: cr +y+ (c€R),.

/ J—

Y =—c?x—cy+1

746. EDO con coeficientes analiticos

En los siguientes problemas vamos a demostrar que la ecuacién diferen-
cial homogénea de segundo orden y” + p(x)y’ + q(z)y = 0 con coeficientes
analiticos p(z) y ¢(z) en un intervalo (zg — r,z¢ + r) tiene dos soluciones
analiticas y linealmente independientes en el mismo intervalo y damos un
ejemplo de aplicacién.

2427. Se considera la ecuacién diferencial
y' +p@)y +qx)y=0  (E)

en donde las funciones p y ¢ son analiticas en el intervalo I = (z¢—r, zo+7r)
con desarrollos

+00 oo
p(l‘) = Z bn(m - I'O)nv Q(:‘C) = ch(l‘ - :L'O)n'
n=0 n=0

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



450 747 Iteraciones de Picard

Supongamos que y(x) es una solucién de (F) analitica en I, esto es

“+oo
y(z) = Z an(z — x0)".
n=0

Demostrar que se verifican las relaciones de recurrencia

(n+2)(n+D)ani2 = = Y [(k + Dagp1bn + arcnr], ¥n=0,1,2,.... ()
k=0

2428. Las relaciones recurrentes anteriores definen a,2 en funcién de los
coeficientes ag, a1, ...,an4+1 y de los de p(z) y q(x) y por ende, az, as, aq, . ..
en funcién de ag, a; y de los de p(z) y g(x). Demostrar que la serie

—+00

Z an(x — xo)"

n=0
es convergente en I, con lo cual estard demostrado que y(z) es solucién de
(E).

2429. Demostrar que existen dos funciones analiticas de (F) que son li-
nealmente independientes.
Nota. En general, se puede demostrar que para la ecuacién homogénea

y "+ pp1 @)y - pr(a)y +poy =0 (n > 1)

con coeficientes p,_1(x),...,po(z) funciones analiticas en el intervalo (zg —
r, o + ), existen n funciones y;(x),. .., yn(x) linealmente independientes y
analiticas en dicho intervalo.

2430. Dar una solucién general de la ecuacién diferencial 4" —zy’+4y = 0
que sea analitica en R. Expresarla como combinacién lineal de dos funciones
linealmente independientes.

747. Iteraciones de Picard

Recordamos el teorema de Picard:
Sea f(z,y) una funcién definida en el rectangulo

R:{($,y)€R2|$—l’0|§a, |y_y0|§b}7 (a>0’b>0)

Supongamos que
(7) f es continua en R (por tanto acotada en el compacto R, es decir existe
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K > 0 tal que |f(z,y)| < K para todo (z,y) € R).
(7i) f es Lipschitziana en R, i.e. existe L > 0 tal que

|f(@, 1) — f(z,92)| < Ly — 92|, V(z,u:) € R.
Entonces, existe una unica solucién y = y(x) del problema de valor inicial
y' = f(z,y), y(zo) = yo.

2431. (a) Verificar que se verifican las hipdtesis del teorema de Picard
para el problema de valor inicial

Yy =2x(1-y), y0)=2. (1)

(b) Resolver el problema (1) usando iteraciones de Picard.
(c) Verificar que la solucién hallada es vélida en I = (—o0, +00).

748. Variacién de las constantes para z” + P(t)x’ +
Q(t)r = cost

2432. Si la ecuacién diferencial 2" + P(t)z’ + Q(t)x = 0 tiene como so-
luciones ¢1(t) = sin®t y o(t) = sint, encontrar una solucién particular
de

2’ 4+ P(t)x’ + Q(t)x = cost.
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Sistemas autonomos

749. Concepto de sistema auténomo

Recordamos la definicién de sistema auténomo.
Definicion. Sea M C R™ un conjunto abierto, v : M — R”™ un campo
vectorial de clase al menos 1y zg € R™. Al sistema diferencial

' =v(x)
{x(O) =0 (1)

se le llama sistema auténomo asociado al campo v con la condicién inicial
z(0) = xo.
Denotando

1 @) V1 x

T x, Uy, xg
podemos escribir (1) en la forma

) =vi(x1,...,x) z1(0) = z;

/! — N

x, = vp(T1,...,%n) xn(0) = zg

Observacion. Lo que caracteriza a un sistema auténomo es que en el segundo
miembro v(x) no aparece explicitamente la variable independiente ¢.

2433. Analizar si el siguiente sistema diferencial es auténomo

{x'lzler% {x1(0):0

xh = —2x119 x2(0) = 1.

2434. Analizar si el siguiente sistema diferencial es auténomo

{x’l =z cost {ml(O) =0

xh = —x129 x2(0) = 0.

453
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750. Concepto de solucion de un sistema auténo-
mo

Recordamos la definicién de solucién de un sistema auténomo.
Definicion. Sea M C R™ un conjunto abierto, v : M — R™ un campo
vectorial de clase al menos 1, y zg € R"”

Sea J un intervalo real y ¢ : J — R" una funcién. Se dice que ¢ es
solucion del sistema auténomo

' =v(x)
{x(O) =z

si, y sélo si se verifica:

1
2

[an}

e J.
(J) C

)

dt

W

"ty =vlpt)] Vted
(0) = mo.

2435. Comprobar que la funcién

(. T T 9 | tant
(‘0'< 2’2)_>R’ SO(t)_[cos?t]

)
)
3) ¢ es derivable en J <El<p'(t) = dgp) )
) ¢
)

5

G

es solucién del sistema diferencial auténomo:

{m'lzl—{—:z:% {xl(O)ZO
1.

xh = —2x 29 x2(0) =
2436. Interpretar fisicamente el concepto de solucién del sistema auténo-

{752

751. Resolucion de sistemas diferenciales autono-
mos

2437. Resolver el sistema diferencial autéonomo

xh = cos?(x1 + x9) 21(0) =
; 9 con
xh = sen”(x1 + x2)

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



Capitulo 41. Sistemas auténomos 455

2438. Resolver el sistema diferencial auténomo
A 2 =
331 + .'L'l con il (0) 0
Ty = —2x1T2 x2(0) = 1.
2439. Resolver el sistema diferencial auténomo
! 2
= —y— =1/2
{w/ YSTY o {wm) /
Yy =x—wxy y(0) =0.
Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas polares.
2440. Resolver el sistema diferencial
x) = —xwoxs
zh= muas
rh = 22 + 23.
Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas cilindricas.

2441. Resolver el sistema diferencial

r = —Xz
y= —yz
o = l‘2 4 y2

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas esféricas.

8
[y
—~

—_
N

I

Ty =2z + 29 + 3
2442. Resolver xh =1+ 229 + 23 con x2(1)
xh = 1 + T2 + 23

8

w

~—~

—

=

I
w o

2443. Resolver el sistema diferencial
= —y— 2%y
y =z — zy?
con la condicién inicial z(0) = 1/2, y(0) = 0. (Indicacién: Pasar a coorde-
nadas polares).
2444. Resolver el sistema diferencial auténomo
x) = —zoxs
Th = z123
aly = 22 + 23.
Indicacién: pasar a coordenadas cilindricas.
2445. Resolver el sistema diferencial auténomo
= —xz

y'=—yz
o :x2+y2'

Indicacion: pasar a coordenadas esféricas.
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752. Calculo de un difeomorfismo enderezante

2446. Hallar un difeomorfismo enderezante f para el sistema diferencial

Ty =1+22
/
Ty = —2x1T2

y que cumpla f(0,b) = (0,b) (para cada b). Comprobar.

753. Estabilidad: método directo de Lyapunov

2447. Analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0,0) para los siste-

mas
Tz = —y—x3 {ZL‘/: _$y4
a b
w {57y e T

754. Funcion de Liapunov y teorema de Poincaré

2448. 1. Enunciado y demostracién de la triple caracterizacion de las in-
tegrales primeras para sistemas diferenciales auténomos de primer orden.
Aplicacién: Comprobar que f(z,y) = e’ (y? — 1) es integral primera para
S, siendo S: 2’ =y, v = 2y® — 2.

2. Enunciado del método directo de Liapunov para la estabilidad de los pun-
tos de equilibrio en los sistemas diferenciales auténomos de primer orden.
Aplicacién: Comprobar que f(z,y) = e (y? — 1) es una funcién de Liapu-
nov para (0,0) en el sistema S.

3. Enunciado del Teorema de Poincaré (relacién entre las 6rbitas cerradas y
los puntos de equilibrio).

Aplicacién: Demostrar que S no tiene érbitas cerradas contenidas ni par-
cialmente contenidas en el semiplano y > 1 ni en el semiplano y < —1 .

755. Sistema autonomo: dibujo de una o6rbita

2449. Dibujar la 6rbita que pasa por el punto (0, 2) en el sistema diferen-
cial auténomo
{x’ =1+2?

y = —2xy.
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756. Orbita con paso a polares

2450. Dibujar la érbita que pasa por el punto (1,0) en el sistema diferen-
cial

¥ =—y—uay
y =+ 2%

757. Soluciones periddicas y orbita
2451. (i) Hallar el valor de @ para que el problema de valor inicial

2"(t) + az(t) =0 z(0)=1, 2/(0)=0,

tenga soluciones periddicas de periodo T' = 7.

(ii) Para ese valor de @ determinar una ecuacién implicita de la érbita que
pasa por el punto (1,0) en el sistema diferencial lineal asociado a la ecuacién
diferencial anterior.

758. 'Tres 6rbitas en un conjunto de nivel
! = y2
y/ = 72
determinar una integral primera F'(z,y) no constante del mismo. Compro-

bar. Dibujar las 6rbitas que determina el conjunto de nivel que pasa por el
origen.

2452. Dado el sistema

759. Integral primera y 6rbita circular

2453. Hallar una integral primera no constante definida en un conjunto
lo mas amplio posible del plano de fases para el sistema diferencial

=3y + 2%y
y = —dx + xy?.

Comprobar el resultado. Hallar las érbitas circulares.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.



458 760 Estabilidad en el interior de una elipse

760. Estabilidad en el interior de una elipse

2454. Especificar y representar el espacio de fases del sistema diferencial

x/:$2_y

y' = log(6 — 2z — 3y°).

Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

761. Teorema de Poincaré-Bendixson

2455. 1. Enunciar el Teorema de Bendixson. Aplicarlo al sistemas:

g o =1z — 29 — 23
Co\zh =21+ 1w — 23,

2. Enunciar el Teorema de Poincaré. Hallar los puntos de equilibrio de S
y aplicar dicho teorema a este sistema (puede ser util dibujar las curvas
xl—xg—xi”zoyxl—i—xg—x%:O).

3. Enunciar el Teorema de Poincaré-Bendixson. Demostrar que la corona
circular 1 < 22 + 22 < 2 cumple las hipétesis de este teorema en relacién al
sistema, S. Concluir.

762. Teorema de Bendixson-Dulac, orbitas cerra-
das

2456. (a) Aplicar el teorema de Bendixson a los sistemas

(1) { “ = (i) { T =2 D) {$/:_y—$+x($2+y2)

=1 . 2y =1- 22 y =z —y+y(®+y?).

(b) Usar el teorema de Bendixson para estudiar la existencia de drbitas
cerradas en el plano de fases M = R? para el sistema

S = {ajl:/:l_xQ_y2
Yy = 2zy.

(c) Aplicar la funcién de Dulac F(z,y) = z al sistema S para las misma
cuestion.
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763. Ecuacion diferencial compleja

245'7. Se considera la ecuacién diferencial con condiciones iniciales
2" +ecz=nh(t), =2(0)=, 2(0) =m. (%)

La incognita es la funcién compleja z(t) (R — C), ¢,70,71 son niumeros
complejos y h(t) una funcién compleja conocida (R — C).
Por otro lado, se considera el sistema diferencial con condiciones iniciales

{w” +ax — by = f(t) { z(0) = ao , y(0) = Bo ()
y' +br+ay=g(t) = |2'(0)=ai, y'(0) = b

Las incégnitas son las funciones reales z(t),y(t) (R — R), ao, Bo, a1, 1,
son numeros reales, y f(t),g(t) son funciones reales continuas conocidas
(R — R).

Se supone que los problemas (%) y (x*) estan relacionados mediante

c=a-+1ib, o =9+ 1By, 71 = a1 +ip1, h(t) = f(t) + ig(t).
Se pide:
1. Enunciar con precisién un teorema que exprese la equivalencia entre los
problemas (%) y ().
2. Demostrar el teorema anterior.

3. Aplicar el teorema para resolver el sistema diferencial

2" — 2y = 10cost
y" +2x = 10sint

con las condiciones iniciales z(0) = y(0) = y/(0) =0, 2/(0) = 1.

764. Prolongacion en el tiempo a un conjunto

2458. Se considera el sistema

= —x9 — x1(1 — 23 — 23)
rh = x1 — 29(1 — 22 — 23).

Demostrar que toda solucién que pasa por un punto del circulo x? + 23 < 1
no se puede prolongar en el tiempo al conjunto 2 + 3 > 1.
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765. Sistema gradiente y factor integrante

2459. Dado el sistema diferencial plano
{ o’ = 4(2® + zy)u(z + y)
y' = (327 + 2zy — y*)u(z +y)

con g1 : R — R de clase C!(R), se pide

(i) Encontrar una funcién p no idénticamente nula para que dicho sistema
sea un sistema gradiente.

(ii) Determinar una funcién potencial G : R? — R para el sistema gradiente
del apartado (i).

(iii) Resolver la ecuacién diferencial

4(x* + zy) do + (32° + 2zy — y?) dy = 0.

766. Puntos atraidos por el origen en un sistema
diferencial

2460. Determinar los puntos M (a,b,c) que son atraidos por el origen
(cuanto t — 400) en el sistema diferencial X’ = AX.

0 2 3
A=12 1 2
3 20

767. Configuracion de centro en un sistema autono-
mo

2461. Se considera el sistema diferencial X’ = AX, con A = E :ﬂ . Se

pide:

(a) Escribir la forma general de la solucién para resolver el sistema con la
condicién inicial X (0) = (1,0)".

(b) Dibujar la 6rbita que pasa por el punto (1,0).

(c) Calcular la matriz exponencial exp (tA).

768. Plano de fases de 2/ = 2,y = 1

2462. Se considera el sistema diferencial autéonomo
{ =z
y/ — y2

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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(1) Determinar sus soluciones.
(2) Esbozar el plano de fases asociado al sistema.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Capitulo 42

Cardinales

769. Conjuntos equivalentes

Recordamos que si A y B son dos conjuntos, se dice que A es equivalente
a B y se escribe A ~ B si existe una aplicacién biyectiva f : A — B. Un
conjunto A se dice que es finito si es vacio o es equivalente a {1,2,...,n}
para algiin n natural, en otro caso se dice que es infinito.

2463. Demostrar que los conjuntos A = {1,2,3} y B = {a, b, ¢} son equi-
valentes.

2464. Demostrar que los conjuntos N = {1,2,3,...} y P = {2,4,6,...}
son equivalentes.

2465. Demostrar que en cualquier clase C de conjuntos, la relacion A ~ B
es de equivalencia.

2466. Demostrar que (—1,1) es equivalente al conjunto de los nimeros
reales R. Para ello considerar la aplicacion

X

f:(-1,1) =R, f(x)= 1—7|CU’

770. Conjuntos numerables y contables

Sea N = {1,2,3,...} el conjunto de los nimeros naturales. Un conjunto
X se dice que es numerable o que tiene cardinalidad Rg, si X es equivalente
a N. Un conjunto X se dice que es contable si es finito o numerable.

2467. Demostrar que toda sucesién infinita aq, as, as, . .. formada por dis-
tintos términos dos a dos es numerable.
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2468. Demostrar que N x N es numerable.

2469. Demostrar que cada conjunto infinito contiene un conjunto nume-
rable.

2470. Demostrar que cualquier subconjunto de un conjunto contable es
contable.

2471. Demostrar que un conjunto es infinito si y sélo si es equivalente a
un subconjunto propio.

2472. Sea {Aj, Ag,...} una familia numerable y disjunta de conjuntos
numerables. Demostrar que U$°; A; es numerable.

2473. Demostrar que si {B; : i € I} es una familia contable de conjuntos
contables, la unién, U;c7B; es contable.

2474. Demostrar que el conjunto Q de los nimeros racionales es numera-
ble.

2475. 1) Demostrar que el conjunto de los nimeros algebraicos es conta-
ble.
2) Demostrar que el conjunto de los niimeros trasdecendentes no es contable.

771. Potencia del continuo

2476. Demostrar que el intervalo [0, 1] no es numerable.

2477. Se dice que un conjunto X tiene la potencia del continuo o que
tiene cardinalidad c si es equivalente al intervalo [0, 1]. Demostrar que los
intervalos (0,1), [0,1) y (0, 1] tienen cardinalidad c.

2478. Sean a,b numeros reales con a < b. Demostrar que los intervalos
[a,b], (a,b), [a,b) y (a,b] tienen cardinalidad c.

2479. Demostrar que R tiene cardinalidad c.

772. Teorema de Cantor-Bernstein

2480. Demostrar el teorema de Cantor-Bernstein:
Sean A y B dos conjuntos tales que existen aplicaciones inyectivas f : A — B
y g : B — A. Entonces, existe una biyeccién entre A y B.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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773. Orden en los cardinales

Si € la clase de todos los conjuntos. Sabemos que la relacién en €,
A ~ B & existe una aplicacién biyectiva de A en B, es de equivalencia.
Si A ~ B decimos que A y B tienen la misma cardinalidad o el mismo
cardinal. Al cardinal de un conjunto A le denotamos por #A. Por tanto,
si A ~ B tenemos #A = #B y si [A] representa el elemento del conjunto
cociente €/ ~ al que pertenece A, tiene sentido definir el cardinal de [A]
como #[A] = #A y a cada elemento de ¢’/ ~ le llamamos cardinal.

2481. Demostrar que la relacién en ¢’/ ~ dada por
#[A] < #[B]|< 3dB*C B: A~ B*
estd bien definida y es de orden.

2482. Sean ay B dos nimeros cardinales. Demostrar que se verifica o < 3
0 8 < «. Es decir, la clase de los cardinales esta totalmente ordenada.

774. Teorema de Cantor

2483. Demostrar el teorema de Cantor: si A es un conjunto, entonces el
conjunto P(A) de las partes de A tiene cardinalidad mayor que A.

775. Suma de cardinales

2484. Si oy 8 son dos cardinales, demostrar que siempre existen conjun-
tos disjuntos A y B tales que a = |A| y 5 = |B].

2485. Sean oy ( dos cardinales y sean A y B conjuntos disjuntos tales que
a=|A|y f=|B| con AN B = (). Se define su suma como a+ 3 := |[AU B|.
Demostrar que la definicién no depende de los conjuntos A y B elegidos

2486. Suponiendo conocidos el significado de los cardinales 1, 2 y 3, cal-
cular 1+ 2.

En los siguientes problemas estudiamos propiedades de la suma de car-
dinales. Las letras «, 3,7 designaran cardinales cualesquiera.

2487. a+ =0+ «.
2488. a+ (B+7) = (a+ ) + 7.
2489. 0+ o =q.

2490. Si «aq, a9, (1, B2 son cardinales, a3 < as A fB1 < B2 = a1 + 1 <
ag + fBa.
2491. Ny + Ny = Ng.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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776. Producto de cardinales

Sean o = |A|, y f = |B| dos cardinales. Se define su producto como
aff =|A x B|.

2492. Demostrar que la operacion estd bien definida-

2493. Suponiendo conocidos el significado de los cardinales 2, 3 y 6, cal-
cular 2 - 3.

Para todo «, 3, cardinales, demostrar las siguientes propiedades.
2494. of = fBa.
2495. a(87) = (aB)r.
2496. la = a.
2497. a(f+v) = af+ ay.
2498. Si a1, a9, 81, B2 son cardinales, a; < ag A 81 < B2 = a161 < agfs.
2499. NNy = Ng.

777. Potenciacion de cardinales

Sean Ay B dos conjuntos y A® = {f : B — A con f aplicacién}. Si Ay
B son finitos con m y n elementos respectivamente, el niimero de elementos
de AP son las variaciones con repeticién de m elementos tomados de n en n
es decir, VR, , = m™ y por tanto |AP| = |A|lBl. Generalizamos esto para
cardinales cualesquiera.

Sean a 'y 8 dos cardinales y sean A y B conjuntos tales que o = |A| y
B = |B|. Se define o” := |AB].

2500. Demostrar que la operacion estd bien definida.
Demostrar que para todo «, 8,7 cardinales se verifica:

2501. ot =adfar.

2502. (af)Y =a7p".

2503. (of)" =a?.

2504. Si o < 3, entonces o” < 7.

2505. o* = ao.

2506. Si X es un conjunto y P(X) el conjunto de las partes de X, se
verifica |P(X)| = 21X1.

2507. Se verifica Ngo = 280,
2508. Se verifica ¢ = 280,

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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Topologia

778. Concepto de espacio topolégico

2509. Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5}. Demostrar que T es
topologia en X, siendo T' = {0, X, {1}, {3,4},{1,3,4},{2,3,4,5}}.

2510. Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5}. Demostrar que T no es
topologia en X, siendo T' = {0, X, {1}, {3,4},{1,3,4},{2,3,4}}.

2511. Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5}. Demostrar que T no es
topologia en X, siendo T = {0, X, {1},{3,4},{1,3,4},{1,2,4,5}}.

2512. Sea X # () y T = P(X) (conjunto de las partes de X). Demostrar
que T es topologia en X. Se la llama topologia discreta.

2513. Sea X # () y T = {0, X} Demostrar que T es topologia en X. Se la
llama topologia indiscreta.

2514. Sea X # 0y T = {0} U{A C X : A° es finito}. Demostrar que T
es topologia en X. Se la llama topologia de los complementos finitos.

2515. Sea X un conjunto y p € X fijo. Demostrar que T' = {0} U {A C
X :p € X} es un topologia en X. Se la llama topologia del punto particular.

2516. Para todo n € N se define S, = {n.n + 1,n + 2,...}. Demostrar
que T = {0} U{S,, : n € N} es una topologia en N. Determinar todos los
abiertos que contienen al niimero natural ng.

2517. Demostrar que T = {0, R} U {l, : ¢ € Q} con I, = (0,+0c0) no es
una topologia en R.

469



470 779 Puntos de acumulacién

2518. Sea X # () un conjunto e (Y,T') un espacio topoldgico. Sea f :
X — Y una aplicacién. Demostrar que T'= {f~1(G) : G € T"} es topologia
en X.

2519. Sea (X,T') un espacio topoldgico tal que para todo z € X el con-
junto unitario {z} es abierto. Demostrar que T es la topologia discreta.

2520. Sea X un conjunto infinito y T una topologia sobre X en la cual
todos los subconjuntos infinitos de X son abiertos. Demostrar que T es la
topologia discreta.

2521. Sea {T; : ¢ € I} una familia de topologias en un conjunto X. De-
mostrar que la interseccion T = (), T; es también una topologia en X.

2522. Demostrar la uniéon de dos topologias en X no tiene por qué ser
topologia en X.

2523. Sean T'y T’ dos topologias en X. Se dice que T es menos fina que
T’ o bien que T es mds fina que T, si T C T'. Dado un conjunto X no vacio,
determinar la topologia maés fina y la menos fina que se pueden definir en
X.

2524. Demostrar el siguiente teoremas:
Teorema. Sea X un conjunto no vacio y sea
T (X)={T:T es topologia en X} C P(P(X)).
Entonces, (.7 (X), C) es un conjunto ordenado con primer y ultimo elemento.
Si X es un conjunto con més de un elemento, (7 (X), C) no estd totalmente
ordenado.

2525. Sea X un conjunto no vacio y 7" una coleccién de subconjuntos
de X. Demostrar que 1" es una topologia en X si y sélo si se verifican los
axiomas:

1) 0,XeT.

(2) Si Ay B son elementos de T, entonces AN B € T.

(3") Si {A; : i € I} es una familia de elementos de T — {0, X}, entonces
Uier 4i € T

2526. Para cada entero positivo n se considera el intervalo abierto de la
recta real I,, = (—n,n). Demostrar que (R,T) es espacio topolégico, en
donde T'={0,R}U{Il,:n=1,2,...}.

779. Puntos de acumulaciéon

2527. Sea X un espacio topoldgico. Recordamos que un punto x € X se
dice que es punto de acumulacion o punto limite de un subconjunto A de

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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X si para todo abierto G que contiene a x se verifica (G — {x}) N A # 0.
Al conjunto de los puntos de acumulacién de A se le denota por A’ y se le
llama conjunto derivado de A.
Se considera el conjunto X = {1,2,3,4,5} con la topologia

T ={0,X,{1},{3,4},{1,3,4},{2,3,4,5}}.
Determinar el conjunto derivado de A = {1,2,3}.

2528. Sea X el espacio topoldgico indiscreto, es decir con la topologia
indiscreta T7. Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A
de X.

2529. Sea X el espacio topoldgico discreto, es decir con la topologia dis-
creta Tp. Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A de
X.

2530. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topolégico X. Demos-
trar que A C B= A’ ¢ B’

2531. Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X. Demostrar que
x € X no es punto de acumulacién de A si y sélo si existe un abierto G tal
quer € Gy GNAC {«}.

2532. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topolégico X. Demos-
trar que (AU B) = A’ U B'.

2533. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topolégico X. Demos-
trar que (AN B) c AN B,

2534. Encontrar un caso en el que no se verifique la igualdad (AN B) =
A'NB.

2535. Sean Ty T’ dos topologias en X con T” més fina que T y sea
A C X. Demostrar que si z es punto de acumulacién de A con respecto a T,
también lo es con respecto a T. Construir un contraejemplo que demuestre
que el reciproco es falso.

780. Distancia d(z,y) = |f(z) — f(y)| en los reales

2536. Sea f: R — R una funcion estrictamente creciente.
(a) Demostrar que d(z,y) = |f(x) — f(y)| es una distancia en R.
(b) Demostrar que si f no es continua, la distancia d no es equivalente a la
distancia usual d,(z,y) = |z — y|.
(c) Demostrar que si f es continua, la distancia d es equivalente a la distancia
usual d,.
(d) Demostrar que si f es lineal, d puede definirse mediante una norma.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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781. Axiomas de clausura de Kuratowski

2537. Sea X un conjunto no vacio y sea k : P(X) — P(X) una aplicacién
que saisface los llamados axiomas de clausura de Kuratowski:

[K1] k(D) =0.

[K2] A Ck(A) para todo A € P(X).

[K3] k(AU B)=k(A)UEK(B) para todo A, B € P(X).
[K4] k(k(A)) = k(A) para todo A € P(X).

Demostrar que existe una tnica topologia en 7 tal que k(A) es la clausura
de A para todo A C X.

782. Métrica producto d(z,y) = Z:;i? 2%—117&(35&7%;))

2538. Sea {(X;,d;) : i € N*} una coleccién numerable de espacios métricos
y sea X = [[;2, X;. Demostrar que:

“+oo

4 X XX > Roo, df@n): )] = 30 g g

n=1

define una métrica en X (se la denomina métrica producto).

783. Caracterizacién de limites por sucesiones

2539. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X, f: A — X una funcién, a
un punto de acumulaciéon de A y b € X. Demostrar que
lim f(z) = b < para toda sucesién (z,) en A con x,, # a para todo n y
Tr—a

(xn) — a, se verifica 1i>m flxy) =b.
784. Conjuntos acotados y totalmente acotados
2540. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X no vacio. Se dice que A estd

acotado si existe una bola B(p,r) en X tal que A C B(p,r).
(a) Demostrar que A estd acotado si y sélo si su didmetro

D(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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€es menor que +00.
(b) Se considera (X, d) con la métrica discreta

1 six
d(w,y) = {0 si:ziég?j.

Demostrar que todo A C X estd acotado.
(c) En R? con la distancia euclida d, demostrar que

A={(z,y,2) 12 >0,y >0,z2>0}
no esta acotado.

2541. Sea (X,d) es un espacio métrico y A C X. Se dice que A estd
totalmente acotado si para todo € > 0 existe un ntmero finito de bolas,
todas con radio € que recubre a A, o de forma equivalente si para todo € > 0
el conjunto A estd contenido en una unién finita de conjuntos cada uno de
ellos con diametro menor que €.

(a) Demostrar que todo conjunto totalmente acotado estd acotado.
(b) Demostrar que el reciproco no es cierto. Para ello considérese como
contraejemplo el subconjunto A del espacio ls formado por los elementos

e1 = (1,0,0,...)
62:(0,1,0,...)
632(0,0,1,...>

785. Diametro, clausura y conjunto conexo

2542. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Denotemos por

6(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}
al diametro de A. Demostrar que 6(A) = §(A) (en donde A representa la
clausura de A).

2543. Sea (X,T) un espacio topolégico y A C X. Analizar la veracidad
de las siguientes afirmaciones
(1) Si A es conexo entonces su clausura A también es conexo.
(2) Si A es conexo entonces A también es conexo.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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786. Distancia acotada usual

2544. Sea d una distancia en un conjunto no vacio X. Demostrar que la
funcién D definida por

D: X xX —1[0,+00), D(z,y)=min{l,d(z,y)}
es una distancia. A la distancia D se la llama distancia acotada usual de d.

2545. Sea d una distancia en un conjunto no vacio X y sea D(x,y) =
min{l,d(z,y)} la distancia acotada usual de d. Demostrar que d y D son
distancias equivalentes.

787. Espacios topoldgicos finitos metrizables

2546. Sea (X,T') un espacio topolégico con X finito. Demostrar que (X, T)
es metrizable si y sélo si T es la topologia discreta.

788. Topologias de Zariski y usual en k"

Demostramos que para k = R o k = C, la topologia de Zariski en k" es
estrictamente menos fina que la usual.

2547. Demostrar que si F' € k[X1,...,X,] entonces V(F') es cerrado en
k™ con la topologia usual.

2548. Demostrar que si F' € k[X1,...,X,] y V(F) contiene a un abierto
no vacio de k™ con la toplogia usual, entonces F' = 0.

2549. Demostrar que si F' € k[X7, ..., X;] es no nulo, entonces k™ —V (F)
es abierto y denso en k" con la topologia usual.

2550. Demostrar que todo abierto no vacio de k™ con la topologia de
Zariski es abierto y denso en k™ con la topologia usual.

2551. Demostrar que la topologia de Zariski en k™ es estrictamente menos
fina que la usual.

789. Caracterizaciones de la continuidad

Si (X,T) (Y, T*) son dos espacios topoldgicos, por definicién, una apli-
cacién f : (X,T) — (Y, T*) es continua sii f~'(G) € T para todo G € T*
es decir, si la imagen inversa de todo abierto es abierto. En los siguientes
problemas caracterizamos esta definicién.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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2552. Sea 4 una base de de T*. Demostrar que

f:(X,T)— (Y,T*) es continua < f~Y(H) e T VH € 4.
2553. Sea .¥ una subbase de T*. Demostrar que

f:(X,T) = (Y,T*) es continua < f~1(S) e T VS ec.7.

2554. Demostrar que f : (X,T) — (Y,T") es continua < la imagen in-
versa de todo cerrado en Y es cerrado en X.

2555. Demostrar que f : (X,T) — (Y, T*) es continua < f(A) C f(A)
para todo A C X.

2556. Por definicion, f: (X,T) — (Y, T*) f es continua en p € X sii para
todo entorno V* de f(p) se verifica que f~1(V*) es entorno de p.
Demostrar que f : (X,T) — (Y,T*) es continua < f es continua en cada
punto p de X.

790. Axiomas de separacién

2557. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Se dice que es un espacio Tj
si para todo par de elementos a,b distintos de X existen abiertos G, H
tales que a € G,b ¢ Gy b € Hya ¢ H. Sea X = {a,b} con la topologia
T = {0, X,{a}}. Demostrar que no es 7.

2558. Demostrar que un espacio topolégico X es Tp si y solo si cada
subconjunto unitario {p} de X es cerrado.

2559. Demostrar que todo espacio métrico es T1.

2560. Sea (X,T') un espacio topoldgico. Se dice que es un espacio 75 o de
Hausdorff si para todo par de elementos a, b distintos de X existen abiertos
G,H tales que a € G, b€ Hy GNH = (). Demostrar que todo espacio
topoldgico Ts es T7.

2561. Demostrar que existen espacios T que no son T5.

2562. Un espacio topoldgico X se dice que es reqular si para todo F' C X
cerrado y para todo p € X con p ¢ F, existen G, H abiertos disjuntos
tales que F' C G y p € H. Demostrar que X = {a,b,c} con la topologia
T ={0,X,{a},{b,c}} es regular pero no T}.

2563. Un espacio topolégico X se dice que es T3 si es regular y T7. De-
mostrar que todo espacio topolégico T3 es T5.
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2564. Demostrar que existen espacios 15 que no son T5.

2565. Un espacio topoldgico X se dice que es normal si para cada par de
conjuntos Fp, Fy cerrados y disjuntos existen dos conjuntos G, H abiertos
y disjuntos tales que F; C Gy F» C H. Sea en X = {a,b,c} la topologia
T ={0,X,{a},{b},{a,b}}. Demostrar que es normal pero no 7.

2566. Un espacio topolégico X se dice que es Ty si es normal y T7. De-
mostrar que todo espacio topolégico Ty es T5.

2567. Demostrar que todo espacio metrizable es normal.
2568. Demostrar que todo espacio metrizable es Tj.

2569. Establecer las implicaciones que se deducen entre los espacios defi-
nidos en los problemas anteriores.

791. Infinitud de los primos, demostracion topologi-
ca

Desarrollamos la demostraciéon de Furstenberg de la infinitud de los
nimeros primos basada en ideas topoldgicas.

2570. Demostrar que existe infinitos ntimeros primos.

792. El conjunto de las fracciones diadicas en [0, 1]
es denso

2571. Sea D el conjunto de las fracciones diddicas (fracciones cuyos de-
nominadores son potencias naturales de 2) en el intervalo [0, 1]. Es decir

H_ 11313571 15
274488881677 771677 [

Demostrar que D es denso en [0, 1], i.e. D = [0,1].

793. Recta de Sorgenfrey

2572. Demostrar que la coleccién de subconjuntos
B ={la,b):a,be R,a < b}

es base para una topologia en R. A la topologia T generada por B se la llama
topologia de Sorgenfrey o topologia del limite inferior y al espacio topolégico
(X, T) se le designa abreviadamente por R; y se le llama recta de Sorgenfrey.
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2573. Demostrar que en la recta de Sorgenfrey,
(a) Son abiertos: [a, +00), (—00,a), (a,+), (a,b).
(b) Son abiertos y cerrados: [a,b), (—o0,a), [a,+00).
(c) Los puntos son conjuntos cerrados pero no abiertos.

2574. Demostrar que la topologia de Sorgenfrey es més fina que la usual.
2575. Demostrar que el espacio topologico R; es Hausdorff.
2576. Demostrar que el espacio topolégico R; es separable.

2577. Demostrar que la recta de Sorgenfrey cumple el primer axioma de
numerabilidad.

2578. Demostrar que la recta de Sorgenfrey no cumple el segundo axioma
de numerabilidad.

794. Un conexo, pero no por caminos

2579. En R? con la topologia usual se considera el subconjunto

A={(z,y) e R? 1y =sin(1/x)} U{(0,0)}.

(a) Demostrar que es conexo.
(b) Demostrar que no es conexo por caminos.

795. Imagenes inversas de conjuntos compactos

2580. Sean X e Y espacios topoldgicos y f: X — Y continua.
(a) Demostrar que si X es compacto e Y es de Hausdorff entonces, las
imdagenes inversas de conjuntos compactos son conjuntos compactos.
(b) Demostrar que la propiedad del apartado anterior no es cierta en general
si se suprime la condicién de ser Y de Hausdorft.

796. Condiciones iniciales en métricas equivalen-
tes

Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Esto asegura que todo
entorno de cualquier x € X contiene algin punto distinto de X. Sea f : X —
X una aplicacién es decir, un sistema dinamico. Se dice que f es sensible a
condiciones iniciales si existe un 17 > 0 tal que para todo x € X y para todo
€ > 0 existe y € X con d(x,y) < € tal que para algin n > 0 se verifica
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d(f™(xz), f*(y)) > n. Al nimero n se le llama constante de sensibilidad
del sistema. El objetivo de los problemas de esta seccién es demostrar que
la sensibilidad a condiciones iniciales no necesaeiamente se conserva por
métricas equivalentes.

Sea ahora X = (1, 400).

2581. Demostrar que D : X x X — R dada por D(z,y) = |logz — log y|
define una distancia en X.

2582. Demostrar que D es equivalente a la distancia usual en X: d(z,y) =
[z —yl.

2583. Demostrar que el sistema dindmico f : (X,d) — (X,d) dado por
f(z) = 2x es sensible a condiciones iniciales.

2584. Demostrar que el sistema dindmico f : (X, D) — (X, D) dado por
f(x) = 2z no es sensible a condiciones iniciales. Concluir.

797. Grupos topoldgicos

Sea (G,-) un grupo y T una topologia definida en G. Decimos que
(G,-,T) es un grupo topoldgico si son continuas la aplicaciones

GxG—G, (r,y)—uzy
G—-G, z—az!t

en donde en G x G se considera la topologia producto. Es decir, han de ser
continuas la operacién del grupo y la operacién inversiéon. Abreviadamente
escribimos simplemente G para designar a un grupo topolégico.

2585. Demostrar que todo grupo G es un grupo topolégico con la topo-
logia discreta en G.

2586. Demostrar que todo subgrupo de un grupo topologico es un grupo
topoldgico con respecto a la topologia inducida.

2587. Sea (E,||||) un espacio normado. Demostrar que el grupo aditivo
(E,+) es grupo topoldgico cuando en E se considera la topologia inducida
por la norma.

Nota. Caso particular importante es el grupo topolégico aditivo R™ con la
topologia inducida por la distancia euclidea.

2588. ea (GL,(R),-) el grupo lineal de orden n, es decir

GL,(R) = {A € R™™ : A es invertible}
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con la operacién producto. Demostrar que GL,(R) es grupo topoldgico con
la topologia inducida por la métrica

1/2

d(A, B) = Z |aij — bij‘2 , A= [aij],B = [sz] € GLH(R)

3,j=1

798. Topologia cociente

Sea (X,T) un espacio topolégico, R una relacién de equivalencia en X
y m : X — X/R la proyeccién canénica es decir, la aplicaciéon dada por
m(x) = T en donde Z es la clase de equivalencia a la que pertenece z.

2589. Demostrar que
Tgp:={UCX/R:7" ' (U) eT}
es una topologia en X/R. Se la denomina topologia cociente de X por R.

2590. Describir intuitivamente la topologia cociente en términos de “pe-
gar puntos”.

2591. Demostrar que 7 : (X,T) — (X/R,TR) es continua y que Tg es la
topologia mas fina sobre X/R de entre todas las que hacen a 7 continua.

2592. En X = {0,1,2,3} se consideran la topologia T' y la relacién de
equivalencia R dadas por

T ={0,X{0,1},{2,3}}, 2Ry 3Ike€Z:x—y=3k

Determinar la topologia cociente Tg.

799. Teorema de los valores extremos sobre un
compacto

2593. (a) Demostrar el teorema de los valores extremos sobre un com-
pacto: Sea (X,T) un espacio topolégico, K C X un compacto no vacio y
f : K — R una funcién continua en donde en R se considera la topologia
usual. Demostrar que la funcién f alcanza un maximo y minimo absoluto
en K.

(b) Se considera la funcién f : [0,1] — R dada por f(z) = |2% + cosz|.
Demostrar que f alcanza en [0, 1] un méximo y un minimo absolutos.
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800. Topologia Fort

Sea X un conjunto infinito y p € X. Se define la familia de subconjuntos
de X :
T, ={G C X :p¢ G o G° es finito}.

2594. Demostrar que T}, es una topologia en X. A la topologia T}, se la
denomina topologia Fort y a (X,T,), espacio Fort.

2595. Demostrar que el espacio Fort es de Hausdorff.
2596. Demostrar que el espacio Fort no es conexo.

2597. Demostrar que el espacio Fort es compacto.

801. Teorema de compactificacion de Alexandrov

Sea (X,T') un espacio topolégico. Sea X := X U {oo}, en donde oo
representa cualquier elemento tal que co ¢ X y al que llamamos punto del
infinito. Consideremos la clase T, de subconjuntos de Xo:

Too=TU{AU{o0}: AC X y X — A es cerrado y compacto}

es decir, T, esta formada por los elementos de T y los complementos en
X de los subconjuntos cerrados y compactos de X. Se trata de demostrar
el teorema de compactificacion de Alexandrov por un unico punto, es decir
que (X0, Tro) €s un espacio topolégico compacto.

2598. Demostrar que T, es una topologia en X ..
2599. Demostrar que T es la topologia To,|x inducida por T, sobre X.

2600. Demostrar que (X, Too) €s un espacio compacto, lo cual probard
el teorema de Alexandrov.

2601. Demostrar que si X no es compacto entonces X es denso en Xo.

2602. Demostrar el siguiente lema:
Sea Y un espacio compacto, Z un espacio de Haussdorf y f : Y — Z
biyectiva y continua. Entonces, f es homeomorfismo.

2603. Sea X = (0,1) y S' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} ambos con la
topologfas inducidas por la usuales de R y R? respectivamente y llamemos
P = (1,0) € S'. Demostrar que

_ 1 ~ [(cos2mt,sin2xt) si te (0,1)

es un homeomorfismo. Es decir, topolégicamente X, = S*.
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802. Completacién de todo espacio métrico

Sea X un espacio métrico. Se dice que el espacio métrico X* es una
completacion de X si X* es completo y X es isométrico a un subespacio
denso de X*. El objetivo los problema de esta seccién es demostrar que todo
espacio métrico tiene una completacién y que ésta es tnica salvo isometrias.

2604. Seca (X, d) un espacio métrico y sea C[X] el conjunto de todas las
sucesiones de Cauchy en X. Se define en C[X] la relacién

(xn) ~ (yn) © limd(zp,yn) = 0.
Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia en C[X]

2605. Sean (z,) e (yn) dos elementos de C[X]. Demostrar que la sucesién
de nimeros reales d(x,,y,) es convergente.

2606. Sea el conjunto cociente X* = C[X]/ ~. Se define la aplicacién
A X*x X" >R, d"([xn], [yn)) = limd(xn, yn).

Demostrar que esta bien definida, es decir que no depende del representante
elegido en cada clase.

2607. Demostrar que d* es una distancia en X*.

2608. Para todo p € X sea la sucesién constante (p) = (p,p,p,...). Con-
sideremos el subconjunto de X*: X = {[(p)] : p € X}. Demostrar que X es
isométrico a X.

2609. Demostrar que X es denso en X*.

2610. Demostrar el siguiente lema:
Sea (M, d) un espacio métrico, (b,) una sucesién de Cauchy en M y sea (ay,)
una sucesiéon en M tal que d(an,b,) < 1/n para todo n natural. Entonces,
(i) (ap) es sucesién de Cauchy en M.
(ii) (an) = pEeM & (by) = pe M

2611. Demostrar que (X*,d*) es completo.

2612. Demostrar que si Y* es una completacién de X, entonces Y™ es
isométrico a X*.

2613. ;Cual es la completacién de Q con la distancia usual?
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803. Topologia final

2614. Sea f; : (X,T;) — Y,i € I una familia de aplicaciones de los espa-
cios topolégicos (X;,T;) en el conjunto Y.
Demostrar que Tp = {V C Y : f; (V) € T; Vi € T;} es una topologfa en Y.
A la topologia TF se la llama topologia final determinada por las aplicaciones

fi-

2615. Demostrar que la topologia final T es la mayor topologia en Y de
entre todas las que hacen a las f; continuas.

2616. Sea f; : (X,T;) — Y,i € I una familia de aplicaciones de los espa-
cios topolégicos (X;,T;) en el conjunto Y. Sea (Z,T') un espacio topoldgico.
Demostrar que una aplicacién g : (Y,Tr) — (Z,T) es continua si y s6lo si
todas las composiciones g o f; son continuas.

2617. Reciprocamente, demostrar que si una topologia 7" en Y cumple
g: (Y,T") = (Z,T) es continua < g o f; es continua para todo i € [

entonces, T es la topologia final Tr.

804. Separacion de puntos y espacio de Hausdorff

2618. Sea .7 ={f;: X — Y : ¢ € I} una familia de aplicaciones entre los
conjuntos X e Y. Se dice que ¥ separa puntos si para todo par de puntos
distintos z e y de X existe i € I tal que fi(z) # fi(y).

Demostrar que la familia .# = {f,, : R = R, f,(z) =sinnz : n € Zso} no
separa puntos.

2619. Sea X un espacio topoldgico y € (X,R) la clase de todas las fun-
ciones continuas de X en R. Demostrar que

% (X,R) separa puntos = X es espacio de Hausdorff.

805. Topologia del orden

Sea X un conjunto y < una relacion de orden total en X. Si a,b € X
con a < b se definen los subconjuntos de X:

(a,b) ={zr € X :a <z < b},
(a,b] ={zr e X :a <z < b},
[a,b) ={z € X :a <z <b},
[a,b] ={z € X :a < < b},
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denominados respectivamente intervalo de extremos a y b, abierto, semi-
abierto por la izquierda, semi-abierto por la derecha y cerrado.

2620. Sea X un conjunto totalmente ordenado con al menos dos elementos
y A la coleccién de subconjuntos de X de los siguientes tipos:
(1) Todos los intervalos abiertos (a, b).
(2) Todos los intervalos de la forma [ag, b) con ag elemento minimo de X (si
tal elemento existe).
(3) Todos los intervalos de la forma (a, bg| con by elemento maximo de X (si
tal elemento existe).

Demostrar que % es base para una topologia en X. A la topologia que

define & se la llama topologia del orden en X.

2621. Localizar la topologia del orden en R con el orden usual.

2622. Localizar la topologfa del orden en R = RU{—00, +00} con el orden
usual.

2623. Localizar la topologia del orden en X = Z~g con el orden usual.
2624. Localizar la topologia del orden en X = Z_¢ con el orden usual.

2625. Sea X = {1,2} X Zso con el orden lexicogréfico. Analizar si su
topologia del orden es la discreta.

806. Lema de Uryshon

2626. Un espacio topolédgico (X,T') es normal si y sélo si para cada par
de subconjuntos cerrados no vacios y disjuntos F, Fo C X, existe una apli-
cacién continua f : X — [0,1] tal que f(F1) = {0} y f(F2) = {1}
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Geometria diferencial

807. Representacion paramétrica regular

2627. Sea I un intervalo de la recta real y E = R? o R®. Se llama repre-
sentacion paramétrica reqular a cualquier aplicacién

x:I—FE, t—x(t)
que satisface las condiciones

(1) xeci().
(2) x'(t)#0 Vtel.

1) Demostrar que las siguientes aplicaciones son representaciones paramétri-
cas regulares

() x:(—o0,+o00) = R?  x(t) = (2t,1+t%).
(b) x:(—o00,+00) = R3, x(t) = (1 + cost,sint,2sin(t/2)).
2) Demostrar que si x es una representacién paramétrica regular en el in-

tervalo I entonces, para todo ty € I existe un entorno de ¢y en el cual x es
inyectiva. Interpretar el resultado.

808. Cambio admisible de parametro

2628. Sea [, un intervalo de la recta real y ¢ : I, — R una aplicacién. Se
dice que la funcién t = t(u) es un cambio admisible de pardmetro sii

(1) tecl(l,). (2) c% #0 YucI,.
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Demostrar que las siguientes aplicaciones son cambios admisibles de parame-

tro
(a) t = 3u® +10u® + 15u + 1 en I, = R.

(b) t = tan% en I, = [0,1).

2629. Demostrar que si t es cambio admisible de parametro en I, enton-
ces, t es en I, estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

2630. Demostrar que si ¢t es cambio admisible de pardmetro en [,, enton-
ces, Iy := t(I,) es un intervalo de la recta real y que ¢ : I, — I; es biyectiva.

2631. Demostrar que la inversa de un cambio admisible de parametro
también es cambio admisible de pardametro.

809. Curvas regulares

2632. Se dice que la representacién paramétrica regular x = x(t), t € I
es equivalente a la representaciéon paramétrica regular x = x*(u), u € I, sii
existe un cambio admisible de pardmetro ¢t = ¢t(u) en I, tal que t(I,,) = I} y
ademaés

x[t(u)] =x*(u) Vu € L.

1) Demostrar que la relacién definida anteriormente es una relacién de equi-
valencia sobre el conjunto de las representaciones paramétricas regulares.
2) Se llama curva regular a cada una de las clases de equivalencia de la rela-
cién anterior. Demostrar que las dos siguientes representaciones paramétri-
cas regulares definen la misma curva regular.

T, =1 x1 = logt
x:Q xg=sint (t€R), x":{xe=sinlogt (t€ (0,+00)).
s = ¢l r3 =1

810. Triedro de Frenet, rectas y planos asociados

2633. Se considera la curva vy de ecuaciones paramétricas
z=1—cost
vY:4qy=-sint
z=1t

(a) Determinar los vectores T (tangente), B (binormal) y N (normal) que
determinan el triedro de Frenet de la curva + en un punto genérico de la
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misma.

(b) Hallar las ecuaciones de las rectas tangente, binormal y normal a la curva
v en el punto Py correspondiente a tog = /2.

(c) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a la
curva 7y en el punto Fj.

811. Curvas rectificables. Longitud de arco

2634. Sea C' un arco de curva en R" dada por la funcién
x:[a,b] > R", t+— x=x(t),
y no se imponen condiciones a x. Consideremos el conjunto

P = {P : P es particién de [a, b]}.

Para cada particion P : a = to,t1,...,tn—1,tm = b de [a, b] consideramos la
poligonal de E : x(tg),x(t1),...,X(tm-1),X(tm) y su correspondiente longi-
tud

s(P) = |x(t1) — x(to)| + |x(t2) — x(t1)| + - .. + |x(tm) — X(tm—1)]

= x(t:) — x(ti-1)] -
=1

Se dice que C' es rectificable si el conjunto {s(P) : P € &} esté acotado.
Si C es un arco de curva rectificable, definimos su longitud L(C) como

L(C) =sup{s(P) : P € #}.

Demostrar que el arco de pardbola C' dado por x(t) = (¢,t?) con t € [0,1] es
rectificable.

2635. Se considera la curva del plano

z=t si 0<t<1

1
I . tcosg si 0<t<1
si t=0.

Demostrar que no es rectificable.
Sugerencia: considerar particiones de [0,1] de la forma

1 1

1 1
P Oa ) LR B S R
(n—1x" (n—2)7 2’

1.
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2636. Demostrar que todo arco de curva de clase C! es rectificable.

2637. Sea x : [a,b] — R"™ un arco de curva de clase C! (y por tanto
rectificable). Demostrar que su longitud es

s = /ab x'(t)] dt.

2638. Calcular la longitud del arco de la hélice circular
x(t) = acost
x(t) :  y(t) = asint ¢ €0,1].
z(t) = bt.

812. Hélice circular: longitud, curvatura y torsion

2639. Se considera la hélice circular

x(t) = acost
y(t) = asint
z(t) = bt.

(a) Determinar su longitud, correspondiente al intervalo [0, to] (to > 0).
(b) Determinar su curvatura y torsién en un punto genérico.

813. Curvatura, torsion y ecuaciones intrinsecas

2640. (a) Determinese en t = 1 la curvatura y la torsién de la curva
r=3t—t3, y=3t2, z=3t+t.
(b) Determinense las ecuaciones intrinsecas de la catenaria de ecuacién

T
x =acosh—, y=t.
a

814. Primera forma fundamental de una superficie

2641. Sea U un abierto de R? y S una superficie en R? definida mediante

x:U =R x=x(u,v) = (z1(u,v), z2(u,v), x3(u,v))
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conx € CY(U) y

Oxy  Owy Oy
ou Ou Ou
rango = 2 para todo (u,v) € U.
Oxy  Orz  Oxy
dv  Ov Ov

Es decir, tenemos una representaciéon paramétrica regular de S.
Demostrar que la condicién del rango 2 puede ser sustituida de forma
equivalente por x,, X x, # 0 para todo (u,v) € U.

2642. Se define la primera forma fundamental de S y se la representa por
I como la forma cuadratica I = dx - dx. Expresar I en la forma:

I = (du, dv) Gj: g) @;)

2643. Calcular la primera forma fundamental de la superficie
S = x(u,v) = (u,v,u? — v?).

Particularizar para el punto de S correspondiente a (u,v) = (2, 1) y clasificar
la forma cuadratica resultante.

2644. Demostrar que la primera forma fundamental es siempre una forma
cuadratica definida positiva.

2645. Justificar la validez de la féormula I =~ |Ax|2 para valores pequenos
de du y dwv.

2646. Sean u(t) y v(t) dos funciones reales de clase 1 en [a, b] con (u(t),v(t)) €
U para todo t € [a,b]. Consideremos la curva contenida en S

v:x =x(u(t),v(t)) tela,bl.

Demostrar que la longitud de ~ es

b du dv
L_/a ,h(dt,dt)dt

2647. Determinar la longitud del arco de curva definida por u = ¢, v = 2t
desde t = 0 hasta t = 1 y contenida en la superficie S : (z,y, 2) = (u+v,u—
v, uv).
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2648. En el punto de S correspondiente a (ug,vg) € U se consideran las

curvas de S dadas por
u=t U = Ug
V= 1 v=t

a las cuales se las llama curvas coordenadas. Determinar el angulo que for-
man tales curvas en funcién de los coeficientes de la primera forma funda-
mental.

815. Una curva plana

2649. Averiguar si es plana la curva de ecuaciones paramétricas

2+t+2 —t2—t+3
S e AT

T =t, ,
y ¢ ¢

En caso afirmativo, hallar la ecuacién cartesiana del plano que la contiene.

816. Plano osculador y curva plana

Resolvemos el mismo problema anterior usando el concepto de plano
osculador.

2650. Demostrar que la curva de ecuaciones paramétricas

24t+2 —t2—t+3
S e S ek e i S TR

x=t,y , ) ;

es plana usando el concepto de plano osculador. Hallar el plano que la con-
tiene.
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Probabilidad

817. o—algebras y conjuntos de Borel

2651. Sea E un conjunto y M una colecién de subconjuntos de F. Deci-
mos que M es una o—4élgebra (sigma dlgebra) en E si se verifica:
1) Ee M.
2) Si A € M, entonces A¢ € M.
3) Si Aj, A, ... pertenecen a M entonces | J,-; 4, € M.
Al par (E, M) se le llama espacio medible y a los elementos de M eventos
o conjuntos medibles.

Demostrar que para todo conjunto F las siguientes colecciones de sub-

conjuntos de F son o—algebras en F.
(1) My = P(FE) (partes de E).
(2) My ={0,E}.
(3) Mg ={0,A, A°, E} con AC E.

2652. Si E es un conjunto, demostrar que la coleccién de subconjuntos de
E, M ={ACE: Aes contable o A® es contable} es una o—algebra en E.

2653. Sea (F, M) un espacio medible. Demostrar que:
(a) O e M.
(b) Si Ay, Aa, ..., A, son elementos de M, entonces A1 UAsU...UA, € M.
(c) M es cerrada respecto de uniones e intersecciones contables.
(d) Si Ay B son elementos de M, entonces A — B € M.
2654. Sea {M; : i € I} una familia de o—4algebras en un conjunto E.
Demostrar que M = [);c; M; es una o—algebra en E.

2655. Demostrar que no es cierto en general que la unién de o—4algebras
en F es o—algebra en F.
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2656. Sea F un conjunto y F una coleccién de subconjuntos de E. Defi-
nimos la c—4algebra en F :

o(F) = ﬂ M con M o — élgebra en E.
MDF

Es decir, o(F) es la interseccién de todas las c—dlgebras en E que contie-
nen a F. Claramente es la menor de entre todas las c—dlgebras en E que
contienen a F. A o(F) se la llama o—dlgebra generada por F.

Sea (X, T) un espacio topoldgico. A los elementos de la o—algebra o(7T)
se les llama conjuntos de Borel asociados a la topologia T.

Demostrar que:
(1) Los conjuntos abiertos son conjuntos de Borel.
(2) Los conjuntos cerrados son conjuntos de Borel.
(3) Las uniones numerables de conjuntos cerrados son conjuntos de Borel
(se les llama conjuntos Fy ).
(4) Las intersecciones numerables de conjuntos abiertos son conjuntos de
Borel (se les llama conjuntos Gs).

2657. En la o—algebra o(T),) en donde T, es la topologia usual de R,
demostrar que el intervalo semiabierto (a,b] es un conjunto de Borel (en
particular un Gj).

2658. Demostrar que todo subconjunto numerable A de R es un Fj.

818. Probabilidad y espacio de probabilidad

2659. Sea (E, M) un espacio medible. Una medida de probabilidad o pro-
babilidad, es una funcién p : M — R tal que:
1) 0 < p(A) <1 para todo A € M.
2) Si Ay, Ag, ... son elementos de M disjuntos dos a dos, entonces

p <U An) = Zp(An)
n=1 n=1

3) p(E) =1.
A la terna (E, M, p) se la llama espacio de probabilidad.

Demostrar que
(A€) =1—p(A).
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819. Probabilidad de la union de n sucesos

2660. Sea (F,€),p) un espacio de probabilidad. Se trata de demostrar la
férmula:

n

p(A1U...UA) =D p(A)— > pAinA)+
=1

ij=1,i<j

> p(ANANA)+ .+ ()" p(AN AN NAy),
i,4,k=1, i<j<k

para A1,..., A, € Q. Se pide:

1) Demostrar la férmula para n = 2.

2) Demostrar la férmula para n = 3.

3) Usando el método de induccién, demostrar que la férmula es vélida para
todo n > 2.

820. Formula de Bayes

2661. Sea (E, %, p) un espacio probabilistico, B, A1, Aa, ..., A, € % con
probabilidades no nulas, A1, Ao, ..., A, mutuamente excluyentes y que for-
man un sistema exhaustivo, es decir,

ANAj=0VYi#j, y AUAU...UA,=E.

1) Demostrar el teorema de la probabilidad total, es decir
p(B) = ZP(Ai) p(B | Aj).
i=1

2) Demostrar la férmula de Bayes, es decir que para todo i =1,...,n:

p(Ai) p(B | A;)

p(4i | B) = > i p(Aj) p(B | Aj)

3) Aplicacion. Tenemos tres urnas con las siguientes composiciones: A; tres
bolas blancas y una negra, As dos blancas y dos negras y Az una blanca tres
negras. Se extrae una bola al azar de una de las urnas y resulta ser blanca.
Determinar la probabilidad de que proceda de la urna As.

Version de muestra. Sélo aparecen las soluciones de los capitulos 1 y 2.
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821. Esquema de urnas de Poisson. Funcién gene-
ratriz

2662. (a) Supongamos que realizamos n experimentos aleatorios y que en
el experimento r-ésimo la probabilidad del suceso A (éxito) es p, y la del
complementario (fracaso) es ¢, = 1 — p,. Llamemos p,,, a la probabilidad de
obtener r éxitos en las n pruebas. Denotemos

O‘n(f) = pon + P1né +p2n§2 + ... +prn§T + ...

(suma con un ndmero finito de términos pues p,, = 0 si r > n ). Demostrar
que se verifica

an(&) = P&+ q1) (P2 + @2) - - (Pn€ + an)-

Nota: como consecuencia, la identificacién de los coeficientes de £" en la
igualdad anterior permite calcular p,,, en funcién de las probabilidades p; y

qj.

(b) Tres urnas Uy, Uy, Us tienen las siguientes composiciones
Ui : 2 bolas blancas y 3 negras,
U, : 1 blanca y 2 negras,
Us : 3 blancas y 3 negras.

Se extrae una bola de cada urna. Usar la funcién generatriz para hallar la
probabilidad de obtener exactamente dos bolas blancas.

822. Distribucién de Poisson

2663. Se define la distribucién de Poisson de parametro A > 0 como:

Aee—A
pe="p k=012

en donde A es un ntmero real positivo.

1) Demostrar que la distribucién de Poisson es una distribucién de probabi-
lidad.

2) Determinar su media y desviacién tipica.

3) Demostrar que los limites cuando n — +o0o de las probabilidades pg(n) de
una distribucién binomial B(n, p), son las py de una distribucién de Poisson
con A = np (constante).

Nota. Esto significa que la distribucién de Poisson aproxima bien la binomial
cuando n es grande y p pequeno. Se considera que la aproximacién es buena
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sip<0,1ynp<5.

4) Aplicacion. Supéngase que el 2% de los articulos producidos por una
fabrica son defectuosos. Hallar la probabilidad P de que halla 3 articulos
defectuosos en un lote de 100 articulos.

823. Concepto de variable aleatoria

Recordemos que si E es un conjunto y F una colecciéon de subconjuntos
de E, a la menor o—algebra en E que contiene a F la designamos por o(F).
Por otra parte, si 7 es una topologia en E, a los elementos de o(7T) los
llamamos conjuntos de Borel asociados a la topologia 7. En el caso de ser
7. la topologia usual de R designamos a o(7,) por B(R) (c—éalgebra de los
conjuntos de Borel en R).

Sea (E, M,p) un espacio probabilistico y £ : E — R una aplicacién.
Decimos que £ es una wvartable aleatoria asociada al espacio probabilistico
dado, si

VB € B(R) se verifica £ 1(B) € M.

Es decir, si la imagen inversa de todo conjunto de Borel es un suceso del
espacio probabilistico.

2664. Sea ¢ una variable aleatoria asociada al espacio probabilistico (E, M, p).
Demostrar que (E,B(R),p¢) es un espacio probabilistico en donde

pe(B) = p[¢ 1 (B)] para todo B € B(R).
2665. Si F = {(—o0,z] : € R}, demostrar que o(F) = B(R). Es decir,
los intervalos de la forma (—oo, x] generan todos los conjuntos de Borel de

R.

2666. Sea (F, M, p) un espacio probabilistico y £ : E — R una aplicacién.
Demostrar que

¢ es variable aleatoria < ¢! ((—o0, x]) € M para todo = € R.

824. Operaciones con variables aleatorias

Recordamos que existen varias caracterizaciones del concepto de variable
aleatoria asociada a un espacio de probabilidad (2, M, p) :

¢ es variable aleatoria < Vo € R, £ 1(—o0, 2] € M

sVreR, ¢ (—o0,z) €M
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eVreR, Yz, +00) e M
o Ve eR, €z, +o0) € M
& & Ya,b) € M para todo intervalo (a,b) de R.

Sea (£2, M, p) un espacio de probabilidad. Todas las variables aleatorias que
se usen supondremos que estdn definidas en 2. Demostrar que:

2667. La funcién constante X = ¢ es una variable aleatoria.

2668. Si X es una variable aleatoria y ¢ es una constante, entonces cX es
una variable aleatoria.

2669. Si X e Y son variables aleatorias, X 4+ Y es variable aleatoria.
2670. Si X e Y son variables aleatorias, XY es variable aleatoria.

2671. Si X es variable aleatoria y p es un polinomio real, entonces p(X)
es variable aleatoria.

2672. Si X e Y son variables aleatorias con Y (w) # 0 para todo w € €,
entonces X/Y es variable aleatoria.

2673. Si X e¢Y son variables aleatorias entonces max{X,Y} y min{X, Y}
también lo son. Como casos particulares son variables aleatorias X =
méx{0, X} y X~ = —min{0, X }.

2674. Si X es variable aleatoria, |X| también lo es. El reciproco no es
cierto.

2675. Si X,, es una sucesién de variables aleatorias, entonces sup X,, e
inf X,, (cuando existan) son variables aleatorias.

2676. Si X,, es una sucesién de variables aleatorias, son variables aleato-
rias cuando existan lim sup,, ,, X, y iminf, , X,.

2677. Si X,, es una sucesién de variables aleatorias, es variable aleatoria
(cuando exista) lim,, oo X5.

825. Funcion de distribucion de una variable alea-
toria

2678. Sea (2, M,p) un espacio probabilistico y A,, una sucesién de ele-

mentos de M. Demostrar que
(a) Si A, es creciente, es decir A1 C Ay C Az C ..., entonces:

nll_{gop(An) =D (L_Jl An) .
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(b) Si A, es decreciente, es decir Ay D Ay D A3 D ..., entonces:

J P (ﬂA>

Sea (£2, M, p) un espacio probabilistico y X una variable aleatoria asocia-
da a dicho espacio. Dado que para todo = € R se verifica X ~(—o0,z] € M,
tiene sentido definir la funcién

F:R—[0,1, F(z)=p(X '(~o0,2])
o bien, abreviadamente
F:R—[0,1], F(x)=pX <uz).
A F se la llama funcion de distribucion asociada a la variable aleatoria X.

2679. Sea I la funcién de distribucién de una variable aleatoria X. De-
mostrar que,

1. lim F(z)=
T——+00
2. lim F(z)=0.

T—r—00
3. Si x; < zo entonces F(z1) < F(x2).
4. F es continua a la derecha, es decir F'(z+) = F(z) para todo x € R.

2680. Sea (2, M, p) un espacio probabilistico, X una variable aleatoria
en tal espacio y F' : [0,1] — R la correspondiente funcién de distribucién.
Demostrar que:

1. (X<1:) F(z—).

2. p(X = x) = F(z) - F(z-).

3. p(X € (a,b]) = F(b) — F(a).
4-p(X€[ab]) F(b) — F(a—).
5. p(X € (a,b)) = F(b=) = F(a).
6. p(X € [a.b)) = F(b—) — F(a-).

2681. Demostrar que toda funcién de distribucién F' tiene a lo sumo una
cantidad numerable de discontinuidades.

826. Media y desviacion tipica de la distribucién
binomial
2682. Dada la distribucién binomial B(n, p)
P =)= ({)ihe ™ =1 ),

(a) Hallar su media px.
(b) Hallar su desviacién tipica ox.
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827. Media y desviacion tipica de la distribucion
de Poisson

2683. Dada la distribucién de Poisson:

e M \F
p(X =k)= X (A>0,k=0,1,2,...).

(a) Hallar su media px.
(b) Hallar su desviacién tipica ox.

828. Media y desviacion tipica de la distribucion
normal

2684. (a) Sea X una variable aleatoria con distribucién normal. Demos-
trar que la funcién

1

2mo

fPR=R, f(x)=

que la define es efectivamente una funcién de densidad.
(b) Determinar su media.
(¢) Determinar su desviacion tipica.

829. Representacion grafica de la campana de Gauss

2685. Representar graficamente la campana de Gauss, es decir la grafica

de la funcién

—3(z—p)?
1 2
e o

fz) =

2mo

830. Variable aleatoria sin esperanza matematica

2686. Hallar la esperanza matemfica de la variable aleatoria discreta X
cuya funcién de probabilidad es

p(X:(_lllef) _ 1 (k=1,2,...).
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831. Distribucion uniforme continua

2687. Se define la distribucion uniforme continua como la distribucién
cuya funcién de densidad es, para a < b:

1 .
i) P sia<x<b,
T) = -

0 siz<a ox>b.

Determinar su funcién de distribucién, su media y su desviacion tipica.

832. Distribucién de Pascal o geométrica

2688. Sea A un suceso de un experimento aleatorio y consideremos una
serie de pruebas independientes de dicho experimento. Sea P(X = k) la
probabilidad de que aparezca A por primera vez en la prueba k.

1. Determinar la probabilidad P(X = k),k = 1,2,3,... (Distribucion de
Pascal o geométrica).

2. Demostrar que P(X = k), k =1,2,3,... es efectivamente una funcién de
probabilidad.

3. Determinar la media de la distribucién de Pascal o geométrica.

4. Determinar su desviacién tipica.
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Teoria p-adica

833. Norma en un anillo unitario

2689. Sea R un anillo unitario con unidad 1 = 1z y N : R — R" una
aplicacién. Se dice que N es una norma sobre R si se verifican las condiciones

(N1) N(z)=0<2z=0.
(N2) N(zy)=N(z)N(y) Vz,y € R.
(N3) N(zx+y)<N(x)+ N(y) Vx,y € R.

A la condicién (IN3) se la llama desigualdad triangular. Una norma en un
anillo unitario R se dice que es no arquimediana si el axioma (N3) es susti-
tuye por la condicién mas fuerte

(N3)" N(z+y) <max{N(z),N(y)}Vz,y € R,

llamada desigualdad ultramétrica, y si no se cumple (N3)’ la norma se dice
que es arquimediana. Frecuentemente se usa la notacién ||z|| en vez de N (z).
1) Sea R cualquier subanillo unitario de los complejos C. Demostrar que
N(x) = |z| (valor absoluto) es una norma arquimediana en R (en particular,
para R =7, Q, R, C).

2) (Norma trivial). Demostrar que en cualquier subanillo unitario R de los
complejos C, la aplicacién

0 sixz=0

. + _
R R e

es una norma no arquimediana.
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834. Seminorma del supremo

2690. Sea R = C(I) el anillo de las funciones reales continuas en el inter-
valo I = [a,b] con las operaciones habituales suma y producto. Se define la
aplicacién

N:R—RY N(f)=sup{|f(z)|:x €I}

(a) Demostrar que N es una seminorma en R (se la denomina seminorma
del supremo).
(b) Demostrar que tal seminorma es arquimediana.

835. Ordinales racionales y norma p-adica

2691. En todo este problema, p representa a un ntmero primo > 2.
1. Sea 0 # x € Z. Se define el ordinal p-ddico de x como

ord,z = max{r e N: p" | z}

es decir, ord,z es el exponente de p en la descomposicién de x en producto
de factores primos. Calcular los ordinales p-adicos en Z :

ords200, ord2200, ordyl5, ord7(—98).

2. Sea 0 # x = % € Q. Se define el ordinal p-ddico de x como

ordp% = ordpa — ord,b,

Noétese que ord,, estd bien definido, es decir

a a a !

7=y iordpg = ord

También se define ord,0 = co. Calcular los ordinales p-adicos en Q :

40 98
ords—, ords <— )

pﬁ'

27 15

3. Demostrar que para todo z,y € Q se verifica: (a) ord,z = 0o < = = 0. (b)
ord,(zy) = ordpxz+ordpy. (c) ord,(z+y) > min{ord,z, ord,y} con igualdad
si ord,x # ord,y.

4. Se define la norma p-ddica en Q como ||z, = p~°"r? Demostrar que es
una norma no arquimediana en Q, es decir que se verifican las propiedades
(a) [lzll, =0z =0.

() eyl = Nl ], Ve.v € @

(©) llo +yll, < mix {2l lyll, } Vo,y € Q
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836. Norma p-adica en los racionales

2692. Si p es un nimero primo > 2 se define la norma p-ddica en QQ como
zll, = p~°"4r?  Demostrar que || || , €S una norma no arquimediana en Q es
decir, que se verifican las propiedades
L zll,=0& 2 =0.

2. leyll, = Il llyll, Vo,yeQ.

3. o+ yl, < max {|lell, Igll,} v,y e Q

837. Principio del triangulo is6sceles

2693. (a) Sea N una norma en un anillo unitario R. Demostrar que
dn(z,y) = N(z — y) define una distancia en R.
(b) Demostrar que si la norma N es no arquimediana, entonces para todo
x,1, z € R se verifica

dy (2, y) < méx{dy(z,2),dn(z,9)}

con igualdad si dy(x,y) # dy(z,y).
(¢) Demostrar el principio del tridngulo isésceles: en normas no arquimedia-
nas, todos los tridangulos son isdsceles.

838. Una sucesion de Cauchy con la distancia p-
adica
2694. 1) Demostrar que en R = Q con la norma p-adica la sucesién
Tp=14p+p*+-- +p"*
es de Cauchy.

2) Demostrar que es ademds convergente con limite z = 1/(1 —p) € Q

839. Anillo de las sucesiones de Cauchy

2695. Sea R un anillo unitario con norma || || y d(z,y) = ||z — y|| la dis-
tancia inducida por ella. Sea C el conjunto formado por todas las sucesiones
de Cauchy en R. Definimos en C las operaciones:

(Tn) + (n) = (@n +Yn);  (Tn) - (Yn) = (TnYn)-

Demostrar que (C,+,.) es anillo unitario y que es conmutativo si R lo es.
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840. Ideal en el anillo de las sucesiones de Cauchy

2696. Sea R un anillo unitario con una norma || || y C el anillo unitario
de las sucesiones de Cauchy sobre R. Demostrar que el conjunto I formado
por las sucesiones nulas sobre R (es decir, con limite 0) es un ideal de C.

~

841. Norma en el anillo cociente R

2697. 1) Sea R anillo unitario con norma || || . Demostrar que
llall = (o)l < fla = bll, Va,be€ R.

Es decir,que el valor absoluto de la diferencia de normas es menor o igual
que la norma de la diferencia.

2) Sea R anillo unitario con norma || ||, y sea R =C/I el anillo cociente de
las sucesiones de Cauchy en R sobre el ideal I de las sucesiones nulas en R,
y designemos por {z,} la clase a la que pertenece (z,,). Es decir,

R={{zn} = (z,) + I : (z,) es sucesién de Cauchy en R}.
Demostrar que la aplicacion || ||z : R — R* dada por

{zn} g = 1m [[zn]| 5

es una norma en el anillo unitario R.

842. R como subanillo de ﬁ

2698. Sea R anillo unitario y R=¢C /I el anillo cociente de las sucesiones
de Cauchy de R sobre el ideal I de las sucesiones nulas de R. Sea la aplicacion
¢ : R — Rdada por ¢(a) = (a) en donde (a) representa la sucesién constante
de término general a. Demostrar que ¢ es un homomorfismo inyectivo de
anillos.

843. Completaciéon de todo anillo normado

2699. 1) Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Sea (b,) una sucesién
de Cauchy en X y (a,) una sucesién en X tal que d(ay,b,) < 1/n para cada
n natural. Demostrar que
(1) (an) es también sucesién de Cauchy en X.

(i) (ay) converge a p en X siy solo si, (b,) converge a p en X.
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2) Sea R anillo unitario con norma || || ;. Demostrar que R es completo con
la norma || || 5. Ademds, R es denso en R.
3) Demostrar que si R es cuerpo, también R es cuerpo.

844. Conservacién de normas no arquimediadas

2700. 1) Sean (a,) y (b,) dos sucesiones convergentes de niimeros reales.
Demostrar que la sucesiéon max{a,,b,} es convergente con limite:

lim (max{ay, b,}) = max{lim a,, limb,, }.

2) Si || [ es no arquimediana en el anillo R, demostrar que también || || 5

es no arquimediana en el anillo R.

845. Cuerpo Q, de los niimeros p-adicos y subani-
llo Z,

2701. Sea Q el anillo de los niimeros racionales con la norma p-adica || ||,

y sea Q) = @ Al anillo Q, se le llama anillo de los nimeros p-ddicos. La
norma en Q, también se la designara por || ||,

Nota. Dado que si un anillo unitario R es cuerpo también lo es ﬁ, se concluye
que @, es cuerpo.
Se llama conjunto de los enteros p-ddicos al disco cerrado:

Z, = {a € Q,: [all, < 1}.

Demostrar que el conjunto de los enteros p-ddicos Z, es un subanillo con-
mutativo y unitario de Q,.

846. Sucesiones eventualmente constantes

2702. Sea R anillo unitario con una norma no arquimediana || ||. Sea (a,)
una sucesion de Cauchy en R y b € R tal que lima,, # b. Demostrar que
existe ng tal que

m,n > ng = ||am — b|| = |lan — b|| .

Es decir, la sucesién de nimeros reales (||a, — b||) es eventualmente constan-
te. En particular, si (a,) no es no nula, la sucesién (||a,||) es eventualmente
constante.
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Varios

847. Alg. unif. densas. Teorema Stone-Weierstrass

Sea X un espacio topolégico compacto y C(X) el espacio vectorial de
las funciones reales continuas f : X — R con la norma de la convergencia
uniforme

[flloo = méx{|f(z) : z € X}.

Es claro que una sucesién f,, de C(X) converge uniformemente a f €
C(X) siy soélosi f, converge a f con la norma anterior. El teorema de Stone-
Weierstrass asegura que si F es un dlgebra de C'(X) que separa puntos y
contiene a las funciones constantes, entonces es uniformemente densa en
C(X) (es decir, es densa con la norma de la convergencia uniforme).

Esto, naturalmente equivale a decir que para toda funcién f € C(X)
existe una sucesion f, en F tal que f, — f uniformemente.

2703. Demostrar que el conjunto R[z| de las funciones polinémicas es
familia uniformemente densa en C([a, b]). Concluir.

2704. Idem para K C R™ compacto y la familia F = Rlz1,...,zy,] de las
funciones polindémicas.

2705. Demostrar que el subespacio vectorial de C[0, 1] generado por las
funciones {€™* : n € Z} es uniformemente densa en C|0, 1].

2706. Demostrar que el teorema de Stone-Weirstrass es aplicable al inter-
valo [a, b] con

F =Lip ([a,b]) = {f : [a,b] = R con f lipschitziana}.
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848. Ecuacion diofantica lineal en dos incégnitas

2707. Una ecuacién diofdntica lineal en dos incognitas es una ecuacion de

la
ar+by=c, (a,b,c€Z,a+#0,b#0). (E)

Se llama solucién de la ecuacién anterior a todo par de enteros (z,y) que la
satisface.

1) Sea d = m.c.d. (a,b) . Demostrar que la ecuacién (E) tiene alguna solucién
&d e

2) Hallar, si es posible, una solucién particular de la ecuacién diofantica
97x + 35y = 13.

3) Hallar, si es posible, una solucién particular de la ecuacién diofdntica
14z + 21y = 11.

4) Sea la ecuacion diofantica az + by = ¢ con d = m.c.d. (a, b) | ¢. Demostrar
que la solucién general (i.e. todas las soluciones) de la ecuacion es

b
y=uyo— kg

siendo (z9, yp) una solucién particular.
5) Hallar la solucién general de la ecuacién diofantica 97z + 35y = 13.

849. Iteracion de punto fijo

Sea una funcién g : D C R — R. Se dice que p € D es punto fijo de g si
se verifica g(p) = p.

2708. Sea una funcion f: D C R — Ry p € D. Demostrar que
p es cero o raiz de f < p es punto fijo de g(x) =z — f(x).

2709. Sea g € Cla,b] tal que g(z) € [a,b] para todo z € [a,b]. Demostrar
que
i) g tiene un punto fijo en [a, b].
i1) Si ademds, g es derivable en (a,b) y existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |¢'(z)| < k para todo x € (a,b), el punto fijo de ¢ es tnico.

2710. Demostrar el Teorema del punto fijo:
Sea g € C|a, b] tal que g(z) € [a,b] para todo = € [a,b]. Supongamos ademds
ademds, g es derivable en (a,b) y que existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |¢'(z)| < k para todo x € (a,b). Entonces, la sucesién

pn:g(pn—1)7 n>1

converge al inico punto fijo p en [a,b] (método de iteracidn de punto fijo).
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2711. Demostrar que en las hipétesis del teorema del punto fijo, se veri-
fican para todo n > 1 las acotaciones de la sucesion de iteraciéon de punto
fijo:

(@) |pn —p| <Kk" max{po — a,b—po}.

—pl <
(0) Ipn—pl < 77—

Ip1 — pol -

2712. Se considera la funcién g : [~1,1] — R dada por g(x) = (22 —1)/3.
a) Demostrar que g satisface las hip6tesis del teorema del punto fijo.
b) Calcular el p3 de la iteracién de punto fijo con pg = —1.
¢) Determinar a partir de qué n la iteracién de punto fijo proporciona p con
tres cifras decimales exactas.
d) Demostrar que la iteracién de punto fijo proporciona en el caso presente
una sucesién convergente a la tinica solucién de la ecuaciéon z? —3z —1 =0
n [—1,1]. Dar una férmula cerrada para esta solucién.

850. Polinomios de Bernstein

El teorema de Weierstrass asegura que toda funcién continua f : [a,b] —
R puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Construiremos de
manera explicita una de tales sucesiones.

2713. Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Se define el n-ésimo poli-
nomio de Bernstein asociado a f como el polinomio:

Ba(f) () = kszof (a+ 2= ) (M) o - oy

Determinar los polinomios de Bernstein asociados a las funciones fy(x) = 1,
fi(xz) = x en el intervalo [0, 1].

2

2714. Idem para la funcién fo(z) = 22 en el intervalo [0, 1].

2715. Demostrar que la sucesién de polinomios de Bernstein B, (f;)(z)
converge a f; uniformemente en el intervalo [0, 1] para cada i = 0,1, 2.

2716. Sea ahora f :[0,1] — R una funcién continua cualquiera. Demos-
trar que la sucesion de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente
a fen [0,1].

2717. Sea ahora f : [a,b] — R una funcién continua cualquiera. Demos-
trar que la sucesién de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente

a f en [a,b].
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851. El niimero e es trascendente

2718. Demostrar que el nimero real e es trascendente sobre Q, es decir
que no existe p € Q[x] no nulo tal que p(e) =0

852. Meétodos de Jacobi y Gauss-Seidel
Sea A € C"*™ \y,...,\, sus valores propios (repetidos o no) y sea
p(A) = max {\a] . ., P}
su radio espectral. Segin sabemos,

lim A*=0sp4) <1 (1)

k—+o00
para cualquier norma en C"*",

2719. Sea ahora A invertible y consideremos el sistema lineal Ax = b
con b € C™*! (sistema que por supuesto es compatible y determinado). Se
considera la sucesion definida por

2@ et 2 = (- Az Y b (2)

Demostrar que la sucesién (™ converge a la tinica solucién z del sistema
Az =bsiysolosi, p(I — A) < 1.

2720. (Método de Jacobi).
Supongamos que la matriz A se puede descomponer en la forma A = D+ T
con D diagonal y todos los términos de su diagonal principal no nulos.
Demostrar que la sucesiéon iterativa

™ = —p7irem=Y L D7y (3)

tiende a la tnica solucién z del sistema Az = b para toda eleccién de z(©) si
y sélo si, p(—D~IT) < 1.

2721. Se considera el sistema lineal 2 1 ) 8 . Hallar su
-1 2 To =7

solucién exacta y una solucién aproximada mediante el método de Jacobi
para la eleccién z(®) = (1,0)7 y hasta la cuarta iteracién.

2722. (Método de Gauss-Seidel).
Supongamos que la matriz A se puede descomponer en la forma A =S+ T
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con S triangular inferior invertible y 7" triangular superior con ceros en la
diagonal principal. Demostrar que la sucesion iterativa

M = —§7irgm=b L 571 (4)

tiende a la tnica solucién z del sistema Az = b para toda eleccién de z() si
y s6lo si, p(=S7IT) < 1.

2723. Para el sistema del problema [2721]| hallar una soluciéon aproximada
mediante el método de Gauss-Seidel para la eleccién z(© = (1,0)” y hasta
la cuarta iteracion.
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