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I ÁLGEBRA XXIX

1. Conjuntos 1

1. Concepto de conjunto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. Inclusión de conjuntos. Conjunto vaćıo . . . . . . . . . . . . . 2
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424. Propiedades de los ĺımites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

425. Subsucesiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
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447. Derivación por fórmulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303

448. Teorema de la función inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
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450. Derivadas de órdenes superiores . . . . . . . . . . . . . . . . . 304
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469. Diámetro de un subconjunto de R . . . . . . . . . . . . . . . 313
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477. Una aplicación de la fórmula de Taylor . . . . . . . . . . . . . 317

478. Una aproximación racional de
√

5 . . . . . . . . . . . . . . . . 318

30.Regla de L’Hôpital 319
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602. Un campo gradiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384
603. Distancia de un plano y de una curva al origen . . . . . . . . 385
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642. Ceros de las funciones anaĺıticas . . . . . . . . . . . . . . . . 405
643. Series complejas: conceptos básicos . . . . . . . . . . . . . . . 405
644. Series complejas: criterios de la ráız y del cociente . . . . . . 406
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757. Soluciones periódicas y órbita . . . . . . . . . . . . . . . . . . 457
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762. Teorema de Bendixson-Dulac, órbitas cerradas . . . . . . . . 458

763. Ecuación diferencial compleja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459

764. Prolongación en el tiempo a un conjunto . . . . . . . . . . . . 459

765. Sistema gradiente y factor integrante . . . . . . . . . . . . . . 460
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800. Topoloǵıa Fort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 480

801. Teorema de compactificación de Alexandrov . . . . . . . . . . 480

802. Completación de todo espacio métrico . . . . . . . . . . . . . 481

803. Topoloǵıa final . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482

804. Separación de puntos y espacio de Hausdorff . . . . . . . . . . 482
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Caṕıtulo 1

Conjuntos

1. Concepto de conjunto

1. Escribir por extensión A = {x : x es ráız de p(x) = x2 − 7x+ 12}.

SOLUCIÓN. Hallemos las ráıces de la ecuación dada

x =
7±
√

49− 48

2
=

7± 1

2
⇔ x = 4 o x = 3.

Es decir, A = {3, 4}.

2. Escribir por comprensión B = {3, 4, 5, 6, 7}.

SOLUCIÓN. Los elementos de B son los números naturales mayores o iguales
que 3 y menores o iguales que 7. Por tanto:
B = {x : x es número natural con 3 ≤ x ≤ 7}.

3. Analizar si son iguales los siguientes pares de conjuntos
(a) A = {a, 2, 3}, B = {3, 3, 2, a}.
(b) C = {verde, rojo}, D = {x : x es color del arco iris}.

SOLUCIÓN. (a) Todo elemento que pertenece a A, pertenece a B y todo
elemento que pertenece a B, pertenece a A, lo cual implica que A = B.
Nótese que es irrelevante el que se repita la escritura de algún elemento.
(b) Todo elemento que pertenece a C, pertenece a D. Sin embargo, no todo
elemento que pertenece a D pertenece a C (por ejemplo, el color azul).
Concluimos que C 6= D.

4. Escribir por comprensión los conjuntos

A = {−1,−3,−5,−7.− 9, . . .}, B = {4, 8, 12, 16, 20, . . .}.

1



2 2 Inclusión de conjuntos. Conjunto vaćıo

SOLUCIÓN. El conjunto A está formado por los números impares negativos
y el B por los múltiplos de 4 positivos, por tanto:
A = {x : x es entero impar negativo},B = {x : x es múltiplo positivo de 4}.

5. Definir por extensión el conjunto S = {x ∈ R : x3 − x2 = 0}.

SOLUCIÓN. Los elementos de S son los números reales que cumplen x3−x2 =
0 o de forma equivalente x2(x − 1) = 0, cuyas soluciones son x = 0, x = 1.
Por tanto S = {0, 1}.

6. Sean a, b, c, d elementos de un conjuntoX.Demostrar que {{a}, {a, b}} =
{{c}, {c, d}} si y solamente si a = c y b = d.

SOLUCIÓN. Tenemos que demostrar
{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} ⇔ a = b y b = d.
⇐) Si a = b y c = d, trivialmente {{c}, {c, d}} = {{a}, {a, b}}
⇒) Por hipótesis

{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} . (1)

Analizamos dos casos:

Caso 1: a 6= b. En éste caso, {a} 6= {a, b}. Entonces, el conjunto de la
derecha en (1) ha de tener dos elementos, lo cual implica que c 6= d. Sólo
se puede verificar la igualdad (1) si {a} = {c} y {a, b} = {c, d}, por tanto
a = c y b = d.

Caso 2: a = b. En éste caso, {a} = {a, b}. Entonces, el conjunto de la
derecha en (1) ha de tener un único elemento, es decir ha de ser {c} = {c, d}.
Esto último implica que c = d.

2. Inclusión de conjuntos. Conjunto vaćıo

7. Se considera el conjunto A = {a, b, c}. Escribir todos los subconjuntos
de A.

SOLUCIÓN. El conjunto vaćıo y A son subconjuntos de A. Los subconjuntos
de A con un elemento son {a}, {b} y {c}, y con dos elementos son {a, b},
{a, c} y {b, c}. Por tanto, todos los subconjuntos de A son:

∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, A.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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8. Un subconjunto A de B se dice que es propio si existe al menos un
elemento de B que no pertenece a A. Escribir todos los subconjuntos propios
de M = {1, 2}.

SOLUCIÓN. Los subconjuntos de M son ∅, {1}, {2} y M = {1, 2}. De la
definición dada, inmediatamente se deduce que los subconjuntos propios de
M son ∅, {1} y {2}.

9. Demostrar que el conjunto vaćıo es único.

SOLUCIÓN. Si ∅ y ∅′ son conjuntos vaćıos, se verifica ∅ ⊂ ∅′ y ∅′ ⊂ ∅, luego
∅ = ∅′.

10. Sea X un conjunto. Al conjunto ∅X = {x ∈ X : x 6= x} se le lla-
ma subconjunto vaćıo de X (y claramente no contiene elemento alguno).
Demostrar que para dos conjuntos cualesquiera X e Y se verifica ∅X = ∅Y .

SOLUCIÓN. Recordemos que si P y Q son dos proposiciones, P ⇒ Q significa
“(no P ) o Q”, en consecuencia, P : x ∈ ∅X (que es falso) implica Q : x ∈ ∅Y ,
es decir ∅X ⊂ ∅Y . De manera análoga, ∅Y ⊂ ∅X .

3. Unión e intersección de conjuntos

11. Dados los conjuntos A = {a, b, c, 7, 4}, B = {b, 1, 5, c}, hallar A ∪B y
A ∩B.

SOLUCIÓN. De las definiciones de unión e intersección de conjuntos, dedu-
cimos inmediatamente que: A ∪B = {a, b, c, 7, 4, 1, 5}, A ∩B = {b, c}.

12. Demostrar que M = {0, 2} y B = {x : x ∈ R con x2 − 1 = 0}, son
conjuntos disjuntos.

SOLUCIÓN. Dos conjuntos A y B son disjuntos si A ∩ B = ∅, es decir si no
tienen elementos comunes. Los elementos del conjunto B son las soluciones
de la ecuación x2−1 = 0, es decir B = {−1, 1}, luego M ∩B = ∅. Por tanto,
M y B son disjuntos.

13. Todos los alumnos de una clase que practican natación o atletismo o
ambos deportes, practican también tenis, natación o ambos deportes. Los
que practican natación y atletismo practican también natación y tenis. ¿ Es
cierto que los que practican atletismo también practican tenis?

SOLUCIÓN. Denotemos por N,A, T a los conjuntos de los alumnos de la
clase que practica natación, atletismo y tenis respectivamente. La hipótesis

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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todos los alumnos de la clase que practican natación o atletismo o ambos
deportes, practican también tenis, natación o ambos deportes equivale a:

N ∪A ⊂ T ∪N (1).

La hipótesis los que practican natación y atletismo practican también nata-
ción y tenis equivale a:

N ∩A ⊂ N ∩ T (2).

El aserto los que practican atletismo también practican tenis equivale a:

A ⊂ T (3).

Veamos que se verifica (3), o equivalentemente que x 6∈ T ⇒ x 6∈ A. Tene-
mos:

x 6∈ T ⇒ x 6∈ T ∩N ⇒ (por (2)) x 6∈ N ∩A.

Dado que x 6∈ N ∩A, o bien ocurre x 6∈ A o bien x 6∈ N (o ambos).
Caso 1: x 6∈ A. Ya estaŕıa demostrado (3).
Caso 2: x 6∈ N . En éste caso, x 6∈ T ∪N (por hipótesis x 6∈ T ) y por (1),

deducimos x 6∈ N ∪ A lo cual implica que x 6∈ A (pues x 6∈ N). Concluimos
pues que los que practican atletismo también practican tenis.

4. Propiedades de la unión e intersección

14. Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera:
(a) Asociativa de la unión: (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).
(b) Asociativa de la intersección: (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

SOLUCIÓN. (a) Quedará demostrada la igualdad si demostramos los conte-
nidos:

(A ∪B) ∪ C ⊂ A ∪ (B ∪ C). (1)

A ∪ (B ∪ C) ⊂ (A ∪B) ∪ C. (2)

Sea x ∈ (A∪B)∪C. Esto significa x ∈ A∪B o x ∈ C. Si ocurre lo primero,
será x ∈ A o x ∈ B. Si x ∈ A, será x ∈ A∪ (B ∪C); si x ∈ B será x ∈ B ∪C
y por tanto x ∈ A ∪ (B ∪ C). Por último, si x ∈ C, será x ∈ B ∪ C y por
tanto x ∈ A ∪ (B ∪ C). Hemos demostrado (1).
Sea x ∈ A∪ (B ∪C). Esto significa x ∈ A o x ∈ B ∪C. Si ocurre lo primero,
será x ∈ A ∪ B y por tanto x ∈ (A ∪ B) ∪ C. Si x ∈ B ∪ C, será x ∈ B o
x ∈ C. Si x ∈ B, será x ∈ A∪B y por tanto x ∈ (A∪B)∪C; si x ∈ C será
x ∈ (A ∪B) ∪ C. Hemos demostrado (2).
(b) Sea x ∈ (A ∩ B) ∩ C. Esto significa x ∈ A ∩ B y x ∈ C y por tanto,

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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x ∈ A y x ∈ B y x ∈ C lo cual implica que x ∈ A y x ∈ B ∩ C, es decir
x ∈ A ∩ (B ∩ C).

Sea x ∈ A ∩ (B ∩ C). Esto significa x ∈ A y x ∈ B ∩ C y por tanto,
x ∈ A y x ∈ B y x ∈ C lo cual implica que x ∈ A ∩ B y x ∈ C, es decir
x ∈ (A ∩B) ∩ C. Del doble contenido demostrado, concluimos que

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

15. Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera:
(a) Conmutativa de la unión: A ∪B = B ∪A.
(b) Conmutativa de la intersección: A ∩B = B ∩A.

SOLUCIÓN. (a) Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x ∈ A ∪ B. Esto
significa que x ∈ A o x ∈ B y, en cualquiera de los dos casos, x ∈ B ∪ A.
Hemos demostrado A ∪B ⊂ B ∪A.

Sea x ∈ B ∪A. Esto significa que x ∈ B o x ∈ A y, en cualquiera de los
dos casos, x ∈ A ∪ B. Hemos demostrado B ∪ A ⊂ A ∪ B. Podemos pues
concluir que A ∪B = B ∪A.
(b) Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x ∈ A ∩ B. Esto significa que
x ∈ A y x ∈ B lo cual implica que que x ∈ B y x ∈ A, es decir x ∈ B ∩ A.
Hemos demostrado A ∩B ⊂ B ∩A.

Sea x ∈ B ∩ A. Esto significa que x ∈ B y x ∈ A lo cual implica que
que x ∈ A y x ∈ B, es decir x ∈ A∩B. Hemos demostrado B ∩A ⊂ A∩B.
Podemos pues concluir que A ∩B = B ∩A.

16. Demostrar las propiedades idempotentes de la unión y de la intersec-
ción, es decir A ∪A = A, A ∩A = A.

SOLUCIÓN. Sea A conjunto arbitrario. Si x ∈ A ∪ A, será x ∈ A o x ∈ A,
y en ambos casos x ∈ A. Si x ∈ A, en virtud de la definición de unión,
x ∈ A ∪A. Podemos pues concluir que A ∪A = A.

Si x ∈ A ∩ A, será x ∈ A y x ∈ A, y por tanto, x ∈ A. Si x ∈ A, en
virtud de la definición de intersección, x ∈ A ∩ A. Podemos pues concluir
que A ∩A = A.

17. Demostrar las propiedades del elemento ı́nfimo para la unión e inter-
sección: A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅.

SOLUCIÓN. Si x ∈ A∪∅ entonces x ∈ A o x ∈ ∅. Dado que el conjunto vaćıo
no tiene elementos, necesariamente x ∈ A. Si x ∈ A, por la definición de
unión, se cumple x ∈ A ∪ ∅. Es decir, A ∪ ∅ = A.

Un elemento x pertenece a A ∩ ∅, si y sólo si x ∈ A y x ∈ ∅. Ningún
elemento x cumple las dos condiciones anteriores, por tanto A ∩ ∅ = ∅.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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18. Demostrar la propiedad distributiva de la intersección respecto de la
unión: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

SOLUCIÓN. Veamos que A ∩ (B ∪ C) ⊂ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C). En efecto, x ∈
A ∩ (B ∪ C) implica x ∈ A y x ∈ B ∪ C, es decir o bien x ∈ A y x ∈ B o
bien x ∈ A y x ∈ C. En el primer caso x ∈ A∩B y en el segundo x ∈ A∩C.
En ambos casos, x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Veamos que (A∩B)∪(A∩C) ⊂ A∩(B∪C). En efecto, x ∈ (A∩B)∪(A∩C)
implica x ∈ A ∩ B o x ∈ A ∩ C. En el primer caso, x ∈ A y x ∈ B, por
tanto x ∈ A y x ∈ B ∪ C lo cual implica x ∈ A ∩ (B ∪ C). En el segundo
caso, x ∈ A y x ∈ C, por tanto x ∈ A y x ∈ B ∪ C lo cual implica también
x ∈ A ∩ (B ∪ C).

19. Demostrar la propiedad distributiva de la unión respecto de la inter-
sección: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

SOLUCIÓN. Veamos que A ∪ (B ∩ C) ⊂ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). En efecto, x ∈
A ∪ (B ∩ C) implica x ∈ A o x ∈ B ∩ C. En el primer caso, x ∈ A ∪ B y
x ∈ A∪C lo cual implica x ∈ (A∪B)∩(A∪C). En el segundo caso, x ∈ B y
x ∈ C. Es decir, x ∈ A∪B y x ∈ A∪C, lo cual implica x ∈ (A∪B)∩(A∪C).

Veamos que (A∪B)∩(A∪C) ⊂ A∪(B∩C). En efecto, x ∈ (A∪B)∩(A∪C)
implica x ∈ A ∪ B y x ∈ A ∪ C. Si x ∈ A, entonces x ∈ A ∪ (B ∩ C). Si
x 6∈ A, al pertenecer a A ∪B y a A ∪ C, necesariamente x ∈ B y x ∈ C. Es
decir, x ∈ B ∩ C y por tanto, x ∈ A ∪ (B ∩ C).

20. Demostrar las leyes de simplificación:
(a) (A ∪B) ∩A = A. (b) (A ∩B) ∪A = A.

SOLUCIÓN.

(a) Si x ∈ (A ∪ B) ∩ A, entonces x ∈ A ∪ B y x ∈ A lo cual implica
trivialmente que x ∈ A. Si x ∈ A, entonces x ∈ A ∪ B y x ∈ A lo cual
implica x ∈ (A ∪B) ∩A.
(b) Si x ∈ (A ∩ B) ∪ A, entonces x ∈ A ∩ B o x ∈ A, y en ambos casos,
x ∈ A. Si x ∈ A, entonces x ∈ (A ∩B) ∪A.

5. Cardinal de la unión de tres conjuntos

21. SeaM un conjunto finito (es decir, con un número finito de elementos).
Se denota por card M , por #(M) o bien por |A| al cardinal deM . Sean ahora
A,B,C tres conjuntos finitos. Demostrar las fórmulas:
(a) |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
(b) |A∪B ∪C| = |A|+ |B|+ |C| − |A∩B| − |A∩C| − |B ∩C|+ |A∩B ∩C|.
(c) Aplicación. Calcular cuantos números naturales menores o iguales que
1000 existen que no sean múltiplos no de 3, ni de 5, ni de 7.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. (a) Si escribimos |A|+ |B| estamos contando dos veces cada ele-
mento de A ∩B, en consecuencia |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

(b) Usando las propiedad asociativa de la unión, el apartado (a) y la propie-
dad distributiva de la intersección respecto de la unión:

|A ∪B ∪ C| = |(A ∪B) ∪ C| = |A ∪B|+ |C| − |A ∪B) ∩ C|
= |A|+ |B| − |A ∩B|+ |C| − |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)|. (1)

Usando el apartado (a) y las propiedades asociativa e idempotente de la
intersección:

|(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)| = |A ∩ C|+ |B ∩ C| − |(A ∩ C) ∩ (B ∩ C)|
= |A ∩ C|+ |B ∩ C| − |A ∩B ∩ C|. (2)

Usando (1) y (2) queda:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

(c) Llamemos A3, A5 y A7 los conjuntos de los múltiplos de 3, 5 y 7 respec-
tivamente y que son menores o iguales que 1000. Entonces, A3∩A5, A3∩A5,
A5 ∩A7, y A3 ∩A5 ∩A7 son respectivamente los conjuntos cuyos elementos
son los múltiplos de 15, 21, 35 y 105 respectivamente y que son menores o
iguales que 1000. Tenemos:

1000 = 3 · 333 + 1

1000 = 5 · 200

1000 = 7 · 142 + 6

⇒


|A3| = 333

|A5| = 200

|A7| = 142,
1000 = 15 · 66 + 10

1000 = 21 · 47 + 13

1000 = 35 · 28 + 20

⇒


|A3 ∩A5| = 66

|A5 ∩A7| = 47

|A5 ∩A7| = 28,

1000 = 105 · 9 + 55⇒ |A3 ∩A5 ∩A7| = 9.

Aplicando la fórmula del cardinal de la unión de tres conjuntos

|A3 ∪A5 ∪A7| = 333 + 200 + 142− 66− 47− 28 + 9 = 543.

El conjunto A3 ∪ A5 ∪ A7 está formado por los múltiplos de 3, o de 5, o de
7 y que son menores o iguales que 1000. Nos piden por tanto el cardinal de
(A3 ∪A5 ∪A7)c . Entonces,

|(A3 ∪A5 ∪A7)c| = 1000− 543 = 457

es el cardinal de los números naturales menores o iguales que 1000 existen
que no son múltiplos ni de 3, ni de 5, ni de 7.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



8 6 Partes de un conjunto, complementario y diferencia

6. Partes de un conjunto, complementario y dife-
rencia

22. Dado U = {a, b, c, d}, determinar P(U).

SOLUCIÓN. Escribamos los subconjuntos de U atendiendo a su número de
elementos:
Con 0 elementos: ∅. Con 1 elemento: {a}, {b},{c},{d}. Con 2 elementos:
{a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c},{b, d}, {c, d}. Con 3 elementos: {a, b, c}, {a, b, d},
{a, c, d}, {b, c, d}. Con 4 elementos: U . Por tanto

P(U) = { ∅, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c},
{b, d}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, U }.

23. Determinar los conjuntos P(∅), P (P(∅)) , P (P (P(∅))) .

SOLUCIÓN. Claramente P(∅) = {∅} y P (P(∅)) = {∅, {∅}}. Para hallar con
más claridad P (P (P(∅))), podemos considerar un conjunto U = {a, b} y
determinar P(U) :

P(U) = {∅, {a}, {b}, {a, b}} .

Ahora, basta sustituir a por ∅ y b por {∅} :

P (P (P(∅))) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} .

24. Sea A = {a1, . . . , an} un conjunto con n elementos. Hallar el número
de elementos de P(A).

SOLUCIÓN. Contemos los subconjuntos de A, atendiendo al número de ele-
mentos. Hay 1 =

(
n
0

)
subconjuntos con 0 elementos (el conjunto vaćıo). Hay

n =
(
n
1

)
subconjuntos con 1 elemento,

(
n
2

)
con dos elementos, ... ,

(
n
k

)
con k

elementos, ... , 1 =
(
n
n

)
con n elementos (el conjunto A). Sumando y apli-

cando la fórmula del binomio de Newton obtenemos el cardinal de P(A) :

card P(A) =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . .+

(
n

n

)
=

(
n

0

)
1n · 10 +

(
n

1

)
1n−1 · 11 +

(
n

2

)
1n−2 · 12 + . . .+

(
n

n

)
10 · 1n

= (1 + 1)n = 2n = 2card A.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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25. Dados dos conjuntos A y B su diferencia simétrica se define como el
conjunto A∆B = (A−B) ∪ (B −A). Demostrar que se verifica la igualdad

A∆B = (A ∪B)− (A ∩B).

SOLUCIÓN. Demostremos el doble contenido. Tenemos:

x ∈ A∆B ⇒ x ∈ (A−B) ∪ (B −A)⇒


x ∈ A−B

o
x ∈ B −A

⇒


x ∈ A y x 6∈ B

o
x ∈ B y x 6∈ A

⇒


x ∈ A ∪B y x 6∈ A ∩B

o
x ∈ A ∪B y x 6∈ A ∩B

⇒ x ∈ (A ∪B)− (A ∩B).

Es decir, A∆B ⊂ (A ∪B)− (A ∩B). Por otra parte:

x ∈ (A ∪B)− (A ∩B)⇒


x ∈ A ∪B

y
x 6∈ A ∩B

⇒

{
Caso 1. x ∈ A⇒ x 6∈ B ⇒ x ∈ A−B
Caso 2. x ∈ B ⇒ x 6∈ A⇒ x ∈ B −A ⇒ x ∈ (A−B) ∪ (B −A).

Es decir, (A ∪B)− (A ∩B) ⊂ A∆B.

26. Demostrar que existe un único A ∈ P(C) tal que para todo X ∈ P(C),
se verifica A∆X = X∆A = X.

SOLUCIÓN. La diferencia simétrica ∆ es operación conmutativa. En efecto:

A∆X = A ∪X −A ∩X = X ∪A−X ∩A = X∆A.

por tanto, el problema equivale a demostrar que existe un único A ∈ P(C)
tal que para todo X ∈ P(C), se verifica A∆X = X.
Unicidad. Si tal A existe, se ha de cumplir A∆X = X para todo X ∈ P(C),
en particular para X = C. Pero

A∆C = C ⇔ A ∪ C −A ∩ C = C ⇔ C −A = C,

y la última igualdad solamente se verifica si A = ∅.
Existencia. Si A = ∅, se verifica

A∆X = ∅∆X = ∅ ∪X − ∅ ∩X = X − ∅ = X.

Queda pues demostrada la propiedad requerida.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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En P(U) demostrar:

27. ∅c = U, U c = ∅.

SOLUCIÓN. Tenemos ∅c = {x ∈ U : x 6∈ ∅}. Pero todo elemento x ∈ U no
pertenece a ∅, en consecuencia ∅c = U . Por otra parte, U c = {x ∈ U : x 6∈
U}. Pero ningún elemento x puede a la vez pertenecer y no pertenecer a U ,
en consecuencia U c = ∅.

28. (Ac)c = A.

SOLUCIÓN. Por una parte, x ∈ (Ac)c ⇒ x 6∈ Ac = {y ∈ U : y /∈ A} ⇒ x ∈ A,
es decir, (Ac)c ⊂ A. Por otra, x ∈ A ⇒ x 6∈ Ac ⇒ x ∈ (Ac)c, es decir
A ⊂ (Ac)c.

29. (a) (A ∪B)c = Ac ∩Bc, (b) (A ∩B)c = Ac ∪Bc (Leyes de Morgan).

SOLUCIÓN. (a) Demostramos directamente la igualdad escribiendo equiva-
lencias:

x ∈ (A ∪B)c ⇔ x 6∈ A ∪B ⇔ x 6∈ A y x 6∈ B

⇔ x ∈ Ac y x ∈ Bc ⇔ x ∈ Ac ∩Bc.

(b) Análogamente:

x ∈ (A ∩B)c ⇔ x 6∈ A ∩B ⇔ x 6∈ A o x 6∈ B

30. A ⊂ B ⇒ Bc ⊂ Ac.

SOLUCIÓN. Si x ∈ Bc, entonces x 6∈ B. Como por hipótesis A ⊂ B, se
verifica x 6∈ A, es decir x ∈ Ac.

31. (a) A ∪Ac = U. (b) A ∩Ac = ∅.

SOLUCIÓN. (a) Los conjuntos A y Ac están contenidos en U por las defini-
ciones de conjunto universal y de complementario. Por tanto, si x ∈ A∪Ac,
o bien x ∈ A o bien x ∈ Ac y en ambos casos x ∈ U. Es decir, A ∪ Ac ⊂ U .
Si x ∈ U , o bien x ∈ A, o bien x 6∈ A. De forma equivalente, o bien x ∈ A o
bien x ∈ Ac lo cual implica que x ∈ A ∪Ac . Es decir, U ⊂ A ∪Ac.
(b) Tenemos las equivalencias

x ∈ A ∩Ac ⇔ x ∈ A y x ∈ Ac ⇔ x ∈ A y x 6∈ A.

No existe elemento alguno x tal que x ∈ A y x 6∈ A, lo cual implica que
A ∩Ac = ∅.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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32. Siendo A,B,C subconjuntos de un conjunto universal U, determinar
el complementario del conjunto (A ∪Bc ∪ Cc) ∩ (A ∪B ∪ Cc).

SOLUCIÓN. Llamemos D al conjunto dado. Usando reiteradamente las leyes
de Morgan y la propiedad (M c)c = M :

Dc = (A ∪Bc ∪ Cc)c ∪ (A ∪B ∪ Cc)c = (Ac ∩B ∩ C) ∪ (Ac ∩Bc ∩ C).

Reagrupando y usando la propiedad distributiva de la intersección respecto
de la unión:

Dc = [(Ac ∩ C) ∩B] ∪ [(Ac ∩ C) ∩Bc]

= (Ac ∩ C) ∩ (B ∪Bc) = (Ac ∩ C) ∩ U = Ac ∩ C.

33. Demostrar que (A∩B)∪ (Ac∩B)∪ (A∩Bc)∪ (Ac∩Bc) es el conjunto
universal.

SOLUCIÓN. Llamemos C al conjunto dado. Por la propiedad asociativa de
la unión:

C = [(A ∩B) ∪ (Ac ∩B)] ∪ [(A ∩Bc) ∪ (Ac ∩Bc)] .

Aplicando la propiedad distributiva de la intersección respecto de la unión:

C = [(A ∪Ac) ∩B] ∪ [(A ∪Ac) ∩Bc] .

Por último, llamando U al conjunto universal, y aplicando conocidas pro-
piedades del complementario:

C = (U ∩B) ∪ (U ∩Bc) = B ∪Bc = U.

34. Simplificar la expresión [(A ∩B) ∩ C] ∪ [(A ∩B) ∩ Cc] ∪ (Ac ∩B).

SOLUCIÓN. Llamemos D al conjunto dado y U al universal. Aplicando la
propiedad distributiva de la intersección respecto de la unión:

[(A ∩B) ∩ C] ∪ [(A ∩B) ∩ Cc]

= (A ∩B) ∩ (C ∪ Cc) = (A ∩B) ∩ U = A ∩B.

Es decir, D = (A∩B)∪ (Ac∩B). Usando de nuevo la propiedad distributiva
de la intersección respecto de la unión:

D = (A ∪Ac) ∩B = U ∩B = B.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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35. Sean A y B subconjuntos de un conjunto universal U . Determinar
condiciones necesarias y suficientes para que se verifique la igualdad A∪Bc =
B.

SOLUCIÓN. Tenemos las implicaciones

A ∪Bc = B ⇒ (A ∪Bc) ∪B = B ∪B

⇒ A ∪ (Bc ∪B) = B ⇒ A ∪ U = B ⇒ U = B.

Es decir, necesariamente ha de ser B = U . Por otra parte, si B = U ,

A ∪ U c = U ⇒ A ∪ ∅ = U ⇒ A = U.

Por tanto, para que se cumpla A ∪ Bc = B es necesario que A = B = U .
También es suficiente pues U ∪ U c = U ∪ ∅ = U .

7. Relaciones de inclusión y pertenencia

Analizar cuales de las siguientes fórmulas son ciertas para todo conjunto
A:

36. ∅ ∈ ∅.

SOLUCIÓN. Falsa. ∅ no tiene elementos.

37. ∅ ∈ {∅}.

SOLUCIÓN. Cierta. {∅} es un conjunto, y ∅ es elemento de {∅}.

38. ∅ ⊂ ∅.

SOLUCIÓN. Cierta. El vaćıo está contenido en todo conjunto, en particular
∅ ⊂ ∅.

39. ∅ ∈ A.

SOLUCIÓN. Falsa. Basta considerar A = ∅ y aplicar el problema 36.

40. ∅ ⊂ A.

SOLUCIÓN. Cierta. El vaćıo está contenido en todo conjunto.

41. A ∈ A.

SOLUCIÓN. Falsa. Basta considerar A = ∅ y aplicar el problema 39

42. A ∈ {A}.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. Cierta. {A} es un conjunto, y A es elemento de {A}.

43. A ⊂ A.

SOLUCIÓN. Cierta. Si x ∈ A, entonces x ∈ A.

44. A ∈ P(A).

SOLUCIÓN. Cierta. Al ser A subconjunto de A, se verifica A ∈ P(A).

45. A ⊂ P(A).

SOLUCIÓN. Falsa. Si A = {1} entonces P(A) = {∅, {1}}. Se verifica 1 ∈ A,
pero 1 6∈ P(A). Por tanto A no está contenido en P(A).

8. Producto cartesiano

46. Dados A = {a, b} y B = {1, 2} determinar A×B y B ×A.

SOLUCIÓN. De acuerdo con la definición de producto cartesiano:

A×B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2)}, B ×A = {(1, a), (2, a), (1, b), (2, b)}.

47. Dados A = {1, 2} , B = {a} , C = {1, 3} determinar A×B × C.

SOLUCIÓN. De acuerdo con la definición de producto cartesiano de varios
conjuntos, A×B × C = {(1, a, 1), (1, a, 3), (2, a, 1), (2, a, 3)}.

48. Demostrar que A′ ⊂ A,B′ ⊂ B ⇒ A′ ×B′ ⊂ A×B.

SOLUCIÓN. Sea (a, b) ∈ A′×B′. Por definición de producto cartesiano, a ∈ A′
y b ∈ B′. Como por hipótesis A′ ⊂ A y B′ ⊂ B, también a ∈ A y b ∈ B lo
cual implica que (a, b) ∈ A×B.

49. Demostrar que A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

SOLUCIÓN. Tenemos las equivalencias:

(a, b) ∈ A× (B ∪ C)⇔ a ∈ A y b ∈ B ∪ C ⇔ a ∈ A y (b ∈ B o b ∈ C)

⇔ (a ∈ A y b ∈ B) o (a ∈ A y b ∈ C)⇔ (a, b) ∈ A×B o (a, b) ∈ A× C

⇔ (a, b) ∈ (A×B) ∪ (A× C),

lo cual demuestra la igualdad dada.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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50. Demostrar que A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

SOLUCIÓN. Tenemos las equivalencias:

(a, b) ∈ A× (B ∩ C)⇔ a ∈ A y b ∈ B ∩ C ⇔ a ∈ A y (b ∈ B y b ∈ C)

⇔ (a ∈ A y b ∈ B) y (a ∈ A y b ∈ C)⇔ (a, b) ∈ A×B y (a, b) ∈ A× C

⇔ (a, b) ∈ (A×B) ∩ (A× C),

lo cual demuestra la igualdad dada.

9. Unión e intersección generalizadas

51. Se considera el conjunto de ı́ndices J = {j : j es letra vocal}. Escri-
bir los conjuntos que componen la familia indexada {Aj}. Escribir de otra
manera

⋃
j Aj y

⋂
j Aj .

SOLUCIÓN. Los conjuntos que forman la familia indexada son Aa, Ae, Ai,
Ao y Au. Podemos escribir⋃

j

Aj = Aa ∪Ae ∪Ai ∪Ao ∪Au,

⋂
j

Aj = Aa ∩Ae ∩Ai ∩Ao ∩Au.

52. Sea I = [0, 1] y, para cada i ∈ I, sea Ai = [0, i]. Determinar A1/3∪A2/3

y A1/3 ∩A2/3.

SOLUCIÓN. Tenemos A1/3 = [0, 1/3] y A2/3 = [0, 2/3], por tanto

A1/3 ∪A2/3 = [0, 2/3] = A2/3 , A1/3 ∩A2/3 = [0, 1/3] = A1/3.

53. Sea Bn = (0, 1/n), donde n ∈ N∗ = {1, 2, 3, . . .}. Hallar:
(i) B4 ∪ B9. (ii) B5 ∩ B8. (iii) Bs ∪ Bt. (iv) Bs ∩ Bt (v)

⋃
i∈A⊂N∗ Bi.

(vi)
⋂
i∈N∗ Bi.

SOLUCIÓN. (i) Como 4 < 9, se verifica 1/9 < 1/4 y por tanto (0, 1/9) ⊂
(0, 1/4). Esto implica por la definición de los Bn que B9 ⊂ B4, en conse-
cuencia B4 ∪B9 = B4.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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(ii) Como 5 < 8, se verifica 1/8 < 1/5 y por tanto (0, 1/8) ⊂ (0, 1/5).
Esto implica por la definición de los Bn que B8 ⊂ B5, en consecuencia
B5 ∩B8 = B8.

(iii) Llamemos m = mı́n{s, t}. Entonces, 1/s ≤ 1/m y 1/t ≤ 1/m, lo cual
implica que Bs ⊂ Bm y Bt ⊂ Bm. Además, o bien s = m o bien t = m, es
decir Bs = Bm o Bt = Bm. En consecuencia, Bs ∪Bt = Bm.

(iv) Llamemos M = máx{s, t}. Entonces, 1/M ≤ 1/s y 1/M ≤ 1/t lo cual
implica que BM ⊂ Bs y BM ⊂ Bt. Además, o bien s = M o bien t = M , es
decir Bs = BM o Bt = BM . En consecuencia, Bs ∩Bt = BM .

(v) Llamemos a = mı́n{i : i ∈ A}. Entonces, 1/i ≤ 1/a y 1/i ≤ 1/a para
todo i ∈ A lo cual implica que Bi ⊂ Ba para todo i ∈ A. Además, Aa es uno
de los Ai. En consecuencia,

⋃
i∈A⊂N∗ Bi = Aa.

(vi) Si x ∈
⋂
i∈N∗ Bi, entonces x ∈ Bi para todo i ∈ N∗, es decir 0 < x < 1/i

para todo i ∈ N∗. Ahora bien, ĺımi→∞ 1/i = 0 con lo cual existe i0 ∈ N∗
tal que 0 < 1/i0 < x. Esto quiere decir que x 6∈ Bi0 y por tanto no puede
estar en la intersección de todos los Bi. De ésta contradicción deducimos
que

⋂
i∈N∗ Bi = ∅.

54. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {Ai} y para cualquier
conjunto B se verifica B ∪ (∩iAi) = ∩i(B ∪ Ai) (propiedad distributiva de
la unión respecto de la intersección).

SOLUCIÓN. Veamos el contenido de izquierda a derecha:

x ∈ B ∪ (∩iAi)⇒ (x ∈ B) o (x ∈ ∩iAi)⇒ (x ∈ B) o (x ∈ Ai ∀i)

⇒
{
x ∈ B ∪Ai ∀i si x ∈ B
x ∈ B ∪Ai ∀i si x ∈ Ai ∀i

⇒ x ∈ ∩i(B ∪Ai).

Veamos el otro contenido:

x ∈ ∩i(B ∪Ai)⇒ x ∈ B ∩Ai ∀i⇒
{
x ∈ B ∪ (∩iAi) si x ∈ B
x ∈ Ai ∀i si x 6∈ B{

x ∈ B ∪ (∩iAi) si x ∈ B
x ∈ ∩iAi si x 6∈ B ⇒ x ∈ B ∪ (∩iAi).

55. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {Ai} y para cualquier
conjunto B se verifica B ∩ (∪iAi) = ∪i(B ∩ Ai) (propiedad distributiva de
la intersección respecto de la unión).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. Por una parte:

x ∈ B ∩ (∪iAi)⇒ (x ∈ B) y (x ∈ ∪iAi)

⇒ (x ∈ B) y (∃i0 : x ∈ Ai0)⇒ x ∈ B ∩Ai0 ⇒ x ∈ ∪i(B ∩Ai)

es decir, B ∩ (∪iAi) ⊂ ∪i(B ∩Ai). Veamos ahora la otra inclusión:

x ∈ ∪i(B ∩Ai)⇒ ∃i0 : x ∈ B ∩Ai0

⇒ ∃i0 : x ∈ B y x ∈ Ai0 ⇒ x ∈ B y x ∈ ∪iAi ⇒ x ∈ B ∩ (∪iAi),

es decir, ∪i(B ∩Ai) ⊂ B ∩ (∪iAi). Hemos demostrado la igualdad dada.

56. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {Ai} de un uni-
versal U , se verifica la ley de Morgan: (∪iAi)c = ∩iAci .

SOLUCIÓN. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

x ∈ (∪iAi)c ⇔ x 6∈ ∪iAi ⇔ x 6∈ Ai ∀i⇔ x ∈ Aci ∀i⇔ x ∈ ∩iAci .

Es decir, (∪iAi)c = ∩iAci .

57. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {Ai} de un uni-
versal U se verifica la ley de Morgan: (∩iAi)c = ∪iAci .

SOLUCIÓN. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

x ∈ (∩iAi)c ⇔ x 6∈ ∩iAi ⇔ ∃i : x 6∈ Ai ⇔ ∃i : x ∈ Aci ⇔ x ∈ ∪iAci ,

es decir, (∩iAi)c = ∪iAci .

58. Para dos conjuntos A y B demostrar que A = (A ∩ B) ∪ (A − B) y
que es una representación de A como unión de conjuntos disjuntos.

SOLUCIÓN. Para demostrar la igualdad dada, podemos demostrar el doble
contenido. Sin embargo, optaremos por considerar A y B contenidos en
otro conjunto U que hace el papel de universal (por ejemplo, U = A ∪ B).
Entonces, usando conocidas propiedades:

(A ∩B) ∪ (A−B) = (A ∩B) ∪ (A ∩Bc)

= A ∩ (B ∪Bc) = A ∩ U = A.

Por otra parte:

(A ∩B) ∩ (A−B) = (A ∩B) ∩ (A ∩Bc)

= (A ∩A) ∩ (B ∩Bc) = A ∩ ∅ = ∅.

Es decir, la unión es disjunta.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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10. Función caracteŕıstica

59. Sea X un conjunto y M ⊂ X. La función caracteŕıstica de M se define
como la función 1M : X → {0, 1}

1M (x) =

{
1 si x ∈M
0 si x /∈M.

Sean A y B subconjuntos de X. Demostrar que 1A = 1B ⇔ A = B

SOLUCIÓN. ⇒) Si x ∈ A, entonces 1A(x) = 1. Por hipótesis, 1A = 1B,
luego 1B(x) = 1 lo cual implica que x ∈ B. Hemos demostrado que A ⊂ B.
Razonamiento análogo para B ⊂ A.
⇐) Por hipótesis A = B. Si x ∈ A = B, entonces 1A(x) = 1B(x) = 1. Si
x 6∈ A = B, entonces 1A(x) = 1B(x) = 0. Como 1A(x) = 1B(x) para todo
x ∈ X, concluimos que 1A = 1B.

60. Demostrar que 1Ac = 1− 1A.

SOLUCIÓN. Tenemos:

x ∈ A⇒ x 6∈ Ac ⇒ 1A(x) = 1 y 1Ac(x) = 0⇒ 1Ac(x) = 1− 1A(x)
x 6∈ A⇒ x ∈ Ac ⇒ 1A(x) = 0 y 1Ac(x) = 1⇒ 1Ac(x) = 1− 1A(x).

Como 1Ac(x) = 1 − 1A(x) para todo x ∈ X, concluimos que 1Ac = 1 −
1A.

61. Demostrar que 1A∩B = 1A · 1B.

SOLUCIÓN. Se verifica:

x ∈ A ∩B ⇒ x ∈ A y x ∈ B ⇒ 1A∩B(x) = 1 y 1A(x) = 1 y 1B(x) = 1.

Es decir, si x ∈ A ∩B entonces, 1A∩B(x) = 1A(x)1B(x). Por otra parte,

x /∈ A ∩B ⇒ x /∈ A o x /∈ B ⇒ 1A∩B(x) = 0 y (1A(x) = 0 o 1B(x) = 0) .

Por tanto, si x /∈ A ∩ B, también 1A∩B(x) = 1A(x)1B(x). Concluimos que
1A∩B = 1A · 1B.

62. Demostrar que 1A∪B = 1A + 1B − 1A · 1B.

SOLUCIÓN. Si x ∈ A ∪ B, entonces 1A∪B(x) = 1. Según los distintos casos
tenemos:

x ∈ A ∩B ⇒ 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 1 + 1− 1 · 1 = 1
x ∈ A y x /∈ B ⇒ 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 1 + 0− 1 · 0 = 1
x /∈ A y x ∈ B ⇒ 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 0 + 1− 0 · 1 = 1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Si x /∈ A ∪B, entonces 1A∪B(x) = 0. Dado que x /∈ A y x /∈ B :

1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 0 + 0− 0 · 0 = 0.

Por tanto, ∀x ∈ X se verifica 1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) lo
cual implica que 1A∪B = 1A + 1B − 1A · 1B.

63. Demostrar que 1A∆B = 1A + 1B − 2 · 1A · 1B.

SOLUCIÓN. Para todo x ∈ X se verifica 1∅(x) = 0 pues x /∈ ∅. Es decir,
1∅ = 0 (función nula). Por los problemas 61 y 62, 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B
y si A ∩B = ∅ queda 1A∪B = 1A + 1B.

La diferencia simétrica A∆B es igual a (A − B) ∪ (B − A) siendo ésta
unión disjunta, por tanto

1A∆B = 1A−B + 1A−B = 1A∩Bc + 1B∩Ac = 1A · 1Bc + 1B · 1Ac
= 1A · (1− 1B) + 1B · (1− 1A) = 1A + 1B − 2 · 1A · 1B.

11. Propiedad asociativa de la diferencia simétrica

64. Sean A,B,C subconjuntos de un conjunto universal X. Usando pro-
piedades de la función caracteŕıstica, demostrar la propiedad asociativa de
la diferencia simétrica, es decir (A∆B)∆C = A∆(B∆C).

SOLUCIÓN. Para cualquier par de subconjuntos M y N de X, sabemos que
M = N si y sólo si 1M = 1N . Bastará pues demostrar que

1(A∆B)∆C = 1A∆(B∆C). (1)

Sabemos también que

1M∆N = 1M + 1N − 2 · 1M · 1N .

Desarrollemos separadamente 1(A∆B)∆C y 1A∆(B∆C) :

1(A∆B)∆C = 1(A∆B) + 1C − 2 · 1(A∆B) · 1C
= 1A + 1B − 2 · 1A · 1B + 1C − 2 (1A + 1B − 2 · 1A · 1B) · 1C

= 1A + 1B + 1C − 2 · 1A · 1B − 2 · 1A · 1C − 2 · 1B · 1C + 4 · 1A · 1B · 1C .

1A∆(B∆C) = 1A + 1(B∆C) − 2 · 1A · 1(B∆C)

= 1A + 1B + 1C − 2 · 1B · 1C − 2 · 1A (1B + 1C − 2 · 1B · 1C)
= 1A + 1B + 1C − 2 · 1A · 1B − 2 · 1A · 1C − 2 · 1B · 1C + 4 · 1A · 1B · 1C .

Se verifica (1), por tanto (A∆B)∆C = A∆(B∆C).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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12. Partes de uniones e intersecciones

65. Sea {Ai : i ∈ I} una familia de subconjuntos de un conjunto E.
Demostrar que:
(a) P

(⋂
i∈I Ai

)
=
⋂
i∈I P(Ai).

(b)
⋃
i∈I P(Ai) ⊂ P

(⋃
i∈I Ai

)
.

(c) Poner un contraejemplo que demuestre que en general no se verifica la
igualdad en el apartado (b).

SOLUCIÓN. (a) Tenemos las equivalencias:

A ∈ P
(⋂

i∈I Ai
)
⇔ A ⊂

⋂
i∈I Ai ⇔ A ⊂ Ai ∀i ∈ I

⇔ A ∈ P(Ai) ∀i ∈ I ⇔ A ∈
⋂
i∈I P(Ai),

es decir, P
(⋂

i∈I Ai
)

=
⋂
i∈I P(Ai).

(b) Tenemos las implicaciones:

A ∈
⋃
i∈I P(Ai)⇒ ∃i0 ∈ I : A ∈ P(Ai0)

⇒ A ⊂ Ai0 ⇒ A ⊂
⋃
i∈I Ai ⇒ A ∈ P

(⋃
i∈I Ai

)
,

lo cual demuestra la inclusión pedida.

(c) Elijamos E = {a, b}, A1 = {a}, A2 = {b}. Entonces:

P(A1) = {∅, {a}} , P(A2) = {∅, {b}}
P(A1 ∪A2) = P({a, b}) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

y P(A1) ∪ P(A2) 6= P(A1 ∪A2).

13. Cardinal de las σ-álgebras contables

66. Sea A una σ-álgebra contable en X, es decir card (A) ≤ ℵ0. Entonces,
A es finita. Además, existe un n natural tal que card (A) = 2n.

SOLUCIÓN. Definimos en X la siguiente relación:

x ∼ y ⇔ (A ∈ A ∧ y ∈ A)⇒ x ∈ A.

Es decir x ∼ y si y sólo si todo conjunto medible que contiene a y también
contiene a x. Veamos que esta relación es de equivalencia en X.

(a) Reflexiva. Si un conjunto medible contiene a x, trivialmente contiene
a x, es decir x ∼ x.

(b) Simétrica. Sea x ∼ y. Si ocurriera y 6∼ x, existiŕıa un B ∈ A tal que
x ∈ B, y ∈ Bc. Ahora bien, Bc ∈ A, y ∈ Bc y x 6∈ Bc lo cual contradice la
hipótesis x ∼ y.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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(c) Transitiva. Supongamos x ∼ y e y ∼ z Si A es medible y contiene
a z, entonces también contiene a y por ser y ∼ z. Por contener a y, y ser
x ∼ y también contiene a x. Es decir, x ∼ z.

Veamos ahora que la clase [x] a la que pertenece un elemento x de X es:

[x] =
⋂
{A : A ∈ A ∧ x ∈ A}. (1)

En efecto, si u ∈ [x], entonces u ∼ x con lo cual todo A medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto u ∈

⋂
{A : A ∈ A ∧ x ∈ A}.

Rećıprocamente, si u ∈
⋂
{A : A ∈ A ∧ x ∈ A}, todo conjunto medible que

contiene a x también contiene a u y por tanto, u ∼ x o equivalentemente,
u ∈ [x]. Esto demuestra (1). Por otra parte, es claro que para todo A ∈ A
se verifica:

A =
⋃
{x∈A}

[x]. (2)

Por hipótesis, A es σ-álgebra contable lo cual implica por (1) que las clases
de equivalencia de ∼ pertenecen a A. Veamos ahora que el número de clases
de equivalencia [xi] es finito.

En efecto, si fuera infinito tendŕıa que ser necesariamente numerable
y por formar estas clases una partición, X =

⋃
k∈N[xk] (unión disjunta).

Cada par de subconjuntos distintos N1, N2 de N daŕıan lugar a los conjuntos
distintos de A : A1 =

⋃
i∈N1

[xi] y A2 =
⋃
j∈N2

[xj ]. Esto implicaŕıa que el

cardinal de A seŕıa al menos 2ℵ0 lo cual es absurdo por ser A numerable.
Sea pues C = {[a1], . . . , [an]} el conjunto formado por todas las clases de

equivalencia. Por (2), todo elemento de A es unión de clases de equivalencia
y cada par de subconjuntos distintos C1, C2 de C dan lugar a los conjuntos
distintos de A : B1 =

⋃
i∈N1

[ai] y B2 =
⋃
j∈N2

[aj ]. Es decir, el número de
elementos de A es

card (A) = card (P(C)) = 2card (C) = 2n.

14. Sucesiones de conjuntos

67. Sea A1, A2, A3, . . . una sucesión de conjuntos contenidos en un con-
junto universal U . Se definen:

ĺım inf An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak, ĺım supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.

Demostrar que

(ĺım inf An)c = ĺım supAcn, (ĺım supAn)c = ĺım inf Acn.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. Usando las leyes de Morgan

(ĺım inf An)c =

( ∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

)c
=

∞⋂
n=1

( ∞⋂
k=n

Ak

)c

=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ack = ĺım supAcn.

Análogamente

(ĺım supAn)c =

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)c
=
∞⋃
n=1

( ∞⋃
k=n

Ak

)c

=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ack = ĺım inf Acn.

68. Si para una sucesión de conjuntos {An} se verifica ĺım inf An = ĺım supAn,
se define

ĺımAn = ĺım inf An = ĺım supAn.

Demostrar que

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .⇒ ĺım
n→∞

An =

∞⋃
n=1

An,

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .⇒ ĺım
n→∞

An =
∞⋂
n=1

An.

SOLUCIÓN. Si A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . entonces,
⋂∞
k=nAk = An y por tanto

ĺım inf An =
⋃∞
n=1An. Si A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . entonces,

⋃∞
k=nAk = An y

por tanto ĺım supAn =
⋂∞
n=1An. Por otra parte si A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .

entonces Ac1 ⊃ Ac2 ⊃ Ac3 ⊃ . . ., con lo cual

ĺım supAcn =
∞⋂
n=1

Acn =

( ∞⋃
n=1

An

)c
=︸︷︷︸

problema 67

(ĺım supAn)c

⇒ ĺım supAn =

∞⋃
n=1

An

en consecuencia

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .⇒ ĺımAn = ĺım inf An = ĺım supAn =

∞⋃
n=1

An.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



22 14 Sucesiones de conjuntos

De igual manera si A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . entonces Ac1 ⊂ Ac2 ⊂ Ac3 ⊂ . . ., con
lo cual

ĺım inf Acn =
∞⋃
n=1

Acn =

( ∞⋂
n=1

An

)c
=︸︷︷︸

problema 67

(ĺım inf An)c

⇒ ĺım inf An =

∞⋂
n=1

An

en consecuencia

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .⇒ ĺımAn = ĺım inf An = ĺım supAn =
∞⋂
n=1

An.

69. Determinar ĺımAn, siendo An =

[
0,

n

n+ 1

)
.

SOLUCIÓN. Para todo n natural tenemos

An =

[
0,

n

n+ 1

)
, An+1 =

[
0,
n+ 1

n+ 2

)
.

Por otra parte,

n+ 1

n+ 2
− n

n+ 1
=
n2 + 2n+ 1− n2 − 2n

(n+ 1)(n+ 2)
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
> 0

⇒ n

n+ 1
<
n+ 1

n+ 2
⇒ An ⊂ An+1 ∀n = 1, 2, 3, . . .

y por el problema anterior, ĺımAn =
⋃∞
n=1An. Dado que n/(n+1) < 1 para

todo n, se verifica An ⊂ [0, 1) luego
⋃∞
n=1An ⊂ [0, 1). Sea ahora x ∈ [0, 1).

Como ĺımn/(n + 1) = 1, existe n0 tal que n0/(n0 + 1) > x lo cual implica
que x ∈ An0 ⊂

⋃∞
n=1An. Concluimos que ĺımAn = [0, 1).

70. Demostrar que:

(a) ĺım supAn =

{
x ∈ U :

∞∑
n=1

χAn(x) =∞

}
,

(b) ĺım inf An =

{
x ∈ U :

∞∑
n=1

χAcn(x) <∞

}
.

en donde χM representa la función caracteŕıstica de M ⊂ U .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. (a) Tenemos

x ∈ ĺım supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak ⇒ ∀n ∃kn : x ∈ Akn

⇒ ∀n ∃kn : χAkn (x) = 1⇒
∞∑
n=1

χAn(x) =∞.

Rećıprocamente, si
∑∞

n=1 χAn(x) = ∞ existe una sucesión k1, k2, k3, . . . tal
que χAkn (x) = 1 o bien x ∈ Ank con lo cual para todo n, x ∈

⋃
k≥nAk y

por ende x ∈
⋂∞
n=1

⋃∞
k=nAk.

(b) Tenemos

x ∈ ĺım inf An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak ⇔ ∃n0 : x ∈
∞⋂

k=n0

Ak ⇔ ∃n0 : x /∈

 ∞⋂
k=n0

Ak

c

=

∞⋃
k=n0

Ack ⇔ x /∈ Ack ∀k ≥ n0 ⇔ ∃n0 : χAck(x) = 0 ∀k ≥ n0 ⇔
∞∑
n=1

χAcn(x) <∞.

71. Demostrar que para cualquier sucesión A1, A2, A3, . . . se verifica

ĺım inf An ⊂ ĺım supAn.

SOLUCIÓN. Según el problema anterior, el ĺımite superior es el conjunto
de los elementos que pertenecen a infinitos conjuntos de la sucesión, y el
ĺımite inferior es el conjunto de los elementos que pertenecen a todos los
conjuntos de la sucesión salvo a lo sumo a un número finito. De aqúı se
deduce trivialmente que ĺım inf An ⊂ ĺım supAn.

15. Cardinal de la unión de n conjuntos

72. Dado un conjunto A denotamos por |A| a su cardinal. Sean los n
conjuntos finitos A1, . . . , An que podemos suponer contenidos en un conjunto
universal U finito. Se trata de demostrar la fórmula

|A1 ∪ . . . ∪An| =
n∑
i=1

|Ai| −
n∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |+

n∑
i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .+ (−1)n+1 |A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An| .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Se pide:
1) Demostrar la fórmula para n = 2.
2) Demostrar la fórmula para n = 3.
3) Usando el método de inducción, demostrar que la fórmula es válida para
todo n ≥ 2.

SOLUCIÓN. 1) Sabemos que siB1, . . . , Bm sonm conjuntos finitos y disjuntos
dos a dos se verifica

|B1 ∪ . . . ∪Bm| = |B1|+ . . .+ |Bm| . [1]

Tenemos

A1 = A1 ∩ U = A1 ∩ (A2 ∪Ac2) = (A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩Ac2) ,

A2 = A2 ∩ U = A2 ∩ (A1 ∪Ac1) = (A1 ∩A2) ∪ (A2 ∩Ac1) .

Además, A1 está expresado como unión de los conjuntos disjuntos A1 ∩ A2

y A1 ∩Ac2 y por [1],

|A1| = |A1 ∩A2|+ |A1 ∩Ac2| . [2]

De la misma manera,

|A2| = |A1 ∩A2|+ |A2 ∩Ac1| . [3]

Por otra parte,

A1 ∪A2 = (A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩Ac2) ∪ (A2 ∩Ac1)

está expresado como unión de tres conjuntos disjuntos dos a dos, y por [1],

|A1 ∪A2| = |A1 ∩A2|+ |A1 ∩Ac2|+ |A2 ∩Ac1| . [4]

Sumando miembro a miembro [2] y [3] y pasando un |A1 ∩A2| al primer
miembro

|A1|+ |A2| − |A1 ∩A2| = |A1 ∩A2|+ |A1 ∩Ac2|+ |A2 ∩Ac1| ,

y usando la igualdad [4] queda

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2| =
2∑
i=1

|Ai|+ (−1)2+1 |A1 ∩A2| .

2) Usando la fórmula deducida en el apartado anterior,

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1 ∪ (A2 ∪A3)| =

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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|A1|+ |A2 ∪A3| − |A1 ∩ (A2 ∪A3)|

= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3| − |(A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩A3)|

= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3|

− (|A1 ∩A2|+ |A1 ∩A3| − |(A1 ∩A2) ∩ (A1 ∩A3)|)

= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3|

− |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|

=

3∑
i=1

|Ai| −
3∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |+ (−1)3+1 |A1 ∩A2 ∩A3| .

3) Sea la fórmula cierta para n ≥ 3 y veamos que es cierta para n+ 1:

|A1 ∪ . . . ∪An ∪An+1| = |(A1 ∪ . . . ∪An) ∪An+1|

= |A1 ∪ . . . ∪An|+ |An+1| − |(A1 ∪ . . . ∪An) ∩An+1|

= |A1 ∪ . . . ∪An|+ |An+1| − |(A1 ∩An+1) ∪ . . . ∪ (An ∩An+1)|

=
n∑
i=1

|Ai| −
n∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |+
n∑

i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|

+ . . .+ (−1)n |A1 ∩ . . . ∩An|+ |An+1|

−
n∑
i=1

|Ai ∩An+1|+
n∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj ∩An+1|

−
n∑

i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak ∩An+1|

+ . . .− (−1)n+1 |A1 ∩ . . . ∩An ∩An+1| .

Agrupando los cardinales de las intersecciones de un conjunto, de dos, etc.
obtenemos

|A1 ∪ . . . ∪An ∪An+1| =
n+1∑
i=1

|Ai| −
n+1∑

i,j=1, i<j

|Ai ∩Aj |

+

n+1∑
i,j,k=1, i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .+ (−1)(n+1)+1p |A1 ∩ . . . ∩An ∩An+1| ,

y la fórmula es cierta para n+ 1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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16. σ-álgebra que contiene a F y a A

73. Sea F una σ−álgebra en un conjunto Ω y A ⊂ Ω tal que A 6∈ F .
Demostrar que la más pequeña σ−álgebra que contiene a F ∪ {A} es

G = {(A ∩B1) ∪ (Ac ∩B2) : B1, B2 ∈ F} .

SOLUCIÓN. Tenemos que demostrar que:
(1) F ∪ {A} ⊂ G.
(2) G es σ−álgebra en Ω.
(3) Si G′ es σ−álgebra en Ω que contiene a F ∪ {A} entonces, G ⊂ G′.

(1) Tenemos

B ∈ F ⇒ B = B ∩ Ω = B ∩ (A ∪Ac) = (A ∩B) ∪ (Ac ∩B).

Tomando B1 = B2 = B deducimos que B ∈ G. Por otra parte,

A = A ∪ ∅ = (A ∩X) ∪ (Ac ∩ ∅) ⇒︸︷︷︸
X∈F , ∅∈F

A ∈ G.

Concluimos pues que F ∪ {A} ⊂ G.

(2) Comprobemos las tres condiciones de σ−álgebra para G.
(a) Tenemos X = A ∪Ac = (A ∩X) ∪ (Ac ∩X) y X ∈ F por ser F una

σ−álgebra. En consecuencia, X ∈ G.
(b) Sea {Cn : n ≥ 1} una familia de elementos de G. Entonces, por

definición de G existen colecciones {B(1,n) : n ≥ 1} y {B(2,n) : n ≥ 1} de
elementos de F tales que

Cn =
(
A ∩B(1,n)

)
∪
(
Ac ∩B(2,n)

)
.

Entonces, ⋃
n≥1

Cn =
⋃
n≥1

[(
A ∩B(1,n)

)
∪
(
Ac ∩B(2,n)

)]

=

⋃
n≥1

(
A ∩B(1,n)

) ∪
⋃
n≥1

(
Ac ∩B(2,n)

)

=

A ∩
⋃
n≥1

B(1,n)

 ∪
Ac ∩

⋃
n≥1

B(2,n)

 .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Como F es σ−álgebra, B1 :=
⋃
n≥1B(1,n) y B2 :=

⋃
n≥1B(2,n) son elementos

de F , con lo cual ⋃
n≥1

Cn = (A ∩B1) ∪ (Ac ∩B2) ∈ G.

(c) Sea C ∈ G y demostremos que también Cc ∈ G. En efecto, C es de
la forma (A ∩B1) ∪ (Ac ∩B2) con B1, B2 ∈ F . Usando las leyes de Morgan
y propiedades distributivas:

Cc = [(A ∩B1) ∪ (Ac ∩B2)]c = (A ∩B1)c ∩ (Ac ∩B2)c

= (Ac ∪Bc
1) ∩ (A ∪Bc

2) = [(Ac ∪Bc
1) ∩A] ∪ [(Ac ∪Bc

1) ∩Bc
2]

= [(Ac ∩A) ∪ (Bc
1 ∩A)] ∪ [(Ac ∩Bc

2) ∪ (Bc
2 ∩Bc

1)]

= ∅ ∪ (Bc
1 ∩A) ∪ (Ac ∩Bc

2) ∪ (Bc
2 ∩Bc

1)

= (Bc
1 ∩A) ∪ (Ac ∩Bc

2) ∪ (Bc
2 ∩Bc

1) .

Dado que B1 y B2 pertenecen a F también Bc
1, Bc

2 y Bc
2∩Bc

1 pertenecen a F .
Esto implica que (Bc

1 ∩A) ∪ (Ac ∩Bc
2) ∈ G y Bc

2 ∩Bc
1 ∈ F ⊂ G. Por (b), la

unión contable de elementos de G pertenece a G, luego Cc ∈ G. Concluimos
pues que G es σ−álgebra.

(3) Si G′ es una σ−álgebra que contiene a F ∪ {A}, entonces A, B1 y B2

pertenecen a G′ para todo B1, B2 ∈ F . Todo elemento de G es de la forma
(A ∩B1)∪(Ac ∩B2) que también pertence a G′ al ser G′ cerrado bajo uniones
e intersecciones contables y bajo complementarios. En consecuencia, G ⊂
G′.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 2

Relaciones binarias

17. Concepto de relación binaria

74. Analizar si son reflexivas las relaciones en A = {a, b, c} :

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, a)}, S = {(a, b), (b, b), (c, a)}.

SOLUCIÓN. La relación R es reflexiva pues para todo x ∈ A se verifica xRx.
Sin embargo, la relación S no es reflexiva pues por ejemplo a��Ra.

75. Analizar si son simétricas las relaciones:
a) En el conjunto de las rectas del plano, rRs ⇔ r es perpendicular a s.
b) En Z, xRy ⇔ x ≤ y.

SOLUCIÓN. a) Es simétrica, pues si r es perpendicular a s entonces s es
perpendicular a r. Es decir, rRs. implica sRr.
b) No es simétrica, pues por ejemplo 0R1, pero 1��R0.

76. Analizar si son transitivas las relaciones:
a) En Z, xRy ⇔ x ≤ y.
b) En A = {1, 2, 3}, R = {(1, 2), (2, 3), (1, 1)}.

SOLUCIÓN. a) Es transitiva pues si xRy e yRz, entonces x ≤ y e y ≤ z y
por tanto x ≤ z. Es decir xRz.
b) No es transitiva pues por ejemplo 1R2, 2R3, y 1��R3.

77. Analizar si son antisimétricas las relaciones:
a) En Z, xRy ⇔ x ≤ y.
b) En R, xRy ⇔ |x| = |y| .

SOLUCIÓN. a) Es antisimétrica pues si xRy e yRx, entonces x ≤ y e y ≤ x
y por tanto x = y.

29
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b) No es antisimétrica, pues por ejemplo (−1)R1, 1R(−1) y sin embargo,
−1 6= 1.

78. En el conjunto P(U) (partes de U), se define la relación ARB ⇔ A ⊂
B. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica,
transitiva, antisimétrica.

SOLUCIÓN. Reflexiva. Se cumple, pues para todo A ∈ P(U) se verifica A ⊂
A.
Simétrica. No se verifica, si A ⊂ B con A 6= B, entonces B 6⊂ A.
Transitiva. Se cumple, si A ⊂ B y B ⊂ C, entonces A ⊂ C.
Antisimétrica. Se cumple, si A ⊂ B y B ⊂ A entonces A = B.

79. En el conjunto R se define la relación xRy ⇔ |x| = |y| . Estudiar
cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica, transitiva,
antisimétrica.

SOLUCIÓN. Reflexiva. Se cumple, pues para todo x ∈ R se verifica |x| = |x|.
Simétrica. Se cumple, pues si |x| = |y| entonces |y| = |x|.
Transitiva. Se cumple, pues si |x| = |y| y |y| = |z| entonces |x| = |z|.
Antisimétrica. No se verifica, por ejemplo | − 1| = |1|, |1| = | − 1| y sin
embargo −1 6= 1.

80. Sea R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 1), (1, 2), (2, 3)} una relación definida
en A = {1, 2, 3, 4}. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple:
reflexiva, simétrica, transitiva, antisimétrica.

SOLUCIÓN. Reflexiva. No se verifica, pues 4��R4.
Simétrica. No se verifica, pues 2R3 pero 3��R2.
Transitiva. No se verifica, pues 1R2 y 2R3 pero 1��R3.
Antisimétrica. No se verifica, pues 1R2, 2R1 pero 1 6= 2.

18. Relaciones de equivalencia

81. En R se define la relación aRb⇔ a2 − b2 = a− b.
(a) Demostrar que R es relación de equivalencia.
(b) Determinar la clase a la que pertenece 5.
(c) Determinar el conjunto cociente R/R.

SOLUCIÓN. (a) Reflexiva. Para todo a ∈ R se verifica a2 − a2 = a − a, en
consecuencia aRa.
Simétrica. Para todo a, b ∈ R :

aRb⇒ a2 − b2 = a− b⇒ b2 − a2 = b− a⇒ bRa.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Transitiva. Para todo a, b, c ∈ R :{
aRb
bRc

⇒
{
a2 − b2 = a− b
b2 − c2 = b− c ⇒ (sumando) a2 − c2 = a− c⇒ aRc.

La relación R es por tanto de equivalencia.

(b) La clase a la que pertenece 5 es:

C[5] = {x ∈ R : xR5} = {x ∈ R : x2 − 52 = x− 5}.

Resolvemos la ecuación:

x2 − 52 = x− 5⇔ (x+ 5)(x− 5) = (x− 5)

⇔ (x+ 5)(x− 5)− (x− 5) = 0

⇔ (x− 5)(x+ 4) = 0⇔ x = 5 o x = −4.

La clase pedida es por tanto C[5] = {5,−4}.

(c) Sea a ∈ R. La clase a la que pertenece a es:

C[a] = {x ∈ R : xRa} = {x ∈ R : x2 − a2 = x− a}.

Resolvemos la ecuación:

x2 − a2 = x− a⇔ (x+ a)(x− a) = (x− a)

⇔ (x+ a)(x− a)− (x− a) = 0

⇔ (x− a)(x+ a− 1) = 0⇔ x = a o x = 1− a.

Es decir, C[a] = {a, 1− a}, y el conjunto cociente es:

R/R = {{a, 1− a} : a ∈ R} .

Nótese que cada clase tiene dos elementos, salvo en el caso a = 1 − a (es
decir, a = 1/2) que sólo tiene un elemento: C[1/2] = {1/2}.

82. En el conjunto E = R× R se define la relación:

(x, y)R(z, t)⇔ x2 + y2 = z2 + t2.

Demostrar que R es relación de equivalencia y determinar el conjunto co-
ciente E/R.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. Reflexiva. Para todo (x, y) ∈ E se verifica x2 + y2 = x2 + y2, en
consecuencia (x, y)R(x, y).
Simétrica. Para todo (x, y), (z, t) ∈ E :

(x, y)R(z, t)⇒ x2 + y2 = z2 + t2 ⇒ z2 + t2 = x2 + y2 ⇒ (z, t)R(x, y).

Transitiva. Para todo (x, y), (z, t), (u, v) ∈ E :{
(x, y)R(z, t)
(z, t)R(u, v)

⇒
{
x2 + y2 = z2 + t2

z2 + t2 = u2 + v2

⇒ x2 + y2 = u2 + v2 ⇒ (x, y)R(u, v).

La relación R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (x0, y0) ∈ E fijo. La clase a la que pertenece (x0, y0) es:

C[(x0, y0)] = {(x, y) ∈ E : (x, y)R(x0, y0)} = {(x, y) ∈ E : x2+y2 = x2
0+y2

0}.

Dado que x2
0 + y2

0 ≥ 0, la clase C[(x0, y0)] representa una circunferencia de
centro el origen y radio r =

√
x2

0 + y2
0. En consecuencia,

E/R = {Cr : r ≥ 0} (Cr circunf. de centro (0, 0) y radio r).

Nótese que para r = 0, la circunferencia consta de un único punto: el (0, 0)

83. En el conjunto R de los números reales se considera la relación de
equivalencia xRy ⇔ |x| = |y|. Determinar el conjunto cociente A/R.

SOLUCIÓN. Sea a ∈ R. La clase de equivalencia determinada por a es:

[a] = {x ∈ R : xRa} = {x ∈ R : |x| = |a|} = {−a, a}

por tanto, el conjunto cociente es: A/R = {{−a, a} : a ∈ R} .

84. Sea X el conjunto de todas funciones de R en R. Dadas x(t), y(t) ∈ X
se define la relación:

x(t)Ry(t)⇔ ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= 0.

Demostrar que R es una relación de equivalencia.

SOLUCIÓN. Reflexiva. Para todo x(t) ∈ X se verifica:

ĺım
t→0

x(t)− x(t)

t2
= ĺım

t→0

0

t2
= ĺım

t→0
0 = 0,

es decir, x(t)Rx(t).

Simétrica. Para todo x(t), y(t) ∈ X se verifica:

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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x(t)Ry(t)⇒ ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= 0⇒ ĺım

t→0

y(t)− x(t)

t2

= − ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= −0 = 0⇒ y(t)Rx(t).

Transitiva. Para todo x(t), y(t), z(t) ∈ X se verifica:

{
x(t)Ry(t)
y(t)Rz(t)

⇒


ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= 0

ĺım
t→0

y(t)− z(t)
t2

= 0,

lo cual implica:

ĺım
t→0

x(t)− z(t)
t2

= ĺım
t→0

x(t)− y(t) + y(t)− z(t)
t2

= ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
+ ĺım
t→0

y(t)− z(t)
t2

= 0 + 0 = 0⇒ x(t)Rz(t).

La relación R es por tanto de equivalencia.

85. En el conjunto E = R×R se define la relación (x, y)R(z, t) ⇔ x = z.
Demostrar que R es relación de equivalencia e identificar geométricamente
el conjunto cociente E/R.

SOLUCIÓN. Reflexiva. Para todo (x, y) ∈ E se verifica x = x, en consecuencia
(x, y)R(x, y).
Simétrica. Para todo (x, y), (z, t) ∈ E :

(x, y)R(z, t)⇒ x = z ⇒ z = x⇒ (z, t)R(x, y).

Transitiva. Para todo (x, y), (z, t), (u, v) ∈ E :{
(x, y)R(z, t)
(z, t)R(u, v)

⇒
{
x = z
z = u

⇒ x = u⇒ (x, y)R(u, v).

La relación R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (x0, y0) ∈ E fijo. La clase a la que pertenece (x0, y0) es:

C[(x0, y0)] = {(x, y) ∈ E : (x, y)R(x0, y0)} = {(x, y) ∈ E : x = x0}.

La clase C[(x0, y0)] representa la recta vertical r : x = x0, por tanto podemos
identificar A/R como el conjunto cuyos elementos son las rectas verticales
del plano.

86. Sea X el conjunto de las aplicaciones de R en R. Dadas x, y ∈ X se
define la relación xRy ⇔ ∃c > 0 : x(t) = y(t) para |t| < |c|. Demostrar que
R es una relación de equivalencia.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. Reflexiva. Para toda x ∈ X se verifica trivialmente x(t) = x(t)
para todo x ∈ R, en particular para |t| < c siendo c > 0 cualquiera. Es decir,
xRx.
Simétrica. Para todo x, y ∈ X se verifica:

xRy ⇒ ∃c > 0 : x(t) = y(t) para |t| < |c|
⇒ y(t) = x(t) para |t| < |c| ⇒ yRx.

Transitiva. Para todo x, y, z ∈ X se verifica:{
xRy
yRz

⇒
{
∃c1 > 0 : x(t) = y(t) para |t| < |c1|
∃c2 > 0 : y(t) = z(t) para |t| < |c2|.

Esto implica que x(t) = z(t) si |t| < |c| siendo c = mı́n{|c1|, |c2|}, es decir
xRz. La relación R es por tanto de equivalencia.

87. Escribir todas las particiones del conjunto A = {a, b, c}.

SOLUCIÓN. Particiones con tres elementos: {{a}, {b}, {c}} (una partición).
Particiones con dos elementos: {{a, b}, {c}} , {{a, c}, {b}} y {{b, c}, {a}}
(tres particiones). Particiones con un elemento: {{a, b, c}} (una partición).

88. Sea R una relación de equivalencia en A y sea [a] la clase de equiva-
lencia determinada por a ∈ A. Demostrar que:
(i) Para todo a ∈ A se verifica a ∈ [a].
(ii) [a] = [b]⇔ aRb.
(iii) [a] 6= [b]⇒ [a] ∩ [b] = ∅.

SOLUCIÓN. (i) Dado que R es reflexiva, aRa para todo a ∈ A y por tanto
a ∈ [a].
(ii) ⇒) Si [a] = [b], entonces b ∈ [b] = [a], es decir aRb.
⇐) Si x ∈ [a], entonces xRa. Pero por hipótesis tenemos aRb, y por la
propiedad transitiva se verifica xRb, lo cual implica que x ∈ [b]. Hemos
demostrado que [a] ⊂ [b]. El contenido [b] ⊂ [a] se demuestra de manera
análoga.
(iii) Demostremos la implicación por reducción al absurdo. Supongamos que
[a] ∩ [b] 6= ∅ y sea c ∈ [a] ∩ [b]. Entonces, cRa y cRb y por las propiedades
simétrica y transitiva, aRb. Por (ii), deducimos [a] = [b] en contradicción
con la hipótesis.

89. Demostrar que si R es una relación de equivalencia en A, el conjunto
cociente A/R es una partición de A.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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SOLUCIÓN. Por la propiedad (i) del ejercicio anterior, toda clase de equiva-
lencia es un subconjunto no vaćıo deA, y por la (iii) las clases de equivalencia
son conjuntos disjuntos dos a dos. Por otra parte, es claro que A =

⋃
a∈A[a].

Concluimos que A/R es una partición de A.

19. Relaciones de orden

90. Demostrar que en el conjunto R de los números reales, la relación xRy
si y sólo si x ≤ y, es de orden.

SOLUCIÓN. En efecto, para todo x ∈ R se verifica x ≤ x (reflexiva). Si x ≤ y
e y ≤ x, entonces x = y (antisimétrica). Si x ≤ y e y ≤ z, entonces x ≤ z
(transitiva)

91. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U,
la relación XRY si y sólo si X ⊂ Y, es de orden.

SOLUCIÓN. En efecto, para todo X ∈ P(U) se verifica X ⊂ X (reflexiva).
Si X ⊂ Y e Y ⊂ X, entonces X = Y (antisimétrica). Si X ⊂ Y e Y ⊂ Z,
entonces X ⊂ Z (transitiva).

92. En el conjunto R de los números reales se define la relación xRy ⇔
x3 ≤ y3. Demostrar que R es relación de orden.

SOLUCIÓN. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ R se verifica x3 ≤ x3, es decir xRx.
(ii) Antisimétrica. Para todo x, y ∈ R :{

xRy
yRx

⇒
{
x3 ≤ y3

y3 ≤ x3 ⇒ x3 = y3 ⇒ 3
√
x3 = 3

√
y3 ⇒ x = y.

(iii) Transitiva. Para todo x, y, z ∈ R :{
xRy
yRz

⇒
{
x3 ≤ y3

y3 ≤ z3 ⇒ x3 ≤ z3 ⇒ xRz.

93. En el conjunto Z de los números enteros se define la relación xRy ⇔
x2 ≤ y2. Analizar si R es relación de orden.

SOLUCIÓN. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ Z se verifica x2 ≤ x2, es decir xRx.
(ii) Antisimétrica. No se verifica. En efecto, se cumple (−1)2 ≤ 12 y 12 ≤
(−1)2, es decir (−1)R1 y 1R(−1). Sin embargo, −1 6= 1. Concluimos que R
no es relación de orden

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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94. En el conjunto N∗ = {1, 2, 3, . . .} se define la relación xRy⇔ x divide a y.
Demostrar que R es relación de orden.

SOLUCIÓN. El que x divida a y equivale a decir que existe k ∈ N∗ tal que
y = kx.
(i) Reflexiva. Para todo x ∈ R se verifica x = 1x, es decir xRx.
(ii) Antisimétrica. Para todo x, y ∈ N∗ :{

xRy
yRx

⇒
{
∃k ∈ N∗ : y = kx
∃r ∈ N∗ : x = ry

⇒ xy = krxy ⇒ kr = 1.

Ahora bien, como k, r son naturales, ha de ser necesariamente k = r = 1 y
por tanto x = y.
(iii) Transitiva. Para todo x, y, z ∈ N∗ :{

xRy
yRz

⇒
{
∃k ∈ N∗ : y = kx
∃r ∈ N∗ : z = ry

⇒ z = (rk)x.

Dado que rk ∈ N∗, se verifica xRz. Concluimos que R es relación de orden.

95. En Z, se define la relación xRy ⇔ x = 5y. Analizar si es relación de
orden.

SOLUCIÓN. Elijamos (por ejemplo) x = 1. Entonces, 1 6= 5 · 1, es decir 1��R1.
No se cumple la propiedad reflexiva, por tanto R no es relación de orden.

96. En el conjunto Z de los números enteros se define la relación xRy, si y
sólo si, existe un número entero no negativo n tal que y − x = 2n. Analizar
si R es relación de orden.

SOLUCIÓN. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ R se verifica x− x = 2 · 0, es decir
xRx.
(ii) Antisimétrica. Para todo x, y ∈ R :{

xRy
yRx

⇒
{
∃n entero no negativo : y − x = 2n
∃m entero no negativo : x− y = 2m

⇒ 0 = 2(n+m).

La igualdad 2(n + m) = 0 implica n + m = 0. Ahora bien, como n,m son
enteros no negativos, ha de ser necesariamente n = m = 0 y por tanto x = y.
(iii) Transitiva. Para todo x, y, z ∈ R :{

xRy
yRz

⇒
{
∃n entero no negativo : y − x = 2n
∃m entero no negativo : z − y = 2m

⇒ z − x = 2(n+m).

Dado que n + m es entero no negativo, se verifica xRz. Concluimos que R
es relación de orden.
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97. Sea A un conjunto y R el conjunto de todas las relaciones binarias
en A. Se define en R la relación R ≤ S ⇔ (xRy ⇒ xSy (∀x, y ∈ A)) .
Demostrar que ≤ es relación de orden en R.

SOLUCIÓN. Reflexiva. Para todo R ∈ R, trivialmente se verifica xRy ⇒ xRy
para todo x, y ∈ A. Es decir, R ≤ R.
Antisimétrica. Sean R,S ∈ R tales que R ≤ S y S ≤ R. Entonces, para
todo x, y ∈ A se verifican las implicaciones xRy ⇒ xSy y xSy ⇒ xRy. Por
tanto, para todo x, y ∈ A se verifica xRy ⇔ xSy, lo cual implica R = S.
Transitiva. Sean R,S, T ∈ R. Entonces, para todo x, y ∈ A se verifica:{

R ≤ S
S ≤ T ⇒

{
xRy ⇒ xSy
xSy ⇒ xTy

⇒ (xRy ⇒ xTy)⇒ R ≤ T.

Concluimos que ≤ es relación de orden en R.

20. Máximo, mı́nimo, cotas

98. En N = {0, 1, 2, . . .} con el orden usual ≤, hallar, caso de existir los
elementos mı́nimo y máximo.

SOLUCIÓN. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo,
0 es elemento mı́nimo y no existe elemento máximo.

99. En Z− = {. . . ,−3,−2,−1} con el orden usual ≤, hallar, caso de existir
los elementos mı́nimo y máximo.

SOLUCIÓN. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo,
−1 es elemento máximo y no existe elemento mı́nimo.

100. En Z con el orden usual ≤, hallar, caso de existir los elementos
mı́nimo y máximo.

SOLUCIÓN. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo,
no existe ninguno de ellos.

101. En A = {3, 7, 8, 12} con el orden usual ≤, hallar, caso de existir los
elementos mı́nimo y máximo.

SOLUCIÓN. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo,
3 es elemento mı́nimo y 12 es elemento máximo.

102. En R con el orden usual, determinar las cotas superiores e inferiores
de B = (0, 1]. ¿Está B acotado?
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38 21 Supremo, ı́nfimo, maximales y minimales

SOLUCIÓN. De acuerdo con las definiciones de cota superior e inferior, las
cotas superiores son todos los números reales ≥ 1 y las inferiores, todos los
números reales ≤ 0. Dado que existen cotas superiores e inferiores, B está
acotado superior e inferiormente, por tanto está acotado.

103. Sea el conjunto A = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} con la relación de orden
x ≤ y ⇔ x divide a y. Se pide:
(a) Analizar la existencia de máximo y mı́nimo en A.
(b) Determinar las cotas superiores e inferiores de B = {6, 9}.

SOLUCIÓN. (a) No existe elemento en A que divida a todos los de A, por
tanto no existe mı́nimo. Tampoco existe elemento en A que sea dividido por
todos los de A, por tanto no existe máximo.
(b) El único elemento a de A que cumple a ≤ 6 y a ≤ 9 es a = 3, en
consecuencia 3 es la única cota inferior de B. Por otra parte, no existen
elementos a en A que cumplan 6 ≤ a y 8 ≤ a, en consecuencia B no tiene
cotas superiores.

104. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relación de orden inclu-
sión. Se pide:
(a) Analizar la existencia de máximo y mı́nimo en P(U).
(b) Determinar las cotas superiores e inferiores del subconjunto de P(U) :
B = {{a}, {a, b}}

SOLUCIÓN. (a) Para todo X elemento de P(U), se verifica ∅ ⊂ X, y X ⊂ U ,
por tanto ∅ es elemento mı́nimo y U es elemento máximo.
(b) Los elementos de P(U) que están contenidos en todos los de B, son ∅ y
{a} (cotas inferiores de B). Los elementos de P(U) que contienen a todos
los de B, son {a, b} y U (cotas superiores de B).

21. Supremo, ı́nfimo, maximales y minimales

105. En R con el orden usual, determinar ı́nf (0, 1] y sup (0, 1].

SOLUCIÓN. El conjunto de las cotas inferiores de (0, 1] es (−∞, 0], y el máxi-
mo de este último conjunto es 0, por tanto ı́nf(0, 1] = 0. El conjunto de las
cotas superiores de (0, 1] es [1,+∞), y el mı́nimo de este último conjunto es
1, por tanto sup(0, 1] = 1.

106. En R con el orden usual, determinar ı́nf (−∞, 2) y sup (−∞, 2).

SOLUCIÓN. No existen cotas inferiores de (−∞, 2), por tanto no existe ı́nf(−∞, 2).
El conjunto de las cotas superiores de (−∞, 2) es [2,+∞), y el mı́nimo de
este último conjunto es 2, por tanto sup(−∞, 2) = 2.
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107. En R con el orden ≤ usual, calcular:

1) sup{1/x : x ∈ [1, 2]}. 2) ı́nf{1/x : x ∈ (1, 2)}.
3) sup{1/x : x > 0}. 4) ı́nf{1/x : x ∈ [0, 2]}.

SOLUCIÓN. 1) Cuando x recorre el intervalo [1, 2], 1/x recorre el [1/2, 1], por
tanto el extremo superior es 1 (mı́nima de las cotas superiores).
2) Cuando x recorre el intervalo (1, 2), 1/x recorre el (1/2, 1), por tanto el
extremo inferior es 1/2 (máxima de las cotas inferiores).
3) Cuando x recorre el intervalo (0,+∞), 1/x recorre el (0,+∞), por tanto
no existe extremo superior.
4) Como consecuencia de lo dicho en 3), el extremo inferior es 0 (máxima
de las cotas inferiores).

108. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relación de orden inclu-
sión. Se pide:
(a) Hallar los elementos maximales de P(U)− {U}.
(b) Hallar los elementos minimales de P(U)− {∅}.

SOLUCIÓN. (a) Tenemos P(U)−{U} = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}} .
De acuerdo con la definición, los elementos maximales de P(U)− {U} son:

{a, b}, {a, c}, {b, c}.

(b) Tenemos P(U)−{∅} = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, U} .De acuerdo
con la definición, los elementos minimales elementos de P(U)− {U} son:

{a}, {b}, {c}.

109. Demostrar que si un conjunto tiene supremo (́ınfimo), entonces es
único.

SOLUCIÓN. Sea A un conjunto con una relación de orden ≤, y sea B ⊂ A.
Si existen dos supremos de B, e y e′, entonces tanto e como e′ son cotas
superiores de B. Por ser e la menor de ellas, e ≤ e′ y por ser e′ la menor de
ellas, e′ ≤ e. Por la propiedad antisimétrica, e = e′. Análoga demostración
para el ı́nfimo.

110. Sea S ⊂ R un subconjunto acotado de R. Demostrar que a = supS
si y sólo si a ≥ x, ∀x ∈ S y además ∀ ε > 0, ∃x0 ∈ S, tal que x0 > a− ε.
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SOLUCIÓN. Si a = supS, a es cota superior de S y por tanto, a ≥ x para
todo x ∈ S. Por otra parte, si no ocurriera que ∀ ε > 0, ∃x0 ∈ S tal que
x0 > a− ε, entonces, existiŕıa un ε0 > 0 tal que x ≤ a− ε0 para todo x ∈ S.
Esto implicaŕıa que a − ε0 < a seŕıa cota superior de S lo cual contradice
que a es la menor de las cotas superiores de S.

Rećıprocamente, supongamos que a ≥ x, ∀x ∈ S y además ∀ ε > 0, ∃x0 ∈
S, tal que x0 > a−ε. La primera condición implica que a es cota superior de
S. Es además la menor de todas ellas. En efecto, si b < a fuera cota superior
de S, eligiendo ε = a − b > 0 existiŕıa x0 ∈ S tal que x0 > a − (a − b) = b,
lo cual contradice que b es cota superior de A.

111. Sea el conjunto S = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} con la relación de orden
x ≤ y ⇔ x divide a y. Se pide:
(a) Hallar los elementos maximales y minimales.
(b) Hallar los subconjuntos de S totalmente ordenados.

SOLUCIÓN. (a) Un elemento M ∈ S es maximal si y sólo si, no existe ele-
mento x ∈ S con x 6= M tal que M ≤ x. Es decir, son los elementos M de S
que no tienen múltiplos en S distintos de M. Claramente son los elementos
6, 7, 8, 9 y 10. Un elemento m ∈ S es minimal si y sólo si, no existe elemento
x ∈ S con x 6= m tal que x ≤ m. Es decir, son los elementos m de S que no
tienen divisores en S distintos de m. Claramente son los elementos 3, 4, 5 y 7.

(b) De acuerdo con la definición de orden total, los subconjuntos de S total-
mente ordenados son:

{a} : a ∈ S, {3, 6}, {3, 9}, {4, 8}, {5, 10}.

Es claro que no hay subconjuntos de S con tres elementos totalmente orde-
nados, lo cual implica que ya hemos escrito todos.

22. Orden total, buen orden

112. En N∗ = {1, 2, 3, . . .} se considera la relación de orden x ≤ y ⇔ x
divide a y. Analizar si es de orden total. ¿Es buen orden?

SOLUCIÓN. Se verifica 2 6≤ 3 y 3 6≤ 2, es decir ≤ no es orden total, en
consecuencia tampoco es buen orden.

113. En Z, se define la relación: xRy ⇔ x = yn para algún n entero
positivo. Demostrar que es relación de orden. ¿Es buen orden?
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SOLUCIÓN. Reflexiva. Para todo x ∈ Z se verifica x = x1, es decir xRx.
Antisimétrica. Para todo par de elementos x, y ∈ Z :{

xRy
yRx

⇒
{
x = yn (n entero positivo)
y = xm (m entero positivo)

⇒ x = xnm.

Si x 6= 0, entonces ha de ser necesariamente mn = 1 lo cual implica m =
n = 1 y por tanto x = y. Si x = 0, entonces y = 0m = 0. Es decir, en
cualquier caso x = y.
Transitiva. Para toda terna de elementos x, y, z ∈ Z :{

xRy
yRz

⇒
{
x = yn (n entero positivo)
y = zm (m entero positivo)

⇒ x = znm.

Dado que mn es entero positivo, se cumple xRz. Hemos demostrado que R
es relación de orden en Z.

No es relación de orden total, basta elegir los elementos de Z, 2 y 3.
Claramente 2 6= 3k para todo k entero positivo y 3 6= 2k para todo k entero
positivo. Entonces, 2��R3 y 3��R2. Como consecuencia, no es buen orden.

114. Demostrar que todo buen orden es un orden total.

SOLUCIÓN. Si ≤ es buen orden en A, todo subconjunto de A distinto del
vaćıo tiene elemento mı́nimo. Sean x, y dos elementos de A, entonces {x, y}
tiene elemento mı́nimo. Si el mı́nimo es x, se verifica x ≤ y, y si es y, se
verifica y ≤ x. Es decir, ≤ es orden total.

115. Sea (R,≤) el conjunto ordenado de los números reales con el orden
usual ≤ . En C = R× R se define la relación:

(x1, y1)R(x2, y2)⇔
{

si x1 6= x2 entonces x1 < x2

si x1 = x2 entonces y1 ≤ y2.

(a) Demostrar que R es una relación de orden sobre C.
(b) Demostrar que R es una relación de orden total sobre C.

SOLUCIÓN. (a) Reflexiva. Para todo (x, y) ∈ C se verifica x = x e y ≤ y, lo
cual implica (x, y)R(x, y).
Antisimétrica. Sean (x1, y1) y (x2, y2), elementos de C con (x1, y1)R(x2, y2)
y (x2, y2)R(x1, y1). Si x1 = x2, entonces y1 ≤ y2 e y2 ≤ y1. Es decir, x1 = x2

e y1 = y2, luego (x1, y1) = (x2, y2). No puede ocurrir x1 6= x2, pues si aśı
fuera x1 < x2 y x2 < x1 (absurdo).
Transitiva. Sean (x1, y1), (x2, y2) y (x3, y3) elementos de C con (x1, y1)R(x2, y2)
y (x2, y2)R(x3, y3). Tenemos,

x1 = x2 ⇒ y1 ≤ y2 ⇒
{
x2 = x3 ⇒ y2 ≤ y3

x2 6= x3 ⇒ x2 < x3
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⇒
{
x1 = x3 ∧ y1 ≤ y3

x1 6= x3 ∧ x1 < x3
⇒
{

(x1, y1)R(x3, y3)
(x1, y1)R(x3, y3).

Es decir, si x1 = x2, en cualquier caso ocurre (x1, y1)R(x3, y3). Analicemos
ahora el caso x1 6= x2.

x1 6= x2 ⇒ x1 < x2 ⇒
{
x2 = x3 ⇒ x1 < x3

x2 6= x3 ⇒ x2 < x3

⇒
{
x1 < x3

x1 < x3
⇒
{

(x1, y1)R(x3, y3)
(x1, y1)R(x3, y3).

Es decir, si x1 6= x2, en cualquier caso ocurre (x1, y1)R(x3, y3). Concluimos
pues que R es relación de orden en C.

(b) Sean (x1, y1), (x2, y2) elementos de C. Puede ocurrir x1 = x2 o x1 6= x2.
Si x1 = x2, o bien y1 ≤ y2 o bien y2 ≤ y1, lo cual implica que o bien
(x1, y1)R(x2, y2), o bien (x2, y2)R(x1, y1).

Si x1 6= x2, o bien x1 < x2 o bien x2 < x1, lo cual implica que o
bien (x1, y1)R(x2, y2), o bien (x2, y2)R(x1, y1). Hemos demostrado que R es
relación de orden total en C.

116. ¿Existe un conjunto parcialmente ordenado que posea un único ele-
mento maximal y que sin embargo este no sea máximo?

SOLUCIÓN. Śı, existe. Consideremos en A = (0, 1] ∪ [2, 3) el orden{
x ≤A y ⇔ x ≤ y si x, y ∈ (0, 1]
x ≤A y ⇔ x ≤ y si x, y ∈ [2, 3),

en donde ≤ representa el orden usual. Entonces, 1 es el único elemento
maximal de A, pero no es máximo.

23. Diagramas de Hasse

117. Consideremos el conjunto A = {1, 2, 3, 4} con la relación de orden ≤
usual. Dibujar el correspondiente diagrama de Hasse.

SOLUCIÓN. Claramente es:

1

2

3

4
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118. En A = {a, b, c, d, e, f} se considera la relación de orden definida por
el diagrama de Hasse:

a b

c

def

(a) Analizar la existencia de máximo y mı́nimo.
(b) Determinar los elementos maximales y minimales.
(c) Determinar los subconjuntos de A con tres elementos totalmente orde-
nados.

SOLUCIÓN. (a) No existe elemento de A mayor o igual que todos los demás,
ni existe elemento de A menor o igual que todos los demas, por tanto no
existe ni máximo ni mı́nimo.
(b) Los elementos maximales de A son d, e y f, pues son aquellos para los
cuales no hay ninguno mayor. Los elementos minimales de A son a b, pues
son aquellos para los cuales no hay ninguno menor.
(c) De acuerdo con la definición de orden total, los subconjuntos de A con
tres elemento y totalmente ordenados son:

{a, c, f}, {a, c, e}, {a, c, d}, {b, c, f}, {b, c, e}, {b, c, d}.

119. En el conjunto A = {a, b, c, d} se considera la relación:

≤= {(a, a), (a, b), (b, b), (b, d), (a, c), (c, c), (c, d), (a, d), (d, d)} .

(a) Demostrar que ≤ es relación de orden en A.
(b) Dibujar el diagrama de Hasse de la relación.
(c) Analizar si ≤ es un orden total.
(d) Determinar, si existen, los elementos máximo y mı́nimo.

SOLUCIÓN. (a) El lector comprobará de forma sencilla que se verifican las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
(b) El diagrama de Hasse de ≤ es:

a

b

d

c
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(c) No es relación de orden total, pues c 6≤ b y b 6≤ c.
(d) Para todo x ∈ A, se verifica a ≤ x y x ≤ d, por tanto a es elemento
mı́nimo y d, máximo.

24. Relación de equivalencia en R[x]

120. Sea R[x] el conjunto de los polinomios p(x) en la indeterminada x y
con coeficientes reales. En R[x] se define la relación:

p1(x)Rp2(x)⇔ ∃q(x) ∈ R[x] : p2(x)− p1(x) = q(x)(x2 + 1).

(a) Demostrar que R es relación de equivalencia.
(b) Demostrar que cada clase admite un representante de grado < 2.
(c) Encontrar dicho representante para la clase definida por el polinomio
p(x) = x3 + x2 + 3x+ 4.
(d) Determinar el conjunto cociente R[x]/R.

SOLUCIÓN. (a) Reflexiva. Para todo p(x) ∈ R[x] se verifica p(x) − p(x) =
0 = 0(x2 + 1), por tanto p(x)Rp(x).
Simétrica. Para todo p1(x), p2(x) ∈ R[x] se verifica:

p1(x)Rp2(x)⇔ ∃q(x) ∈ R[x] : p2(x)− p1(x) = q(x)(x2 + 1)
⇒ p1(x)− p2(x) = (−q(x))(x2 + 1)⇒ p2(x)Rp1(x).

Transitiva. Para todo p1(x), p2(x), p3(x) ∈ R[x] :{
p1(x)Rp2(x)
p2(x)Rp3(x)

⇒
{
∃q(x) ∈ R[x] : p2(x)− p1(x) = q(x)(x2 + 1)
∃h(x) ∈ R[x] : p3(x)− p2(x) = h(x)(x2 + 1)

⇒ (sumado) p3(x)− p1(x) = (q(x) + h(x))(x2 + 1).

Como q(x) + h(x) ∈ R[x], se verifica p1(x)Rp3(x).

(b) Sea p(x) ∈ R[x], efectuando la división eucĺıdea de p(x) entre x2 + 1
obtenemos un cociente q(x) y un resto r(x) de grado < 2. Es decir:

p(x) = q(x)(x2 + 1) + r(x) , grad r(x) < 2.

Ahora bien, p(x) − r(x) = q(x)(x2 + 1), lo cual implica p(x)Rr(x). Esto
demuestra que cada clase admite un representante de grado < 2.

(c) Efectuando la división eucĺıdea de p(x) = x3 + x2 + 3x+ 4 entre x2 + 1,
obtenemos inmediatamente el resto r(x) = 2x+ 3. Por tanto:

C[x3 + x2 + 3x+ 4] = C[2x+ 3].
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(d) Toda clase de equivalencia tiene un representante de grado < 2. Además,
si dos polinomios r1(x) y r2(x) de grados < 2 están relacionados, estos han
de coincidir. En efecto, r1(x)Rr2(x) quiere decir que

r2(x)− r1(x) = q(x) para algún q(x) ∈ R[x]. (∗)

Dado que r2(x) − r1(x) es de grado < 2, ha de ser q(x) = 0 para que se
verifique la igualdad (∗), y como consecuencia r1(x) = r2(x). Concluimos que
el conjunto cociente es: R[x]/R = {C[ax + b] : a, b ∈ R}, y el representante
de cada clase con grado < 2 es único.

25. Tres relaciones en N

121. En el conjunto N de los números naturales (0 6∈ N) se definen las
siguientes relaciones:
a) La relación R tal que aRb⇔ a es divisible por b
b) La relación S tal que aSb⇔ a+ b es múltiplo de 2
c) La relación T tal que aTb⇔ ab es múltiplo de 2
Se pide:
1. Estudiar si las relaciones R,S, T tienen las propiedades reflexiva, transi-
tiva, simétrica, o antisimétrica.
2. Señalar cual o cuales de las relaciones R,S y T son de equivalencia o de
orden.
3. Para las posibles relaciones de equivalencia señalar las clases de equiva-
lencia; para las posibles de orden, ind́ıquese si se trata de una relación de
orden parcial o total.

SOLUCIÓN. 1. a) Analicemos las propiedades de la relación R :
(i) Reflexiva. Para todo a ∈ N se verifica a = 1a lo cual implica que a es
divisible por a, es decir R es reflexiva.
(ii) Simétrica. Elijamos a = 2, b = 1, entonces se verifica aRb, pero no que
bRa, por tanto R no es simétrica.
(iii) Transitiva. Sean a, b, c ∈ N tales que aRb y bRc. Entonces existen
p, q ∈ N tales que a = pb y b = qc lo cual implica que a = pqc con pq ∈ N o
lo que es lo mismo, aRc y en consecuencia R es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Si a, b ∈ N cumplen aRb y bRa, entonces existen p, q ∈ N
tales que a = pb y b = qa lo cual implica que a = pqa. Necesariamente es
pq = 1 y al ser p, q naturales, p = q = 1, de lo cual se deduce a = b. La
relación R es antisimétrica.

b) Propiedades de la relación S :
(i) Reflexiva. Para todo a ∈ N se verifica a + a = 2a lo cual implica que a
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es múltiplo de 2, es decir S es reflexiva.
(ii) Simétrica. Si aSb entonces a+ b es múltiplo de 2. Como b+ a = a+ b,
también b+ a es múltiplo de 2, es decir bSa. La relación S es simétrica.
(iii) Transitiva. Sean a, b, c ∈ N tales que aSb y bSc. Entonces existen
p, q ∈ N tales que a+b = 2p y b+c = 2q lo cual implica que a+c = 2(p+q−b),
y por tanto aSc. La relación S es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Para a = 1, b = 3 tenemos aSb, bSa y sin embargo a 6= b.
La relación S no es antisimétrica.

c) Propiedades de la relación T :
(i) Reflexiva. Para a = 1 tenemos aa = 1, que no es múltiplo de 2. La
relación T no es es reflexiva.
(ii) Simétrica. Si aSb entonces ab es múltiplo de 2. Como ba = ab, también
ba es múltiplo de 2, es decir bTa. La relación T es simétrica.
(iii) Transitiva. Para a = 3, b = 2, c = 5 se verifica aTb y bTc, sin embargo
no se verifica aTc. La relación T no es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Para a = 1, b = 2 tenemos aTb, bTa y sin embargo a 6= b.
La relación T no es antisimétrica.

Concluimos que R es exactamente reflexiva, antisimétrica y transitiva;
S exactamente reflexiva, simétrica y transitiva y T exactamente simétrica.

2. Del apartado anterior, concluimos que R es relación de orden, S es de
equivalencia, y T no es ni de orden ni de equivalencia.

3. Para a = 2, b = 3 no se verifica ni aRb ni bRa, es decir R es relación de
orden parcial. Las clases de equivalencia de los elementos 1 y 2 asociadas a
la relación S son:

[1] = {1, 3, 5, 7, . . .} , [2] = {2, 4, 6, 8, . . .}.

Dado que [1] ∪ [2] = N, las únicas clases de equivalencia son [1] y [2]. El
conjunto cociente es por tanto N/S = {[1] [2]}.

26. Finura de las relaciones de orden

122. Sea E un conjunto y Ω el conjunto de todas las relaciones de orden
definidas en E. Diremos que la relación de orden ŵ es mas fina que la relación
w si y sólo si (∀x, y ∈ E)(x w y ⇒ x ŵ y)
a) Sea E = N, compárese la finura de las dos relaciones siguientes: x w1 y
⇔ x | y y x w2 y ⇔ x ≤ y,
b) Demuéstrese que la relación ser más fina que definida en Ω, es una relación
de orden.
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c) Compruébese la existencia de un máximo en Ω para ésta relación de
orden.
d) Sea E un conjunto de dos elementos. Constrúyase el conjunto de todas
las relaciones de orden en E y ordénese por finura.

SOLUCIÓN. a) Se verifica x w1 y ⇒ x | y ⇒ ∃p ∈ N : y = px ⇒ x ≤ y ⇒
x w2 y, lo cual implica que w2 es más fina que w1.
b) Denotemos por ≤∗ la relación en Ω ser más fina que, es decir

w1 ≤∗ w2 ⇔ [(∀x, y ∈ E)(x w2 y ⇒ x w1 y)].

(i) Reflexiva. Para cada par de elementos x, y ∈ E y para cada w ∈ Ω se
verifica trivialmente x w y ⇒ x w y, es decir w ≤∗ w.
(ii) Antisimétrica. Se verifica:{

w1 ≤∗ w2

w2 ≤∗ w1
⇒
{

(∀x, y ∈ E)(x w2 y ⇒ x w1 y)
(∀x, y ∈ E)(x w1 y ⇒ x w2 y)

⇒ (∀x, y ∈ E)(x w1 y ⇔ x w2 y)

⇒ w1 = w2.

(iii) Transitiva. Se verifica:{
w1 ≤∗ w2

w2 ≤∗ w3
⇒
{

(∀x, y ∈ E)(x w2 y ⇒ x w1 y)
(∀x, y ∈ E)(x w3 y ⇒ x w2 y)

⇒ (∀x, y ∈ E)(x w3 y ⇒ x w1 y)

⇒ w1 ≤∗ w3.

Concluimos que ≤∗ es relación de orden en Ω.
c) Sea w0 ∈ Ω la relación de orden identidad, es decir x w0 y ⇔ x = y. Si
w ∈ Ω, al ser w relación de orden verifica la propiedad reflexiva, por tanto
x w x para todo x ∈ E. Entonces:

x w0 y ⇒ x = y ⇒ x w y ⇒ w ≤∗ w0.

En consecuencia, w0 es elemento máximo en Ω para ≤∗.
d) Sea E = {a, b} con a 6= b. Es claro que sólo existen tres relaciones de
orden en E : 

w0 : a w0 a , b w0 b
w1 : a w1 a , b w1 b , a w1 b
w2 : a w2 a , b w2 b , b w2 a.

Por tanto Ω = {w0, w1, w2} y ordenado por finura seŕıa w1 <∗ w0 y
w1 <

∗ w0.
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27. Orden lexicográfico

123. Sean (A,≤A) y (B,≤B) dos conjuntos ordenados. Definimos en A×B
la relación

(a, b) ≤ (a′, b′) ⇔ a <A a
′ ∨ (a = a′ ∧ b ≤B b′).

Demostrar que
1) ≤ es relación de orden en A×B (se le llama orden lexicográfico).
2) Si ≤A y ≤B son de orden total. también ≤ es de orden total.

SOLUCIÓN. 1) (a) Reflexiva. Para todo (a, b) ∈ A × B se verifica a = a y
b ≤B b, lo cual implica (a, b) ≤ (a, b).

(b) Antisimétrica. Sean (a, b) y (a′, b′), elementos de A×B con (a, b) ≤
(a′, b′) y (a′, b′) ≤ (a, b). Si a = a′, entonces b ≤B b′ y b′ ≤B b. Es decir,
a = a′ y b = b′, luego (a, b) = (a′, b′). No puede ocurrir a 6= a′ pues si aśı
fuera, a <A a

′ y a′ <A a (absurdo).

(c) Transitiva. Sean (a1, b1), (a2, b2) y (a3, b3) elementos de A×B tales
que (a1, b1) ≤ (a2, b2) y (a2, b2) ≤ (a3, b3). Tenemos,

a1 = a2 ⇒ b1 ≤B b2 ⇒
{
a2 = a3 ⇒ b2 ≤B b3
a2 6= a3 ⇒ a2 <A a3

⇒
{
a1 = a3 ∧ b1 ≤B b3
a1 6= a3 ∧ a1 <A a3

⇒
{

(a1, b1) ≤ (a3, b3)
(a1, b1) ≤ (a3, b3).

Es decir, si a1 = a2, en cualquier caso ocurre (a1, b1) ≤ (a3, b3). Analicemos
ahora el caso a1 6= a2.

a1 6= a2 ⇒ a1 <A a2 ⇒
{
a2 = a3 ⇒ a1 <A a3

a2 6= a3 ⇒ a2 <A a3

⇒
{
a1 <A a3

a1 <A a3
⇒
{

(a1, b1) ≤ (a3, b3)
(a1, b1) ≤ (a3, b3).

Es decir, si a1 6= a2, en cualquier caso ocurre (a1, b1) ≤ (a3, b3). Concluimos
pues que ≤ es relación de orden en A×B.

2) Sean (a1, b1), (a2, b2) elementos de A×B. Puede ocurrir a1 = a2 o a1 6= a2.
Si a1 = a2, o bien b1 ≤B b2 o bien b2 ≤B b1, lo cual implica que o bien
(a1, b1) ≤ (a2, b2), o bien (a2, b2) ≤ (a1, b1). Si a1 6= a2, o bien a1 <A a2 o
bien a2 <A a1, lo cual implica que o bien (a1, b1) ≤ (a2, b2), o bien (a2, b2) ≤
(a1, b1). Hemos demostrado que ≤ es relación de orden total en A×B.
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28. Teorema de la buena ordenación de Zermelo.

124. El objetivo de este problema es demostrar el teorema de la buena
ordenación de Zermelo, es decir, que en todo conjunto no vaćıo se puede
definir un buen orden.

Sea E un conjunto no vaćıo.
(a) Demostrar que en todo subconjunto finito de E se puede definir un buen
orden.
(b) Consideremos todos los subconjuntos A de E para los cuales se puede
definir un buen orden y elijamos uno de tales órdenes, al que denotamos por
≤A . Llamemos

O = {(A,≤A) : A ⊂ E con ≤A buen orden en A} .

Definimos en O la relación �

(A,≤A) � (B,≤B)
def⇔


1) A ⊂ B,
2) ≤A es la restricción de ≤B a A,

3) a ∈ A, b ∈ B, b <B a⇒ b ∈ A.

Demostrar que � es relación de orden en O.
(c) Demostrar que si O tiene un elemento maximal, el conjunto E puede ser
bien ordenado.
(d) Demostrar que toda cadena de O (subconjunto totalmente ordenado)
tiene una cota superior.
(e) Aplicar el lema de Zorn para demostrar que E puede ser bien ordenado.

SOLUCIÓN. a) Para cualquier subconjunto finito F de E podemos establecer
una biyección j : {1, 2, . . . , n} → F y llamando j(i) = xi podemos definir el
buen orden en F dado por x1 < x2 < . . . < xn.
(b) Por el apartado anterior, O 6= ∅.

Reflexiva. Trivialmente tenemos A ⊂ A, ≤A es la restricción de ≤A a A
y b ∈ A implica b ∈ A, luego (A,≤A) � (A,≤A).

Antisimétrica. Si (A,≤A) � (B,≤B) y (B,≤B) � (A,≤B) se verifica
A ⊂ B y B ⊂ A, luego A = B y ≤A=≤B por 2), por tanto (A,≤A) =
(B,≤B).

Transitiva. Supongamos que (A,≤A) � (B,≤B) y (B,≤B) � (C,≤C).
De la condición 1) se deduce que A ⊂ B ⊂ C y de la 2) que ≤A es la
restricción de ≤C a A.

Sean ahora a ∈ A, c ∈ C con c <C a. Esto implica que a ∈ B y c ∈ C
con a <C c lo cual implica que c ∈ B. Entonces, a ∈ A, c ∈ B y c <B a con
lo cual a ∈ A. Es decir, (A,≤A) � (C,≤C).
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(c) Sea (A,≤A) un elemento maximal en O, veamos que A = E. En en
efecto, si A 6= E sea b ∈ E − A. En B = A ∪ {b} podemos definir el orden
≤B que coincide con ≤A en A y a ≤ b para todo a ∈ A. Claramente ≤B es
un buen orden en B y (A,≤A) ≺ (B,≤B) contra la hipótesis.
(d) Sea C = {(Aλ,≤Aλ) : λ ∈ Λ} una cadena de O y sea F = {Aλ : λ ∈ Λ}.
Es claro que la familia F es ella misma una cadena con respecto de la relación
de orden inclusión. Llamemos U =

⋃
λ∈ΛAλ, y vamos a definir un orden en

U.
Consideremos un número finito u1, u2, . . . , un de elementos de U. Para

cada i = 1, 2, . . . , n existe un Ai ∈ F tal que ui ∈ Ai y al ser F una
cadena, uno de los Ai (llamemósle A) contiene a todos los Ai y por tanto
{u1, u2, . . . , un} ⊂ A. Sea ahora B ∈ F con {u1, u2, . . . , un} ⊂ B, la relación
ui ≤A uj implica ui ≤B uj para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n} pues C es una
cadena.

Tomemos n = 2 y definamos el orden ≤U en U escribiendo u1 ≤U u2

si u1 ≤A u2 siendo A cualquier elemento de F que contiene a u1 y u2.
Claramente la relación ≤U es reflexiva y antisimétrica y tomando n = 3
deducimos que es transitiva. Es además orden total por construcción.

Demostremos que ≤U es un buen orden en U. Sea S ⊂ U con S 6= ∅ y
veamos que S tiene elemento mı́nimo. Sea s ∈ S. Si s es mı́nimo, ya está
demostrado. Si no lo es, sea el conjunto no vaćıo

T = {t ∈ S : t <U s}.

Sea (A,≤A) un elemento de la cadena C tal que s ∈ A y sea (B,≤B) un
elemento de la cadena C tal que t ∈ B. Dado que F es una cadena, o bien
B ⊂ A y entonces t ∈ A, o bien A ( B y entonces s ∈ A, t ∈ B, t <U s
luego según la definición del orden � en O, t ∈ A. Es decir, en cualquier
caso t ∈ A, luego T ⊂ A.

Como T es subconjunto no vaćıo de A (que está bien ordenado), T admite
un elemento mı́nimo m en el orden ≤A . Ahora bien, al ser T ⊂ A ⊂ U , las
restricciones de los órdenes ≤A y ≤U a T coinciden, luego T admite a m
como mı́nimo en el orden ≤U . Como ≤U es un orden total, m es también
elemento mı́nimo de S, luego ≤U es buen orden. Es decir, hemos demostrado
que (U,≤U ) ∈ O.

Veamos ahora que (U,≤U ) es cota superior de la cadena C es decir,
veamos que

(A,≤A) � (U,≤U ), ∀(A,≤A) ∈ C.
En efecto, A ⊂ U por construcción y ≤A es la restricción de ≤U a A. Sean
ahora a ∈ A, x ∈ U tales que x <U a. Existe un X en la cadena F que
contiene a {x} ∪A y consideremos (X. ≤X) ∈ C. Entonces,

(A,≤A) � (X,≤X),
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y por tanto la desigualdad x <U a implica x ∈ A. Al ser U mayorante
mı́nimo de la cadena F , el par (U,≤U ) es mayorante mı́nimo de la cadena
C. Hemos demostrado que la cadena C tiene cota superior.
(e) Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal en (O,�), y como
consecuencia del apartado (c), existe un buen orden en E.
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Funciones

29. Concepto de función

125. Se consideran los conjuntos A = {1, 2, 3, 4} y B = {x, y, z, u, v, w}.
Sea la aplicación f : A → B la aplicación dada por f(1) = x, f(2) = z,
f(3) = u, f(4) = x.
(i) Hallar los originales de cada elemento de B.
(ii) Hallar la imagen de f .
(iii) Hallar el grafo de f .

126. Se considera la función f : R→ R que asigna a cada número real su
cuadrado, es decir f(x) = x2.
(i) Hallar f(0), f(1) y f(−1).
(ii) Determinar los originales de 9.
(iii) Hallar Im f .
(iv) Determinar el grafo de f

127. Se considera la función f : R→ R:

f(x) =

{
2x si x ≥ 0
−1 si x < 0

(i) Hallar f(0), f(2), f(−1) y f(−2).
(ii) Determinar los originales de −1 y los de 7.
(iii) Hallar Im f .
(iv) Determinar el grafo de f.
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30. Composición de funciones

128. Las funciones f : R→ R, g : R→ R están definidas por:

f(x) =

{
3x− 7 si x > 2
x2 − 2|x| si x ≤ 2

, g(x) = 2x+ 3.

Calcular:
(i) f(−2). (ii) g(−1). (iii) f(3). (iv) (g ◦ f)(1). (v) (f ◦ g)(2). (vi) (f ◦ f)(4).

129. Las funciones f : R→ R, g : R→ R están definidas por f(x) = x2−1
y g(x) = 2x+ 5. Determinar

g ◦ f, f ◦ g, f ◦ f, g ◦ g.

130. Demostrar la propiedad asociativa de la composición de aplicaciones,
es decir si f : A→ B, g : B → C y h : C → D, entonces (h◦g)◦f = h◦(g◦f).

131. Sea A un conjunto no vaćıo y la aplicación f : A → P(A) dada por
f(a) = {a}. Estudiar si es inyectiva y/o sobreyectiva.

31. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyec-
tivas

132. Sea A un conjunto no vaćıo y la aplicación f : P(A) → P(A) dada
por f(X) = Xc. Estudiar si biyectiva.

133. Demostrar que la aplicación f : R → R dada por f(x) = 2x + 5 es
biyectiva.

134. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son so-
breyectivas.
(a) f : R→ R, f(x) = x3.
(b) g : R→ R, g(x) = x2.
(c) h : R→ [0,+∞), h(x) = x2.
(d) i : Z→ Q, i(x) = x.

135. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son so-
breyectivas.
(a) f : R→ R, f(x) = ex.
(b) g : [0,+∞)→ [1,+∞), g(x) = x2 + 1.

136. Sean f : A→ B y g : B → C dos aplicaciones. Demostrar que:
(i) Si f y g son sobreyectivas, entonces g ◦ f es sobreyectiva.
(ii) Si f y g son inyectivas, entonces g ◦ f es inyectiva.
(iii) Si f y g son biyectivas, entonces g ◦ f es biyectiva.
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32. Aplicación identidad, aplicación inversa

137. Demostrar que la aplicación f : R→ R dada por f(x) = −3x+ 2 es
biyectiva y determinar f−1.

138. Demostrar que la aplicación f : R→ R dada por f(x) = −x3 + 4 es
biyectiva y determinar f−1.

139. Sea f : A→ B biyectiva. Demostrar que
(i) f−1 es biyectiva.
(ii) IB ◦ f = f = f ◦ IA.
(iii) f−1 ◦ f = IA, f ◦ f−1 = IB.

33. Imágenes directas e inversas

140. Consideremos X = {1, 2, 3, 4}, Y = {a, b, c}, la aplicación f : X → Y
dada por

f(1) = a, f(2) = a, f(3) = c, f(4) = c,

y los conjuntos A = {1, 3} y B = {a, b}. Determinar f(A) y f−1(B).

141. Sea f : R→ R dada por f(x) = x2. Determinar

(i) f−1 ({36}) . (ii) f−1 ({−25}) . (iii) f−1 ({x : x ≤ 0}) .
(iv) f−1 ({x : 25 ≤ x ≤ 36}) . (v) f−1 ({x : x ≥ 0})

142. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A1 y A2 de X se verifica:

(i) f (A1 ∪A2) = f (A1) ∪ f (A2) .

(ii) f (A1 ∩A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2) .

Dar un contraejemplo que demuestre que en general

f (A1 ∩A2) 6= f (A1) ∩ f (A2) .

143. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B1 y B2 de Y se verifica:

(i) f−1 (B1 ∪B2) = f−1 (B1) ∪ f−1 (B2) .

(ii) f−1 (B1 ∩B2) = f−1 (B1) ∩ f−1 (B2) .
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144. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que si {Ai} es cualquier
colección de subconjuntos de X, se verifica:

(i) f
(⋃

Ai

)
=
⋃
f (Ai) .

(ii) f
(⋂

Ai

)
⊂
⋂
f (Ai) .

145. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que si {Bi} es cualquier
colección de subconjuntos de Y , se verifica:

(i) f−1
(⋃

Bi

)
=
⋃
f−1 (Bi) .

(ii) f−1
(⋂

Bi

)
=
⋂
f−1 (Bi) .

146. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A1 y A2 de X se verifica:

(i) f (A1 −A2) ⊃ f (A1)− f (A2) .

(ii) A1 ⊂ A2 ⇒ f (A1) ⊂ f (A2) .

147. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B1 y B2 de Y se verifica:

(i) f−1 (B1 −B2) = f−1 (B1)− f−1 (B2) .

(ii) B1 ⊂ B2 ⇒ f−1 (B1) ⊂ f−1 (B2) .

148. Sea f : X → Y una aplicación. Sean A ⊂ X y B ⊂ Y . Demostrar
que:

(i) A ⊂ f−1 (f(A)) . (ii) B ⊃ f
(
f−1(B)

)
.

149. Sea f : X → Y una aplicación. Sabemos que para cualquier par
de subconjuntos A1 y A2 de X se verifica f (A1 ∩A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2) .
Demostrar que si f es inyectiva entonces, se verifica la igualdad.

34. Biyección entre (−1, 1) y R

150. Demostrar que la siguiente función es biyectiva y determinar su in-
versa

f : (−1, 1)→ R, f(x) =
x

1− |x|
.
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35. Aplicación involutiva

151. Sea A un conjunto. Se dice que la aplicación f : A→ A es involutiva
si, y sólo si f ◦ f = IA. Determinar los valores de a y b reales para que la
aplicación f : R→ R, f(x) = ax+ b sea involutiva.

36. Descomposición canónica

152. En este problema efectuamos la llamada descomposición canónica de
una aplicación.

Sean A y B dos conjuntos no vaćıos y f : A→ B una aplicación.
(1) Demostrar que la relación en A:

xRy ⇔ f(x) = f(y)

es de equivalencia. Determinar el conjunto cociente A/R.
(2) Demostrar que la aplicación

f : A/R → Im f, f ([x]) = f(x)

está bién definida y es biyectiva.
(3) Se considera la aplicación proyección canónica n : A → A/R dada por
n(x) = [x] (claramente sobreyectiva) y la aplicación i : Im f → B dada
por i(y) = y (claramente inyectiva). Demostrar que el siguiente diagrama es
conmutativo

A
f−−−−→ B

n ↓ ↑ i

A/R
f−−→ Im f

153. Efectuar la factorización canónica de la aplicación f : R → R,
f(x) = sen x.

37. Aplicación f(X) = (A ∩X,B ∩X)

154. Sean A y B dos partes no vaćıas de un conjunto E y

f : P(E)→ P(A)× P(B), f(X) = (A ∩X,B ∩X).

(a) Estudiar la inyectividad de f.
(b) Estudiar la sobreyectividad de f.
(c) Determinar f−1 en los casos en los que f sea biyectiva.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



58 37 Aplicación f(X) = (A ∩X,B ∩X)
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Grupos

38. Concepto de grupo

155. Demostrar de manera esquemática que (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+)
son grupos abelianos en donde + representa en cada caso la suma habitual.

156. Demostrar de manera esquemática que el conjunto de las matrices
reales de ordenes m×n (denotado por Mm×n(R) o bien por Rm×n) es grupo
abeliano, siendo + la suma habitual de matrices.

157. En el conjunto de los números reales se define las operación x ∗ y =
x+ y + 4. Demostrar que (R, ∗) es grupo abeliano.

158. Demostrar que el conjunto R \ {0} de los números reales no nulos
con la operación · producto habitual es un grupo abeliano.

159. Sea G el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n in-
vertibles. Demostrar de manera esquemática que (G, ·) es grupo, siendo · la
operación usual producto de matrices. ¿Es abeliano?

160. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y co-
eficientes reales. Demostrar de manera esquemática que (R[x],+) es grupo
abeliano, en donde + representa la suma habitual de polinomios.

161. En el conjunto de los números reales R se define la operación ∗
mediante x ∗ y = 3

√
x3 + y3. Demostrar que (R, ∗) es un grupo abeliano.

162. En G = Z× Z se define la ley de composición interna ∗ mediante

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1 + (−1)y1x2, y1 + y2).

Probar que ley ∗ confiere a G estructura de grupo no abeliano.

59
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163. a) Demostrar que sobre R la ley interna definida por x∗y = x+y−xy,
es conmutativa, asociativa y que admite elemento neutro. ¿Es (R, ∗) un
grupo?
b) Calcular x ∗ x ∗ . . . ∗ x︸ ︷︷ ︸

n

.

164. Estudiar si (Q \ {0}, ∗) es grupo siendo a ∗ b =
ab

7
.

39. Primeras propiedades de los grupos

165. Sea (G, ∗) un grupo. Demostrar que:
(i) El elemento neutro e es único.
(ii) Para cada x ∈ G su simétrico x′ es único.
(iii) Para cada x ∈ G se verifica (x′)′ = x (es decir, el simétrico del simétrico
de un elemento es el elemento).
(iv) Para cualquier par de elementos x, y de G se verifica (x ∗ y)′ = y′ ∗ x′
(es decir, el simétrico del operado de dos elementos es el operado de los
simétricos cambiado de orden).
(v) Todos elemento a de G es regular, es decir:

a ∗ b = a ∗ c⇒ b = c, b ∗ a = c ∗ a⇒ b = c.

166. Sea (G, ∗) un grupo. Escribir la propiedad (x ∗ y)′ = y′ ∗ x′ en nota-
ciones aditiva y multiplicativa.

167. Sea un grupo (G, ·) tal que para todo x ∈ G se verifica x2 = e.
Demostrar que el grupo es abeliano.

168. Sobre un grupo multiplicativo abeliano, resolver la ecuación xabxc =
bxa.

169. Sobre un grupo multiplicativo cualquiera, hallar una solución de la
ecuación xax = bba−1.

40. Subgrupos

170. Demostrar el teorema de caracterización de subgrupos:
Sea (G, ∗) un grupo y H ⊂ G. Entonces, H es subgrupo de G si y sólo si se
verifican las condiciones
(i) H 6= ∅.
(ii) Para todo x ∈ H y para todo y ∈ H se verifica x ∗ y′ ∈ H.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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171. Demostrar que el conjunto H de los enteros pares es un subgrupo de
(Z,+).

172. En R2 se define la operación + de la siguiente manera:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

(i) Demostrar que (R2,+) es grupo.
(ii) Demostrar que H1 = {(α, 0) : α ∈ R} y H2 = {(0, β) : β ∈ R} son
subgrupos de R2.
(iii) Demostrar que H1 ∪ H2 no es subgrupo de R2 (esto prueba que en
general la unión de subgrupos de un grupo, no es subgrupo del mismo).

173. Sea (G, ∗) un grupo. Demostrar que {e} y G son subgrupos de G.
Nota. A estos dos subgrupos se les llama subgrupos impropios, a los demás
subgrupos de G se les llama subgrupos propios.

174. Sea (G, ∗) un grupo y sean H1 y H2 subgrupos de G. Demostrar que
H1 ∩H2 es subgrupo de G.

175. Sea el grupo (G, ·) y sea {Hj : j ∈ J} una familia de subgrupos de
G. Demostrar que

⋂
j∈J Hj es subgrupo de G.

176. Sea m entero, y sea (m) = {x ∈ Z : x es múltiplo de m}. Demostrar
que (m) es subgrupo de (Z,+).

177. Demostrar que los únicos subgrupos de Z son los de la forma (m)
con m entero.

41. Tabla de Cayley

178. Construir la tabla de Cayley del grupo G = {1,−1} con la operación
producto usual de números.

179. Sea G = {1,−1, i,−i} en donde i representa la unidad imaginaria. Se
considera la operación · producto habitual de números complejos. Construir
la correspondiente tabla de Cayley, y demostrar que (G, ·) es grupo abeliano.

180. Sea G = {f1, f2, f3, f4} el conjunto de las aplicaciones de R−{0} en
R− {0} definidas mediante:

f1(x) = x , f2(x) =
1

x
, f3(x) = −x , f4(x) = −1

x
.

Construir la correspondiente tabla de Cayley para la operación ◦ composi-
ción de aplicaciones. Demostrar que (G, ◦) es un grupo.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



62 42 Generadores de un grupo

181. Sea G = {a, b, c} y la operación · en G cuya tabla de Cayley es

· a b c

a a b c
b b c a
c c a b

Determinar su elemento neutro, si éste existe y el inverso de cada elemento
caso de existir.

42. Generadores de un grupo

182. Sea (G, ·) un grupo y S un subconjunto no vaćıo de G.. Sea 〈S〉 el
conjunto de todos los elementos de G que son producto de un número finito
de elementos de tal manera que cada factor es o bien un elemento de S o
bien el inverso de un elemento de S. Demostrar que:
(i) 〈S〉 es subgrupo de G (según sabemos, se le llama subgrupo generado
por S).
(ii) 〈S〉 contiene a S y es el menor de todos los subgrupos de G que contienen
a S.

183. Sea (G, ·) un grupo y S un subconjunto no vaćıo de G. Demostrar
que 〈S〉 =

⋂
Hi en donde {Hi} es la familia de todos los subgrupos de G

que contienen a S.

184. Sea el grupo (C,+) con la operación + usual. Determinar 〈S〉, siendo
S = {1, i}.

43. Grupos ćıclicos

185. Se considera el grupo G = {1,−1} con la operación · producto habi-
tual de números. Demostrar que el grupo es ćıclico.

186. Se considera el grupo G = {1,−1, i,−i} (i es unidad imaginaria) con
la operación · producto habitual de números complejos. Demostrar que el
grupo es ćıclico.

187. Demostrar que (Z,+) es ćıclico (+ es la suma habitual).

188. Demostrar que todo grupo ćıclico es conmutativo.

189. Demostrar que todo subgrupo de un grupo ćıclico es ćıclico.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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44. Subgrupos normales

190. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Se definen en G las
relaciones:

xRy ⇔ xy−1 ∈ H, xSy ⇔ x−1y ∈ H.

(a) Demostrar que R y S son relaciones de equivalencia en G.
(b) Determinar los conjuntos cocientes G/R y G/S.
(c) Demostrar que H es subgrupo normal si y sólo si R = S.

191. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que H es
normal ⇔ ∀g ∈ G ∀h ∈ H se verifica ghg−1 ∈ H.

192. Se considera el conjunto

G =

{[
a b
0 1

]
: a, b ∈ R, a 6= 0

}
.

i) Demostrar que (G, ·) es un grupo, en donde · representa el producto usual
de matrices.
ii) Demostrar que H = {M ∈ G : a = 1} es subgrupo normal de G

45. Centro de un grupo

193. Si (G, ·) es un grupo, se define el centro de G denotado por Z(G)
como

Z(G) = {z ∈ G : gz = zg , ∀g ∈ G},

es decir, como el conjunto de los elementos de G que conmutan con todos
los de G. Demostrar que Z(G) es subgrupo normal de G.

46. Subgrupo normal y centro

194. En G = Z× Z se define la ley de composición interna ∗ mediante

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1 + (−1)y1x2, y1 + y2).

Se pide:
(a) Probar que ley ∗ confiere a G estructura de grupo no abeliano.
(b) Demostrar que el subconjunto H = {(x, y) ∈ G : y = 0} es un subgrupo
normal de G.
(c) Hallar el centro de G.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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47. Grupo cociente

195. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que:
(i) La relación en G : xRy ⇔ xy−1 ∈ H es de equivalencia.
(ii) Si H es subgrupo normal, para todo g ∈ G la clase de equivalencia a la
que pertenece g es gH.

196. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo normal de G. Demostrar que
G/H es grupo con la operación (aH)(bH) = (ab)H ∀a, b ∈ G.

197. Demostrar que i2πZ = {i2πk : k ∈ Z} es un subgrupo del grupo
aditivo de los números complejos. Determinar el grupo cociente C/i2πZ.

48. Grupo de clases residuales

198. Construir la tabla de Cayley de Z/(3) = {0, 1, 2} .

199. Construir las tablas de Cayley de (Z2,+) y (Z4,+).

200. Construir la tabla de Cayley de (Z6,+). Escribir el opuesto de cada
elemento.

201. Construir la tabla de Cayley de (Z5,+). Escribir el opuesto de cada
elemento.

49. Homomorfismos de grupos

202. Demostrar que la aplicación f : R→ R, f(x) = ax con a ∈ R fijo es
homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R,+).

203. Demostrar que la aplicación f : R → R, f(x) = ax con a > 0 real
fijo es homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R− {0}, ·).

204. Se considera la aplicación f : R → R dada por f(x) = a + x con a
número real fijo. Analizar si f es homomorfismo entre los grupos (R,+) y
(R,+).

205. Sea R+ el conjunto de los números reales positivos. Se considera
la aplicación f : R+ → R dada por f(x) = log x. Demostrar que f es
homomorfismo entre los grupos (R+, ·) y (R,+).

206. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·).
Sea e el neutro de G y e′ el neutro de G′. Demostrar que,
(i) f(e) = e′.
(ii) Para todo x ∈ G se verifica f(x−1) = (f(x))−1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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207. Demostrar que la composición de homomorfismos de grupos es un
homomorfismo.

208. Sea R+ el conjunto de los números reales positivos. En G = R+×R+

se define la operación (x, y) ∗ (z, u) = (xz, yu).
(i) Demostrar que (G, ∗) es grupo abeliano.
(ii) Demostrar que la aplicación: f : G→ R, f(x, y) = log(xy) es homomor-
fismo entre los grupos (G, ∗) y (R,+).

50. Núcleo e imagen de un homomorfismo de gru-
pos

209. Sea (R∗, ·) el grupo multiplicativo de los números reales no nulos.
Demostrar que f : R∗ → R∗, f(x) = x2 es homomorfismo entre los grupos
(R∗, ·) y (R∗, ·). Determinar ker f e Im f.

210. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·).
Demostrar que ker f es subgrupo normal de G.

211. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·).
Demostrar que Im f es subgrupo de G′.

51. Clasificación de homomorfismos de grupos

212. Sea f : G → G′ un homomorfismo de grupos. Demostrar que f es
monomorfismo ⇔ ker f = {e}, siendo e el neutro de G.

213. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(i) f : R→ R, f(x) = ax ( a ∈ R fijo ), entre los grupos (R,+) y (R,+).
(ii) g : R+ → R, g(x) = log x. entre los grupos (R+, ·) y (R,+).

214. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(i) f : R→ R, f(x) = ex, entre los grupos (R,+) y (R− {0}, ·)
(ii) g : R → R+, g(x) = ex, entre los grupos (R,+) y (R+, ·) (R+ es el
conjunto de los reales positivos).

215. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·).
Demostrar que:
(a) n : G→ G/ ker f, n(x) = x ker f es epimorfismo.
(b) g : G/ ker f → Im f, g(x ker f) = f(x) es isomorfismo.
(c) i : Im f → G′, i(x) = x es monomorfismo.
(d) f = i ◦ g ◦ n.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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216. Sea (R∗, ·) el grupo multiplicativo de los números reales no nulos y
f : R∗ → R∗ la aplicación f(x) = x2. Se pide:
(a) Demostrar que f es un homomorfismo de grupos.
(b) Hallar ker f e Im f .
(c) Determinar el conjunto cociente R∗/ ker f .
(d) Efectuar la descomposición canónica de f .

52. Grupo en P(U) con la diferencia simétrica

217. Sea U un conjunto. Demostrar que (P(U),∆) es un grupo conmuta-
tivo, en donde ∆ representa la operación diferencia simétrica de conjuntos.

53. Tres igualdades en un grupo

218. Sea (G, ·) un grupo. Supongamos que existe un entero k tal que para
cualesquiera que sean a y b pertenecientes a G se verifica

(ab)k−1 = ak−1bk−1, (ab)k = akbk, (ab)k+1 = ak+1bk+1.

Demostrar que (G, ·) es abeliano.

54. Un grupo no ćıclico

219. (a) Sea G = {f1, f2, f3, f4} el conjunto de las aplicaciones de R−{0}
en R− {0} definidas mediante:

f1(x) = x , f2(x) =
1

x
, f3(x) = −x , f4(x) = −1

x
.

Demostrar que G es un grupo con la operación composición de aplicaciones.
Verificar que no es grupo ćıclico.
(b) Demostrar que las cuatro sustituciones

i =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, r =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

s =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, t =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
,

forman un grupo isomorfo al grupo del apartado anterior.
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55. Grupo de funciones matriciales

220. Sea M el conjunto de las matrices reales 2× 3. Sea F el conjunto de
las aplicaciones fAB : M →M definidas por fAB(X) = AX +B donde A es
una matriz invertible 2× 2 y B una matriz 2× 3.
(a) Calcular (fA2B2 ◦ fA1B1)(X), y concluir probando que la composición de
aplicaciones es una ley de composición interna en F.
(b) Comprobar que la aplicación identidad i : M → M se puede considerar
perteneciente a F ¿para qué matrices concretas A y B es fAB = I? Demos-
trar que i es el elemento unidad de F.
(c) Enunciar y demostrar la propiedad asociativa. Dar un contraejemplo
para demostrar que no se cumple la propiedad conmutativa. Es decir, en-
contrar cuatro matrices para las cuales fA2B2 ◦ fA1B1 6= fA1B1 ◦ fA2B2 .
(d) Demostrar que cada elemento de F tiene inverso en F. Si fCD es el in-
verso de fAB, calcular C y D en términos de A y B. Aplicación al cálculo
del inverso de fAB cuando

A =

[
2 1
1 1

]
, B =

[
1 0 2
0 −1 1

]
.

(e) Sea la aplicación h : F → R∗ (grupo multiplicativo de R− {0}) definido
por h(fAB) = detA. ¿Es h un homomorfismo de grupos? Se considera el
subconjunto F1 de F formado por las fAB tales que detA = 1 ¿Es F1

subgrupo de F? En caso afirmativo, ¿es F1 subgrupo normal?

56. Conjunto, grupo y aplicación

221. Se consideran los objetos matemáticos siguientes:
a) Un conjunto E.
b) Un grupo multiplicativo G con elemento unidad e.
c) Una aplicación ϕ : G× E → E que satisface
(i) ∀a, b ∈ G ∀x ∈ E ϕ(ab, x) = ϕ(a, ϕ(b, x)).
(ii) ∀x ∈ E ϕ(e, x) = x.
Se pide:
1. Demostrar que si F ⊂ E entonces GF = {a ∈ G : ϕ(a, x) = x ∀x ∈ F}
constituye un subgrupo de G.
2. Demostrar que GF1∪F2 = GF1 ∩GF2 .
3. Comprobar que la relación binaria en E

xRy ⇔ ∃a ∈ G : ϕ(a, x) = y
es de equivalencia.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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57. Relaciones y operaciones en el plano

222. En el conjunto de los puntos del plano π referidos a un par de ejes
rectangulares XOY se consideran: a) La ley de composición A ∗ B = M
siendo M el punto de corte de la paralela por A a OX con la paralela por
B a OY . b) La relación binaria P ∼ Q⇔ las coordenadas de P y Q suman
lo mismo.
Se establece la aplicación f : π → R2 de forma que al punto P (x, y) le
corresponde el par (x3, y3) de R2. Se define en R2 la ley de composición
(a, b) ◦ (c, d) = (a, d). Se pide:
1. ¿Es ∗ asociativa?
2. ¿Hay neutro en π para ∗?
3. ¿Es ∼ una relación de equivalencia? Si lo es, ¿cuáles son las clases de
equivalencia?
4. ¿Es ∼ compatible con ∗? Si lo es, ¿cuál es la ley inducida en el conjunto
cociente?
5. ¿Es f un isomorfismo entre las estructuras (π, ∗) y (R2, ◦)?

58. Grupo de aplicaciones afines

223. Sea C el conjunto de las aplicaciones fab : R → R definidas por
fab(x) = ax+b, con a, b números reales. Determinar una condición necesaria
y suficiente que han de satisfacer los coeficientes a y b para que C sea grupo
respecto de la composición de aplicaciones. Comprobar que en este caso en
efecto C es grupo. ¿Es abeliano?

59. Centro de un grupo de matrices

224. Demostrar que el conjunto H de matrices de la forma

X =

1 x z
0 1 y
0 0 1

 x, y, z ∈ R,

forma un grupo con la operación producto de matrices. Calcular su centro.

60. Conmutador y subgrupo derivado

225. Dados dos elementos x, y pertenecientes a un grupo G, se llama con-
mutador de los elementos dados y se representa por [x, y] al elemento de G

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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definido por
[x, y] = x−1y−1xy.

Demostrar que:
1. El inverso de un conmutador es un conmutador.
2. El conjugado de un conmutador es un conmutador.
3. El subgrupo de G engendrado por los conmutadores de todos los pares
de elementos de G es normal (se denomina subgrupo derivado de G y se
representa por D(G)).
4. Una condición necesaria y suficiente para que G sea abeliano es que el
subgrupo derivado se reduzca al elemento neutro, es decir D(G) = {e}.

61. Grupo construido por biyección

226. Sea R+ el conjunto de los números reales estrictamente positivos y

considérese la aplicación f : R+ → R definida por f(x) =
x

x+ 1
.

1. Hallar C = f(R+) y razónese si f : R+ → C es biyección o no.
2. Si fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f (n veces), determinar fn(R+) y

⋂
n∈N f

n(R+).
3. Obtener una operación ⊗ en C tal que considerando a R+ con su estruc-
tura de grupo multiplicativo, f sea un homomorfismo de grupos (obtener lo
más simplificado posible el valor de y1 ⊗ y2 para y1, y2 ∈ C). ¿Quién es el
neutro para ⊗?

62. Problemas diversos

227. Demostrar que todo grupo de orden 4 es abeliano.

228. Se considera el grupo (Z2 × Z2,+) .
(a) Demostrar que el simétrico de cada elemento coincide con el propio
elemento.
(b) Demostrar que (Z2 × Z2,+) no es ćıclico.
(c) Denotemos K = Z2 × Z2, e = (0, 0), a = (1, 0), b = (0, 1), c = (1, 1).
Escribir la tabla de K con notación multiplicativa. Al grupo (K, ·) se le
llama grupo de Klein.
Nota. Por supuesto que no hay diferencia entre (Z2 × Z2,+) y (K, ·) salvo
la notación.
(d) Determinar todos los automorfismos del grupo de Klein.

229. Demostrar que los grupos multiplicativos R× y C× no son isomorfos.

230. (a) Sea G un grupo tal que |G| = p primo. Demostrar que G es
ćıclico.
(b) Determinar todos los grupos de órdenes n = 1, 2, 3, 5, 7.
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70 63 Estructura de grupo en todo conjunto

231. En este problema se demuestra que sólo existen dos grupos de orden
4 : Z4 y Z2 × Z2 (grupo de Klein).
1. Demostrar que en Z2 × Z2 el simétrico de cada elemento coincide con el
propio elemento.
2. Demostrar que Z2 × Z2 no es ćıclico.
3. Demostrar que Z4 no es isomorfo a Z2 × Z2.
Nota. Esto garantiza que existen al menos dos grupos de orden 4.
4. Demostrar que todo grupo de orden 4 es o bien isomorfo a Z4, o bien a
Z2 × Z2. Concluir.

232. Demostrar que todo grupo de orden par tiene algún elemento de
orden 2.

233. Sea G un grupo abeliano de orden 6. Demostrar que G es isomorfo
a Z6.

234. Sea G un grupo finito en el que todo elemento distinto del neutro
tiene orden 2. Entonces, G es conmutativo.

235. Sea G un grupo de orden 6 no conmutativo. Entonces, G es isomorfo
al grupo simétrico S3.

236. Sea G = (−1, 1) ⊂ R. Para todo a, b ∈ R se define

a ∗ b =
a+ b

1 + ab
.

Demostrar que (G, ∗) es un grupo abeliano.

237. Sea f : G→ G′ un homomorfismo de grupos y sea a ∈ G. Demostrar
que a ker f = {g ∈ G : f(g) = f(a)}.

238. Demostrar que los grupos multiplicativos R× y C× no son isomorfos.

239. Sean C∗ el grupo multiplicativo de los números complejos, R>0 el
grupo multiplicativo de los números reales postivos y el grupo cociente R/Z.
Demostrar que C∗ ∼= R>0 × R/Z.

63. Estructura de grupo en todo conjunto

240. Sea X un conjunto no vaćıo. Demostrar que existe una operación
binaria · en X tal que (X, ·) es grupo. Es decir, en todo conjunto no vaćıo
se puede definir una estructura de grupo

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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64. Producto directo externo

241. Sea {Gi : i ∈ I} una colección de gupos con notación multiplicativa
y consideremos el producto cartesiano

G =
∏
i∈I

Gi = {f : I →
⋃
i∈I

Gi, f aplicación : f(i) ∈ Gi ∀i ∈ I}.

Para cada par de elementos f, g ∈ G definimos fg de la siguiente manera:

(fg)(i) = f(i)g(i) ∀i ∈ I.

Demostrar que G es grupo con tal operación (se le llama producto directo
externo de los grupos Gi).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Caṕıtulo 5

Anillos y cuerpos

65. Concepto de anillo

242. Demostrar (de manera esquemática) que (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·)
y (C,+, ·) son anillos conmutativos y unitarios en donde + y · representan
en cada caso la suma y el producto habituales.

243. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coefi-
cientes reales. Demostrar (esquemáticamente) que (R[x],+, ·) es anillo con-
mutativo y unitario en donde + y · representan la suma y producto habi-
tuales.

244. Sea Rn×n el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n.
Demostrar (esquemáticamente) que (Rn×n+, ·) es anillo unitario y no con-
mutativo, siendo + y · las operaciones usuales suma y producto de matrices.

245. Sea A el conjunto de los números enteros pares. Demostrar que
(A,+, ·) es anillo conmutativo y no unitario en donde + y · representan
la suma y producto habituales de números enteros.

246. En el conjunto de los números reales se definen las operaciones

x ∗ y = x+ y + 4, x ◦ y = xy + 4x+ 4y + 12.

Demostrar que (R, ∗, ◦) es anillo conmutativo.

247. En el conjunto P = {2x : x ∈ Z} se definen las operaciones +
habitual y ◦, definida mediante a◦b = 2ab. Demostrar que (P,+, ◦) es anillo
conmutativo y no unitario.

248. En el conjunto Z se definen las operaciones:

a ∗ b = a+ b− 1, a ◦ b = a+ b− ab.

Demostrar que (Z, ∗, ◦) es anillo conmutativo con elemento unidad.

73



74 66 Anillo de sucesiones

249. Demostrar que en un anillo A con elemento unidad, la conmutativi-
dad de la suma se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

66. Anillo de sucesiones

250. Se considera el conjunto S de las sucesiones x de números reales, es
decir

x = (x1, x2, x3, . . .), xn ∈ R ∀n = 1, 2, 3, . . . ,

escritas abreviadamente por x = (xn). Se definen en S las operaciones:

(xn) + (yn) = (xn + yn), (xn) · (yn) = (xnyn).

Demostrar que (S,+, ·) es un anillo conmutativo y unitario.

67. Producto directo de anillos

251. Para n entero positivo, sean A1, . . . , An anillos. En el producto car-
tesiamo A = A1 × · · · ×An, se definen las operaciones:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn),

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn).

Demostrar que (A,+, ·) es un anillo (se le llama producto directo de los
anillos dados).

68. Propiedades de los anillos

252. Sea (A,+, ·) un anillo y a, b elementos de A. Desarrollar (a + b)2.
Simplificar las expresión resultante cuando A sea conmutativo.

253. Sea A un anillo. Demostrar que cualesquiera que sean a, b, c ∈ A y
llamando [a, b] = ab− ba, se verifica:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

254. Sea (A,+, ·) un anillo. Demostrar que:
1) a0 = 0a = 0, ∀a ∈ A.
2) (−a)b = a(−b) = −(ab), ∀a, b ∈ A.
3) (−a)(−b) = ab, ∀a, b ∈ A.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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69. Grupo multiplicativo de las unidades

255. Determinar las unidades (o elementos invertibles) del anillo Z.

256. Determinar las unidades del anillo Rn×n. de las matrices reales cua-
dradas de orden n.

257. Demostrar que si u es unidad de un anillo unitario A, entonces el
elemento v que cumple uv = vu = 1 es único.

258. Determinar las unidades del anillo (R[x],+, ·).

259. Determinar las unidades del anillo S de las sucesiones de números
reales.

260. Sea (A,+, ·) un anillo unitario. Demostrar que:
1) El elemento unidad 1 es una unidad.
2) Si u y v son unidades, entonces uv es una unidad, y se verfica (uv)−1 =
v−1u−1.
3) Si u es una unidad, entonces, u−1 es una unidad, y se verifica (u−1)−1 = u.
4) Si U es el conjunto formado por todas las unidades de A, entonces (U, ·)
es un grupo.

70. Anillo de los enteros de Gauss

261. Sea Z[i] = {a + bi : a ∈ Z, b ∈ Z} con las operaciones usuales de
suma y producto de complejos. Se pide:
A) Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario (se llama anillo de
los enteros de Gauss).
B) Hallar todos los elementos invertibles de Z[i].

71. Anillo de clases residuales

262. Para los siguientes anillos, construir sus tablas de Cayley de la suma
y el producto, y determinar el inverso de cada elemento cuando éste exista.

a) Z3. b) Z4. c) Z6, d) Z2.

72. Anillos de integridad

263. Determinar los divisores de cero del anillo Z6.

264. Estudiar si el anillo M2(R) es de integridad.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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265. Estudiar si el anillo conmutativo y unitario S de las sucesiones de
números reales es un dominio de integridad.

266. Demostrar que en un anillo unitario, las unidades (es decir, los ele-
mentos invertibles) no son divisores de cero.

267. Sea m > 1 entero. Demostrar que: Zm es dominio de integridad ⇔
m es primo.

268. Sea A un dominio de integridad y a ∈ A un elemento para el que
existe un n entero positivo tal que an = 0. Demostrar que a = 0.

73. Subanillos

269. Sea (A,+, ·) un anillo y sea B un subconjunto no vaćıo de A. De-
mostrar que:

B es subanillo de A⇔

{
(i) a, b ∈ B ⇒ a− b ∈ B
(ii) a, b ∈ B ⇒ ab ∈ B.

270. Demostrar que el subconjunto (m) de todos los múltiplos del número
entero m es un subanillo de Z.

271. Demostrar que el conjunto B = {a+ b
√

2 : a, b ∈ Z} es un subanillo
del anillo R.

272. Se considera el conjunto de matrices:

A = {
[
x y
−y x

]
: x, y ∈ R}.

Demostrar que A es un subanillo del anillo usual M2(R) de las matrices
cuadradas reales de orden 2.

273. Demostrar que el conjunto B de las sucesiones acotadas de números
reales es un subanillo del anillo S de las sucesiones de números reales.

74. Homomorfismos de anillos

274. Sea f : A → B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que ker f
es subanillo de A.

275. Sea f : A→ B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que Im f es
subanillo de B.
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276. Se considera el anillo A = {
[
x y
−y x

]
: x, y ∈ R}. Demostrar que es

un isomorfismo entre anillos, la aplicación f : C→ A dada por

f(x+ iy) =

[
x y
−y x

]
.

277. Demostrar que la siguiente aplicación es epimorfismo de anillos:

f : R[x]→ R, f(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = a0.

278. En R2 se consideran las operaciones:

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′),

(x, y) · (x′, y′) = (xx′, yy′).

Es fácil demostrar (y no se pide en este problema), que R2 es un anillo con las
anteriores operaciones. Para a, b números reales fijos, se define la aplicación
φ : F(R,R)→ R2, φ(f) = (f(a), f(b)). Demostrar que φ es homomorrfismo
de anillos y determinar kerφ.

75. Ideales de un anillo

279. Sea m entero y (m) = {x ∈ Z : x es múltiplo de m}. Demostrar que
(m) es ideal de Z.

280. Demostrar que el núcleo de un homomorfismo de anillos es un ideal
del anillo inicial.

281. Demostrar que todo ideal de un anillo es subanillo del mismo.

282. Sea R un anillo conmutativo y unitario y a1, . . . , an elementos de R.
Se define

(a1, . . . , an) = {r1a1 + · · · rnan : ri ∈ R}
a) Demostrar que (a1, . . . , an) es ideal de R
b) Demostrar que es el menor de entre todos los ideales de R que contienen
a {a1, . . . , an}.
Nota. A (a1, . . . , an) se le llama ideal generado por {a1, . . . , an}.

283. (Suma de ideales). Sean I, J ideales de un anillo A. Se define la suma
de I y J de la forma:

I + J = {x ∈ A : x = i+ j con i ∈ I, j ∈ J}.

Demostrar que I + J es ideal de A.

284. (Intersección de ideales). Sean I, J ideales de un anillo A. Demostrar
que I ∩ J es ideal de A.
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76. Ideal de las sucesiones acotadas

285. Demostrar que el conjunto N de las sucesiones reales nulas, es decir
de ĺımite 0, es un ideal del anillo B de las sucesiones acotadas de números
reales.

77. Ideal bilátero f(I)

286. Siendo f : A→ A′ un homomorfismo de anillos e I un ideal bilátero
de A, demostrar que f(I) es un ideal bilátero de f(A) (subanillo de A′).

78. Anillo cociente

287. Sea (A,+, ·) un anillo, e I un ideal de A. Demostrar que A/I =
{a+ I : a ∈ A} es un anillo con las operaciones:

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) = ab+ I.

Demostrar también que si A es conmutativo (unitario), entonces A/I es
conmutativo (unitario).

79. Descomposición canónica

288. Sea f : A→ A′ un homomorfismo entre los anillos A y A′. Demostrar
que
1. n : A→ A/ ker f, n(x) = x+ ker f es epimorfismo.
2. g : A/ ker f → Im f, g(x+ ker f) = f(x) es isomorfismo.
3. i : Im f → A′, i(x) = x es monomorfismo.
4. El siguiente diagrama es conmutativo:

A
f−−−−→ A′

n ↓ ↑ i
A/ ker f

g−−→ Im f

es decir, f = i ◦ g ◦ n.

80. Concepto de cuerpo

289. Determinar los elementos invertibles de Z11 y deducir que es un
cuerpo.
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290. Demostrar que K = {x+y
√

3 : x, y ∈ Q} con las operaciones usuales
suma y producto de números reales, es un cuerpo.

291. Demostrar que cualquier intersección de subcuerpos de un cuerpo K
es subcuerpo de K.

292. Demostrar que todo cuerpo es dominio de integridad.

293. Demostrar que los únicos ideales de un cuerpo K son {0} y K.

294. Demostrar que en un cuerpo K, la ecuación ax = b con a, b ∈ K y
a 6= 0 tiene siempre solución única.

81. Cuerpos Zp

295. Resolver en el cuerpo Z7 la ecuación 2x+ 5 = 3.

296. Resolver en el cuerpo Z5 las ecuaciones:
(a) x2 + x+ 3 = 0. (b) x3 + 2x2 + 4x+ 3 = 0.

297. Resolver en Z5 el sistema

{
2x+ 3y = 2
x+ 2y = 4.

298. Sabiendo que el conocido método de los adjuntos para calcular la
inversa de una matriz real cuadrada, es también válido para todo cuerpo,

hallar en Z7 la inversa de la matriz A =

[
2 3
1 4

]
.

299. Demostrar que todo dominio de integridad con un número finito de
elementos es un cuerpo.

82. Caracteŕıstica de un cuerpo

300. Determinar las caracteŕısticas de los cuerpos Q, R, C y Zp (p primo).

301. Demostrar que la caracteŕıstica de un cuerpo, o es infinito, o es un
número primo.

83. Homomorfismos entre cuerpos

302. Sea f : K→ L un homomorfismo de cuerpos. Demostrar que:
a) f(0) = 0 y f(−a) = −f(a), ∀a ∈ K.
b) f(1) = 1 y f(a−1) = f(a)−1, ∀a ∈ K, a 6= 0.
c) Im f es un subcuerpo de L.
d) f es inyectivo.
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303. Sea A un anillo conmutativo, unitario y no nulo. Demostrar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) A es un cuerpo.
(2) Los únicos ideales de A son {0} y A.
(3) Cada homomorfismo de A en todo anillo conmutativo, unitario y no nulo
B, es inyectivo.
Nota. Se consideran los homomorfismos que cumplen f(1) = 1.

304. 1) Demostrar que el conjunto A = {A(x,y) =

[
x y
−y x

]
: x, y ∈ R} es

un cuerpo con las operaciones suma y producto habituales de matrices.
2) Demostrar que la aplicación f : C → A dada por f(x + iy) = A(x,y) es
un isomorfismo de cuerpos.

84. Teorema de Wedderburn

A lo largo de los siguientes problemas la letra K designará un cuerpo
finito y no necesariamente conmutativo. Si A es un conjunto, denotamos por
|A| al cardinal de A. Se trata de demostrar el teorema de Wedderburn i.e.
que todo cuerpo finito es conmutativo.

305. Sea k ⊂ K un subcuerpo propio y conmutativo de K.
(i) Demostrar que la dimensión de K como k-espacio vectorial es finita y
mayor o igual que 2
(ii) Demostrar existe un entero n ≥ 2 tal que |K| = |k|n.

306. Sea s ∈ K. Definimos el centralizador de s como

Cs = {x ∈ K : xs = sx}

es decir, como el conjunto de los elementos de K que conmutan con s.
Demostrar que Cs es subcuerpo de K.

307. El centro de K se define como

Z = {a ∈ K : ax = xa ∀x ∈ K}

es decir, es el conjunto de los elementos de K que conmutan con todos los
de K. Demostrar que Z es subcuerpo conmutativo de K.
Nota. Obsérvese que el teorema de Wedderburn quedaŕıa demostrado si
demostramos que Z = K.

308. Sea |Z| = q. Demostrar que |K| = qn y que |Cs| = qns para ciertos
enteros positivos n, ns. Demostrar que si además K no es conmutativo, existe
s ∈ K tal que ns < n.
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309. Definimos en K∗ = K \ {0} la relación

u ∼ v ⇔ u = x−1vx para algún x ∈ K∗.

Demostrar que ∼ es relación de equivalencia en K∗ y determinar sus clases
de equivalencia.

310. Demostrar que |[s]| = 1 ⇔ s ∈ Z, y que si K no es conmutativo
existe al menos una clase tal que |[s]| ≥ 2.

311. Para s ∈ K∗ denotamos C∗s = Cs \ {0} y C∗sx = {zx : z ∈ C∗s}. Se
considera la aplicación

fs : K∗ → [s], fs(x) = x−1sx.

Demostrar que fs(x) = fs(y) si y sólo si, y ∈ C∗sx. Aplicar éste resultado
para demostrar que

|K∗|
|C∗s |

=
qn − 1

qns − 1
= |[s]|

en donde q, n y ns tienen los mismos significados que en el problema 308.

312. Sea K no conmutativo y llamemos Z∗ = Z \ {0}. Sean [s1], . . . , [sm]
las clases que tienen más de un elemento (vimos que existen si K no con-
mutativo). Demostrar la fórmula

qn − 1 = q − 1 +

m∑
k=1

qn − 1

qnk − 1
con 1 <

qn − 1

qnk − 1
∈ N ∀k = 1, . . . ,m.

313. Sea K no conmutativo. Demostrar que nk | n para todo k = 1, . . . ,m.

314. Sea ξ = e2πi/n y Un = {1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1} el grupo ćıclico multiplica-
tivo de las ráıces enésimas de la unidad. Si λ ∈ Un definimos ord λ (orden
de λ) como el menor entero positivo d tal que λd = 1. Por el teorema de
Lagrange, necesariamente d | n. Para todos los divisores positivos d de n
definimos los polinomios:

φd(x) :=
∏

ord λ=d

(x− λ) con lo cual, xn − 1 =
∏
d|n

φd(x).

(i) Descomponer x6 − 1 como producto de los polinomios φd(x) con d | 6.
(ii) Demostrar que para todo n el polinomio φn(x) tiene coeficientes enteros
(i.e. φn(x) ∈ Z[x]) y que su término constante es 1 0 −1.

315. Demostrar que si K no es conmutativo, entonces φn(q) | q − 1.

316. Demostrar el teorema de Wedderburn: todo cuerpo finito es conmu-
tativo.
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85. Anillo según parámetros

317. En el conjunto de los números reales se definen las operaciones

x ∗ y = x+ y + 4 , x ◦ y = xy + λx+ λy + 12,

con λ ∈ R. Hallar λ para que (R, ∗, ◦) sea anillo.

86. Anillo y grupo de matrices

318. Dada una matriz M ∈ Mn(R) se consideran los siguientes subcon-
juntos:
M = {A ∈Mn(R) : AM = MA}

N = {A ∈Mn(R) : AM = MA y A regular}
Se pide:
1. Analizar si (M,+, ·) es un anillo.
2. Analizar si (N , ·) es un grupo.

3. Si es n = 2 y M =

[
4 1
−1 2

]
, hallar M y N .

87. Máximo común divisor en los enteros de Gauss

319. Sea Z[i] = {a + bi : a ∈ Z, b ∈ Z} con las operaciones usuales de
suma y producto de complejos. Se pide:
1. Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario. (Se llama anillo de
los enteros de Gauss).
2. Hallar todos los elementos invertibles de Z[i]
3. Se define para z ∈ Z[i] la aplicación ϕ(z) = |z|2. Probar que (Z[i], ϕ) es
un anillo eucĺıdeo.
4. Hallar el máximo común divisor de 16+7i y 10−5i (Utilizar el algoritmo
de Euclides).

88. Dominio de integridad no eucĺıdeo

320. Sea Z[
√

5i] = {a+ b
√

5i : a, b ∈ Z}.
1. Probar que con las operaciones usuales suma y producto de números com-
plejos, Z[

√
5i] es un dominio de integridad.

2. Hallar sus unidades.
3. Demostrar que 6 puede descomponerse en dos formas esencialmente distin-
tas en producto de factores irreducibles de Z[

√
5i]. Esto probará que Z[

√
5i]

es un dominio de integridad no eucĺıdeo.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos 83

89. Binomio de Newton en un anillo

321. Sean a y b dos elementos permutables de un anillo A, es decir ab = ba.
Demostrar que ∀n ∈ N∗ = {1, 2, 3, . . .} se verifica la fórmula de Newton:

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

90. Anillo de las funciones reales

322. Sea X un conjunto distinto del vaćıo y sea F(X,R) el conjunto de
todas las funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones

Suma. Para todo f, g ∈ F(X,R), (f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X.
Producto. Para todo f, g ∈ F(X,R), (f · g)(x) = f(x) · g(x) ∀x ∈ X.

Demostrar que (F(X,R),+, ·) es anillo conmutativo y unitario. A este anillo
se le llama anillo de las funciones reales.

91. Anillo idempotente

323. Sea (A,+, ·) un anillo idempotente, es decir un anillo que satisface
x2 = x para todo x ∈ A.

1. Demostrar que el anillo es conmutativo.

2. Estudiar la ley interna sobre A definida por x ∗ y = x+ y + xy.

3. Demostrar que x ≤ y ⇔ xy = x es una relación de orden sobre A.

4. ¿Existe elemento mı́nimo en (A,≤)?

92. Cuerpo finito con caracteŕıstica infinita

324. Construir un cuerpo infinito con caracteŕıstica finita.

93. Cuerpo conmutativo con función sobre R+

325. Sea K un cuerpo conmutativo y f una aplicación de K en R+ (núme-
ros reales no negativos) tal que ∀x, y ∈ K se verifica

(a) f(x+ y) ≤ sup{f(x), f(y)}
(b) f(xy) = f(x)f(y)

(c) f(x) = 0⇔ x = 0

1. Sea u el elemento unidad de K respecto del producto. Demostrar que
f(u) = 1.
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2. Sea A = f−1 ([0, 1]), demostrar que si x, y ∈ A entonces x+ y ∈ A.
3. Sea x ∈ A, demostrar que −x ∈ A (−x es el elemento simétrico de x

en K respecto de la suma).
4. Estudiar la estructura algebraica más completa de (A,+, ·).

94. Cuaternios de Hamilton

326. Sea H = R × R3 =
{
A = (a, ~α) : a ∈ R, ~α ∈ R3

}
. A cada elemento

A de H se le llama cuaternio (o cuaternión). En el conjunto H se define la
igualdad de dos elementos A = (a, ~α) y B = (b, ~β) mediante:

A = B ⇔ a = b y ~α = ~β

Definimos la suma A+B y el producto AB mediante:

A+B = (a+ b, ~α+ ~β) , AB = (ab− ~α · ~β, a~β + b~α+ ~α ∧ ~β)

en donde · representa el producto escalar usual de R3 y ∧ el producto vec-
torial.

1. Demostrar que (H,+) es un grupo abeliano. Precisar el elemento neu-
tro E y el opuesto de A.

2. Demostrar que la multiplicación es distributiva respecto de la suma.
3. Demostrar que H − {E} es un grupo con la operación producto de

cuaternios. Precisar el elemento unidad U . Demostrar que el inverso A−1

de A = (a, ~α) es:

A−1 =

(
a

a2 + ~α 2
,
−~α

a2 + ~α 2

)
4. A la vista de los resultados anteriores, ¿qué estructura tiene H?

95. K+ y K× no son isomorfos

327. Demostrar que los grupos aditivo y multiplicativo de un cuerpo nun-
ca son isomorfos.

96. Semianillo tropical

328. En el conjunto T = R ∪ {+∞} se definen las operaciones

x⊕ y = mı́n{x, y}, x� y = x+ y.

(a) Demostrar que (T,⊕) es semigrupo abeliano con elemento neutro.
(b) Demostrar que (T,�) es también semigrupo conmutativo con elemento
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unidad.
(c) Demostrar que la operación � es distributiva respecto de la operación
⊕. Es decir, que para todo x, y, z ∈ T se verifican las igualdades

i) x� (y ⊕ z) = (x� y)⊕ (x� z),
ii) (x⊕ y)� z = (x� z)⊕ (y � z).

(d) Demostrar que 0T anula a todo elemento de T, es decir que

0T � x = x� 0T = 0 ∀x ∈ T.

Nota. Los apartados anteriores prueban que (T,⊕,�) es un semianillo con-
mutativo. Se le denomina semianillo tropical.
(e) Para n ≥ 1 entero y a ∈ T, denotamos an = a � a � . . . � a (n veces).
Demostrar que para todo x, y ∈ T se verifica (x⊕ y)2 = x2 ⊕ y2.
(f) Demostrar que para todo entero n ≥ 1 y x, y ∈ T se verifica (x⊕ y)n =
xn ⊕ yn.

97. Unidades en A[[X]]

329. Sea A un anillo conmutativo y unitario y A[[X]] el anillo de las series
formales S(X) =

∑
n≥0 anX

n con coeficientes an ∈ A. Demostrar que

S(X) =
∑
n≥0

anX
n es unidad en A[[X]]⇔ a0 es unidad en A.

98. Cuerpo Q(
√

5, i)

330. Denominemos por Q(
√

5, i) al menor subcuerpo de C que contiene a
Q ∪ {

√
5, i}. Demostrar que

Q(
√

5, i) = {p+ qi+ r
√

5 + s
√

5i : p, q, r, s ∈ Q}.

99. Menor subanillo que contiene a un conjunto

331. Sean R un anillo y F una familia de subanillos de R.
1. Demostrar que R1 =

⋂
S∈F S es subanillo de R.

2. Sea G un subconjunto de R y denotemos

R[G] =
⋂
S∈C

con C = {S subanillo de R : G ⊂ S}.
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Demostrar que R[G] es el menor subanillo de R respecto de la inclusión que
contiene a G.
3. Demostrar que R[G] está constituido por todos los elementos de R que
son sumas finitas de productos finitos de elementos de G ∪ (−G).

100. Un ideal no principal

332. Demostrar que el ideal de Z[x] dado por I = 〈2, x〉 no es principal.

101. Unidad en un anillo cociente

333. Sea el ideal de Q[x], I = (x3 + 3x+ 2). ¿Es (x+ 1) + I ∈ Q[x]/I una
unidad de Q[x]/I?

102. Un anillo no principal

334. Sea R un dominio de integridad que no es un cuerpo. Demostrar que
R[x] no es un dominio de ideales principales.

103. Cuerpo ordenado

335. Sea (K,+, ·) un cuerpo y ≤ una relación de orden total en K. Deci-
mos que (K,≤) es un cuerpo ordenado si se verifican los axiomas

(K1) ∀a, b, c ∈ K, a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c.

(K2) ∀a, b ∈ K, a ≥ 0 y b ≥ 0⇒ ab ≥ 0.

Es claro que Q y R son cuerpos ordenados con el orden usual, sin embargo:
Demostrar que ningún orden total en C le puede dar estructura de cuerpo
ordenado.

104. Inverso en Q/〈x2 + x+ 1〉

336. Hallar el inverso del elemento 3+2x+ 〈x2 +x+1〉 de Q/〈x2 +x+1〉.

105. Cuerpos primos

337. Los cuerpos Z2,Z3,Z5, . . . ,Q se denominan cuerpos primos.
1. Demostrar que todo subcuerpo de un cuerpo primo coincide con él mismo.
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2. Demostrar que todo cuerpo contiene a un subcuerpo isomorfo a un cuerpo
primo. Es decir, todo cuerpo contiene a un cuerpo mı́nimo que es una copia
de Q o de Zp para algún p primo.

106. Anillos Z[
√
d]

338. Sea d ∈ Z − {0, 1} y libre de cuadrados, es decir no es divisible por
el cuadrado de ningún entero salvo el 1. Se define

Z[
√
d] := {a+ b

√
d : a, b ∈ Z}.

1) Demostrar que Z[
√
d] es subanillo de C.

2) Demostrar que Z[
√
d] es dominio de integridad.

3) Para todo α = a + b
√
d ∈ Z[

√
d] se define el conjugado de α como

α = a− b
√
d. Demostrar que para todo α, β ∈ Z[

√
d] se verifica αβ = αβ.

4) Para todo α ∈ Z[
√
d] se define la norma de α comoN(α) = αα.Demostrar

que N es función con valores enteros y multiplicativa.
5) Sea α ∈ Z[

√
d]. Demostrar que: N(α) = ±1⇔ α es unidad en Z[

√
d].

107. Ideales biláteros en Kn×n

339. Demostrar que en el anillo Kn×n de las matrices de orden n sobre
un cuerpo K los únicos ideales biláteros son los triviales.

108. Homomorfismo que no conserva la unidad

340. Sea Z3 el anillo producto directo Z×Z×Z con las operaciones usuales
en Z. Demostrar que la aplicación

f : Z3 → Z3, f(x, y, z) = (x, y, 0)

es un homomorfismo de anillos que no conserva el elemento unidad.

109. Ideal maximal en C∞(R)

341. (a) Sea A = C∞(R) el conjunto de las funciones de clase infinito de
R en R. Demostrar que es un subanillo del anillo F(R,R) de las funciones
reales de variable real, con las operaciones habituales suma y producto.
(b) Demostrar que I = {f ∈ A : f(0) = 0} es ideal de A.
(c) Demostrar que I es ideal maximal de C∞(R).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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110. Anillo no noetheriano

342. Sea C(R) el anillo conmutativo y unitario de las funciones continuas
de R en R con las operaciones usuales suma y producto.
(a) Demostrar que para todo entero n ≥ 0, In = {f ∈ C(R) : f(x) = 0 si x ≥
n} es un ideal de C(R).
(b) Demostrar que la sucesión de ideales {In} no cumple la condición de
cadena ascendente. Concluir.

343. (a) Sea R un anillo conmutativo y unitario. Se dice que R cumple la
condición de cadena ascendente sii para toda cadena In de ideales de R

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ In+1 ⊂ . . .

existe un n0 natural tal que In = In0 para todo n ≥ n0 (i.e. la cadena se
estabiliza). Demostrar la siguiente caracterización

R es noetheriano⇔ R cumple la condición de cadena ascendente.

(b) Aplicación: demostrar que el anillo C(R) de las funciones continuas de
R en R no es noetheriano.

111. Cuerpo de fracciones

344. Sea A un anillo conmutativo y unitario. Sea S ⊂ A un subconjunto
multiplicativamente cerrado de A, es decir tal que 1 ∈ S y S es cerrado para
la multiplicación.
(1) Demostrar que la relación en A× S dada por

(a, s) ∼ (b, t)⇔ (at− bs)u = 0 para algún u ∈ S,

es de equivalencia.

(2) Denotemos por S−1A al conjunto cociente (A×S)/ ∼ y por
a

s
a la clase

de equivalencia de (a, s). En S−1A definimos las operaciones

Suma:
a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
. Producto:

a

s
· b
t

=
at+ bs

st
.

Demostrar que están bien definidas es decir, no dependen del representante
elegido.
(3) Demostrar que con las operaciones suma y producto definidas en el
apartado anterior, S−1A es anillo conmutativo y unitario.

(4) Demostrar que f : A → S−1A dado por f(x) =
x

1
es un homomorfismo
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de anillos unitarios.
(5) Sea ahora A un dominio de integridad, es decir un anillo conmutativo,
unitario y sin divisores de cero. Consideremos S = A− {0}. Demostrar que
S−1A es un cuerpo que contiene una copia de A (se le llama cuerpo de
fracciones de A).
(6) Identificar en el anillo usual A = Z su cuerpo de fracciones.

112. Existencia de ideales principales

345. Sea A 6= {0} un anillo conmutativo y unitario. Demostrar que
(a) A contiene al menos un ideal maximal.
(b) Si K 6= (1) es un ideal de A, existe un ideal maximal de A que contiene
a I.
(c) Si x ∈ A no es unidad, x pertenece a un ideal maximal.

113. Ideal generado por un subconjunto

346. Sea R un anillo conmutativo y unitario y S un subconjunto de R. Se
define

〈S〉 :=
{∑

risi (suma finita) : ri ∈ R, si ∈ S
}
.

(a) Demostrar que 〈S〉 es ideal de R.
(b) Demostrar que 〈S〉 es el menor de todos los ideales de R que contienen
a S. Al ideal 〈S〉 se le llama ideal generado por S.

114. Nilradical y radical de Jacobson

Sea A un anillo conmutativo y unitario y denominemos

N = {x ∈ A : x es nilpotente}.

347. Demostrar que N es un ideal de A. Se le llama nilradical de A.

348. Demostrar que A/N no tiene elementos nilpotentes no nulos.

349. Demostrar que el nilradical N es la intersección de todos los ideales
primos de A.

Se define el radical de Jacobson J como la intersección de todos los
ideales maximales de A.

350. Estudiar la relación entre el nilradical y el radical de Jacobson.
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351. Demostrar la siguiente caracterización del radical de Jacobson:

x ∈ J ⇔ 1− xy es unidad en A para todo y ∈ A.

352. Determinar el nilradical y el radical de Jacobson en Z.
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Congruencias y anillo de
clases residuales

115. Congruencias

Mientras no se diga lo contrario, las letras denotarán números enteros.
El máximo común divisor de los números a1, . . . , ar se representará por
(a1, . . . , ar) y su mı́nimo común múltiplo por [a1, . . . , ar].

353. Sean a, b ∈ Z y m ∈ Z>0. Decimos entonces que a es congruente con
b módulo m si a a y b les corresponde el mismo resto de su división eucĺıdea
por m. Escribimos en tal caso a ≡ b (mód m). Demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes
(i) a ≡ b (mód m).
(ii) a es de la forma a = b+ km con k entero.
(iii) m | (a− b).

354. Analizar si son ciertas las afirmaciones
1) 30 ≡ 9 (mód 7).
2) 45 ≡ 0 (mód 15).
3) 13 ≡ −2 (mód 3).

355. Demostrar que para todo m ∈ Z>0 la relación en Z dada por a ≡
b (mód m) es de equivalencia.

356. Para m = 3 determinar las clases de equivalencia y el conjunto co-
ciente.

357. Demostrar las siguientes propiedades de las congruencias
(1) a ≡ b (mód m) ∧ c ≡ d (mód m) ⇒ a + c ≡ b + d (mód m), es decir las
congruencias se pueden sumar término a término.
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(2) a ≡ b (mód m) ∧ c ≡ d (mód m) ⇒ ac ≡ bd (mód m), es decir las
congruencias se pueden multiplicar término a término.
(3) Si a ≡ b (mód m) y n es entero no negativo entonces, an ≡ bn (mód m).
(4) Si f ∈ Z[x] y a ≡ b (mód m), entonces f(a) ≡ f(b) (mód m).

358. Demostrar que 2318 ≡ 1 (mód 7).

359. Calcular el resto de la división de 17341 entre 5.

360. Demostrar que
(i) c > 0 y a ≡ b (mód m)⇒ ac ≡ bc (mód mc)
(ii) d > 0, d | m y a ≡ b (mód m)⇒ a ≡ b (mód d).

361. Sea c 6= 0. Demostrar que
(i) Si ca ≡ cb (mód m), entonces a ≡ b (mód m/(c, a)).
(ii) Si ca ≡ cb (mód m) y (c,m) = 1 entonces a ≡ b (mód m)

362. Sean m1,m2, . . . ,mr enteros positivos. Demostrar que son equiva-
lentes
(i) a ≡ b (mód mi) para todo i = 1, 2, . . . , r.
(ii) a ≡ b (mód [m1,m2, . . . ,mr]).

Según el problema 355 la relación en Z dada por a ≡ b (mód m) es
de equivalencia. Vamos a determinar el conjunto cociente Z/ ≡ y a cada
elemento de este conjunto cociente le llamamos clase residual módulo m.

363. Demostrar que existen exactamente m clases residuales módulo m a
saber

Z/ ≡= {0̄, 1̄, 2̄, . . . ,m− 1}.

116. Anillo de las clases residuales

364. Demostrar que el conjunto Z/ ≡ de las clases residuales módulo m
tiene estructura de anillo conmutativo y unitario con las operaciones

ā+ b̄ = a+ b, āb̄ = ab.

Nota. A este anillo {0̄, 1̄, 2̄, . . . ,m− 1} de las clases residuales módulo m se
le denota por Zm. Usualmente se simplifica la notación escribiendo Zm =
{0, 1, 2, . . . ,m− 1}.

365. Construir la tabla de Cayley del anillo Z3.

366. Construir la tabla de Cayley del anillo Z4.

367. Construir la tabla de Cayley del anillo Z6.
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Caṕıtulo 6. Congruencias y anillo de clases residuales 93

368. Construir la tabla de Cayley del anillo Z2.

369. Sea m > 1 entero. Demostrar que Zm es dominio de integridad⇔ m
es primo.

370. Demostrar que Zm es un cuerpo si y sólo si m es primo.

117. Sistemas completos de residuos

Si elegimos un número ai de cada clase de residuos módulo m, al conjunto
{a1, a2, . . . , am} se le llama sistema completo de residuos módulo m. Por
ejemplo, los conjuntos {0, 1, 2, 3, 4} y {4,−7, 14, 7} son sistemas completos
de residuos módulo 4.

371. (i) Para todo entero n se verifica (a, b) = (a− nb, b).
(ii) Si x ≡ y (mód m), entonces (x,m) = (y,m).

372. Una clase residual ā se dice que es relativamente prima con m, si
(a,m) = 1. Demostrar que esta definición no depende del representante
elegido de la clase ā.

118. Función φ de Euler

Supongamos que φ(m) denota el número de clases residuales que son
relativamente primas con m. A la función φ se la llama función φ de Euler.
Cualquier conjunto {r1, r2, . . . , rφ(m)} de enteros elegidos de entre cada una
de las clases residuales que son relativamente primas con m se llama sistema
reducido de residuos módulo m. Por supuesto, que φ(m) es el número de
enteros del intervalo [0,m − 1] que son relativamente primos con con m y
tales números {x1, x2, . . . , xφ(m)} forman un sistema reducido de residuos
módulo m.

373. 1) Calcular φ(9).
2) Calcular φ(p) con p primo.
3) Calcular φ(pk) con p primo y k > 0 entero.

374. Sea (a,m) = 1, {r1, r2, . . . , rm} un sistema completo de residuos y
{s1, s2, . . . , sφ(m)} un sistema reducido de residuos. Demostrar que
(1) {ar1, ar2, . . . , arm} es un sistema completo de residuos.
(2) {as1, as2, . . . , sφ(m)} es un sistema reducido de residuos.

119. Teorema de Euler

375. (Teorema de Euler).
Demostrar que si (a,m) = 1, entonces aφ(m) ≡ 1 (mód m).
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120. Pequeño teorema de Fermat

376. (Pequeño teorema de Fermat).
Demostrar que si p es primo y p - a, entonces

ap−1 ≡ 1 (mód p).
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Sistemas lineales

121. Sistemas escalonados

377. Resolver sobre R el sistema escalonado
3x1 + x2 − x3 = 9

2x2 + 5x3 = −15
4x3 = −12

378. Resolver sobre R el sistema escalonado{
x + 2 y − 2 z = 7

− y + 3 z = 2

379. Resolver sobre R el sistema escalonado{
7x + 3 y = 2/3

0 y = −1

380. Resolver sobre C el sistema escalonado{
2i x1 + (1 + i)x2 = 2/3

2x2 = 1− i

381. Resolver sobre Z5 los sistemas escalonados

a)

{
3x+ 2y = 4

3y = 1
b)

{
x+ 4y = 1

0y = 2
c)
{

3x+ 2y = 4
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122. Reducción gaussiana

382. Resolver en R el sistema lineal
y + z = 1
x+ z = 1
x+ y = 1

−3x+ 2y + z = 0
x+ 2y + 3z = 3

383. Resolver en R el sistema lineal
3x1 − 2x2 + 4x3 = 2
−x1 + 2x3 = 0
2x1 + x3 = −1

x1 + 2x2 + x3 = 1.

384. Resolver en R el sistema lineal
2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 1
−x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 2

4x1 − 7x2 − 3x4 = −3.

385. Resolver en Z7 el sistema lineal
x+ 6y = 2
2x+ 3y = 3
5x+ 5y = 1.

123. Sistemas lineales según parámetros

386. Discutir y resolver en R según los valores del parámetro real a el
sistema lineal 

ax+ y + z = 1
x+ ay + z = a
x+ y + az = a.

387. Discutir en R según los valores de los parámetro reales c y d el sistema
lineal 

x+ y + cz = 0
x+ cy + z = 0
x+ y + cz = d.
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388. Discutir y resolver en Z11 según los parámetros a, b ∈ Z11 el sistema
lineal {

7x+ 3y = 1
2x+ ay = b.

389. Discutir en R según el valor del parámetro real λ el sistema lineal
λx1 + x2 + x3 + x4 = 1
x1 + λx2 + x3 + x4 = λ
x1 + x2 + λx3 + x4 = λ2

x1 + x2 + x3 + λx4 = λ3.

124. Problemas de aplicación

390. Disponemos de tres montones de monedas y duplicamos las monedas
del segundo montón tomando las necesarias del primer montón. Duplicamos
después las monedas del tercer montón a costa del segundo montón. Por
último, duplicamos las monedas del primer montón tomando las necesarias
del tercer montón. Al final, el número de monedas en los tres montones es
el mimo.
a) ¿Cuál es el mı́nimo número de monedas que permite hacer esto y como
están distribuidas inicialmente?
b) ¿Puede hacerse con 6100 monedas?

391. ¿De cuantas maneras pueden comprarse 20 sellos de 5, 25, y 40 u.m.
(unidades monetarias) cada uno por un importe total de 500 u.m. de forma
que adquiramos al menos uno de cada clase?

392. La tabla siguiente muestra cuatro productos P1, P2, P3 y P4 junto
con el número de unidades/gramo de vitaminas A, B y C que poseen por
unidad de peso. ¿Se puede elaborar una dieta que que contenga 10 unidades
de viamina A, 20 de B y 5 de C?

A B C

P1 1 2 0
P2 1 0 2
P3 2 1 0
P4 1 1 1
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Matrices sobre un cuerpo

125. Concepto de matriz, suma de matrices

393. Escribir una matriz genérica A de orden 2 × 3, otra genérica B de
orden 4× 3, y otra genérica C de orden 1× 1.

394. Para una matriz genérica A cuadrada de orden 3, identificar los ele-
mentos de la diagonal principal y los de la diagonal secundaria.

395. Determinar para que valores de x e y son iguales las matrices:

A =

[
5 x− 4y

x− y + 4 0,5

]
, B =

[
5 −11

x+ y 1/2

]
.

396. Hallar M +N y M −N, siendo:

M =

1 2 2
2 1 2
2 2 1

 , N =

−5 3 1
0 −1 4
0 0 2/3

 .
397. En Z3×2

7 hallar A+B, siendo:

A =

2 6
1 1
3 2

 , B =

5 4
4 0
4 6

 .
398. En K3×2, escŕıbanse el elemento neutro para la suma, y la matriz

opuesta de una matriz genérica A.
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126. Grupo aditivo de las matrices sobre un cuer-
po

399. Demostrar que (Km×n,+) es un grupo abeliano (grupo aditivo de
las matrices de órdenes m× n con elementos en el cuerpo K).

127. Producto de un escalar por una matriz

400. Dadas las matrices

A =

[
1 −2 4
1 1 0

]
, B =

[
0 5 1
7 −2 0

]
,

calcular 2A− 3B.

401. En M2(Z5), calcular 2A− 3B siendo:

A =

[
2 4
1 3

]
, B =

[
0 1
3 3

]
.

402. Resolver en R2×3 el sistema:{
2X + 3Y = A
3X − 4Y = B,

siendo A =

[
2 −1 1
4 0 1

]
y B =

[
1 1 2
0 −3 2

]
.

403. Demostrar que para todo λ, µ ∈ K, y para todo A,B ∈∈ Km×n, se
verifica:

1) λ(A+B) = λA+ λB.
2) (λ+ µ)A = λA+ µA.
3) λ(µA) = (λµ)A.
4) 1A = A.

128. Multiplicación de matrices

404. Dadas A =

[
1 −1
2 3

]
y B =

[
0 1 3
4 −2 5

]
, hallar AB y BA.

405. Dadas A =

[
−1 1
−2 −3

]
y B =

[
1 2
3 4

]
, hallar AB y BA, para com-

probar que AB 6= BA.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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406. En M2(Z5), calcular AB siendo:

A =

[
2 4
1 3

]
, B =

[
0 1
3 3

]
.

407. Multiplicar por cajas: 2 −1 2

3 −1 4
4 0 1

  1 3 1

1 0 4
1 1 5

 .

408. Comprobar la propiedad asociativa del producto de matrices para:

A =

1 −1 3
2 4 2
0 3 5

 , B =

 1 1
−2 4
3 3

 , C =

[
1 2 3
3 2 1

]
.

409. Sean A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p, y C ∈ Km×p. Si AB = C, dar una
fórmula para el elemento cij de C en función de los elementos de A y B.

410. Demostrar la propiedad asociativa del producto de matrices.

411. Se consideran las matrices:

A =

[
1 0
2 3

]
, B =

[
−1 1
3 2

]
, C =

[
4 0
5 −1

]
.

Verificar las propiedades A(B + C) = AB +AC y (A+B)C = AC +BC.

412. Sean A ∈ Km×n y B,C ∈ Kn×p. Demostrar la propiedad distributiva

A(B + C) = AB +AC.

413. Sean A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p y λ ∈ K. Demostrar que

λ(AB) = (λA)B = A(λB).

414. Sea A una matriz cuadrada de orden 10 cuyos términos están dados
por {

aij = 81/i si i = j
aij = 2 si i 6= j.

Determinar el término b36 de la matriz B = A2.

415. Sea A =

1 −1 0
0 0 3
0 0 −1

 . Calcular
25∑
k=0

(−1)kA2k.

416. Una matriz cuadrada A se dice que es idempotente si y sólo si, A2 =
A. Demostrar que si A es idempotente, también lo es I −A.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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129. Matriz inversa

417. Demostrar que

[
2 5
1 3

]−1

=

[
3 −5
−1 2

]
.

418. Sea A ∈Mn(K) invertible. Demostrar que su inversa es única.

419. Dada la matriz A =

[
2 −1
3 4

]
, hallar A−1 :

(i) Usando el método de Gauss.
(ii) Usando el método de los adjuntos.
(iii) Considerando como incógnitas las columnas de A−1.

420. Calcular al inversa de la matriz A =

1 1 2
3 2 0
2 0 4

 , usando el método

de Gauss y el de los adjuntos

421. Hallar A−1, siendo A =


1 1 1 4
1 1 −1 1
1 0 2 4
3 2 −1 5

 .
422. Dada la matriz A =

[
2 2
3 4

]
∈M2(Z5), hallar A−1 :

(i) Usando el método de Gauss.
(ii) Usando el método de los adjuntos.

423. Hallar la inversa de A =

1 i i
i 1 i
i i 1

 ∈M3(C).

424. Sea A ∈ Rn×n cumpliendo A3 − 3A2 + 5A+ 7I = 0. Demostrar que
A es invertible y hallar A−1 en función de A.

425. Sean A y B dos matrices invertibles de orden n. Demostrar que AB
es invertible y que (AB)−1 = B−1A−1.

426. Se considera la matriz real

A =


a −b −c −d
b a d −c
c −d a b
d c −b a

 .
Hallar AtA y usar el resultado para calcular A−1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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427. Sean A,B,C matrices cuadradas del mismo orden, con B y C inver-
tibles, verificando (BA)tB−1(CB−1)−1 = I. Demostrar que A es invertible
y expresar A−1 en función de B y C.

428. Hallar A−1, siendo A =


0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

 .

429. Determinar k ∈ Z11 para que no sea invertible la matriz:

A =

 7 2 3
10 0 5
4 2 k

 ∈M3(Z11).

430. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

A =


1 2 22 . . . 2n−1

0 1 2 . . . 2n−2

0 0 1 . . . 2n−3

...
...

... . . .
...

0 0 0 . . . 1

 .

431. Para cada a ∈ R se consideran las matrices de la forma:

Ma =


1 a a2/2 a3/6
0 1 a a2/2
0 0 1 a
0 0 0 1

 .
Calcular Ma ·Mb y usar el resultado obtenido para determinar M−1

a .

432. Para cada x ∈ R se define Ax =

[
x

√
1 + x2

√
1 + x2 x

]
. Demostrar

que A−1
x = A−x.

433. Dada la matriz dependiente del parámetro x ∈ R:

A =

1 x 1
0 1 x
1 0 1

 ,
determinar su inversa, cuando exista, aplicando el método de Gauss.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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130. Inversa de orden n por el método de Gauss

434. Hallar la inversa de la matriz de orden n > 1 :

A =


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
...

...
1 1 1 . . . 0

 .

131. Inversa de orden n por sistema de columnas

435. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

A =


1 2 3 . . . n
0 1 2 . . . n− 1
0 0 1 . . . n− 2
...

...
0 0 0 . . . 1

 .

132. Ecuaciones y sistemas matriciales

436. Sean A,B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Re-
solver la ecuación AX = B. Como aplicación, calcular X tal que:1 0 1

2 1 0
3 1 0

 X =

 6 4 2
7 6 5
10 8 6

 .

437. Sean A,B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Re-
solver la ecuación XA = B. Como aplicación, calcular X tal que:

X

[
3 2
2 5

]
=

[
11 22
6 4

]
.

438. Sean A,B,C tres matrices cuadradas de orden n, con A,B inver-
tibles. Resolver la ecuación AXB = C. Como aplicación, calcular X tal
que: [

1 2
2 5

]
X

[
2 3
1 1

]
=

[
5 7
12 17

]
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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439. Resolver el sistema lineal
2x1 − x2 − x3 = 4

3x1 + 4x2 − 2x3 = 11
3x1 − 2x2 + 4x3 = 11,

usando el concepto de matriz inversa.

440. Resolver la ecuación matricial

[
1 −1
−1 1

]
X =

[
−1 1
1 −1

]
.

441. Resolver la ecuación AX = B, con A =

[
2 −1
−4 2

]
y B =

[
1 0
0 1

]
.

442. Resolver el sistema de ecuaciones matriciales{
AX −BY = 0
BX +AY = C,

donde A =

[
1 1
1 1

]
, B =

[
1 4
1 5

]
, C =

[
2 −1
2 −2

]
, 0 =

[
0 0
0 0

]
.

443. Sean A ∈ Mm(R) y B ∈ Mn(R) matrices invertibles y sea C ∈
Mm×n(R).
a) Obtener las matrices X,Y, Z en función de A,B,C de manera que se
satisfaga la ecuación matricial:[

A C
O B

] [
X Z
O Y

]
=

[
Im O
O In

]
.

b) Usar el resultado del apartado anterior, calcular la inversa de la matriz:

N =


1 0 −1 1
0 1 1 −1
0 0 −1 1
0 0 1 1

 .

133. Transposición de matrices

444. Se consideran las matrices reales:

A =

2 −1
3 4
2 3

 , B =

[
1 2 −1
0 2 5

]
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



106 134 Descomposición A = uvt

Verificar:
a) (AT )T = A.
b) (A+B)T = AT +BT .
c) (λA)T = λAT , ∀λ ∈ R.

445. Se consideran las matrices reales:

A =

2 −1
3 4
2 3

 , B =

[
1 2 −1
0 2 5

]
.

Verificar que (AB)T = BTAT .

446. Sean A,B ∈ Km×n y λ ∈ K. Demostrar que:

a)
(
AT
)T

= A.
b) (A+B)T = AT +BT .
c) (λA)T = λAT .

447. Sea A ∈Mn(K) invertible. Demostrar que la inversa de su traspuesta
es la traspuesta de su inversa.

448. Sea A ∈Mn(K) simétrica e inveritble. Demostrar que A−1 es simétri-
ca.

449. Sean A,B ∈ Rn×n simétricas. Demostrar que AB es simétrica ⇔
AB = BA.

134. Descomposición A = uvt

450. Sea A una matriz real cuadrada de orden n y rango 1. Analizar la
validez de las siguientes afirmaciones y demostrar aquellas que son ciertas.
1) Existen vectores columna u, v tales que A = uvT .
2) Existe un único número real α tal que A2 = αA.
3) Supóngase que la traza de A es 2. Entonces, A− I es invertible. En caso
afirmativo, calcular su inversa.
Sugerencia: calcular (A− I)2 .

135. Matriz nilpotente e inversa

451. Una matriz cuadrada A se dice que es nilpotente, si existe un p
natural tal que Ap = 0. Demostrar que si A es nilpotente, entonces I −A es
invertible e

(I −A)−1 = I +A+A2 + · · · .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Aplicar este resultado al cálculo de la inversa de:

M =


1 2 4 8
0 1 2 4
0 0 1 2
0 0 0 1

 .

136. Potencia enésima por binomio de Newton

452. (a) Sean A,B ∈ Km×m dos matrices que conmutan, es decir AB =
BA. Demostrar por inducción que se verifica la fórmula del binomio de
Newton:

(A+B)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk.

(b) Se consideran las matrices:

A =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 , N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Demostrar que N3 = 0 y como aplicación, hallar An.
(c) Hallar An, siendo

A =


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

137. Traza de una matriz, propiedades

453. Sea A = [aij ] ∈Mn(K). Se llama traza de A y se representa por trA,
a la suma de los elementos de la diagonal principal de A, es decir:

trA = a11 + a22 + · · ·+ ann =
n∑
i=1

aii.

Demostrar que para cualquier par de matrices A,B de Mn(K) y para cual-
quier λ ∈ K se verifica:
a) tr(A+B) = trA+ trB.
b) tr(λA) = λ trA.
c) tr(AB) = tr(BA). d) AB −BA 6= I.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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138. Matriz de Markov

454. Un vector de Rn X = (x1, . . . , xn)t es un vector probabiĺıstico cuando
sus componentes son mayores o iguales que cero y suman uno, es decir xi ≥ 0
y
∑n

i=1 xi = 1. Una matriz cuadrada n×n es una matriz de Markov cuando
sus columnas son vectores probabiĺısticos. Se pide:
(a) Demostrar que una matriz cuadrada (n× n) A es de Markov cuando y
sólo cuando para cualquier vector probabiĺıstico (de Rn) X el vector AX es
también probabiĺıstico.
(b) Si A y B son matrices de Markov (n× n) ¿ Es A+B de Markov? ¿ Es
AB de Markov? Dar las demostraciones o construir contraejemplos.

139. Inversa generalizada

455. 1. Sea A una matriz (cuadrada o rectangular). Se dice que una matriz
G es una g-inversa (o inversa generalizada) de A cuando AGA = A. Natu-
ralmente que G ha de ser de tipo n×m en el caso de ser A del tipo m× n.
Si A es cuadrada e invertible, entonces es fácil comprobar que la inversa
A−1 es (la única) g-inversa de A, de manera que el concepto de g-inversa es
una generalización del concepto de inversa. Lo que sigue es, además de una
prueba de evaluación una invitación al estudio de las matrices g-inversas.
(a) Cálculo de las g-inversas en un caso particular. Se Ã la matriz m × n
que escrita por cajas presenta la forma

Ã =

[
Ir 0
0 0

]
.

donde la submatriz Ir es la matriz unidad de orden r, y siendo nulas las
otras tres submatrices. Comprobar que la traspuesta Ãt es una g-inversa de
Ã. Hallar todas las matrices G que son g-inversas de Ã.
(b) Existencia de g-inversas. Si A es una matriz m×n y de rango r, entonces
se sabe (y el alumno lo puede admitir si no lo sabe) que existen matrices
cuadradas e invertibles P y Q tales que PAQ = Ã, donde Ã es precisamente
la matriz del apartado anterior. Comprobar que G = QÃP es una g-inversa
de A. Esto demuestra que toda matriz A posee alguna g-inversa, y en general
no es única como se habrá comprobado en el apartado anterior.
(c) Relación de simetŕıa. Comprobar que con los datos del apartado anterior
A es también g-inversa de G. Se pregunta si esto es general, es decir ¿si G
es g-inversa de A, entonces A es g-inversa de G?. Dar una demostración o
construir un contraejemplo.
2. Aplicación de las g-inversas al estudio de los sistemas de ecuaciones. Sea
G una g-inversa de A, y sea Ax = b un sistema de ecuaciones, donde A es la

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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matriz m× n de coeficientes, x es el vector columna n× 1 de las incógnitas
y b es el vector columna m× 1 de los términos independientes.
(a) Compatibilidad. Demostrar que la igualdad AGb = b es condición nece-
saria para que el sistema sea compatible. ¿Es también condición suficiente?
Dar una demostración o construir un contraejemplo.
(b) Resolución Si el sistema es compatible, demostrar que x = Gb + (In −
GA)z es solución (donde In es la matriz unidad de orden n, y z es un vector
columna n× 1 arbitario).

456. Sea
∑

n = Zn×n el conjunto de las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en Z. Demostrar que una condición necesaria y suficiente
para que una matrix M ∈

∑
n admita una inversa en

∑
n es que

detM = ±1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 9

Determinantes sobre un
cuerpo

140. Determinantes sencillos

457. Calcular los determinantes:

a)

∣∣∣∣ 3 4
−2 7

∣∣∣∣ . b)

∣∣∣∣x+ 1 −x
−x x+ 1

∣∣∣∣ .
c)

∣∣∣∣cosα − senα
senα cosα

∣∣∣∣ . d)

∣∣∣∣z −1
z z

∣∣∣∣ (z = cos 2π/3 + i sen 2π/3).

458. Dada A =

[
3 4
4 2

]
, hallar detA :

a) En R. b) En Z5. c) En Z7. d) En Z11.

459. Calcular ∆ =

∣∣∣∣13547 13647
28423 28523

∣∣∣∣ .
460. Establecer la identidad siguiente, sin desarrollar los determinantes:∣∣∣∣1 + a 1

1 1 + b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a 0
0 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 0
1 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 1
1 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣a 1
0 1

∣∣∣∣ .
461. Calcular ∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 3 0
1 2 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ : a) En R. b) Z5.

111
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462. Calcular el determinante ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 5
4 2 7 −3
2 7 −5 4
−3 2 −2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
a) Desarrollado por los elementos de la primera fila.
b) Fabricando tres ceros en una linea.

463. Calcular ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 0 0 0
6 5 1 0 0
0 6 5 1 0
0 0 6 5 1
0 0 0 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

464. Calcular ∆ = det


3 5 −1 2 2
2 1 0 2 −2
0 0 4 3 5
0 0 1 4 3
0 0 2 −1 2

 .

465. Demostrar, sin calcularlo, que el determinante ∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 6 5
1 8 0
1 9 5

∣∣∣∣∣∣ es

múltiplo de 15, sabiendo que 165, 180 y 195 lo son.

466. Demostrar, sin desarrollar, la siguiente igualdad de determinantes,
sabiendo que x 6= 0, y 6= 0:∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x2 4 y2

x3 8 y3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2y xy 2x
x 2 y
x2 4 y2

∣∣∣∣∣∣ .
467. Calcular A2, A−1 y detA, siendo

A =


−1 −1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1

 .
468. Desarrollar el siguiente determinante llegando a una expresión for-

mada por factores de primer grado

∆ =

∣∣∣∣∣∣
x− 1 x2 − 1 x3 − 1
2x− 4 x2 − 4 x3 − 8
3x− 9 x2 − 9 x3 − 27

∣∣∣∣∣∣ .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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141. Determinantes por triangulación

469. Calcular el determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b c d
x x a b c
x x x a b
x x x x a
x x x x a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

470. Calcular el determinante ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 1 . . . 1
n 2 1 . . . 1
n 1 3 . . . 1
...

...
n 1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

471. Calcular el determinante

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 . . . 2
2 2 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
...

...
2 2 2 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

472. Calcular el determinante ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
...

...
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

473. Calcular el determinante de orden n, ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

474. Calcular el determinante ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
1 3 3 . . . n− 1 n
1 2 5 . . . n− 1 n
...

...
1 2 3 . . . 2n− 3 n
1 2 3 . . . n− 1 2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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475. Calcular el determinante

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 2 3 . . . n− 1 n
1 x 2 3 . . . n− 1 n
1 2 x 3 . . . n− 1 n
1 2 3 x . . . n− 1 n
...

...
1 2 3 4 . . . x n
1 2 3 4 . . . n x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Resolver la ecuación D(x) = 0.

476. Se considera el determinante de orden n,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1
−1 1 7 7 . . . 7
−1 −1 1 7 . . . 7
...

...

−1 −1 −1 −1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Resolver la ecuación ∆n = 25.

477. Calcular detA, siendo A = [aij ] ∈ Rn×n definida por aij = mı́n{i, j}.

478. Calcular el determinante de orden n, ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

142. Determinantes por inducción

479. Calcular el determinante de orden n:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 . . . 0
x 1 + x2 x . . . 0
0 x 1 + x2 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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480. Calcular el determinante de orden n,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1 1
−1 2 0 0 . . . 0 0
0 −1 2 0 . . . 0 0
0 0 −1 2 . . . 0 0
...

...

0 0 0 0 . . . −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

481. Calcular el determinante de orden n

Dn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n n− 1 n− 2 . . . 3 2 1
−1 x 0 . . . 0 0 0
0 −1 x . . . 0 0 0
...

...

0 0 0 . . . −1 x 0
0 0 0 . . . 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

482. Calcular el determinante de orden n:

Dn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x x2 0 . . . 0
1 2x x2 . . . 0
0 1 2x . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

143. Determinante de Vandermonde

483. Resolver la ecuación

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
2 x 3 −1
4 x2 9 1
8 x3 27 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

484. Calcular ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

log 2 log 20 log 200 log 2000
log2 2 log2 20 log2 200 log2 2000
log3 2 log3 20 log3 200 log3 2000

∣∣∣∣∣∣∣∣ , siendo log el lo-

garitmo decimal.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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485. Demostrar la fórmula del determinante de Vandermonde

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn
x2

1 x2
2 x2

3 . . . x2
n

...
...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).

486. (a) Demostrar que el siguiente sistema lineal es determinado

S :


x+ 2y + 4z + 8w = 16

x− 2y + 4z − 8w = 16

x+ 3y + 9z + 27w = 81

x− 4y + 16z − 64w = 256.

(b) Resolverlo usando de forma adecuada el polinomio

p(λ) = (λ− 2)(λ+ 2)(λ− 3)(λ+ 4).

487. Determinar las relaciones que han de verificar cosα, cosβ y cos γ
para que sea nulo el determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣
cos 2α cosα 1
cos 2β cosβ 1
cos 2γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣ .
488. Expresar el siguiente determinante en forma de determinante de Van-

dermonde

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a b c d
bcd cda dab abc
a2 b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (abcd 6= 0).

144. Regla de Cramer

489. Comprobar que el siguiente sistema en R es de Cramer y resolverlo
2x1 + x2 + x3 = 2

x1 + 3x2 + x3 = 5

x1 + x2 + 5x3 = −7.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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490. Usando la regla de Cramer resolver el sistema lineal

{
2x+ 3y = 2

x+ 4y = 2.

i) En R. ii) En Z7.

491. Convertir el siguiente sistema en R en uno de Cramer y resolverlo.


x1 + 2x2 + x3 + x4 = 1

2x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = −2

3x1 + 4x2 + 4x4 = −1.

145. Ceros por encima o debajo de la diagonal se-
cundaria

492. Calcular el determinante de orden n

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 1 0 0
...

...

0 1 0 . . . 0 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

493. Calcular el determinante de orden n

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n

...
...

n− 1 n n . . . n n n
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



118 146 Determinante y sucesión de Fibonacci

146. Determinante y sucesión de Fibonacci

494. Sea 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . la sucesión de Fibonacci y consideremos la ma-
triz:

An =


1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0

0 −1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −1 1

 .

Probar que detAn coincide con el termino enésimo de la sucesión.

147. Determinante con números combinatorios

495. Calcular el determinante de orden p+ 1

∆(m, p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
m
0

) (
m
1

) (
m
2

)
. . .

(
m
p

)(
m+1

0

) (
m+1

1

) (
m+1

2

)
. . .

(
m+1
p

)
...

...(
m+p

0

) (
m+p

1

) (
m+p

2

)
. . .

(
m+p
p

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(m ≥ p).

148. Producto de enteros como suma de enteros

496. Demostrar que el producto de dos números enteros, cada uno de
ellos suma de cuatro cuadrados de enteros, es también la suma de cuatro
cuadrados de enteros.
Sugerencia: considerar determinantes de la forma

det

[
z −w
w z

]
con z, w complejos cuyas partes real e imaginaria son números enteros.

149. Determinante e inversa de orden n

497. Se considera la matriz

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Mn =



a1 + a2 −a2 0 0 . . . 0 0 0
−a2 a2 + a3 −a3 0 . . . 0 0 0

0 −a3 a3 + a4 −a4 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . −an−1 an−1 + an −an
0 0 0 0 . . . 0 −an an


siendo a1, a2, . . . , an números reales no nulos y sea Dn = detMn.
1. Calcular D1, D2, D3. ( Nótese que M1 = [a1] )
2. Encontrar una relación entre Dn y Dn+1.
3. Calcular Dn.

4. Sean b1 =
1

a1
, bi = bi−1 +

1

ai
, i = 2, 3, . . . n y sea

An =



b1 b1 b1 . . . b1 b1
b1 b2 b2 . . . b2 b2
b1 b2 b3 . . . b3 b3
...

...
b1 b2 b3 . . . bn−1 bn−1

b1 b2 b3 . . . bn−1 bn


.

Hallar |An| en función de a1, a2, . . . , an.
5. Calcular el producto Mn ·An y deducir M−1

n .

150. Determinante de I + vw

498. Sea K un cuerpo, v ∈ Kn×1 y v ∈ K1×n. Demostrar que

det (In + vw) = 1 + wv.

151. Determinante por inducción y sistema lineal

499. Para cada n ∈ N∗ y para cada par a, b ∈ C se considera la matriz

An(a) =



1 + a 1 0 . . . 0 0
a 1 + a 1 . . . 0 0
0 a 1 + a . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . 1 + a 1
0 0 0 . . . a 1 + a


∈ C(n,n)

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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y el sistema An(a)X = (0, 0, . . . , 0, b)t, donde X ∈ C(n,1). Se pide:

1. Calcular los determinantes de A1(a), A2(a) y A3(a).
2. Obtener una relación lineal entre los determinantes de An(a), An+1(a) y
An+2(a).
3. Hallar, en función de a y n, una expresión del determinante de An(a) y
demostrar su validez.
4. Determinar todos los valores de a y b para los que el sistema dado es
compatible determinado, indeterminado e incompatible.

152. Derivada de un determinante

500. Sea I un intervalo de la recta real. Se considera la matriz de orden
n :

A(t) = [F1(t), F2(t), . . . , Fn(t)]

en donde

Fi(t) =


f1j(t)
f2j(t)

...
fnj(t)

 ∀t ∈ I con las fij derivables en I.

1. Demostrar que para todo t ∈ (a, b) se verifica

d

dt
detA(t) = det

[
F ′1(t), F2(t), . . . , Fn(t)

]
+ det

[
F1(t), F ′2(t), . . . , Fn(t)

]
+...+ det

[
F1(t), F2(t), . . . , F ′n(t)

]
.

2. Escribir expĺıcitamente la fórmula anterior de la derivada de un determi-
nante para A(t) = [fij(t)] .
3. Calcular la derivada de la función determinante

A : (0,+∞)→ R, A(t) =

∣∣∣∣sin t √tlog t 1/t

∣∣∣∣ .
153. Igualdad de matrices por una de determinan-

tes

501. Sea K un cuerpo, Kn×n el conjunto de las matrices cuadradas de
orden n con entradas en K y A,B ∈ Kn×n fijas. Demostrar que

det(A+X) = det(B +X) ∀X ∈ Kn×n ⇒ A = B.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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154. Matrices invertibles con coeficientes enteros

502. Sea
∑

n = Zn×n el conjunto de las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en Z. Demostrar que una condición necesaria y suficiente
para que una matrix M ∈

∑
n admita una inversa en

∑
n es que

detM = ±1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Espacios vectoriales

155. Primeras propiedades

503. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo
λ ∈ K y para todo x ∈ E :

(a) 0x = 0. (b) λ0 = 0. (c) λx = 0⇒ (λ = 0 ó x = 0).

504. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo
λ, µ ∈ K y para todo x, y ∈ E :

(a) − (λx) = (−λx) = λ(−x).

(b) (λx = µx y x 6= 0)⇒ λ = µ.

(c) (λx = λy y λ 6= 0)⇒ x = y.

505. Demostrar que en todo espacio vectorial E, la propiedad conmutativa
de la suma de vectores, se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

156. Espacio vectorial Kn

506. Sea K un cuerpo y definamos en Kn (n ≥ 1) la operación suma:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Definamos además la operación ley externa:

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Demostrar que Kn es espacio vectorial sobre el cuerpo K con las operaciones
anteriormente definidas.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Qn, Rn,
Cn y (Zp)n (p primo).

123
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507. En el espacio vectorial R3, se consideran los vectores x = (0,−1, 2)
e y = (4, 1, 2). Determinar el vector z = 3x− 5y.

157. Espacio vectorial de las matrices sobre un
cuerpo

508. (a) Sea K un cuerpo. Demostrar que Km×n (matrices de órdenes
m× n con elementos en el cuerpo K) es un espacio vectorial con las opera-
ciones habituales suma y producto por un escalar.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Qm×n,
Rm×n, Cm×n y (Zp)m×n (p primo).

(b) En el espacio vectorial R2×3 se consideran los vectores:

A =

[
1 0 −2
3 1 1

]
, B =

[
4 1 0
−1 5 1

]
.

Determinar el vector C = −A+ 3C.

158. Espacio vectorial K[x]

509. (a) Sea K un cuerpo y sea K[x] el conjunto de los polinomios en la
indeterminada x y coeficientes en K. Se consideran las operaciones suma y
ley externa habituales. Demostrar de manera esquemática, que K[x] es es-
pacio vectorial con las operaciones mencionadas.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q[x], R[x],
C[x] y (Zp)[x] (p primo).

(b) En el espacio vectorial R[x] se consideran los vectores p(x) = 3x2−x+5
y q(x) = x3 + x. Determinar el vector r(x) = 2p(x)− 4q(x).

159. Espacio vectorial de las funciones reales

510. (a) Sea X un conjunto distinto del vaćıo y sea F(X,R) el conjunto
de todas las funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones:
Suma. Para todo f, g elementos de F(X,R):

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X.

Ley externa. Para todo f ∈ F(X,R), y para todo λ ∈ R :

(λf)(x) = λf(x) ∀x ∈ X.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Demostrar que F(X,R) es espacio vectorial sobre R con las operaciones an-
teriormente definidas.
Nota. Un caso particular importante es F(R,R) (espacio vectorial de las
funciones reales de variable real).

(b) En el espacio vectorial F(R,R) se consideran los vectores f y g definidos
por f(x) = x+ ex y g(x) = 7x+ 2 cosx. Determinar el vector h = 3f + 4g.

160. Subcuerpo como espacio vectorial

511. Sea K un cuerpo y k ⊂ K un subcuerpo de K. Se considera en K, su
suma y por otra parte, la operación ley externa k×K→ K, (λ, x)→ λx, en
donde λx representa el producto en K. Demostrar que K es espacio vectorial
sobre el cuerpo k, con las operaciones dadas.
Nota. Un caso particular se obtiene para k = K, es decir todo cuerpo es
espacio vectorial sobre śı mismo con las operaciones mencionadas.

161. Subespacios vectoriales, caracterización

512. Analizar si F = {(x1, x2, x3) : x1 − x2 + 2x3 = 0} es subespacio de
R3.

513. Analizar si F = {(x1, x2, x3) : x2
1 − x2

2 = 0} es subespacio de R3.

514. Analizar si F = {p ∈ R[x] : p(0) = p(1)} es subespacio de R[x].

515. Se considera el espacio vectorial real usual Rn (n ≥ 2) . Analizar en
cada caso si los siguientes subconjuntos de Rn son o no subespacios.
1) F1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1x2 = 0} .
2) F2 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + . . .+ xn = 1} .
3) F3 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + . . .+ xn = 0} .
4) F4 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ∈ Z} .

516. Sea E = Kn×n el espacio vectorial usual de las matrices cuadradas
de ordenes n× n y con elementos en el cuerpo K. Sea el subconjunto de E
dado por F =

{
A ∈ Kn×n : At = A

}
, es decir el subconjunto de E formado

por las matrices simétricas. Demostrar que F es subespacio de E.

517. Sea E = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f
de R en R. Se considera el subconjunto de E : F = {f ∈ E : f(−x) =
f(x) ∀x ∈ R} es decir, el subconjunto de las funciones pares. Demostrar
que F es subespacio de E.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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518. Estudiar si G = {p ∈ R[x] : p′(x) = 0} es subespacio de R[x].

519. Averiguar si F = {A ∈ R2×2 : A2 = 0} es subespacio de R2×2.

520. (Teorema de caracterización de subespacios).
Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea F ⊂ E. Demostrar que
F es subespacio vectorial de E, si y sólo si se cumplen las tres siguientes
condiciones:
(i) 0 ∈ F.
(ii) Para todo x ∈ F y para todo y ∈ F se verifica x+ y ∈ F.
(iii) Para todo λ ∈ K y para todo x ∈ F se verifica λx ∈ F.

162. Suma e intersección de subespacios

521. Demostrar que la intersección de dos subespacios de un espacio vec-
torial E, es también subespacio de E.

522. Sea {Fi : i ∈ I} una familia de subespacios de un espacio vectorial
E. Demostrar que

⋂
i∈I Fi es también subespacio de E.

523. Sean F1 y F2, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar que

F1 + F2 = {x ∈ E : ∃u ∈ F1 ∃v ∈ F2 con x = u+ v}

es subespacio de E (subespacio suma de F1 y F2).

524. Sean F1, . . . , Fm, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar
que

F1 + . . .+ Fm = {x ∈ E : ∃u1 ∈ F1 . . . ∃um ∈ Fm con x = u1 + . . .+ um}

es subespacio de E (subespacio suma de F1, . . . , Fm).

525. Demostrar que la unión de subespacios vectoriales, no es en general
subespacio vectorial.

526. Demostrar que la suma de dos subespacios vectoriales es el menor
de todos los subespacios que contienen a la unión.

527. Sean F1, F2, F3 subespacios de un espacio vectorial E tales que:

F1 + F3 = F2 + F3, F1 ∩ F3 = F2 ∩ F3, F1 ⊂ F2.

Demostrar que F1 = F2.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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163. Suma directa de subespacios

528. Se consideran los subespacios de R2 dados por F1 = {(α, 0) : α ∈ R}
y F2 = {(0, β) : β ∈ R}. Demostrar que R2 = F1 ⊕ F2.

529. Sea Kn×n el espacio vectorial real usual de las matrices cuadradas
de orden n sobre el cuerpo K. Sean S y A los subespacios de Kn×n formados
por las matrices simétricas y antisimétricas respectivamente. Demostrar que
si carac(K) 6= 2, entonces Kn×n = S ⊕A.

530. Sea E = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f de
R en R y sean los subespacios de E:

P = {f ∈ E : f(−x) = f(x) ∀x ∈ R}

formado por las funciones pares e

I = {f ∈ E : f(−x) = −f(x) ∀x ∈ R}

formado por las funciones impares. Demostrar que E = P ⊕ I.

531. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales y continuas en el
intervalo cerrado [a, b]. Se consideran los subconjuntos de E dados por

F = {f ∈ E :

∫ b

a
f(t) dt = 0}, G = {f ∈ E : f es constante}.

(a) Demostrar que F y G son subespacios de E. (b) Demostrar que F y G
son suplementarios en E.

532. Sea V = F(R,R) el espacio vectorial de las funciones de R en R. Se
consideran los subespacios de V :

U1 = {f ∈ V : f(0) = f(1) = 0}, U2 = {f ∈ V : f(x) = ax+ b, a, b ∈ R}.

Demostrar que U1 y U2 son suplementarios.

533. Sea p1(x) ∈ R[x] un polinomio de grado ≥ 1. Se consideran los
subespacios vectoriales de R[x] :

F1 = {p(x) ∈ R[x] : p(x) es múltiplo de p1(x)},
F2 = {p(x) ∈ R[x] : grado p(x) < grado p1(x)}.

Demostrar que R[x] = F1 ⊕ F2.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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534. Demostrar que las tres siguientes afirmaciones son equivalentes
(a) E = F1 ⊕ F2 ⊕ . . .⊕ Fm.
(b) E = F1 + F2 + . . .+ Fm y la descomposición de todo vector x ∈ E en la
forma x = v1 + v2 + . . .+ vm con vi ∈ Fi para todo i = 1, . . . ,m es única.
(c) E = F1 + F2 + . . .+ Fm y la igualdad v1 + v2 + . . .+ vm = 0 con vi ∈ Fi
para todo i = 1, . . . ,m implica vi = 0 para todo i = 1, . . . ,m.

535. Se consideran los subespacios de R3 dados por F1 = {(α, 0, 0) : α ∈
R}, F2 = {(0, β, 0) : β ∈ R} y F3 = {(0, 0, γ) : γ ∈ R} Demostrar que
R3 = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

536. Sea E el espacio vectorial real de las funciones reales definidas sobre
[0, 1]. Sean por otra parte los subespacios de E

F1 = { f ∈ E : f es nula fuera de [0, 1/3] },
F2 = { f ∈ E : f es nula fuera de (1/3, 2/3) },
F3 = { f ∈ E : f es nula fuera de [2/3, 1] }.

Demostrar que E = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

164. Combinación lineal de vectores

537. En el espacio vectorial real usual R2 estudiar si el vector x = (−14, 8)
es combinación lineal de los vectores v1 = (−1, 7), v2 = (4, 2).

538. En el espacio vectorial real usual R2×2 de las matrices cuadradas de
orden 2 estudiar si A es combinación lineal de B y C siendo

A =

[
1 1
1 1

]
, B =

[
1 0
0 2

]
, C =

[
2 3
0 1

]
.

539. En el espacio vectorial real F(R,R) de las funciones de R en R de-
mostrar que:
(a) cos2 x es combinación lineal de 1 y cos 2x.
(b) (cos(x+ 1))(cos(x− 1)) es combinación lineal de 1 y cos2 x.

540. Sea el subconjunto infinito de R[x], S = {1, x, x2, x3, . . .}. Demostrar
que R[x] = 〈S〉.

541. Sea E espacio vectorial sobre K y S = {v1, v2, . . . , vm} ⊂ E. Demos-
trar que:
(a) L[S] es subespacio vectorial de E.
(b) L[S] es el menor de todos los subespacios vectoriales de E que contienen
a S.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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165. Dependencia e independencia lineal

542. En el espacio vectorial usual R2 analizar si v1 = (2,−1), v2 = (3, 2)
son linealmente independientes.

543. En el espacio vectorial usual R3 analizar si son linealmente indepen-
dientes los vectores v1 = (1, 2,−1), v2 = (2,−1,−3), v3 = (−3, 4, 5).

544. Sean u, v, w vectores linealmente independientes en un espacio vec-
torial real E. Demostrar que u+v, u−v, u−2v+w también son linealmente
independientes.

545. Sea p(x) ∈ R[x] un polinomio de grado 2. Demostrar que el sistema
de vectores S = {p(x), p′(x), p′′(x)} es libre.

546. En el espacio vectorial real E = F(R,R) de las funciones de R en
R demostrar que los siguientes vectores son linealmente independientes los
vectores f(x) = e2x, g(x) = x2, h(x) = x.

547. Demostrar que en todo espacio vectorial cualquier vector no nulo es
linealmente independiente.

548. Demostrar que el sistema S = {fk(x) = sen kx : k = 1, 2, . . . , n} es
libre en E = F(R,R).

549. Demostrar que S = {1, x, x2, . . . , xn, . . .} es un sistema libre en R[x].

550. Demostrar las siguientes propiedades:
(a) El vector cero no puede pertenecer a un sistema libre.
(b) Todo subsistema de un sistema libre es libre.
(c) Todo supersistema de un sistema ligado es ligado.
(d) Un sistema es ligado si y sólo si existe un vector del sistema que es
combinación lineal de los demás.

551. En el espacio vectorial F(R,R), demostrar que los vectores f(x) =
senx, g(x) = cosx y h(x) = x, son linealmente independientes.

552. Demostrar que las funciones fk(x) = xαk (k = 1, . . . , n) con αk ∈ R,
y αi 6= αj si i 6= j, son linealmente independientes.

553. Se consideran las funciones

fk : R→ R, fk(x) = erkx

con k = 1, . . . n, rk ∈ R y n ≥ 2. Demostrar que estas funciones son lineal-
mente independientes ⇔ ri 6= rj para todo i 6= j.

554. Demostrar que la familia infinita F = {fi(x) = cosk x : k = 1, 2, . . .}
es libre en el espacio vectorial real de las funciones definidas en el intervalo
[0, π/2].
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166. Base de un espacio vectorial

555. Demostrar que los vectores u1 = (2, 3) y u2 = (−7, 1) forman un
base de R2.

556. Demostrar que B = {u1, u2, u3} es base del espacio vectorial S de
las matrices cuadradas, reales y simétricas de orden 2, siendo:

u1 =

[
1 0
0 0

]
, u2 =

[
0 1
1 0

]
, u3 =

[
0 0
0 1

]
.

557. Demostrar que B = {u1, u2, u3} es base del espacio vectorial A de
las matrices cuadradas, reales y antisimétricas de orden 3, siendo:

u1 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , u2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , u3 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 .
558. Sea K un cuerpo. Demostrar que:

B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)}

es base de Kn (base canónica de Kn).

559. Demostrar que

B ={


1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 ,


0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 , . . .

. . . ,


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 1 0

 ,


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1

 }

es base del espacio vectorial Km×n (base canónica de Km×n).

560. Demostrar que B = {1, x, x2, . . . , xn} es base del espacio vectorial
Rn[x] de los polinomios de R[x] de grado ≤ n. (base canónica de Rn[x]).

561. a) Hallar una base de Cn como espacio vectorial sobre C.
b) Hallar una base de Cn como espacio vectorial sobre R.
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562. Demostrar que en R[x] no existen bases con un número finito de
vectores.

563. Demostrar que B = {1, x, x2, . . . , xn, . . .} es base de R[x].

564. Sobre el cuerpo de los números reales se consideran las matrices de
la forma: [

λ −µ
3aλ −2µ+ bλ

]
con a, b constantes reales y λ, µ parámetros reales.
a) ¿Es este conjunto un subespacio vectorial?
b) En caso afirmativo, determinar una base.

167. Matrices diagonales, dimensión y base

565. Una matriz D = [dij ] ∈ Mn(K) se dice que es diagonal si dij = 0
cuando i 6= j. Demostrar que el subconjunto D de Mn(K) formado por las
matrices diagonales es subespacio de Mn(K). Hallar la dimensión y una base
de D.

168. Matrices escalares, dimensión y base

566. Una matriz E ∈ Mn(K) se dice que es escalar, si es diagonal y
todos los elementos de la diagonal principal son iguales. Demostrar que el
subconjunto E de Mn(K) formado por las matrices escalares es subespacio
de Mn(K). Hallar la dimensión y una base de E .

169. Matrices simétricas, dimensión y base

567. Hallar una base y la dimensión del subespacio S de Mn(K) formado
por las matrices simétricas. Particularizar para n = 2.

170. Matrices antisimétricas, dimensión y base

568. Hallar una base y la dimensión del subespacio A de Mn(K) formado
por las matrices antisimétricas. Particularizar para n = 3.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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171. Matrices triangulares, dimensión y base

569. Hallar una base y la dimensión del subespacio TS de Mn(K) formado
por las matrices triangulares superiores. Las mismas cuestiones, pero de
forma esquemática, para TI (subespacio de Mn(K) formado por las matrices
triangulares inferiores). Particularizar en ambos casos para n = 2.

172. Rango. Dependencia lineal en Kn

570. Hallar el rango de la matriz A =


1 2 −1 2
4 1 0 2
2 −3 2 −2
1 0 −1 3
2 1 2 −4

 .

571. Demostrar que los siguientes vectores de R4 son linealmente inde-
pendientes

(1, 3,−2, 5), (4, 2, 7,−3), (2, 7,−5, 4), (−3, 2,−2, 7).

173. Teorema de la base incompleta

572. Dados los vectores de R4, v1 = (2,−1, 3, 4) y v2 = (0, 5, 1,−1), com-
pletarlos con otros dos para formar una base de R4.

573. Sea B = {u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un} base de un espacio vectorial E.
Demostrar que E = 〈u1, . . . , ur〉 ⊕ 〈ur+1, . . . , un〉.

574. En el espacio vectorial R4, hallar un subespacio suplementario de

〈(2,−1, 3, 4), (0, 5, 1,−1)〉.

575. Determinar los valores de a ∈ R para los cuales R4 = F ⊕G, siendo

F = 〈(2, 1,−1, 1), (2, 3, 4,−0), (1, 1, 1, 1)〉 y G = 〈(2,−1, 3, a)〉.

174. Existencia de base en todo espacio vectorial

576. (1) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y S un subconjunto
de E linealmente independiente. Entonces, existe una base B de E que
contiene a S.
(2) Demostrar que todo espacio vectorial E tiene una base.
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175. Dimensión

577. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los si-
guientes espacios vectoriales:
1) Rn sobre R. 2) Rm×n sobre R. 3) Rn[x] sobre R.

578. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los si-
guientes espacios vectoriales:
1) R[x] sobre R. 2) Cn sobre C. 3) Cn sobre R.

579. Hallar la dimensión del espacio vectorial nulo.

580. Hallar la dimensión de un cuerpo considerado como espacio vectorial
sobre si mismo.

581. Demostrar que la dimensión de R sobre Q es infinita.

582. Determinar una base y la dimensión de C sobre R.

583. Sea K un cuerpo y K(x) el cuerpo de las fracciones racionales en la
indeterminada x con coeficientes en K. Hallar la dimensión de K(x) sobre
K.

584. Fácilmente se demuestra que Q(i) = {a+ bi : a, b ∈ Q} es un cuerpo
con las operaciones usuales (se le llama cuerpo de los números de Gauss).
Hallar la dimensión de Q(i) sobre Q.

176. Teorema de la torre

585. Si k un subcuerpo del cuerpo K, decimos que K una extensión de k
y a la dimensión del espacio vectorial K sobre k se la representa por [K : k].
Sea K2 una extensión de K1 y K3 extensión de K2 (y por tanto, también
de K1). Demostrar el teorema de la torre, es decir

[K3 : K1] = [K3 : K2][K2 : K1],

indistintamente para dimensiones finitas o infinitos.

177. Teorema de la dimensión para espacios vec-
toriales

586. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que todas las
bases de E tienen el mismo cardinal.
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178. Propiedades de la dimensión

587. Demostrar que los siguientes vectores forma base de R4

(2, 1, 0, 1), (0, 1, 2, 2), (−2, 1, 1, 2), (1, 3, 1, 2).

588. Sean E1 y E2 subespacios de E tales que dimE1 = 4, dimE2 = 5 y
dimE = 7. Se pide hallar la posible dimensión de E1 ∩ E2.

589. Si A ∈ R4×4 tiene rango 3, y F,C son los subespacios de R4 generados
por las filas y las columnas de A respectivamente, demostrar que dim(F ∩
C) ≥ 2.

590. En R3, demostrar que F1 = F2, siendo F1 = 〈(1, 2, 1), (1, 3, 2)〉 y
F2 = 〈(1, 1, 0), (3, 8, 5)〉.

591. Sea p(x) ∈ R[x] un polinomio de grado 2. Demostrar que

B = {p(x), p′(x), p′′(x)}

es base de R2[x].

592. Sea U un subespacio de M3(R) de dimensión 4. Demostrar que U
contiene alguna matriz simétrica no nula.

179. Teorema de Grassmann

593. Demostrar el teorema de Grassmann:
Sea E un espacio vectorial de dimensión finita y sean F y G subespacios de
E. Entonces,

dim(F +G) = dimF + dimG− dim(F ∩G).

180. Coordenadas

594. En R2, hallar las coordenadas del vector x = (1, 18) :
a) En la base B = {(3,−1), (−1, 4)}. b) En la base canónica Bc de R2.

595. Hallar las coordenadas del vector x = (7, 5,−2, 1) respecto de la base
de R4 :

B = {(1,−1, 2, 3), (4, 1, 0, 2), (3,−1, 3, 0), (1,−1, 1, 0)}.
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596. Hallar las coordenadas del vector p(x) = −2x3 − 11x2 − 25x − 20
respecto de las bases de R3[x] :
a) B = {1, (x+ 2), (x+ 2)2, (x+ 2)3}. b) B′ = {1, x, x2, x3}.

597. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo K, y
B una base de E. Denotemos por [u]B el vector de coordenadas de u ∈ E
con respecto de la base B. Demostrar que:
1) Para cada x ∈ E, el vector [x]B es único (es decir, las coordenadas de un
vector en una determinada base son únicas).
2) Para todo x, y ∈ E, se verifica [x + y]B = [x]B + [y]B (es decir, respecto
de una determinada base, las coordenadas de la suma de dos vectores, son
la suma de las respectivas coordenadas).
3) Para todo λ ∈ K, x ∈ E, se verifica [λx]B = λ[x]B (es decir, respecto de
una determinada base, las coordenadas de un escalar por un vector, son el
escalar por las coordenadas del vector).

181. Cambio de base

598. Sean B = {u1, u2} y B′ = {u′1, u′2}, dos bases de un espacio vectorial
real E de dimensión 2 tales que u′1 = u1 − 2u2, u

′
2 = 3u1 + 4u2. Se pide

hallar:
a) La matriz de cambio o de paso de B a B′.
b) La ecuación matricial del cambio de base.
c) Las coordenadas del vector 5u′1 − u′2 en la base B.
d) Las coordenadas del vector 7u2 en la base B′.

599. Se consideran las bases de R2, B = {(1, 2), (2,−1)} yB′ = {(3, 1), (2, 4)}.
Hallar la matriz de paso de B a B′.

600. Se consideran las bases de R3,

B = {(1, 1, 0), (−1, 0, 2), (0, 2, 5)}, B′ = {(0, 1, 1), (1, 1, 1), (3, 1, 0)}.

Hallar la matriz de paso de B a B′.

601. Sean B y B′ dos bases de un espacio vectorial E. Deducir la fórmula
del cambio de base [x]B = P [x]B′ , para todo x ∈ E, en donde para todo
j = 1, . . . , n, la columna j-ésima de P son las coordenadas de u′j con respecto
de la base B.

602. Sean B y B′ dos bases de un espacio vectorial E de dimensión finita
n. Demostrar que:
a) La matriz de cambio P de B a B′ es invertible.
b) La matriz de cambio de B′ a B, es P−1.
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182. Ecuaciones de los subespacios

603. Hallar la dimensión y una base del subespacio vectorial F de R4

determinado por el sistema:
x1 + x2 + x3 − x4 = 0
x1 − x2 + 2x3 + 5x4 = 0
−x1 + 5x2 − 4x3 − 17x4 = 0

y hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

604. Hallar unas ecuaciones impĺıcitas o cartesianas del subespacio de R4 :

F ≡


x1 = λ1 + λ2 − λ3

x2 = 2λ1 + λ2

x3 = −λ1 + 3λ2 − 7λ3

x4 = λ1 + λ3

(λ1, λ2, λ3 ∈ R).

605. Sea K un cuerpo y A ∈ Km×n, una matriz de orden m × n con
entradas en K. Demostrar que:
(a) F = {x = (x1, . . . , xn)t ∈ Kn : Ax = 0} es subespacio de Kn.
(b) dimF = n− rg(A).

183. Bases de la suma e intersección

606. Se consideran los subespacios de R4 :

U = {(x1, x2, x3, x4) : x2 + x3 + x4 = 0},

V = {(x1, x2, x3, x4) : x1 + x2 = 0, x3 = 2x4}.

Hallar unas bases de: (i) U. (ii) V. (iii) U ∩ V.

607. Sean F1 y F2 subespacios de un espacio vectorial E, y sean S1 y S2

sistemas generadores de F1 y F2 respectivamente. Demostrar que S1 ∪S2 es
sistema generador de F1 + F2.

608. En R4 se consideran los subespacios vectoriales:

U = 〈(3,−1, 1, 2), (−1, 0, 2,−1), (1,−1, 5, 0)〉,

V = 〈(1, 1,−1, 2), (5, 0,−2, 5)〉.

Hallar unas bases de U + V y de U ∩ V.
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184. Espacio vectorial cociente

609. Se considera el subespacio F de R4 :

F ≡
{
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0
x1 − x2 + 3x3 + 6x4 = 0.

(i) Hallar una base de F .
(ii) Hallar una base de R4/F .
(iii) Hallar las coordenadas del vector (1,−3, 2, 6) +F en la base hallada en
el apartado anterior.

610. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y F un subespacio de
E. Sea (E/F,+) el correspondiente grupo cociente, cuya operación suma
sabemos que está definida mediante: (x + F ) + (y + F ) = (x + y) + F. Se
define la operación ley externa:

λ(x+ F ) = (λx) + F, ∀λ ∈ K ∀(x+ F ) ∈ E/F.

Demostrar que E/F es espacio vectorial sobre K con las operaciones men-
cionadas (espacio vectorial cociente).

611. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión n y sea
F ⊂ E un subespacio vectorial. Supongamos que BF = {u1, . . . , ur} es base
de F y que

BE = {u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un}

es base de E. Demostrar que una base de E/F es

BE/F = {ur+1 + F, . . . , un + F}.

Deducir que dimE/F = dimE − dimF , igualdad válida también para los
casos r = 0 o r = n.

185. Cambio de base en orbitales atómicos

612. En la interpretación del enlace qúımico mediante la teoŕıa de orbi-
tales moleculares desempeñan un papel importante los orbitales h́ıbridos.
Cuando el estudio se lleva a cabo solamente con los orbitales s y p aparecen
tres clases de h́ıbridos a saber: sp1, sp2 y sp3. En los tres casos sólo se trata
de un cambio de base en un cierto espacio funcional. Las funciones de la ba-
se inicial son los orbitales atómicos s, px, py, pz (que se denotarán en forma
abreviada por s, x, y, z) y las funciones de la base h́ıbrida se definen como:
En sp3 :

h1 =
1

2
(s+ x+ y + z), h2 =

1

2
(s+ x− y − z),
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h3 =
1

2
(s− x− y + z), h4 =

1

2
(s− x+ y − z).

En sp2 :

t1 =
1√
3

(s+
√

2x), t2 =
1√
3

[s− 1√
2

(x−
√

3y)],

t3 =
1√
3

[s− 1√
2

(x+
√

3y)], t4 = z.

(a) Hallar la matriz T de cambio de base de la atómica a la h́ıbrida sp3 y
la matriz R de cambio de la atómica a la h́ıbrida sp2.
(b) Hallar en función de T y R la matriz de cambio de la hibridación sp3 a
la sp2.

186. Intersección en (Z7)
4

613. En el espacio (Z7)4 determinar la intersección de los subespacios
dados por

L1 = 〈(2, 3, 0, 4), (3, 5, 0, 6), (0, 4, 2, 0)〉 , L2 ≡
{

2x1 + 2x3 − x4 = 0
3x1 + 5x2 − 3x3 = 0.

187. Espacio vectorial F (A,F )

614. Sea A un conjunto no vaćıo y sea F un espacio vectorial sobre el
cuerpo K. Denotamos por F (A,F ) = {f : A → F} al conjunto de las fun-
ciones f de A en F. Se definen las operaciones

Suma en F (A,F ). Para todo f, g elementos de F (A,F ):

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ A.

Ley externa. Para todo f ∈ F (A,F ), y para todo λ ∈ K :

(λf)(x) = λf(x) ∀x ∈ A.

Demostrar que F (A,F ) es espacio vectorial sobre K con las operaciones
anteriormente definidas.

188. Realificación de un espacio vectorial comple-
jo

615. Sea E un espacio vectorial sobre C al que denotamos por E(C). Se
define el espacio realificado de E(C) y se denota por E(R) al espacio vectorial
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sobre R obtenido al sustituir en el producto por escalares en E, el cuerpo C
por el cuerpo R. Demostrar que si E(C) es de dimensión finita n, entonces
E(R) es de dimensión 2n.

189. Subespacios transversales

616. Sea E un espacio vectorial real. Se dice que dos subespacios vecto-
riales U y V son transversales cuando U + V = E. Se pide:
a) Determinar cuales de las nueve parejas ordenadas posibles (formadas por
dos de estos tres subespacios) son transversales. Justificar la respuesta.

U = {x, x, x) : x ∈ R},
V = {x, x, y) : x, y ∈ R},
W = {x, y, 0) : x, y ∈ R}.

b) Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que si f transforma
subespacios transversales de E en subespacios transversales de F , entonces
f es sobreyectiva.
c) Enunciar la proposición rećıproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso de ser verdadera dar una demostración, y en caso contrario construir
un contraejemplo).

190. Wronskiano

617. Sea I un intervalo de la recta real y f1, . . . , fn funciones derivables
hasta orden n− 1 en I. Se define el wronskiano de dichas funciones como

W (f1, . . . , fn)(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)

...
...

. . .
...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , x ∈ I.

(a) Demostrar que si el wronkiano es distinto de cero en algún punto de I,
entonces las funciones f1, . . . , fn son linealmente independientes en I.
(b) Aplicación: demostrar que las funciones f1(x) = sinx, f2(x) = x3

f3(x) = 1 son linealmente independientes en R.
(c) Demostrar que el rećıproco del resultado del apartado (a) no es cier-
to. Para ello considérense las funciones en I = R dadas por g1(x) = x3,
g2(x) = |x|3 .
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191. Espacio vectorial no usual

618. Sea el conjunto H = R× R>0.

1) Demostrar que (H,⊕) es grupo abeliano, estando ⊕ definida mediante

(x, y)⊕ (z, w) = (x+ z − 2, yw).

2) Demostrar que la operación

R×H → H, λ⊗ (x, y) = (λx− 2λ+ 2, yλ)

dota al grupo abeliano H del apartado anterior, de estructura de espacio
vectorial sobre el cuerpo R.

192. Familia libre de funciones escalonadas

619. Para cada n ∈ Z>0 se considera la función fn : [0, 1]→ R:

fn(x) =



0 si 0 ≤ x ≤ 1

n+ 1

2n(n+ 1)x− 2n si
1

n+ 1
< x <

1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
1 si x =

1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
−2n(n+ 1)x+ 2n+ 2 si

1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
< x <

1

n

0 si
1

n
≤ x ≤ 1

Demostrar que el sistema S = {fn : n ∈ Z>0} es libre.

193. Matrices mágicas

Todas las matrices con las que trabajamos en este problema serán ma-
trices 3 × 3 con elementos aij reales. Una tal matriz se dice que es mágica
śı y sólo si son iguales la ocho sumas:

ai1 + ai2 + ai3, a1j + a2j + a3j , a11 + a22 + a33, a31 + a22 + a13

para todo i, j = 1, 2, 3. Es decir, si es común la suma de los elementos cada
fila, de cada columna y de cada una de las diagonales. Se consideran las
matrices:

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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A =

−1 2 −1
0 0 0
1 −2 1

 , B = At, C =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


620. Demostrar que cualquier matriz M es la suma de una simétrica M1

y de una antisimétrica M2 y que esta descomposición es única.

621. Demostrar que la suma de dos matrices mágicas es mágica, que la
traspuesta de una matriz mágica es mágica y que el producto de un escalar
por una matriz mágica es mágica. Demostrar que si M es mágica también
lo son M1 y M2. Verificar que A,B,C son mágicas.

622. Construir todas las matrices mágicas antisimétricas.

623. Construir todas las matrices mágicas simétricas, comenzando por
estudiar el caso en el que la suma común es nula.

624. Construir todas las matrices mágicas. Demostrar que forman un es-
pacio vectorial sobre R. ¿Cúal es la dimensión de este espacio?

625. Calcular A2, B2, C2, AC,BC,CA,CB. Demostrar que AB + BA es
combinación lineal de C y de I.

626. ¿Cuál es la condición necesaria y suficiente para que el producto de
dos matrices mágicas sea mágica? Determinar todas las matrices mágicas
que son producto de dos mágicas.

627. Demostrar que el producto de una matriz mágica por una combina-
ción lineal de I y de C es mágica.

628. Demostrar que las potencias pares de una matriz mágica no son
matrices mágicas (salvo un caso particular a precisar), pero las potencias
impares de una matriz mágica son siempre mágicas.

629. ¿Cuando una matriz mágica es invertible? En su caso hallar la inversa
¿Es la inversa una matriz mágica? Estudiar si son mágicas las potencias
negativas de una matriz mágica.

194. Matriz de Gram y dependencia lineal

630. Sean f1, f2, . . . , fn : [a, b]→ R continuas y

G[f1, . . . , fn] = det


〈f1, f1〉 〈f1, f2〉 . . . 〈f1, fn〉
〈f2, f1〉 〈f2, f2〉 . . . 〈f2, fn〉

...
...

〈fn, f1〉 〈fn, f2〉 . . . 〈fn, fn〉
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en donde 〈f, g〉 =

∫ b

a
f(x)g(x) dx. Demostrar que

{f1, . . . , fn} es linealmente dependiente ⇔ G[f1, . . . , fn] = 0.

195. Acotación del rango de AB

631. Sean K un cuerpo y A y B matrices multiplicables con elementos en
K. Demostrar que rango (AB) ≤ mı́n {rango A, rango B} .

196. Espacio vectorial producto

632. Vamos a construir el espacio vectorial producto de una colección
cualquiera de espacios vectoriales. Sea ∆ un conjunto no vaćıo de ı́ndices
y {Vi : i ∈ ∆} una colección de espacios vectoriales sobre el cuerpo K. El
conjunto producto cartesiano de los Vi se define según sabemos como

V =
∏
i∈∆

Vi = {f : ∆→
⋃
i∈∆

Vi : f es aplicación con f(i) ∈ Vi ∀i ∈ ∆}.

Demostrar que V es espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f, g ∈ V, (f + g)(i) = f(i) + g(i)
Ley externa. Para todo α ∈ K y para todo f ∈ V , (αf)(i) = αf(i).

197. Espacio suma directa externa

633. Sea ∆ un conjunto no vaćıo de ı́ndices, {Vi : i ∈ ∆} una colección
de espacios vectoriales sobre el cuerpo K y V =

∏
i∈∆ Vi el correspondiente

espacio vectorial producto. Se define la suma directa externa de los espacios
Vi como⊕

i∈∆

Vi = {f ∈ V : f(i) = 0 salvo un número finito de ı́ndices i ∈ ∆}.

Demostrar que la suma directa externa de los espacios Vi es subespacio de
V.

198. Base del espacio suma directa externa

634. Sea Vi = K para todo i ∈ K y llamemos U =
⊕

i∈∆K, es decir la
suma directa externa consta ahora de |∆| copias de K. Para todo i ∈ ∆
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definimos el vector δi ∈ U de la forma δi(j) = 1 si j = i y δi(j) = 0 si j 6= i.
Es decir, δi(j) = δij (deltas de Kronecker).
Demostrar que B = {δi : i ∈ ∆} es base de U =

⊕
i∈∆K.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Aplicaciones lineales

199. Concepto de aplicación lineal

635. Demostrar que la aplicación f : R[x] → R[x] dada por f(p) = p′

(derivada de p), es lineal.

636. Sea K un cuerpo. Demostrar que la siguiente aplicación es lineal

f : Km×n → Kn×m, f(X) = XT (traspuesta de X).

637. Sea K un cuerpo y A ∈ Kn×n matriz fija dada. Demostrar que apli-
cación

f : Kn×n → Kn×n, f(X) = AX −XA
es lineal.

638. Sea C[a, b] el espacio vectorial real de las funciones reales x(t), con-
tinuas en el intervalo [a, b]. Estudiar si es lineal la aplicación:

f : C[a, b]→ R, f (x(t)) =

∫ b

a
x(t) dt.

639. Sea K un cuerpo y A ∈ Km×n matriz fija dada. Estudiar si es lineal
la aplicación

f : Km×n → Km×n, f(X) = A+X.

640. Sea f : R3 → R2 la aplicación f(x, y, z) = (x + 1, x + 2y + 3z).
Analizar si es lineal.

641. Sea C el espacio vectorial de los números complejos sobre el cuerpo
C. Analizar si es lineal la aplicación

f : C→ C, f(z) = z̄ (conjugado de z).

Ídem considerando C como espacio vectorial sobre el cuerpo R.

145
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642. Sea f : E → F una aplicación lineal y S = {v1, . . . , vp} ⊂ E un
sistema ligado. Demostrar que f(S) también es ligado.

643. Dar un ejemplo de una aplicación lineal f : E → F que transforme
un sistema libre de S en un sistema ligado de F.

644. Determinar el conjunto de todas las aplicaciones lineales f : R→ R
considerado R como espacio vectorial sobre śı mismo.

645. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y
f : E → F una aplicación. Demostrar que:

f es lineal ⇔ f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) ∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ E.

646. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que,
1) f(0) = 0.
2) f(−x) = −f(x) ∀x ∈ E.
3) f(x− y) = f(x)− f(y) ∀x, y ∈ E

647. Sea E = C (R+) el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas f definidas en R+. Sea T : E → E la aplicación f → T (f) = F definida
por F (x) =

1

x

∫ x

0
f(t) dt (x > 0)

F (0) = f(0).

Demostrar que T es lineal.

648. Sea K un cuerpo y A ∈ Kn×n matriz fija dada. Demostrar que apli-
cación f : Kn×n → Kn×n, f(X) = AX es lineal.

200. Núcleo e imagen

649. Se considera la aplicación lineal f : R3 → R4 :

f(x, y.z) = (x+ 2y − z, −x+ y + 2z, 3y + z, 3x− 5z).

Hallar unas bases de ker f e Im f.

650. Sea D : R[x]→ R[x] la aplicación lineal definida dada por D(p) = p′

(derivada de p). Determinar kerD e ImD.

651. Se considera la aplicación

f : Rn×n → Rn×n, f(X) = X −XT

en donde XT representa la traspuesta de X.
1) Demostrar que f es lineal.
2) Determinar ker f e Im f.
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652. Sea f : E → F lineal e inyectiva. Demostrar que si S = {v1, . . . , vp} ⊂
E es sistema libre, también f(S) es sistema libre.

653. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que:
a) ker f es subespacio vectorial de E.
b) Im f es subespacio vectorial de F.

654. Sea f : E → F una aplicación lineal, E1 subespacio de E y F1

subespacio de F. Demostrar que
(i) La imagen directa de E1, es decir f(E1), es subespacio de F.
(ii) La imagen inversa de F1, es decir f−1(F1), es subespacio de E.
(iii) Particularizar para E1 = E y F1 = {0}.

655. Definir dos endomorfismos en R[x], uno inyectivo pero no sobreyec-
tivo y otro sobreyectivo pero no inyectivo. ¿Es posible alguna de las dos
situaciones anteriores para un espacio vectorial E de dimensión finita?

201. Teorema de las dimensiones

656. Demostrar el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales:

Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K con dimE finita y sea
f : E → F aplicación lineal. Entonces,

dimE = dim(ker f) + dim(Im f).

202. Matriz de una aplicación lineal

657. Sean E y F espacios vectoriales reales y BE = {u1, u2, u3}, BF =
{v1, v2, v3, v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicación
lineal f : E → F definida por:

f(u1) = v1 − v2 + v3

f(u2) = 2v1 + 2v2 + v3 + 2v4

f(u3) = 4v2 − v3 + 2v4.

Hallar la matriz A de f respecto de las bases BE y BF .

658. Se considera la aplicación lineal f : R3 → R2 de finida por:

f(x, y, z) = (x+ y + z, 3y).

Determinar la matriz de f con respecto de las base canónica B del espacio
inicial y la B′ = {(2, 0), (0,−1)} del espacio final.
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659. Sea R5[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado ≤ 5
con coeficientes en R. Se considera la aplicación lineal

T : R5[x]→ R5[x], T (p(x)) = p(x+ 1)− p(x).

Hallar la matriz de T con respecto a la base canónica B en el espacio inicial
y la misma B en el espacio final.

660. Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios reales de grado ≤ 3,
M2(R) el de las matrices cuadradas reales de orden 2 y α un número real.
Definimos la aplicación T : P3(R)→M2(R),

Tα(p) =

[
p(α) p(α+ 1)
p′(α) p′(α+ 1)

]
.

Demostrar que Tα es lineal y hallar su matriz en las respectivas bases canóni-
cas de P3(R) y M2(R).

661. Sea el espacio vectorial usual C2 sobre el cuerpo de los reales. Sea la
transformación lineal T : C2 → C2 dada por

T (z1, z2) = (iz1 − z2, z2).

Obtener la matriz asociada a T referida a la base de C2 :

B = {(1, 0), (2i, 0), (0, 1), (0, 2− 3i)}.

662. Sea ϕ el endomorfismo del espacio vectorial de los polinomios reales
de grado ≤ 2 que asigna a cada polinomio p(x) :

ϕ[p(x)] =
1

x

∫ 1

0
p(t+ x) dt.

Hallar la matriz A de ϕ en la base {1, x, x2}.
663. Se considera el espacio vectorial C sobre el cuerpo R.

1) Demostrar que f : C→ C, f(z) = (1 + i)z es lineal.
2) Demostrar que B = {i, 1 + i} es base de C sobre R.
3) Hallar la matriz de f en la base B.

203. Expresión matricial

664. Sean E y F espacios vectoriales reales y BE = {u1, u2, u3}, BF =
{v1, v2} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicación lineal
f : E → F definida por: 

f(u1) = v1 + 3v2

f(u2) = −2v1 + 4v2

f(u3) = v1 + v2.

Hallar f(x), siendo x = u2 + 5u3.
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665. Sean E y F espacios vectoriales reales y BE = {u1, u2, u3}, BF =
{v1, v2, v3, v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicación
lineal f : E → F definida por:

f(u1) = v1 − v2 + v3

f(u2) = 2v1 + 2v2 + v3 + 2v4

f(u3) = 4v2 − v3 + 2v4.

Determinar unas bases de ker f e Im f.

666. Se considera la aplicación lineal f : R4 → R3 definida por
f(1, 0, 0, 0) = (1, 2, 3)
f(1, 1, 0, 0) = (−1, 2, 1)
f(1, 1, 1, 0) = (0, 1,−1)
f(1, 1, 1, 1) = (1, 0, 1).

Determinar unas bases de ker f e Im f.

667. Deducir la fórmula de la ecuación matricial de una aplicación lineal.

668. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de dimen-
sión finita, y f : E → F una aplicación lineal. Sea A = [f ]BFBE la matriz de f
respecto de las bases BE y BF . Demostrar que:
a) Los vectores de F cuyas coordenadas son las columnas de A en la base
BF forman un sistema generador de la imagen de f .
b) La dimensión de la imagen de f es igual al rango de A.

669. Determinar los valores de a ∈ R para los cuales existe una transfor-
mación lineal F : R3 → R3 cumpliendo

F (1, 0, 2) = (2, 0, 1),

F (−1, 1, 1) = (1, 0, 1),

F (0, 1, 3) = (a, 0, 2).

670. Sea T : R5 → R5 un endomorfismo que satisface:
i) ker(T ) = {(x, y, z, t, u) ∈ R5 : x+ y − z = 0, 2y + t = 0, u = 0}.
ii) Los vectores v1 = (4, 0,−3,−2, 5)t y v2 = (0, 2, 1,−2, 3)t se transforman
en śı mismos.
iii) T (v3) = v3 siendo v3 = (2, 3, 1,−6, 8)t

a) Hallar una base de kerT.
b) Dar una matriz A de dicha aplicación lineal referida en la misma base en
el espacio de partida y llegada, indicando la base considerada.
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671. Sea f : R3[x]→ R3[x] la aplicación lineal dada por

f (p(x)) = xp′(x) + 2kp′′(x), k ∈ R.

Consideremos la base B = {1, x3, 1 + x, 1− x2} de R3[x]. Se pide:
a) Matriz asociada a f en la base B.
b) Determinar los valores de k para los que dim(ker f) > 1.

204. Núcleo e imagen del operador derivación

672. Se considera la aplicación f : Rn[x]→ Rn[x] tal que f [p(x)] = p′(x).
Se pide:
a) Demostrar que es lineal.
b) Hallar la matriz de f respecto de la base canónica B = {1, x, x2, . . . , xn}.
c) Ecuaciones y una base de ker f.
d) Ecuaciones y una base de Imf.

205. Clasificación de aplicaciones lineales

673. Clasificar las aplicaciones lineales:
1) f : R2 → R3, f(x1, x2) = (x1 + x2, −x1 + 2x2, 0).
2) g : R3 → R2, g(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3, x1 + x2 + x3).

674. Demostrar que f : R2 → R2 dado por

f

[
x1

x2

]
=

[
3 −1
4 2

] [
x1

x2

]
es isomorfismo.

675. Para todo λ ∈ R se considera el endomorfismo T en R3 cuya matriz
en la base canónica es

A =

λ+ 2 2λ+ 4 3λ+ 6
λ+ 2 3λ+ 6 3λ+ 6
λ+ 2 3λ+ 6 4λ+ 5

 .
Determinar los valores de λ para los cuales T es isomorfismo.

676. Demostrar que el endomorfismo D en R[x] que hace corresponder a
cada polinomio su derivada es epimorfismo pero no monomorfismo.

677. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que f es inyectiva
⇔ ker f = {0}.
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678. Demostrar que si f : E → F es isomorfismo, también f−1 : F → E
es isomorfismo.

679. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, f : E → F
isomorfismo y B = {u1, . . . , un} una base de E. Demostrar que B′ =
{f(u1), . . . , f(un)} es base de F.

680. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensión finita n.
Demostrar que E es isomorfo a Kn.

681. Sean E y F son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de
dimensión finita y dimE = dimF. Demostrar E es isomorfo a F.

682. Sean los espacios vectoriales sobre K de dimensión finita E(K), F (K),
G(K) y sean las bases respectivas BE = {u1, u2, u3}, BF = {v1, v2, v3} y
BG = {w1, w2, w3}. Sean los homomorfismos f ∈ L(E,F ), g ∈ L(F,G)
definidos por

f(u1) = 2v1 − v3

f(u2) = v2 + 2v3

f(u3) = v1 + 2v3,


g(v1 + v3) = 2w1 + 4w2 + 6w3

g(v2) = w2

g(v1 − v3) = 2w1 + 2w2 + 6w3.

Se pide
1. Matriz M(f) asociada a f respecto a BE y BF .
2. Matriz M(g) asociada a g respecto a BF y BG.
3. Matriz M(g ◦ f) asociada a g ◦ f respecto a BE y BG.
4. Rango de M(g ◦ f).
5. Dimensión de la imagen homomorfa de E(K) según g ◦ f .
6. Dimensión de ker f y de Im f .
7. ¿Es inyectiva f? ¿y g ◦ f?
8. ¿Pertenece u1 + u2 + u3 a ker f?
9. Encontrar una nueva base de F , B′F = {v′1, v′2, v′3} tal que la matriz
asociada a f respecto a BE y B′F sea I (matriz identidad).

206. Espacio vectorial de las aplicaciones lineales

683. Sean las aplicaciones lineales f, g : R3 → R2 cuyas matrices respecto
de unas bases dadas son respectivamente:

A =

[
2 3 −1
1 1 0

]
, B =

[
0 −4 −1
2 2 3

]
.

Hallar la matriz de 2f − 3g respecto de las bases dadas.
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152 207 Composición de aplicaciones lineales

684. Demostrar que (LK(E,F ),+) es grupo abeliano, estando definida la
operación + en la forma:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ E.

685. Demostrar que para todo α ∈ K, f ∈ LK(E,F ), la operación αf
definida mediante

(αf)(x) = αf(x) ∀x ∈ E

cumple las cuatro propiedades de la ley externa de los espacios vectoriales.

686. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones
respectivas m y n (finitas) y sean BE y BF bases de E y F respectivamente.
Demostrar que:

φ : LK(E,F )→ Kn×m, φ(f) = [f ]BFBE

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

687. Demostrar que si E y F son espacios vectoriales, ambos de dimensión
finita, se verifica dimLK(E,F ) = (dimE) (dimF ) .

207. Composición de aplicaciones lineales

688. Se considera la aplicación lineal f : R2[x]→ R2 dada por

f(a0 + a1x+ a2x
2) = (a0 + 2a1, 4a0 − a2),

y la aplicación lineal g : R2 → R3 cuya matriz en las bases canónicas de R2

y R3 es  1 3
2 0
−1 2

 .
Hallar la matriz de g ◦ f en las bases canónicas de R2[x] y R3.

689. Demostrar que f : R2 → R2 dado por

f

[
x1

x2

]
=

[
3 −1
4 2

] [
x1

x2

]
es isomorfismo y determinar el isomorfismo inverso.

690. Sean f y g dos endomorfismos en un espacio vectorial E. Demostrar
que: 1) Im(g ◦ f) ⊂ Im g. 2) ker f ⊂ ker(g ◦ f).
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691. Sean E,F,G tres espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean f :
E → F, g : F → G dos aplicaciones lineales. Demostrar que la composición
g ◦ f : E → G es aplicación lineal.

692. Sean E,F,G tres espacios sobre el cuerpo K de dimensiones finitas
y sean BE , BF y BG bases de E, F y G respectivamente. Demostrar que

[g ◦ f ]BGBE = [g]BGBF · [f ]BFBE .

693. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones
finitas, BE y BF bases de E y F respectivamente, y f : E → F isomorfismo.
Demostrar que [

f−1
]BE
BF

=
(

[f ]BFBE

)−1
.

694. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n > 0 y f : E → E
un endomorfismo que cumple dim(Im f) ≥ dim(ker f) y f2 = 0. Demostrar
que n es par.

695. En el espacio vectorial R3[x] de los polinomios de grado menor o
igual que 3 con coeficientes reales, se considera el subespacio W formado
por los polinomios de la forma ax3 + bx2 + bx − a (a y b números reales
arbitrarios).

Construir una aplicación lineal T : R3[x]→ R3[x] tal que ImT = W y T ◦
T = 0. Representar T mediante su matriz respecto de la base {1, x, x2, x3}.

208. Descomposición canónica, teorema de isomorf́ıa

696. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que
(a) n : E → E/ ker f, n(x) = x+ ker f es epimorfismo.
(b) g : E/ ker f → Im f, g(x+ ker f) = f(x) es isomorfismo.
(c) i : Im f → F, i(x) = x es monomorfismo.
(d) El siguiente diagrama es conmutativo:

E
f−−−−→ F

n ↓ ↑ i
E/ ker f

g−−→ Im f

es decir, f = i ◦ g ◦ n.

697. Se considera la aplicación lineal f : R4 → R3 cuya matriz respecto
de la base canónica B de R4 y la canónica B′ de R3 es

A =

 2 −1 1 0
1 −1 2 −1
−1 −1 4 −3

 .
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(a) Hallar unas bases C y D de E/ ker f e Imf respectivamente.
(b) Hallar la matriz N de n respecto de las bases B y C.
(c) Hallar la matriz Ā de f̄ respecto de las bases C y D.
(d) Hallar la matriz I1 de i respecto de las bases D y B′.
(e) Comprobar que A = I1ĀN . ¿Por qué ha de cumplirse necesariamente
esta igualdad?

209. Cambio de base, matrices equivalentes

698. Calcular los valores de a ∈ R para los cuales son equivalentes las
matrices reales:

A =

[
1 2 3
1 1 0

]
, B =

[
1 1 5
1 1 a

]
.

699. Sea f : R2 → R3 la aplicación lineal cuya matriz respecto de unas

bases BR2 = {u1, u2} y BR3 = {v1, v2, v3} es A =

[
1 −1 3
2 0 3

]
. Hallar

la matriz de f respecto de las nuevas bases B′R2 = {u1 + u2, u1 − u2} y
B′R3 = {v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3}.

700. Sea T : R2 → R2 la aplicación lineal dada por

T (2,−1) = (1, 1), T (3, 1) = (2, 4).

Hallar la matriz de T en la base canónica de R2.

701. Se considera la aplicación lineal f : R3 → R4 cuya matriz asociada
respecto de las bases canónicas es

A =


−1 2 3
2 −4 −6
0 −1 −2
1 1 3

 .

Localizar bases de R3 y R4 para que la matriz asociada a f sea de la forma[
Ir 0
0 0

]
, verificando el resultado.

702. Se considera la aplicación lineal f : R3[x]→ R2[x] dada por

f(p) = −p(0) + p′.

Hallar un par de bases en las que la matriz de f sea

[
Ir 0
0 0

]
.
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703. Sea A la matriz de una aplicación lineal f : E → F, en las bases BE =
{u1, . . . , um} y BF = {v1, . . . , vn}. Sean las nuevas bases B′E = {u′1, . . . , u′m}
y B′F = {v′1, . . . , v′n}.

Demostrar que la matriz de f en las bases B′E y B′F es Q−1AP, siendo
P la matriz de cambio de BE a B′E y Q la de cambio de BF a B′F .

704. Demostrar que la relación en Kn×m : A ∼ B ⇔ A es equivalente a
B, es una relación de equivalencia.

705. Sea f : E → F una aplicación lineal con dimE = m, dimF = n
finitas y sea dim Im f = r. Demostrar que existen bases BE y BF de E y F
respectivamente tales que:

[f ]BFBE =

[
Ir 0
0 0

]
,

siendo Ir la matriz identidad de orden r.

210. Matriz equivalente en forma canónica

706. Se considera la aplicación lineal f : R4 → R3 cuya matriz con res-
pecto de las bases canónicas de R4 y R3 es:

A =

−1 2 0 1
2 −4 −1 1
3 −6 −2 3


1) Determinar unas bases B y B′ de R4 y R3 respectivamente tales que

[f ]B
′

B =

[
Ir 0
0 0

]
.

2) Determinar matrices P y Q invertibles de orden 4 tales que

Q−1AP =

[
Ir 0
0 0

]
,

lo cual probará que A es equivalente a diag (Ir, 0) (que está en forma canóni-
ca).

211. Cambio de base en endomorfismos, matrices
semejantes

707. Sea f el endomorfismo en R3 cuya matriz en la base canónica B es

A =

2 0 1
0 1 −1
2 −1 2

 .
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Hallar la matriz de f en la base B′ = {u1, u2, u3}, siendo u1 = (1, 1, 1),
u2 = (1, 2, 2), u3 = (2, 3, 1).

708. Sea f : R2 → R2 el endomorfismo cuya matriz en la base B =

{(1, 2), (3, 1)} es A =

[
−1 2
3 5

]
. Hallar la matriz de f en la base canónica

de R2.

709. Sea T : R2 → R2 el endomorfismo dado por T (x1, x2) = (x1, 0).
Hallar la matriz de T en la base B = {(1, 2), (−1, 3)}.

710. Sea A la matriz de un endomorfismo f : E → E, en la base de E,
B = {u1, . . . , un}. Sea la nueva base B′ = {u′1, . . . , u′n}.

Demostrar que la matriz de f en las nueva base B′ es P−1AP, siendo P
la matriz de cambio de B a B′.

711. Demostrar que la relación en Kn×n : A ∼ B ⇔ A es semejante a B,
es una relación de equivalencia.

712. Demostrar que dos matrices semejantes tiene la misma traza y el
mismo determinante.

713. Encontrar dos matrices con el mismo determinante y con la misma
traza pero que no sean semejantes.

212. Anillo de los endomorfismos y grupo lineal

714. Demostrar que (EndK(E),+, ◦) es un anillo unitario, en donde + es
la suma habitual de aplicaciones lineales y ◦ la composición.

715. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y de dimensión finita n.
Sea B una base de E. Demostrar que la aplicación

ϕ : EndK(E)→ Kn×n, ϕ(f) = [f ]B

es un isomorfismo de anillos.

716. Demostrar que para todo λ ∈ K y para todo f, g ∈ EndK(E) se
verifica

(λg) ◦ f = λ(g ◦ f) = g ◦ (λf).

717. Denominamos por GLK(E) al subconjunto de EndK(E) formado por
los automorfismos de EndK(E). Demostrar que GLK(E) es grupo con la
operación composición (se llama grupo lineal del espacio vectorial E).
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213. Espacio dual, base dual

718. Encontrar la base B de E = R1[x] cuya dual es B∗ = {f1, f2}, siendo

f1[p(x)] =

∫ 1

0
p(x) dx, f2[p(x)] =

∫ 2

0
p(x) dx.

719. Encontrar la base dual de la base de R2, B = {(1,−2), (3, 4)}.

720. Usando el concepto de matriz inversa, encontrar la base dual de la
base de R3 :

B = {(2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)}.

721. Sea E = {p ∈ R[x] : grado p ≤ 2} y ϕ ∈ E∗, ϕ(p) = p(1) + p(−1).
Hallar las coordenadas de ϕ en la base dual de la B = {5, 2 + 3x, 1− x2}.

722. Sea E un espacio vectorial real, B = {e1, e2, e3} una base del mismo
y g : E → R la forma lineal que cumple g(e1 + e2) = 2, g(e2 − e3) = 1,
g(e3 − e1) = 3. Hallar las coordenadas de g en B∗.

723. Sea K cuerpo con caracteŕıstica distinta de 2. y de 7. Estudiar si las
siguientes formas lineales forman una base del espacio dual de K3

f1(x, y, z) = 2x− y + 3z,

f2(x, y, z) = 3x− 5y + z,

f3(x, y, z) = 4x+ 7y + z,

En caso afirmativo, hallar las coordenadas de f(x, y, z) = x + y + z en tal
base.

724. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensión finita n y
B = {e1, . . . , en} una base de E. Demostrar que B∗ = {f1, . . . , fn} es base
de E∗, en donde

f1(e1) = 1
f1(e2) = 0

. . .
f1(en) = 0


f2(e1) = 0
f2(e2) = 1

. . .
f2(en) = 0

. . .


fn(e1) = 0
fn(e2) = 0

. . .
fn(en) = 1.

725. Se consideran los elementos de (R2[x])∗ :

φ1(p) =

∫ 1

0
p(x) dx, φ2(p) = p′(1), φ3(p) = p(0).

Hallar una base de R2[x] cuya dual es {φ1, φ2, φ3}.
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214. Cambio de base en el espacio dual

726. En R3 se consideran las bases:

B1 = {(1, 1, 0), (−1, 0, 2), (0, 2, 5)}
B2 = {(0, 1, 1), (1, 1, 1), (3, 1, 0)}.

Hallar la matriz de cambio de B∗1 a B∗2 .

727. Sean E un espacio vectorial de dimensión 2, B y B′ bases de E, y P
la matriz de cambio de B a B′. Demostrar la matriz H de cambio de B∗ a
(B′)∗ es H =

(
P−1

)T
.

215. Subespacio conjugado o anulador

728. En R4 y respecto de una base B se considera el subespacio de ecua-
ciones cartesianas:

F :


x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0

2x1 − x2 + 2x3 = 0
x1 + x2 − x3 + 3x4 = 0

Hallar unas ecuaciones cartesianas del subespacio conjugado o anulador F 0,
en la base B∗.

729. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y F subespacio de E.
Demostrar que F 0 = {f ∈ E∗ : f(x) = 0 ∀x ∈ F} es subespacio de E∗.

730. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, F subespacio de E y BF =
{u1, . . . , ur} base de F. Demostrar que f ∈ F 0 ⇔ f(u1) = . . . = f(ur) = 0.

216. Aplicación transpuesta

731. Se considera la aplicación lineal D : R3[x]→ R2[x], D(p) = p′. Hallar
la matriz de la aplicación transpuesta DT respecto de las bases duales de la
canónicas de R2[x] y R3[x].

732. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, E∗ y F ∗ sus
duales respectivos y f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que la
aplicación transpuesta de f :

fT : F ∗ → E∗, fT (y∗) = y∗ ◦ f.

es una aplicación lineal.
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733. Demostrar que la aplicación ϕ : LK(E,F )→ LK(F ∗, E∗), ϕ(f) = fT

es lineal.

734. Demostrar que si f ∈ LK(E,F ) y g ∈ LK(F,G) entonces, (g ◦ f)T =
fT ◦ gT .

735. Demostrar que si f ∈ LK(E,E), entonces (IE)T = IE∗ .

736. Demostrar que si f ∈ LK(E,F ), es isomorfismo también lo es fT y(
f−1

)T
=
(
fT
)−1

.

737. Sea K un cuerpo, y u : K2 → K2 la aplicación lineal u(x, y) =
(x−y, x+y). Hallar uT (f) siendo f la forma lineal dada por f(x, y) = ax+by
con a, b ∈ K.

738. Sea f : Rn[x]→ R la forma lineal f(p) =
∫ b
a p(x)dx con a, b ∈ R. Sea

D el operador derivación sobre Rn[x] Calcular DT (f).

739. Dada T ∈
(
R2
)∗
, comprobar que T pertenece a

(
R3
)∗
, donde T

viene definida por

T (x, y, z) = T (x+ y, x+ y − z).

Definamos ahora ϕ :
(
R2
)∗ → (

R3
)∗
, ϕ(T ) = T .

Demostrar que ϕ es lineal y calcular la matriz asociada a ϕ con respecto de
las bases duales de R2 y R3.

217. Suma directa de dos núcleos

740. Sea T ∈ EndK(E) y f, g, h ∈ K[t] tales que

f(t) = g(t)h(t), f(T ) = 0, g, h primos entre śı.

Demostrar que E = ker g(T )⊕ kerh(T ).

218. Un endomorfismo nilpotente

741. Sea f : R3 → R3 la aplicación lineal que tiene respecto a la base
canónica {e1, e2, e3} asociada la matriz

A =

 0 1 − sin θ
−1 0 cos θ
− sin θ cos θ 0

 (θ constante ).
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Se pide:
(a) Probar que la aplicación f3 = f ◦ f ◦ f es la aplicación nula.
(b) Si para k ∈ R se define la aplicación lineal ϕk : R3 → R3 mediante

ϕk = i+ kf + (k2/2)f2 (i aplicación identidad).

probar que el conjunto G = {ϕk : k ∈ R} es un grupo respecto de la com-
posición de aplicaciones.
(c) Si e′1 = (cos θ, sin θ, 0), e′2 = (0,−1,− sin θ), e′3 = (1, 0, cos θ), compro-
bar que {e′1, e′2, e′3} es una base de R3.
(d) Hallar la matriz de f asociada a la base {e′1, e′2, e′3}.

219. Hiperplanos

742. Sea V un espacio vectorial real de dimensión n > 1. Se dice que H
es un hiperplano de V cuando H es un subespacio vectorial de dimensión
n− 1. Se pide:
(a) Determinar cuales de los subconjuntos H1, H2, H3, H4 del espacio vec-
torial R3 son subespacios, y cuales hiperplanos. Justificar las respuestas.

H1 = {(x, x, x) : x ∈ R}, H2 = {(x, x, y) : x ∈ R, y ∈ R},
H3 = {(x, x, 0) : x ∈ R}, H4 = {(x, x, 1) : x ∈ R}.

(b) Sea f : V → R una forma lineal no idénticamente nula. Demostrar que
entonces el núcleo de f es un hiperplano de V.
(c) Enunciar la proposición rećıproca de la anterior, y estudiar su validez
(en caso afirmativo da una demostración, y en caso contrario construir un
contraejemplo.

220. Endomorfismo y suma S4 = 14 + ...+ n4

743. 1. Sea R5[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor
que 6 con coeficientes en R. Se considera la aplicación T : R5[x] → R5[x]
definida por ∀p(x) ∈ R5[x], T (p(x)) = p(x+ 1)− p(x). Demostrar que T es
lineal.
2. Estudiar si es cierto el siguiente enunciado: p ∈ kerT ⇔ p es constante.
3. Hallar las imágenes por T de la base canónica de R5[x] y calcular T−1(x4).
4. Utilizar el resultado anterior para deducir una expresión de la suma

S4 = 14 + 24 + 34 + . . .+ n4.
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221. Sucesiones exaxtas

744. Sean E, F, G, H espacios vectoriales, y sean f : E → F , g : F → G,

h : G → H aplicaciones lineales. Se dice que la sucesión E
f→ F

g→ G es
exacta en F cuando Imf = ker g.
(a) Supongamos que dimE = 0. Enunciar y demostrar una condición nece-

saria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesión E
f→ F

g→ G sea
exacta en F .
(b) Supongamos que dimH = 0. Enunciar y demostrar una condición ne-

cesaria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesión F
g→ G

h→ H
sea exacta en G.
(c) Supongamos que la sucesión E

f→ F
g→ G

h→ H es exacta en F y exacta
en G. Estudiar la validez de la proposición f es sobreyectiva si y sólo si h es
inyectiva. Dar una demostración o construir un contraejemplo.

222. Endomorfismo en un subespacio de C(R).

745. En el espacio vectorial C(R) de las funciones continuas de R en R se
consideran φ1, φ2, φ3 definidas ∀x ∈ R por:

φ1(x) = 1, φ2(x) = x, φ3(x) = x log |x| si x 6= 0, φ3(0) = 0.

1. Probar que B = (φ1, φ2, φ3) es una familia libre en C(R). Si E es el
subespacio vectorial de C(R) generado por B, demostrar que la funcion φ :
R→ R definida por: φ(x) = 1 + x− x log |x| si x 6= 0, φ(0) = 0 pertenece a
E y hallar sus coordenadas en la base B.
2. Sea f el endomorfismo en E cuya matriz respecto de B es:

M =

 2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

 .
Estudiar si f es automorfismo y determinar en su caso f−1. Resolver la
ecuación f(ϕ) = φ, donde φ es la función definida en el apartado anterior.
3. Calcular (M − I)(M + 3I). Expresar M2 y M−1 en función de M y de I.
Probar que ∀n ∈ Z, ∃un, vn ∈ R tales que Mn = unI + vnM y que un + vn
es constante.
4. Expresar un, vn y Mn en función de n para n ≥ 0.

223. Un operador traspuesto en el espacio dual

746. Sea E = {p ∈ R[x] : gr p < 5}, F = {p ∈ E : p(0) = p(1) = 0}, f el
endomorfismo en E definido por:
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a0 +a1x+a2x
2 +a3x

3 +a4x
4 → a0 +a1x+ (a2−a4)x2− (a1 +a2−a4)x3.

y g la restricción de f a F. Se pide:
1. Demostrar que F es un espacio vectorial y hallar una base B de F.
2. Demostrar que f(F ) ⊂ F y hallar la matriz de g respecto de B.
3. Determinar unas bases de ker g e Im g.
4. Obtener la matriz gt, operador traspuesto de g, respecto de la base dual
de B, y hallar la imagen de x3 − x por la forma lineal gt(φ) siendo φ el
elemento de F ∗ definido por φ(p) = 2.

224. Interpolación en el espacio dual

747. Sea V el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y
de grado menor o igual que 2. Se consideran las formas lineales f0, f1, f2 :
V → R definidas por

< f0, p(x) >= p(0), < f1, p(x) >= p′(0), < f2, p(x) >= p′′(0).

Estas formas lineales son una base del espacio dual V ∗.
1. Encontrar una base de V cuya dual sea la base {f0, f1, f2}. Encontrar un
polinomio q(x) (de V ) tal que q(0) = 0!, q′(1) = 1!, q′′(0) = 2!.
2. Encontrar un polinomio r(x) (de V ) tal que

r(0) = 0!

r′(0) + r′′(0) = 1! + 2!

r(0) + r′(0) + r′′(0) = 0! + 1! + 2!.

¿Queda r(x) determinado uńıvocamente por las condiciones anteriores? En
V , se consideran las formas lineales g0, g1, g2 : V → R definidas por

< g0, p(x) >= p(0)

< g1, p(x) >= p′(0) + p′′(0)

< g2, p(x) >= p(0) + p′(0) + p′′(0).

¿ Son una base de V ∗?

Sea ahora E un espacio vectorial real de dimensión n+1 y h0, h1, h2, . . . , hn,
n+1 formas lineales en E, hi : E → R y sean z0, z1, z2, . . . , zn, n+1 números
reales. Se denomina problema de interpolación al siguiente:
Encontrar un elemento v de E tal que

< h0, v >= z0, < h1, v >= z1, < h2, v >= z2, . . . < hn, v >= zn
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Aśı pues, los los problemas de los apartados 1. y 2. son problemas de
interpolación.
3. Demostrar que una condición suficiente para que un problema de in-
terpolación tenga solución y sea única, para cada conjunto de números
z0, z1, z2, . . . , zn es que las formas lineales h0, h1, h2, . . . , hn sean una base
de E∗. Indicación: Expresar la posible solución en la base de E cuya dual
es h0, h1, h2, . . . , hn.
4. ¿Esta condición es también necesaria? Dar una demostración o un con-
traejemplo.

En el espacio V de los apartados 1. y 2. se considera la base s0(x) = 1,
s1(x) = 1 + x, s2(x) = 1 + x+ x2.
5. Calcular los determinantes∣∣∣∣∣∣
< f0, s0 > < f1, s0 > < f2, s0 >
< f0, s1 > < f1, s1 > < f2, s1 >
< f0, s2 > < f1, s2 > < f2, s2 >

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
< g0, s0 > < g1, s0 > < g2, s0 >
< g0, s1 > < g1, s1 > < g2, s1 >
< g0, s2 > < g1, s2 > < g2, s2 >

∣∣∣∣∣∣ .
En el espacio E del apartado 3. se considera una base {e0, e1, e2, . . . , en}.
Enunciar y demostrar una condición necesaria y suficiente sobre el valor del
determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
< h0, e0 > . . . < hn, e0 >

...
...

< h0, en > . . . < hn, en >

∣∣∣∣∣∣∣
para que el problema de interpolación tenga solución única para cada con-
junto de números z0, z1, . . . , zn.

225. Clasificación de una familia de endomorfis-
mos

748. Se consideran los homomorfismos fλ de un espacio vectorial real E
de dimensión 3 definidos por las ecuaciones

fλ(e1) = e1 + e2 + λe3

fλ(e2) = e1 + λe2 + e3

fλ(e1) = e1 + e2 + λ2e3.

donde λ ∈ R y B = {e1, e2, e3} es una base de E.
1. Clasificar en función de λ los distintos endomorfismos fλ indicando su
naturaleza. Para aquellos fλ que no sean automorfismos, definir la imagen
y el núcleo. Para los que sean automorfismos, definir su inverso.
2. Dado el vector b = e1 + 2e2 + e3 disentir la existencia o no de solución de
la ecuación fλ(x) = b.
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226. Dos aplicaciones lineales

749. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales de una variable
real que son indefinidamente derivables, con las operaciones habituales de
suma de funciones y producto por números reales. Se consideran en E las
aplicaciones I y D definidas por

I (f(x)) =

∫ x

0
f(t) dt, D (f(x)) = f ′(x).

a) Demostrar que I y D son aplicaciones lineales de E en E.
b) Determinar D ◦ I − I ◦ D.
c) Hallar ker (Id− I) y ker (Id−D) , siendo Id la identidad en E.
d) ¿Existen la aplicación inversa de Id−D?

227. Endomorfismo en C sobre R

750. Sea C el espacio vectorial de los números complejos respecto del cuer-
po R de los números reales. Se considera la aplicación f : C → C definida
para todo z ∈ C por f(z) = uz, en donde u = 1 + i siendo i la unidad
imaginaria.

1. Demostrar que f es una aplicación lineal.
2. Determinar la matriz asociada a f respecto de la base canónica {1, i}.
3. Determinar el núcleo y la imagen de f.
4. Determinar según el valor de n entero y positivo, la matriz de fn respecto
de la base canónica.
5. Determinar la dimensión del espacio vectorial sobre R formado por todas
las aplicaciones lineales que son combinación lineal de las fn, es decir del
espacio vectorial F = {

∑
n∈N anf

n : an ∈ R}.

228. Matrices circulantes

751. Sea T : Cn → Cn dada por T (x0, x1, . . . , xn−1) = (xn−1, x0, . . . , xn−2).
Se llama matriz circulante de orden n determinada por x = (x0, x1, . . . , xn−1)
y la representamos por circ{x}, a la matriz cuyos filas en el orden natural
son v, T (v), . . . , Tn−1(x), es decir

circ {x} =


x

T (x)
...

Tn−1(x)
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1) Escribir de forma expĺıcita una matriz circulante genérica.
2) Sea Circ(n) = {circ{x} : x ∈ Cn} el conjunto de todas las matrices
circulantes de orden n. Demostrar que es subespacio vectorial de Cn×n.
3) Demostrar que la aplicación Φ : Cn → Circ(n) dada por Φ(x) = circ{x}
es isomorfismo de espacios vectoriales.
4) Hallar la dimensión y una base de Circ(n). Escribir expĺıcitamente esta
base para n = 3.

229. Aplicación T (X) = AX −XA−1

752. Sea A una matriz fija e invertible en el espacio Rn×n de las matrices
cuadradas reales de orden n. Se considera la aplicación

T : Rn×n → Rn×n, T (X) = AX −XA−1.

Estudiar si es una transformación lineal. Si la respuesta es afirmativa, para
el caso

A =

[
5 1
4 1

]
∈ R2×2

hallar una base del núcleo de T y estudiar si es isomorfismo.

230. Matriz del cuadrado de un endomorfismo

753. Sea V un espacio vectorial real y B = {v1, v2}, B′ = {v2,−v1 + v2}
sendas bases de V. Se considera el endomorfismo f : V → V tal que su
matriz en las bases B y B′ es

[f ]B
′

B =

(
1 1
0 1

)
.

Se pide determinar [f ◦ f ]B
′

B .

231. kerT t = (Im T )0 y kerT t = (Im T )0

754. Sea T : E → F una aplicación lineal y T t : F ∗ → E∗ la aplicación
lineal transpuesta de T , es decir T t(f) = f ◦ T. Demostrar que
(1) kerT t = (Im T )0.
(2) Si E y F son de dimensión finita, entonces Im T t = (kerT )0.
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Valores y vectores propios

232. Concepto de valor y vector propio

755. Se considera el endomorfismo f : R2 → R2 dado por

f

(
x1

x2

)
=

(
2 2
1 3

)(
x1

x2

)
.

Analizar cuales de los siguientes vectores son vectores propios de f

v = (1, 1)t, v = (−2, 1)t, w = (3, 1)t.

756. Sea E el espacio vectorial

E = {x : R→ R : x es infinitamente derivable en R}.

Demostrar que para todo a ∈ R, la función v(t) = eat es vector propio del
endomorfismo f : E → E dado por f (x(t)) = x′(t).

757. En el espacio vectorial real E de los vectores libres del plano se
considera el endomorfismo f que rota cada vector x ∈ E un ángulo θ = 90o.
Demostrar que f no tiene vectores propios.

758. Sea E 6= {0} un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Hallar los valores
y vectores propios de los endomorfismos

(a) 0 : E → E, 0(x) = 0 ∀x ∈ E (endomorfismo nulo).
(b) I : E → E, I(x) = x ∀x ∈ E (endomorfismo identidad).

759. Se considera la matriz

A =


a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

 (a, b ∈ R).

167



168 233 Primeras propiedades

Comprobar que u = (1, 1, 1, 1)t y v = (1, 0, 0,−1)t son vectores propios de
la matriz A.

760. Una matriz cuadrada A se dice que es involutiva si, y sólo si A2 = I.
Demostrar que si λ es valor propio de una matriz involutiva, entonces λ = 1
o λ = −1.

761. Supongamos que x es un vector propio de un endomorfismo f : E →
E, asociado a un valor propio λ. Demostrar que para todo entero n > 0, x
también es un vector propio de fn correspondiente a λn.

233. Primeras propiedades

762. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión finita n y
f : E → E un endomorfismo. Demostrar que si B es una base de E formada
por vectores propios de f , entonces la matriz de f en la base B es diagonal.

763. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y f : E → E un endomor-
fismo. Sea λ valor propio de f . Demostrar que Vλ = {x ∈ E : f(x) = λx} es
subespacio vectorial de E.

764. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y f : E → E un endomorfis-
mo que admite m valores propios distintos λ1, . . . , λm. Sea S = {x1, . . . , xm}
en donde para cada i = 1, . . . ,m, xi es vector propio asociado a λi. Demos-
trar que S es un sistema libre.

234. Polinomio caracteŕıstico

765. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión finita n. Sea
A la matriz de f respecto de una determinada base B de E. Demostrar que:
(a) λ ∈ K es valor propio de f ⇔ det(A− λI) = 0
(b) Si λ ∈ K es valor propio de f , entonces x ∈ Vλ ⇔ (A − λI)X = 0 en
donde X es el vector de coordenadas de x en la base B.

766. Sea K un cuerpo y A,B ∈ Kn×n dos matrices semejantes. Demostrar
que A y B tienen el mismo polinomio caracteŕıstico.

767. Sea A ∈ Kn×n y sea χ(λ) su polinomio caracteŕıstico. Demostrar
que:

χ(λ) = λ2 − (traza A)λ+ detA (si n = 2),

χ(λ) = −λ3 + (traza A)λ2 − (A11 +A22 +A33)λ+ detA (si n = 3),

en donde Aii representa el adjunto del elemento aii de la matriz A.
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Caṕıtulo 12. Valores y vectores propios 169

768. Sea A ∈ Kn×n y sea χ(λ) su polinomio caracteŕıstico. Demostrar que

χ(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1(traza A)λn−1 + . . .+ detA.

769. Sea f un endomorfismo sobre un espacio vectorial E de dimensión
finita sobre el cuerpo K. Sea λi valor propio de f . Demostrar que 1 ≤
dimVλi ≤ m(λi), en donde m(λi) representa la multiplicidad de λ como ráız
del polinomio caracteŕıstico de f .

770. Sin efectuar previamente el producto, calcular el polinomio carac-
teŕıstico de la matriz AB, siendo

A =


1 2
2 −2
−1 3

3 0
0 4

 , B =

[
2 1 −3 0 1
1 0 2 1 −2

]
.

771. Demostrar que una matriz cuadrada A y su traspuesta At tienen el
mismo polinomio caracteŕıstico. ¿Tienen los mismos vectores propios?

772. Hallar el polinomio caracteŕıstico de la matriz

A =


a1 a2 . . . an
a1 a2 . . . an
...

...
a1 a2 . . . an


siendo a1, a2, . . . , an escalares.

773. Una matriz A = [aij ] cuadrada real de orden n se dice que es matriz
de Markov si y sólo si todos sus elementos aij son mayores o iguales que 0
y la suma de las componentes de cada columna de A es 1. Demostrar que
λ = 1 es valor propio de toda matriz de Markov.

235. Cálculo de valores y vectores propios

774. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfismo cuya
matriz en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
2 2
1 3

]
.

(a) Calcular los valores propios de f .
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.
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775. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfiamo cuya
matriz en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
5 −1
1 3

]
.

(a) Calcular los valores propios de f .
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

776. Sea E un espacio vectorial y f : E → E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
1 −1
2 −1

]
.

Calcular los valores propios de f , los subespacios propios, sus dimensiones
y una base de cada uno de ellos en los casos:
(a) El cuerpo de escalares es R.
(b) El cuerpo de escalares es C.

777. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfiamo cuya
matriz en una determinada base B = {u1, u2, u3} es

A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 .
(a) Calcular los valores propios de f .
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

778. Sea E = R2×2 el espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se
considera la aplicación

f : E → E , f(X) = Xt (traspuesta de X).

(a) Demostrar que f es lineal.
(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canónica de E.
(c) Calcular los autovalores de f , los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

779. Determinar el endomorfismo h de R3 que verifica las dos condiciones
siguientes
i) Los subespacios L[(1, 0, 1)] y el de ecuación x1 − x2 + x3 = 0 son autoes-
pacios (subespacios propios).
ii) h(0, 0, 1) = (1, 0, 1).
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236. Endomorfismos diagonalizables

780. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfismo cuya
matriz en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
2 2
1 3

]
.

(a) Estudiar si es diagonalizable.
(b) En caso afirmativo, encontrar una base de E formada por vectores propios
de f y una matriz inverible P tal que P−1AP = D con D matriz diagonal
de valores propios.

781. Sea E un espacio vectorial y f : E → E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
1 −1
2 −1

]
.

(a) Demostrar que no es diagonalizable si el cuerpo de escalares es R.
(b) Demostrar que es diagonalizable si el cuerpo de escalares es C, encontrar
una base de E formada por vectores propios de f y una matriz invertible P
tal que P−1AP = D con D matriz diagonal de valores propios.

782. Se considera la matriz:

A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 .
Demostrar que es diagonalizable en R, encontrar una base de R3 formada
por vectores propios de A y una matriz invertible P tal que P−1AP = D
con D matriz diagonal de valores propios.

783. Se considera la matriz: A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 . Demostrar que no es

diagonalizable en R.

784. Se consideran las matrices reales:

M =


1 0 0 0
2 1 0 0
−1 3 2 0

0 0 4 2

 , N =


1 0 0 0
0 1 0 0
−1 1 2 0

3 1 0 2

 .
Para cada una de ellas, estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo
hallar una matriz diagonal semejante y la correspondiente matriz de paso.
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785. Se considera la matriz:

A =

3 −1 0
6 −3 2
8 −6 5

 .
(a) Demostrar que no es diagonalizable en R.
(b) Demostrar que es diagonalizable en C y hallar una matriz P ∈ C3×3 tal
que P−1AP = diag (λ1, λ2, λ3) con λ1, λ2, λ3 valores propios de A.

786. Estudiar para qué valores de x ∈ R la siguiente matriz es diagonali-
zable en R

A =

[
coshx sinhx
sinhx coshx

]
.

237. Potencia enésima de una matriz por diagona-
lización

787. Sea A una matriz cuadrada de orden m con elementos en un cuerpo
K y diagonalizable. Deducir la fórmula para An en función de la correspon-
diente matriz diagonal y la matriz de paso.

788. Calcular la potencia enésima de la matriz A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 .

238. Teorema de Cayley-Hamilton

789. Verificar la validez del teorema de Cayley-Hamilton para la matriz

A =

[
3 −1
2 1

]
.

790. Se considera la matriz A =

[
4 2
3 3

]
. Usando el teorema de Cayley-

Hamilton, expresar A−1 como combinación lineal de I y de A.

791. Dada la matriz real A =

[
−14 25
−9 16

]
, calcular ĺım

n→+∞

1

n
An
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239. Diagonalización según parámetros

792. Determinar los valores de α ∈ R para los cuales es diagonalizable en
R la matriz

A =

2α+ 4 1− α −2α− α2

0 4− α 0
0 0 4− α2

 .
793. Determinar los valores de α y β reales para los cuales es diagonali-

zable en R la matriz

A =

5 0 0
0 −1 β
3 0 α

 ∈ R3×3.

794. Determinar los valores de a, b, c ∈ R para los cuales es diagonalizable
en R la matriz

A =

1 a 1
0 1 b
0 0 c

 .
795. Determinar los valores de m para los cuales no es diagonalizable en

R la matriz real

A =

 1 −2 −2
−2 m 8

2 8 m

 .
240. Suma y producto de valores propios

796. Se considera la matriz real

A =

1 5 6
5 0 3
6 3 4

 .
Hallar la suma y el producto de sus valores propios sabiendo que es diago-
nalizable.

241. Valores propios del endomorfismo inverso

797. Sea λ un valor propio de un endomorfismo f : E → E invertible.
(a) Demostrar que λ 6= 0.
(b) Demostrar que 1/λ es valor propio de f−1.
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(c) Aplicación: se considera la matriz

A =

[
2 3
3 2

]
.

Hallar los valores y vectores propios de A−1.

242. Diagonalización en R2×2

798. Sea E = R2×2 el espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se
considera la aplicación

f : E → E , f(X) = Xt (traspuesta de X).

(a) Demostrar que f es lineal.
(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canónica de E.
(c) Calcular los autovalores de f , los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

243. Diagonalización en R2[x]

799. Se considera el endomorfismo T en R2[x] definido por

T (p(x)) = p(x+ 1) + (x+ 1)p′(x+ 1).

1) Hallar la matriz A de T en la base canónica de R2[x]
2) Demostrar que T es diagonalizable.
3) Hallar una base de R2[x] que lo diagonaliza y la matriz diagonal D de T
en dicha base.
4) Encontrar una matriz P invertible tal que P−1AP = D.

244. Valores propios de una matriz nilpotente

800. Sea A matriz cuadrada nilpotente, es decir existe un entero positivo
m tal que Am = 0. Se pide:
(a) Demostrar que λ = 0 es valor propio de A. (b) Demostrar que λ = 0 es
el único valor propio de A.
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245. Logaritmo de una matriz

801. Sean:

(i) A =

0 −2 −2
1 3 1
0 0 2

 ∈ R3×3.

(ii) S el conjunto formado por todas las matrices de R3×3 tales que son dia-
gonalizables y tienen todos los valores propios mayores que cero.
(iii) La función log : S → R3×3 que cumple las propiedades:

a) Si D = diag(a, b, c) entonces logD = diag(log a, log b, log c).
b) Si M,N ∈ S, P ∈ R3×3 con P invertible y M = P−1NP entonces
logM = P−1(logN)P .

Se pide:
1. Estudiar si S es un subespacio vectorial de R3×3.
2. Comprobar que A ∈ S. 3. Calcular logA.
4. Estudiar si se verifica la igualdad log(MN) = logM + logN .

246. Un determinante por recurrencia

802. Sea n ∈ N∗, An ∈ Rn×n y Dn = |An|. En todo lo que sigue supon-
dremos la existencia de p, q ∈ R tales que si n > 2, Dn = pDn−1 + qDn−2.
Se pide:
1. Si q = 0 , hallar Dn en función de p, n,D2. 2. Si q 6= 0 y r, s son las ráıces
que suponemos distintas de la ecuación x2−px−q = 0, hallar Dn en función
de D1, D2, r, s, n.

3. Si A2 =

[
1 1
1 5

]
hallar |A−1

5 | cuando p = 2, q = 0.

4. Calcular el determinante de la matriz:


7 5 0 . . . 0
2 7 5 . . . 0
0 2 7 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 7


2

∈ Rn×n.

247. Diagonalización en Cn[z]

803. Sea n ∈ N∗. En el espacio vectorial Cn[z] sobre C de los polinomios
complejos de grado menor o igual que n se considera la aplicación:
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fn : Cn[z]→ Cn[z], fn[p(z)] = (1 + z)np

(
1− z
1 + z

)
.

1. Estudiar la linealidad de fn.
2. Obtener fn(pk) siendo pk(z) = (1+z)k con 0 ≤ k ≤ n. Determinar fn◦fn.
3. Calcular los polinomios caracteŕıstico y mı́nimo aśı como los valores pro-
pios de f3.
4. Determinar los subespacios propios de f3. ¿Es diagonalizable f3?

248. Ĺımite de una sucesión matricial

804. Sea f : R2 → R2 una aplicación lineal cuya matriz respecto de la ba-
se canónica es A. Se sabe que f(2,−1) = (1,−1) y que f(1,−2) = (2,−4).
1. Determinar A.
2. Hallar los valores y vectores propios de f.
3. Calcular una matriz P tal que P−1AP sea diagonal y comprobar el resul-
tado.
4. Hallar el ĺımite de la sucesión matricial

ĺım
n→∞

(
I +

1

3
A+

1

32
A2 + . . .+

1

3n
An
)
.

249. Modelo de poblaciones

805. Una ciudad A es de tránsito, estimándose que de los habitantes que
tiene al principio de cada año, al final del mismo han emigrado 2/3 a una
cierta región geográfica B y 1/3 a otra región C. Por otra parte y durante ese
mismo año, 1/3 de la población de B y 1/3 de la población de C se establece
en A. Calcular las poblaciones en régimen estacionario, es decir al final de
n años con n→∞, sabiendo que en un determinado año las poblaciones de
A,B y C eran respectivamente 60, 200 y 300.

250. Endomorfismo con modelo matemático

806. Sea f el endomorfismo en R2 cuya matriz respecto de la base canónica
es

A =

[
1/4 1/2
3/4 1/2

]
,

y sean C1 = {x ∈ R2 : x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0}, Rk = {x ∈ R2 : x1 + x2 = k}
con k ∈ R. Se pide:
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1. Comprobar que C1 es f -invariante. Idem para cada Rk.
2. Comprobar que R0 es un subespacio propio de f . Determinar los valores
propios y los subespacios propio de f .
3. Determinar An para cada n natural y ĺımn→∞A

n.
4. La restricción de f a C1 ∩R1 sirve de modelo para el siguiente sistema:

En una autopista de dos carriles, la probabilidad de que un coche esté
en el carril i en el instante n habiendo estado en el carril j en el instante
anterior n− 1 es aij . Si xin es la probabilidad de que un coche se encuentre
en el carril i en el instante n y sn = (x1n, x2n)t representa el estado de la
autopista en el instante n, se cumple para todo n ∈ N que sn+1 = f(sn).

Determinar:
(a) Si existen estados estacionarios (es decir si existen se tales que ∀n ∈
N sn = se) y calcularlos en su caso.
(b) sn en función de n y s0.
(c) Si existe ĺımn→∞ sn para cada s0, y calcularlo en su caso.
(d) El carril que tenderá a estar más ocupado al crecer n.

251. Endomorfismo idempotente

807. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea f : E → E un
endomorfismo idempotente es decir, que cumple f2 = f .
1. Demostrar que E = ker f ⊕ Imf .
2. Demostrar que si f no es inyectiva entonces ker f es subespacio propio
asociado a f y si f 6= 0, Imf es subespacio propio asociado a f .
3. Supongamos ahora que dimE = n finita. Demostrar que f es diagona-
lizable. Determinar una base B de E formada por vectores propios de f y
hallar la matriz diagonal D correspondiente.

252. Ĺımite en R diagonalizando en C

808. Se consideran tres puntos p1, p2, p3 sobre la recta real y se construye
una sucesión del siguiente modo: p4 es el punto medio del segmento p1p2, p5

es el punto medio de p2p3, p6 es el punto medio de p3p4 y aśı sucesivamente.
Se desea conocer el ĺımite de esta sucesión, para ello se pide:

1. Expresar pk+3 en función de pk y pk+1. Hallar una matriz A de tal manera
que si xk = (pk, pk+1, pk+2)t, se cumpla xk+1 = Axk. Obtener una expresión
que determine xk como función de A, k y x1, y demostrar que esta expresión
es cierta ∀k ∈ N∗.
2. Calcular el polinomio caracteŕıstico y los valores propios de A en C.
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Justificar por qué A es diagonalizable en C pero no en R, e indicar una
matriz diagonal semejante a ella.
3. Demostrar que si λ ∈ C es valor propio de una matrizM ∈ Rn×n ⊂ Cn×n y
z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn×n es vector propio de M correspondiente a λ, entonces
z̄ = (z̄1, . . . , z̄n) es un vector propio de M asociado a λ̄ . Hallar T ∈ C3×3

tal que T−1AT sea la matriz indicada en el apartado anterior.
4. Calcular en función de p1, p2 y p3, ĺımn→∞ xn y ĺımn→∞ pn.

253. Valores propios y aśıntota horizontal

809. Se considera el espacio vectorial

E = {f : R→ R : f continua y ĺım
x→+∞

f(x) ∈ R},

es decir la grafica de f tiene una aśıntota horizontal para x→ +∞.
Se define la aplicación T : E → E de la forma T (f)(x) = f(x+ 1).

(a) Demostrar que T es lineal.
(b) Demostrar que λ = 1 es valor propio de T.
(c) Demostrar que el subespacio propio asociado a λ = 1 está formado
exactamente por las funciones constantes.

254. Coseno de una matriz

810. Calcular cos
(π

4
A
)

siendo A =

−1/3 2/3 −2/3
2/3 −1/3 −2/3
−2/3 −2/3 −1/3

 .

255. Matrices componentes

811. Se considera la matriz real A =

[
5 −1
1 3

]
.

(a) Calcular sus matrices componentes.
(b) Como aplicación, calcular

√
A, A−1 y eA.
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256. Autovalores de una matriz circulante

812. Recordamos que una matriz circulante es una matriz de la forma

A =



a0 a1 . . . an−2 an−1

an−1 a0 . . . an−3 an−2

an−2 an−1 . . . an−4 an−3
...

... . . .
...

...
a2 a3 . . . a0 a1

a1 a2 . . . an−1 a0


∈ Cn×n,

es decir una matriz cuadrada compleja cuyas componentes de la primera
fila son números complejos cualesquiera y cada una de las sucesivas filas se
obtiene de la anterior sustituyendo la última componente por la primera y
trasladando las restantes. El objetivo de este problema es hallar los valores
propios, vectores propios y el determinante de cualquier matriz circulante.

1) Demostrar que v =
[
1, ω, ω2 . . . , ωn−1

]T
con ω cualquier ráız enésima de

la unidad, es vector propio de A. Determinar su valor propio asociado.
2) Demostrar que A tiene n vectores propios linealmente independientes.
3) Calcular detA.
4) Para una matriz genérica circulante de orden 2, hallar sus valores propios,
vectores propios y determinante sin usar los apartados anteriores. Verificar
los resultados.

257. Ĺımite de una sucesión recurrente

813. Dada la sucesión xn tal que x1 = 1, x2 = 2 y xn+2 =
1

2
(xn + xn+1)

probar que ĺım
n→+∞

xn =
5

3
.

258. Ćırculos de Gershgorin

814. Sea A = [aij ] ∈ Cn×n. Para cada i = 1, 2, . . . , n consideremos los
ćırculos cerrados del plano complejo

Di = D(aii, ri) = {z ∈ C : |z − aii| ≤ ri} con ri =
∑
j 6=i
|aij | .

A tales ćırculos se les llama ćırculos de Gershgorin. Cada ćırculo Di tiene
su centro en el elemento aii de la diagonal principal y su radio es la suma
de los módulos de los restantes elementos de la fila i.
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(a) Demostrar el teorema de los ćırculos de Gershgorin:
Cada valor propio de A pertenece a algún ćırculo de Gershgorin.

(b) Aplicar el teorema a la matriz A =

[
1 2
1 −1

]
.

(c) Idem para la matriz A =

[
1 −1
2 −1

]
.

(d) Idem para la matriz A = diag (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Cn×n.
(e) Deducir un teorema parecido al de Gershgorin que involucre elementos
de columnas.

259. Matrices idempotentes en K2×2

815. Para cualquier cuerpo K, determinar todas las matrices idempotentes
de K2×2.

260. Subespacios invariantes

816. Se considera el endomorfismo T : R3 → R3 dado por

T

 x1

x2

x3

 =

1 0 0
0 1 0
3 −5 2

 x1

x2

x3

 .
Demostrar el subespacio W de ecuación cartesiana 3x1 − 5x2 + x3 = 0 es
T− invariante.

817. Demostrar que la intersección de cualquier colección de subespacios
de V que son T− invariantes, también es T− invariante.

818. Demostrar que todo subespacio de V es invariante por los operadores
I y 0 (operadores identidad y nulo).

819. Sea W subespacio de V invariante por los operadores T1, T2 : V → V.
Demostrar que también es invariante por los operadores T1 + T2 y T1 ◦ T2.

820. Sea V un espacio vectorial y T : V → V un endomorfismo. Demostrar
que los siguientes subespacios son invariantes por T :

(a) {0}. (b) V. (c) kerT. (d) Im T.

821. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que
(i) Si v ∈ V es vector propio no nulo de T entonces, el subespacio L[v]
generado por v es T− invariante.
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(ii) Rećıprocamente, supongamos que W es un subespacio de dimensión 1
generado por el vector no nulo v, es decir W = L[v]. Entonces, v es vector
propio de T

822. Determinar los subespacios invariantes del endomorfismo T : R2 →
R2

T

[
x1

x2

]
=

[
2 2
1 3

] [
x1

x2

]
.

823. Determinar los subespacios invariantes de

T

[
x1

x2

]
=

[
2 −4
5 −2

] [
x1

x2

]
,

visto como (a) Un operador T : R2 → R2. (b) Un operador T : C2 → C2.

824. Demostrar que todo subespacio propio Vλ de V es invariante por T.

825. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n > 1 e impar. Demostrar
que cualquier operador sobre V tiene un subespacio invariante distinto de
{0} y de V.

826. Sean V espacio vectorial sobre el cuerpo K, T : V → V un endomor-
fismo y f(t) ∈ K[t]. Demostrar que ker f(T ) es un subspacio T− invariante.

827. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y W es un subespacio
invariante por un operador T : V → V. Demostrar que T tiene una repre-

sentación matricial por bloques

[
A B
0 C

]
en donde A es una representación

matricial de la restricción T̂ de T a W.

828. Se considera el endomorfismo T : R3 → R3 dado por

T

xy
z

 =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

xy
z

 .
(a) Demostrar que el subespacio W = L[(1, 1, 2)t] es T− invariante.
(b) Encontrar a partir de W una representación matricial de T de la forma[

A B
0 C

]
.

829. Sea T : V → V un endomorfismo con dimV finita y W un subespacio
T− invariante. Demostrar que el polinomio mı́nimo de la restricción T̂ de T
a W divide al polinomio mı́nimo de T.
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Formas canónicas de Jordan

261. Bloques de Jordan

830. Comprobar que la siguiente matriz es nilpotente de orden 4

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

831. Hallar An siendo A =

[
3 1
0 3

]
.

832. Calcular An, siendo A =


3 1 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1

 .

262. Polinomio mı́nimo

833. Hallar el polinomio mı́nimo de la matriz

A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 1 1
0 0 −2 4

 ∈ R4×4.
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834. Hallar el polinomio mı́nimo de la matriz

A =

 5 −9 −4
6 −11 −5
−7 13 6

 ∈ R3×3.

835. Hallar el polinomio mı́nimo del endomorfismo derivación D en R4[x].

836. Sea p(x) = x3−1 el polinomio mı́nimo de un endomorfismo f en R4.
Demostrar que f es invertible y que f−1 = f2.

837. Hallar el polinomio mı́nimo del endomorfismo f : R3[x] → R3[x]
dado por

f [p(x)] =
p(2x)− p(x)

x
.

263. Forma canónica de Jordan

838. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos
polinomio caracteŕıstico y mı́nimo son respectivamente:

χ(λ) = (λ− 2)4(λ− 3)3, µ(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)3.

839. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos
polinomio caracteŕıstico y mı́nimo son respectivamente:

χ(λ) = (λ− 7)5, µ(λ) = (λ− 7)2.

840. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos
polinomio caracteŕıstico y mı́nimo son respectivamente:

χ(λ) = (λ− a)3(λ− b)2, µ(λ) = (λ− a)(λ− b), (a 6= b).

841. Hallar el polinomio mı́nimo y la forma canónica de Jordan de la
matriz

A =


0 0 0 0
2 0 0 0
2 2 0 0
2 2 0 0

 .

842. Sea M =


b 0 0 b+ 3
0 0 0 b
b 0 0 −2
0 0 0 b

 ∈ R4×4.

Determinar su forma canónica de Jordan según los valores del parámetro b.
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264. Cálculo de una base de Jordan

843. Hallar la forma canónica de Jordan J de la matriz

A =


0 −2 2 −1
2 3 −1 1
2 1 1 1
4 3 −3 4

 ∈ R4×4

y una matriz invertible P tal que P−1AP = J.

844. Se considera la matriz

A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 .
Determinar la forma canónica de Jordan J de A y una matriz P invertible
tal que P−1AP = J.

265. Potencia enésima por forma de Jordan

845. Se considera la matriz A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 .

(a) Determinar la forma canónica de Jordan J de A y una matriz P invertible
tal que P−1AP = J.
(b) Como aplicación del apartado anterior, hallar An (n ∈ N).

266. Formas de Jordan de AB y BA

846. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n. En general AB y BA
son matrices distintas, y sin embargo tienen atributos iguales. Por ejemplo,
se verifica det(AB) = det(BA). El objetivo de este ejercicio es, además de
evaluar a los alumnos, estudiar algunas otras caracteŕısticas comunes.

a) Demostrar que AB y BA tienen el mismo polinomio caracteŕıstico y los
mismos valores propios.
Indicación: Efectuar los productos por cajas CD y DC, y comparar det(CD)
con det(DC).

C =

[
λI A
B I

]
, D =

[
−I 0
B −λI

]
.
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b) A la vista del resultado anterior es natural preguntar ¿AB y BA tienen
la misma forma de Jordan?, y en particular, ¿si una de ellas es diagonali-
zable, lo es también la otra?. Las respuestas son afirmativas al menos en
el caso particular de suponer A o B invertibles. En efecto, en este caso de-
mostrar que si J es la forma canónica de Jordan de AB con matriz de paso
P (J = P−1(AB)P ), entonces J es también la forma normal de Jordan de
BA. Determinar una matriz invertible Q tal que J = Q−1(BA)Q.
Indicación: Utilizar la igualdad AB = A(BA)A−1 cuando se supone A inve-
rible y otra igualdad análoga cuando se supone B invertible.
c) Construir un contraejemplo para mostrar que las respuestas a las pre-
guntas de b) no siempre son afirmativas. Estudiar si la condición A o B
invertible es necesaria para que AB y BA tengan la misma forma normal
de Jordan.

267. Forma canónica del operador derivación

847. Sea V el espacio vectorial real formado por los polinomios q(x) de
grado menor o igual que n, respecto de las operaciones usuales. Se considera
la aplicación lineal

D : V → V, q(x)→ D(q(x)) = q′(x).

Hallar la matriz A de D respecto de la base de V : {1, x, x2, . . . , xn}. Encon-
trar su forma canónica de Jordan A∗ (o en particular, su forma diagonal) y
una matriz P regular y diagonal tal que A∗ = P−1AP . Especificar la nueva
base.

268. Número e y exponencial de una matriz

848. En la Enseñanza Media se define el número e como el ĺımite:

ĺım
m→∞

(
1 +

1

m

)m
,

y de manera más general resulta ser

ea = ĺım
m→∞

(
1 +

1

m
a

)m
,

donde a es un número real cualquiera. Se puede intentar definir formalmente
la exponencial de la matriz A mediante

(∗) eA = ĺım
m→∞

(
I +

1

m
A

)m
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donde A es una matriz real n × n, I la identidad de orden n × n, y n =
1, 2, 3, . . . Se pide:

a) Comprobar que la definición (∗) tiene sentido cuando A es una matriz
2× 2 diagonal. Aplicar esta demostración para calcular eA cuando:

A =

[
3 0
0 −1

]
.

b) Comprobar que la definición (∗) tiene sentido también cuando A es una
matriz 2×2 diagonalizable. Aplicar esta demostración para calcular eA cuan-
do:

A =

[
7 4
−8 −5

]
.

c) Comprobar que la definición (∗) tiene aún sentido también cuando A es
una matriz 2×2 no diagonalizable que admite forma de Jordan. Aplicar esta
demostración para calcular eA cuando:

A =

[
3 1
−1 1

]
.

269. Formas de Jordan de rango 1

849. Se trata de estudiar las posibles formas canónicas de Jordan (o en
su caso, forma diagonal) de las matrices cuadradas de rango 1.

1. Estudiamos en primer lugar un caso particular para matrices 3× 3. Dada
la matriz

A =

1 a −1
1 a −1
1 a −1

 ,
determinar, según los valores del parámetro real a su forma canónica de
Jordan A∗ (o en particular su forma diagonal) y una matriz P no singular
tal que A = PA∗P−1

2. Sea ahora A una matriz real cuadrada n×n de rango 1. Justificar que en
general dicha matriz será de la forma

A =


λ1v1 λ2v1 . . . λnv1

λ1v2 λ2v2 . . . λnv2
...

...
λ1vn λ2vn . . . λnvn

 ,

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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con algún λi 6= 0 (i = 1, 2, . . . , n) y con v = (v1, v2, . . . , vn)t 6= (0, 0, . . . , 0)t.
Hallar las soluciones del sistema AX = 0 con X = (x1, x2, . . . , xn)t y
0 = (0, 0, . . . , 0)t

3. Calcular AX con X = (x1, x2, . . . , xn)t. Calcular Av. Hallar los autovalo-
res y los autovectores de la matriz A.
4. Enunciar y demostrar una condición necesaria y suficiente que que deben
satisfacer los coeficientes de la matriz A para que esta sea diagonalizable.
Comprobar el resultado que se obtenga, en el caso particular de la matriz
que figura en el apartado 1.
5. Las mismas cuestiones para el caso no diagonalizable (naturalmente A∗

será su forma canónica de Jordan en este caso).

270. Espacio de funciones y forma de Jordan

850. Consideremos el espacio vectorial V generado por el sistema de fun-
ciones

{1, x, x2, x3, sh x, ch x}.

(a) Sea D : V → V la aplicación derivada, es decir D(f) = f ′. Calcular unas
bases de kerD e Im D.
(b) Calcular la forma canónica de Jordan J de D y encontrar una base de
V de forma que la matriz asociada a D en esa base sea precisamente J.
(c) Sea T : V → V la aplicación que hace corresponder a cada función f ∈ V
su polinomio de Taylor de orden 2 en x = 0. Probar que T es lineal y calcular
su matriz respecto de la base de V

B = {1, x, x2, x3, sh x, sh x}.

(d) Calcular kerT y como aplicación resolver la ecuación

T (f) = 1 + x+ x2 para f ∈ V.

(e) Calcular las matrices asociadas a las composiciones T ◦D y D◦T respecto
a la base B y como aplicación resolver la ecuación

(T ◦D) (f) = (D ◦ T ) (f) para f ∈ V.

271. Matrices con cuadrado nulo

851. (a) Caracterizar las matrices complejas X de orden 2× 2 que satis-
facen X2 = 0.
(b) Idem para las de orden 3× 3 que satisfacen X2 = 0.
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272. Semejanza en R y en C

852. (i) Sean A y B matrices reales y semejantes como matrices complejas.
Demostrar que también son semejantes como matrices reales.
(ii) Aplicación. Demostrar que si X es una matriz real tal que X2 = −I,
entonces, para algún n entero positivo,

X = PJP−1 con J =

[
0 −In
In 0

]
.

donde P es una matriz real no singular e In la matriz identidad de orden n.

273. Forma de Jordan en Z4×4
7

853. Se considera la matriz

A =


5 4 5 6
1 1 4 2
1 2 5 5
4 4 4 4

 ∈ (Z7)4×4

1. Calcular el polinomio caracteŕıstico χ(λ) de A y sus valores propios.
2. Calcular el polinomio mı́nimo µ(λ) de A.
3. Calcular las dimensiones de los subespacios propios.
4. Determinar la forma canónica de Jordan J de la matriz A.
5. Encontrar una matriz P ∈ (Z7)4×4 invertible tal que P−1AP = J.
6. Verificar el resultado.
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Formas bilineales y
cuadráticas

274. Concepto de forma bilineal

854. Sea E = C[a, b] el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas x(t) en el intervalo [a, b]. Se considera la aplicación

f : E × E → R, f [x(t), y(t)] =

∫ b

a
x(t)y(t) dt.

Demostrar que f es una forma bilineal.

855. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean f1 :
E → K, f2 : F → K aplicaciones lineales. Demostrar que la aplicación:

f : E × F → K, f(x, y) = f1(x) f2(y)

es una forma bilineal.

856. Sea E = Kn×n el espacio vectorial de las matrices cuadradas de
ordenes n y M ∈ E matriz fija dada. Se define la aplicación:

f : E × E → K, f(X,Y ) = tr
(
XTMY

)
,

en donde tr denota la traza. Demostrar que f es forma bilineal.

857. Demostrar que la aplicación

f : R[x]× R[x]→ R, f(p, q) = p(0) · q(0)

es una forma bilineal.
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275. Espacio vectorial de las formas bilineales

858. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, y sea:

B(E,F ) = {f : E × F → K : f es forma bilineal}.

Demostrar que B(E,F ) es espacio vectorial sobre K con las operaciones:
Suma: ∀f, g ∈ B(E,F ), (f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y).
Ley externa: ∀α ∈ K ∀f ∈ B(E,F ), (αf)(x, y) = αf(x, y).

276. Matriz de una forma bilineal

859. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo R y

BE = {u1, u2, u3}, BF = {v1, v2}

bases de E y F respectivamente. Sea f : E ×F → R una forma bilineal que
satisface:

f(u1, v1) = 2 f(u2, v1) = −6 f(u3, 2v1) = 4
f(u1, v2) = −3 f(4u2, v2) = 0 f(2u3, v2) = 6.

Se pide
(a) Hallar la matriz A de f en las bases BE y BF
(b) Hallar la ecuación matricial de f en las mismas bases.
(c) Hallar f(x, y), siendo x = u1 + 2u3, y = 2v1.
(d) Hallar la expresión desarrollada de f(x, y).

860. Se considera la forma bilineal:

f : R2[x]× R2[x]→ R, f(p, q) = p(0) · q(0).

Hallar la matriz de f respecto de la base

B = {2 + x− x2, 1 + 2x, 3}.

861. Se considera la forma bilineal

f : R2×2 × R2×2 → R, f(X,Y ) = tr
(
XTY

)
.

Hallar su matriz respecto de la base canónica.

862. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K y

BE = {u1, . . . , um}, BF = {v1, . . . , vn}
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Caṕıtulo 14. Formas bilineales y cuadráticas 193

bases de E y F respectivamente. Sea f : E × F → K una forma bilineal.
Denotemos

aij = f(uivj) (i = 1, . . .m, j = 1, . . . n).

Demostrar que para todo (x, y) ∈ E × F se verifica:

f(x, y) =
[
x1, x2, . . . , xm

]

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
am1 am2 . . . amn



y1

y2
...
yn


en donde (x1, . . . , xm)T son las coordenadas de x en BE e (y1, . . . , yn)T son
las de y en BF .

277. Formas bilineales simétricas y antisimétricas

863. Se consideran las formas bilineales en un espacio vectorial real de
dimención 2, cuyas expresiones en coordenadas en una determinada base
son:
(a) f(x, y) = 2x1y1 − 5x2y1 − 5x1y2 + 4x2y2.
(b) g(x, y) = −3x2y1 + 3x1y2.
(c) h(x, y) = x1y1 + 7x2y1 − 2x1y2 + 6x2y2.
Estudiar en cada caso si la forma es simétrica o antisimétrica.

864. Estudiar si es simétrica la forma bilineal

f : R[x]× R[x]→ R, f(p, q) = p(0) · q(0).

865. Se considera la formas bilineal en un espacio vectorial real de dimen-
ción 2, cuya expresión en coordenadas en una determinada base es:

f(x, y) = 2x1y1 + 7x1y2 + 6x2y1 − x2y2.

Descomponerla en suma de una forma bilineal simétrica y otra antisimétrica.

866. Sea f : E × E → K una forma bilineal. Se dice que es alternada si,
y sólo si f(u, u) = 0 para todo u ∈ E.
(a) Demostrar que si f es alternada, entonces es antisimétrica.
(b) Demostrar que si f es antisimétrica y carac(K) 6= 2, entonces f es
alternada.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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278. Suma directa B(E) = S ⊕A

867. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y B(E) el espacio vectorial
de las formas bilineales de E × E en K. Demostrar que
1) S = {f ∈ B(E) : f es simétrica} es subespacio de B(E).
2) A = {f ∈ B(E) : f es antisimétrica} es subespacio de B(E).
3) carac(K) 6= 2⇒ B(E) = S ⊕A.

279. Cambio de base

868. La matriz de una forma bilineal f = E × F → K en las bases
BE = {u1, u2} y BF = {v1, v2, v3} es

A =

[
2 −1 1
3 4 1

]
.

Hallar la matriz de f en las nuevas bases

B′E = {u1 − u2, u1 + u2}, B′F = {v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3}.

869. La matriz de la forma bilineal f : R2 × R2 → R en la base B =

{(1, 2), (3,−7)} es A =

[
2 −1
3 6

]
. Hallar la matriz de f en la base canónica

de R2.

870. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K ambos de dimen-
sión finita y f : E × F → K una forma bilineal. Sean BE y BF bases de E
y F respectivamente y A la matriz de f en las bases BE y BF

Sea B′E una nueva base de E y B′F una nueva base de F. Sea P la matriz
de cambio de BE a B′E y Q la matriz de cambio de BF a B′F .

Demostrar que la matriz de la forma bilineal f en la nuevas bases B′E y
B′F es P TAQ.

871. Demostrar que la relación en Kn×n

A ∼ B ⇔ A es congruente con B

es una relación de equivalencia.

280. Diagonalización de formas bilineales simétri-
cas

872. Se considera la forma bilineal simétrica en un espacio vectorial real
de dimensión 3 cuya expresión en coordenadas en una base B = {u1, u2, u3}
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es

f(x, y) = x1y1+5x2y2+8x3y3+2x1y2+2x2y1−3x1y3−3x3y1−4x2y3−4x3y2.

Hallar una matriz diagonal que la represente y la correspondiente base de
vectores conjugados.

873. Se considera la forma bilineal simétrica:

f : R2 × R2 → R, f(x, y) = x1y2 + x2y1.

Hallar una matriz diagonal que la represente y la correspondiente base de
vectores conjugados.

281. Concepto de forma cuadrática

874. Determinar las formas cuadráticas asociadas a las formas bilineales:

f1(x, y) =
(
x1, x2

)( 2 4
−1 7

)(
y1

y2

)
.

f2(x, y) =
(
x1, x2

)(2 −3
6 7

)(
y1

y2

)
.

f3(x, y) =
(
x1, x2

)( 2 3/2
3/2 7

)(
y1

y2

)
.

875. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R :

q(x1, x2, x3) = x2
1 + 7x2

2 − x2
3 + 8x1x2 + 5x1x3 − 4x2x3.

Expresarla mediante una matriz simétrica y mediante un par de ellas que
no lo sean.

876. Sea q la forma cuadrática asociada a una forma bilineal f en un
espacio vectorial E. Demostrar que para toda terna de vectores x, y, z ∈ E
se verifica:

q(x+ y + z) = q(x+ y) + q(x+ z) + q(y + z)− q(x)− q(y)− q(z).

877. Sea q : E → K una forma cuadrática. Demostrar la identidad

q(x+ y) + q(x− y) = 2 (q(x) + q(y)) ∀x, y ∈ E.

878. Sea q : E → K una forma cuadrática. Demostrar que:
(a) q(0) = 0.
(b) q(λx) = λ2q(x) ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E.
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282. Forma polar de una forma cuadrática

879. Sea q : E → K una forma cuadrática con carac(K) 6= 2. Demostrar
que la forma polar de q es

1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) .

880. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R :

q(x1, x2, x3) = x2
1 + 7x2

2 − x2
3 + 8x1x2 + 5x1x3 − 4x2x3.

Determinar la forma polar de q.

283. Diagonalización por transf. element.

881. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R cuya expresión en una
determinada base B es:

q(x) = x2
1 + 5x2

2 + 8x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 8x2x3.

Diagonalizarla y como aplicación descomponerla en suma de cuadrados in-
dependientes.

882. Se considera la forma cuadrática q : R2 → R cuya expresión en
una determinada base B es q(x) = 2x1x2. Diagonalizarla y como aplicación
descomponerla en suma de cuadrados independientes.

284. Método de Gauss

883. Usando el método de Gauss, diagonalizar la forma cuadrática q :
R3 → R dada por

q(x1, x2, x3) = x2
1 − x2

2 + 7x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3.

884. Usando el método de Gauss, diagonalizar la forma cuadrática q :
R4 → R dada por

q(x, y, z, t) = xy + xz + xt+ yz + yt+ zt.
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285. Ley de inercia de Sylvester

885. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R cuya expresión en la
base canónica B de R3 es:

q(x) = x2
1 + 5x2

2 + 8x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 8x2x3.

Determinar una base de R3 respecto de la cual la matriz de q sea diagonal
con a lo sumo unos, menos unos y ceros en la diagonal principal.

886. Determinar la signatura de la forma cuadrática del problema ante-
rior.

286. Clasificación de formas cuadráticas

887. Clasificar la forma cuadrática q : R3 → R :

q(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2ax1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 (a ∈ R).

888. Determinar para que valores de a ∈ R es definida positiva la forma
cuadrática

q : R3 → R, q(x) = XT

1 2 1
2 6 2
1 2 a

X.

287. Forma bilineal a partir de una suma directa

889. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y W1 y W2 dos subes-
pacios de V tales que V = W1 ⊕W2. Sea f una forma bilineal sobre W1 y g
una forma bilineal sobre W2, y sea la aplicación

h : V × V → K, h(x, y) = f(x1, y1) + g(x2, y2)

donde x = x1 + x2 e y = y1 + y2 x e y son las representaciones relativas a la
suma directa W1 ⊕W2.
a) Demostrar que h es una forma bilineal sobre V , cuyas restricciones a W1

y W2 son respectivamente f y g.
b) Demostrar que si x ∈W1 e y ∈W2, entonces h(x, y) = h(y, x) = 0.
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288. Forma cuadrática mediante una integral

890. La siguiente función es una forma cuadrática en R3 :

q(x1, x2, x3) =

∫ π/2

0
(x1 cos t+ x2 sin t+ x3)2 dt.

Hallar su rango y signatura (́ındice de positividad, ı́ndice de negatividad e
ı́ndice de nulidad).

289. Mı́nimo de una función cuadrática

891. 1) La condición de mı́nimo para la función polinómica de segundo
grado

p(x) =
1

2
ax2 − bx

es ax = b y a > 0. Demostrar el siguiente resultado análogo para matrices:

Si A es una matriz simétrica definida positiva (es decir, XtAX > 0 cuando

X 6= 0) y B es un vector columna, entonces p(X) =
1

2
XtAX −XtB tiene

mı́nimo para X tal que AX = B.

Sugerencia: Si X verifica AX = B e Y es un vector columna, estudiar el

signo de p(Y )− p(X) verificando que p(Y )− p(X) =
1

2
[(Y −X)tA(Y −X)].

2) Sea la función cuadrática p(x1, x2) =
1

2
x2

1 + x1x2 + x2
2 − 3x2. Aplicar el

resultado anterior para hallar el punto (α, β) donde tiene mı́nimo. Verificar

que en ese punto se anulan las derivadas parciales
∂p

∂xi
(i = 1, 2).

290. Funciones convexas y formas cuadráticas

892. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Se dice que una fun-
ción real f : V → R es convexa cuando f(αx+βy) ≤ αf(x)+βf(y) ∀x, y ∈ V
y ∀α, β ∈ R con α, β ≥ 0, α+ β = 1.

(a) Desde luego las formas lineales o funcionales f : V → R son funciones
convexas como fácilmente se puede comprobar, pero existen funciones con-
vexas que no son lineales. Demostrar que la función f(x) = x2 de R en R es
convexa y no lineal.
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(b) Sea f : V → R una forma cuadrática. Demostrar que si f es positiva (es
decir f(x) ≥ 0 para todo x de V ) entonces f es convexa.
(c) Enunciar la propiedad rećıproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso afirmativo dar una demostración y en caso contrario construir un con-
traejemplo). En todo caso dar una caracterización de las formas cuadráticas
que son funciones convexas.

291. Núcleo de una forma cuadrática

893. Sea E un espacio vectorial real, y Q : E → R una forma cuadrática.
Llamaremos núcleo de Q, y lo designaremos con kerQ, al conjunto formado
por los elementos x de E tales que Q(x) = 0.

1. Sea Q : R2 → R la forma cuadrática Q(x) = x2
1 − x2

2 ( x = (x1, x2) ).
Dibujar en el plano cartesiano (x1, x2) el conjunto kerQ. Estudiar si kerQ
es un subespacio vectorial de R2.
2. Sea Q : E → R una forma cuadrática positiva, es decir Q(x) ≥ 0 para
todo x de E. Demostrar que kerQ es subespacio de E. Indicación: Se puede
utilizar la identidad Q(x+ y) +Q(x− y) = 2(Q(x) +Q(y)).
3. Sea A una matriz con coeficientes reales m× n, y de rango r. La matriz
At · A es simétrica y puede ser considerada como la matriz de una forma
cuadrática Q : Rs → R, Q(x) = Xt(AtA)X. Demostrar que Q es positiva y
expresar kerQ en términos del conjunto de soluciones del sistema de ecua-
ciones AX = 0. Indicación: Nótese que Q(x) = (AX)t(AX).
4. Clasificar la forma cuadrática del apartado anterior. Es decir, determinar
los ı́ndices de positividad, de negatividad, y de nulidad, en términos de m, n
y r.
5. Como aplicación del apartado anterior, enunciar y demostrar una condi-
ción necesaria y suficiente que ha de cumplir la matriz A para que At ·A sea
una matriz invertible.

292. Forma cuadrática multiplicativa

894. Sean E = R(2×2), I =

[
1 0
0 1

]
, J =

[
0 1
1 0

]
y

B = ( B1 =

[
1 0
0 0

]
, B2 =

[
0 1
0 0

]
, B3 =

[
0 0
1 0

]
, B4 =

[
0 0
0 1

]
).

Sea Φ una forma cuadrática sobre E no nula tal que para todo A,B ∈ E
verifica Φ(AB) = Φ(A)Φ(B) y φ la forma bilineal simétrica asociada.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1. Hallar Φ(I), Φ(B2), Φ(B3) y Φ(B1)Φ(B4).
2. Si A es invertible, probar que Φ(A) 6= 0.
3. Si A es singular demostrar que A2 = 0 o bien existen ∃P,Q ∈ E regulares
tales que

A = P−1

[
α 0
0 0

]
P y A = Q−1

[
0 0
0 α

]
Q.

Sugerencia. Estudiar posibles polinomios mı́nimos de A.
4. Demostrar que si A es singular, entonces Φ(A) = 0.
5. Calcular φ(I, J) y Φ(J).
6. Calcular la matriz H de φ respecto de B.

293. Semejanza, congruencia y equivalencia

895. Se consideran las matrices reales

A =

a 1 a
1 0 1
a 1 a

 , B =

1 a 1
a 0 a
1 a 1

 .
1. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices semejantes.
En estos casos hallar matrices invertibles P tales que B = P−1AP.
2. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices congruen-
tes. En estos casos hallar matrices invertibles P tales que B = P tAP.
3. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices equivalen-
tes. En estos casos hallar matrices invertibles P y Q tales que B = PAQ.

294. Forma bilineal y sistema diferencial

896. Sea E el espacio vectorial de las matrices reales y cuadradas de orden
2. Se define la aplicación:

f : E × E → R , (A,B)→ det(A+B)− det(A−B).

1. Probar que f es una forma bilineal simétrica.
2. Encontrar una base B = (B1, B2, B3, B4) de E de vectores conjugados
dos a dos respecto de f tal que

f(B1, B1) = f(B2, B2) = −f(B3, B3) = −f(B4, B4) = 1.

3. Sea M la matriz de f respecto de B. Encontrar una matriz real N tal que
N2 = M. Sea x ≥ 0 y la función g(x) = x1/2. ¿Existe g(M)?
4. Determinar la solución φ del sistema de ecuaciones diferenciales X ′ = NX
sabiendo que φ(0, 0, 0, 0) = (1, 0, 1, 0).
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Caṕıtulo 14. Formas bilineales y cuadráticas 201

295. Cociente de Rayleigh

897. Sean q1(x) = XtAX y q2(x) = XtBX dos formas cuadráticas de
Rn → R, siendo A y B matrices cuadradas de orden n, reales y simétricas.
Se supone que q2 es definida positiva. Entonces se sabe (y lo admitiremos)
que existe un cambio de base de ecuación X = PY que permite diagonalizar
simultaneamente las dos formas cuadráticas, expresándolas en la forma:

q1(x) = a1y
2
1 + a2y

2
2 + . . .+ any

2
n

q2(x) = y2
1 + y2

2 + . . .+ y2
n

Se pide:
1. Encontrar y justificar una relación entre los coeficientes a1, a2, . . . , an y
las ráıces de la ecuación det(A− λB) = 0.
2. Clasificar las formas cuadráticas q1 y q2 en el caso particular:

A =

[
0 1
1 0

]
B =

[
2 1
1 2

]
Como aplicación, diagonalizar simultaneamente en este caso las formas cuadráti-
cas q1 y q2 (no se pide la matriz de paso P ).
3. Ordenar de menor a mayor:

máx {a1, a2, . . . , an} , mı́n {a1, a2, . . . , an} ,
XtAX

XtBX
(X 6= 0)

Como aplicación, encontrar los valores máximo y mı́nimo de F : Rn → R
dada por F (x) = XtAX, con la condición XtBX = 1.
4. Si v1, v2, . . . , vn son los vectores columna de la matriz P de paso, compro-
bar que se cumplen las condiciones:

(i) Av1 = a1Bv1, Av2 = a2Bv2, . . . , Avn = anBvn
(ii) vtiBvj = 0 si i 6= j, vtiBvi = 1, i, j = 1, 2, . . . , n

5. Las condiciones del apartado 4. permiten hallar una matriz de paso P .
Escribir detalladamente dichas condiciones para las matrices A y B del apar-
tado 2., en particular, determinar el cambio de base X = PY que diagonalice
de manera simultánea las formas cuadráticas q1 y q2 del apartado 2.

296. Concepto de aplicación multilineal

Sean V1, . . . , Vn, V espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea

φ : V1 × . . .× Vn → V
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una aplicación. Se dice que φ es multilineal si ∀i = 1, . . . , n se verifica

(a) φ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn) = φ(v1, . . . , vi, . . . , vn) + φ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn),

(b) φ(v1, . . . , αvi, . . . , vn) = αφ(v1, . . . , vi, . . . , vn),

en donde vi, v
′
i ∈ Vi, vj ∈ Vj si j 6= i y α ∈ K.

Nótese que el que φ es multilineal equivale a decir que la aplicación de
Vi en V dada por φ(v1, . . . , vi−1, •, vi+1, . . . , vn) es lineal ∀i = 1, . . . , n. Si
n = 2, decimos que φ es una aplicación bilineal. Si V = K decimos que φ es
forma multilineal.

898. Si n = 1, demostrar que φ : V1 → V es multilineal si y sólo si es
lineal.

899. Demostrar que la aplicación φ : V × V ∗ → K dada por φ(x, T ) =
T (x) es forma bilineal.

900. Sea φ : (Kn)n = Kn × . . .Kn → K dada por φ(v1, . . . , vn) = detA
siendo A = [v1 . . . vn] matriz con columnas v1 . . . vn. Demostrar que φ es
multilineal.

901. Sea A un álgebra sobre K. Definimos

φ : An → A, φ(v1, v2, . . . , vn) = v1v2 · · · vn.

Demostrar que φ es multilineal.
Nota. Como casos particulares tenemos las álgebras: Kn×n (matrices cua-
dradas ), K[x] (polinomios), Ck(I), k = 0, 1, 2, . . . ,∞ (funciones reales de
clase k en un intervalo cerrado I = [a, b]).

902. Sea φ : V1× . . .×Vn → V multilineal y T : V →W lineal. Demostrar
que T ◦ φ es multilineal.

903. Demostrar que φ : (C∞(I))n → C∞(I) dada por

φ(f1, . . . , fn) = (f1 · . . . · fn)′

es una aplicación multilineal.

904. Si C[a, b] es el álgebra de las funciones reales continuas en el intervalo
[a, b], demostrar que la aplicación φ : (C[a, b])n → C[a, b] dada por

φ(f1, . . . , fn) =

∫ b

a
f1 · . . . · fn

es multilineal.
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297. Espacio vectorial de las aplicaciones multili-
neales

Recordamos que si X 6= ∅ es un conjunto, V un espacio vectorial so-
bre el cuerpo K y V X , el conjunto de las aplicaciones de X en V en-
tonces, V X es espacio vectorial sobre K con las operaciones habituales
(f + g)(x) = f(x) + g(x) (suma) y (αf)(x) = αf(x) (producto por un es-
calar). Para V1, . . . , Vn, V espacios vectoriales sobre el cuerpo K denotamos
por MulK(V1×. . .×Vn, V ) al conjunto de todas las aplicaciones multilineales
de V1× . . .× Vn en V . Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo
K, se designa por LinK(E,F ) al espacio vectorial de las aplicaciones lineales
f : E → F .

905. Demostrar que MulK(V1 × . . .× Vn, V ) es subespacio de V V1×...×Vn .

906. Demostrar que si n ≥ 2 se verifica

MulK(V1 × . . .× Vn, V ) ∩ LinK(V1 × . . .× Vn, V ) = {0}.

298. Solución al problema de la aplicación univer-
sal

Supongamos que el conjunto de ı́ndices ∆ es un espacio vectorial. Enton-
ces, tiene sentido en el espacio suma directa externa U =

⊕
i∈∆K considerar

vectores de la forma

δ(i1+...+in) − δi1 − . . .− δ(i1+...+in), δαi − αδi.

Sean ahora V1, . . . , Vn espacios vectoriales sobre el cuerpo K y por simplici-
dad de notación, llamemos Z = V1 × . . .× Vn. Consideremos

U =
⊕

(v1,...,vn)∈Z

K

es decir, U es la suma directa externa de |Z| copias de K. Consideremos el
subespacio U0 de U generado por vectores de la forma

δ(v1,...,vi+v′i,...,vn) − δ(v1,...,vi,...,vn) − δ(v1,...,v′i,...,vn),

δ(v1,...,αvi,...,vn) − αδ(v1,...,vi,...,vn).
(14.1)

en donde i vaŕıa de 1 a n, y α recorre K. Por último, Consideremos el espacio
vectorial cociente V = U/U0 y la aplicación

φ : V1 × . . .× Vn → V, φ(v1, . . . , vn) = δ(v1,...,vn) + U0.

907. Demostrar que el par (V, φ) es solución al problema de la aplicación
universal.
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299. Espacio vectorial producto

Vamos a construir el espacio vectorial producto de una colección cual-
quiera de espacios vectoriales. Sea ∆ un conjunto no vaćıo de ı́ndices y
{Vi : i ∈ ∆} una colección de espacios vectoriales sobre el cuerpo K. El
conjunto producto cartesiano de los Vi se define según sabemos como

V =
∏
i∈∆

Vi = {f : ∆→
⋃
i∈∆

Vi : f es aplicación con f(i) ∈ Vi ∀i ∈ ∆}.

908. Demostrar queV es espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f, g ∈ V, (f + g)(i) = f(i) + g(i)
Ley externa. Para todo α ∈ K y para todo f ∈ V , (αf)(i) = αf(i).

300. Espacio suma directa externa

Sea ∆ un conjunto no vaćıo de ı́ndices, {Vi : i ∈ ∆} una colección de
espacios vectoriales sobre el cuerpo K y V =

∏
i∈∆ Vi el correspondiente

espacio vectorial producto. Se define la suma directa externa de los espacios
Vi como⊕

i∈∆

Vi = {f ∈ V : f(i) = 0 salvo un número finito de ı́ndices i ∈ ∆}.

909. Demostrar que la suma directa externa de los espacios Vi es subes-
pacio de V.

Sea ahora Vi = K para todo i ∈ K y llamemos U =
⊕

i∈∆K, es decir
la suma directa externa consta ahora de |∆| copias de K. Para todo i ∈ ∆
definimos el vector δi ∈ U de la forma δi(j) = 1 si j = i y δi(j) = 0 si j 6= i.
Es decir, δi(j) = δij (deltas de Kronecker).

301. Base del espacio suma directa externa

Sea ahora Vi = K para todo i ∈ K y llamemos U =
⊕

i∈∆K, es decir
la suma directa externa consta ahora de |∆| copias de K. Para todo i ∈ ∆
definimos el vector δi ∈ U de la forma δi(j) = 1 si j = i y δi(j) = 0 si j 6= i.
Es decir, δi(j) = δij (deltas de Kronecker).

910. Demostrar que B = {δi : i ∈ ∆} es base de U =
⊕

i∈∆K.
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302. Solución al problema de la aplicación univer-
sal

Supongamos que el conjunto de ı́ndices ∆ es un espacio vectorial. Enton-
ces, tiene sentido en el espacio suma directa externa U =

⊕
i∈∆K considerar

vectores de la forma

δ(i1+...+in) − δi1 − . . .− δ(i1+...+in), δαi − αδi.

Sean ahora V1, . . . , Vn espacios vectoriales sobre el cuerpo K y por simplici-
dad de notación, llamemos Z = V1 × . . .× Vn. Consideremos

U =
⊕

(v1,...,vn)∈Z

K

es decir, U es la suma directa externa de |Z| copias de K. Consideremos el
subespacio U0 de U generado por vectores de la forma

δ(v1,...,vi+v′i,...,vn) − δ(v1,...,vi,...,vn) − δ(v1,...,v′i,...,vn),

δ(v1,...,αvi,...,vn) − αδ(v1,...,vi,...,vn).
(14.2)

en donde i vaŕıa de 1 a n, y α recorre K. Por último, Consideremos el espacio
vectorial cociente V = U/U0 y la aplicación

φ : V1 × . . .× Vn → V, φ(v1, . . . , vn) = δ(v1,...,vn) + U0.

911. Demostrar que el par (V, φ) es solución al problema de la aplicación
universal.

El espacio V = U/U0 se llama producto tensorial de los espacios vec-
toriales V1, . . . , Vn y se representa por V1 ⊗K · · · ⊗K Vn o simplemente por
V1 ⊗ · · · ⊗ Vn cuando el cuerpo K se sobreentienda.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Producto escalar

303. Concepto de producto escalar real

912. Demostrar que

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

con x = (x1, . . . , xn)T e y = (y1, . . . , yn)T vectores de Rn es un producto
escalar (se le denomina producto escalar usual de Rn).

913. Sea E = C[a, b] el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas x(t) definidas en el intervalo cerrado [a, b]. Demostrar que la siguiente
aplicación es un producto escalar en E

〈x(t), y(t)〉 =

∫ b

a
x(t)y(t) dt.

914. Determinar los valores de a ∈ R para los cuales es un producto
escalar en R3 :

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 =
(
x1, x2, x3

) 1 −3 −1
−3 10 0
−1 0 a

y1

y2

y3

 .

915. Demostrar que 〈X,Y 〉 = traza
(
XTY

)
es un producto escalar en el

espacio vectorial E de las matrices reales cuadradas de órdenes n.

916. En el espacio vectorial R2[x] se considera el producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

0
p(x)q(x) dx.

a) Determinar la matriz de Gram respecto de la base canónica de R2[x].

b) Calcular

∫ 1

0
(1 + x)(3− x2) dx usando la matriz de Gram.

207
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304. Espacio euclideo, norma

917. En el espacio eucĺıdeo R2[x] dotado del producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

0
p(x)q(x) dx,

determinar la norma del vector p(x) = −1 + 2x+ 3x2.

918. En el espacio eucĺıdeo R2[x] dotado del producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

2∑
i=0

p(i)q(i),

determinar la norma del vector p(x) = −1 + 2x+ 3x2.

919. En el espacio eucĺıdeo R3 dotado del producto escalar

〈x, y〉 =
(
x1, x2, x3

)1 2 0
2 5 0
0 0 3

y1

y2

y3

 .

determinar la norma del vector x = (1,−1, 2).

305. Desigualdad de Schwartz, ángulos

920. En el espacio vectorial de las funciones reales de clase 2 en el intervalo
[−1, 1] se considera el producto escalar

〈f(t), g(t)〉 =

∫ 1

−1

(
f(t)g(t) + f ′′(t)g′′(t)

)
dt.

Hallar el ángulo formado por las funciones f(t) = 1 + 4t+ t2 y g(t) = 1− t.
921. En el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y

grado menor que 3 se considera el producto escalar

〈p, q〉 =
3∑
i=0

p(i)q(i).

Calcular el ángulo formado por los polinomios x2 + 1 y x2 − 3x+ 1.

922. Sea E un espacio eucĺıdeo. Demostrar que se verifica la desigualdad
de Schwartz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ E.
923. Sea E un espacio eucĺıdeo. Demostrar las propiedades

1) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.
2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀λ ∈ R ∀x ∈ E.
3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ E

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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306. Ortogonalidad

924. En el espacio vectorial R2[x] se considera el producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

−1

(
p(x)q(x) + p′′(x)q′′(x)

)
dx.

Comprobar que los vectores p(x) = 1+4x+x2 y q(x) = 1−x son ortogonales.

925. Sea E un espacio eucĺıdeo. Demostrar que
1) El vector 0 es ortogonal a todos los vectores de E
2) El vector 0 es el único que satisface la propiedad anterior.
3) Un vector es ortogonal a todos los vectores de un subespacio F de E si,
y sólo si es ortogonal a los de una base de F.
4) Todo subconjunto S de E formado por vectores ostogonales dos a dos y
no nulos es linealmente independiente.

307. Bases ortonormales. Método de Schmidt

926. Demostrar que la base canónica de Rn es ortonormal con el producto
escalar usual.

927. Ortonormalizar la base B = {1, x, x2} de R2[x] por el método de
Schmidt, con el producto escalar

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.

928. En R3 se considera el producto escalar

〈x, y〉 =
(
x1, x2, x3

)1 2 0
2 5 0
0 0 3

y1

y2

y3

 .

Ortonormalizar por el método de Schmidt la base

B = {(2,−1, 0), (3, 0− 4), (2, 1, 3)}.

929. Sea E espacio eucĺıdeo de dimensión finita n. Demostrar que si la
base B de E es ortonormal, entonces para todo x, y ∈ E se verifica

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn,

en donde (x1, . . . , xn) e (y1, . . . , yn) son los respectivos vectores de coorde-
nadas de x e y en la base B.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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930. Sea {u1, . . . , um} un sistema libre de un espacio eucĺıdeo. Demos-
trar que existe un sistema ortonormal {e1, . . . , em} con el mismo número de
elementos tal que

L[u1, . . . , uk] = L[e1, . . . , ek] (∀k, 1 ≤ k ≤ m).

931. Sea E un espacio eucĺıdeo de dimensión finita n yB = {u1, u2, . . . , un}
una base de E. Demostrar que B′ = {e1, e2, . . . , en} es base ortonormal de
E, siendo

e1 =
u1

‖u1‖
, e2 =

u2 − 〈u2, e1〉e1

‖u2 − 〈u2, e1〉e1‖
,

e3 =
u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1

‖u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1‖
,

. . .

en =
un − 〈un, en−1〉en−1 − · · · − 〈un, e1〉e1

‖un − 〈un, en−1〉en−1 − · · · − 〈un, e1〉e1‖
.

308. Subespacio ortogonal

932. Sea E un espacio eucĺıdeo y S un subconjunto de E. Demostrar que
S⊥ es subespacio de E.

933. Sea el espacio eucĺıdeo
(
R3, 〈 , 〉

)
con

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3.

Determinar una base de F⊥ siendo F el subespacio de R3 de ecuación

x1 + x2 + 2x3 = 0.

934. En el espacio R2[x] con el producto escalar 〈p(x), q(x)〉 =
∫ 1

0 p(x)q(x) dx
determinar el subespacio ortogonal al F = L[1, x].

935. Sea E espacio eucĺıdeo. Demostrar que
(i) M ⊂ N ⇒ N⊥ ⊂M⊥ para M,N subconjuntos de E.
(ii) F ∩ F⊥ = {0} para F subespacio de E.

(iii) M ⊂
(
M⊥

)⊥
para M subconjunto de E.

936. Si E es espacio eucĺıdeo de dimensión finita y F es subespacio de E,
demostrar que E = F ⊕ F⊥.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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309. Proyección ortogonal

937. En R3 con el producto escalar

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3,

hallar la proyección ortogonal del vector x = (1, 1, 1) sobre el subespacio

F ≡ x1 + x2 + 2x3 = 0.

938. En el espacio R2[x] con el producto escalar 〈p(x), q(x)〉 =
∫ 1

0 p(x)q(x) dx
determinar la proyección ortogonal del vector x2 sobre el subespacio F =
L[1, x].

939. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual
que 2 se define el producto escalar

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.

Hallar una base ortonormal del subespacio F = L[1, x] y como aplicación,
la proyección ortogonal del vector x2 sobre F.

940. Sea E espacio eucĺıdeo de dimensión finita, F subespacio de E y
pF : E → E la aplicación que a cada vector x de E le hace corresponder su
proyección ortogonal sobre F, pF (x). Demostrar que
(i) pF es lineal.
(ii) pF es idempotente, es decir pF ◦ pF = pF .

941. Sea E espacio vectorial eucĺıdeo de dimensión finita, y {e1, . . . , er}
una base ortonormal de F. Demostrar que para todo x ∈ E la proyección
ortogonal de x a F es

pF (x) = 〈x, e1〉 e1 + · · ·+ 〈x, er〉 er.

310. Mı́nima distancia de un vector a un subespa-
cio

942. En R3 con el producto escalar

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3,

hallar la distancia del vector x = (1, 1, 1) al subespacio F ≡ x1+x2+2x3 = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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943. Sea E espacio eucĺıdeo. Demostrar las propiedades de la distancia:
1) d(x, y) = 0⇔ x = y.
2) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ E.
3) d(x, y) ≤ d(x, z) + x(z, y) para todo x, y, z ∈ E.

944. Sea E espacio eucĺıdeo de dimension finita y F subespacio de E.
Demostrar que para todo x ∈ E se verifica d (x, pF (x)) ≤ d(x, y) ∀y ∈ F.

311. Matrices ortogonales

945. (a) Demostrar que una matriz A es ortogonal si, y sólo si AtA = I.
(b) Comprobar que las siguientes matrices son ortogonales:

M =

[
cosα − senα
senα cosα

]
, N =

1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

 .
946. Demostrar las propiedades

(a) El producto de dos matrices ortogonales y del mismo orden es una ma-
triz ortogonal.
(b) La matriz identidad de cualquier orden es ortogonal.
(c) La inversa de una matriz ortogonal es ortogonal.
Nota. Estas propiedades garantizan que el conjunto de las matrices orto-
gonales y del mismo orden tiene estructura de grupo con respecto de la
multiplicación.

947. Demostrar las propiedades
(a) La traspuesta de una matriz ortogonal es ortogonal.
(b) El determinante de una matriz ortogonal es 1 o −1.
(c) Si λ es valor propio real de una matriz ortogonal, entonces λ = 1 o
λ = −1.

948. Demostrar que una matriz A es ortogonal si, y sólo si sus vectores
columnas forman un sistema ortonormal con el producto escalar usual.

949. Determinar los valores de s y t para los cuales es ortogonal la matriz

A =
1

7

2 t s
3 s 2
s −2 t

 .
950. Demostrar que cualquier matriz ortogonal de orden 2 tiene alguna

de las dos formas[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
,

[
cos θ sen θ
sen θ − cos θ

]
(θ ∈ R).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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951. Demostrar que en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita, la matriz
de cambio de una base ortonormal a otra ortonormal es ortogonal.

952. Si A y B son matrices ortogonales y del mismo orden, entonces AB
y BA también son matrices ortogonales, pero no siempre la suma lo es. Se
trata de encontrar todas las parejas de matrices ortogonales de orden dos y
de orden tres tales que S = A+B sea ortogonal.
(a) Supongamos que B es la matriz identidad de orden dos (B = I). Deter-
minar todas las matrices ortogonales de orden dos A de manera que la suma
S = A+ I sea ortogonal.
(b) Supongamos que B es una matriz ortogonal dada de orden dos (no nece-
sariamente la identidad). Determinar todas las matrices ortogonales A tales
que S = A+B sea ortogonal.
Indicación. Multiplicar por la izquierda por BT los dos miembros de la igual-
dad.
(c) Las mismas cuestiones suponiendo matrices de orden tres.

312. Operador traspuesto

953. En el espacio eucĺıdeo R2 con el producto escalar 〈x, y〉 = 2x1y1 +
3x2y2 (siendo x = (x1, x2)t, y = (y1, y2)t), se considera el operador

T (x1, x2) = (x1 − 2x2, 4x1 + 5x2).

Determinar su operador traspuesto.

954. Se considera el espacio eucĺıdeo (R2[x], 〈 , 〉) siendo

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.

(i) Comprobar que B = {p1 = 1, p2 =
√

3x, p3 = (3
√

5/2)(x2 − 1/3)} es
base ortonormal.
(ii) Determinar en la base B la matriz del operador traspuesto del operador
T en R2[x] definido mediante T (p1) = 2p1−p3, T (p2) = 2p2+5p3, T (p3) = p3.

955. Sea S y T dos operadores en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita
E, y λ ∈ R. Demostrar que

(S + T )t = St + T t, (λT )t = λT t, (S ◦ T )t = T t ◦ St.

956. Sea E un espacio eucĺıdeo de dimensión finita n, y E∗ su dual. De-
mostrar que la aplicación F : E → E∗, F (a) = fa con fa(x) = 〈a, x〉 es un
isomorfismo.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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957. Sea E espacio eucĺıdeo de dimensión finita y T : E → E un operador
(es decir, un endomorfismo). Demostrar que existe un único operador T t :
E → E tal que:

〈v, T (w)〉 = 〈T t(v), w〉 ∀v, w ∈ E.

958. Sea T un operador en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita y B
una base de E. Sea A la matriz de T en la base B y G la matriz de Gram en
la base B. Demostrar que la matriz de T t en la misma base B es G−1AtG.

959. Demostrar las propiedades

(a)
(
T t
)t

= T.

(b) kerT =
(
Im T t

)⊥
, kerT t = (Im T )⊥ .

960. Demostrar las propiedades
(a) T y T t tienen el mismo polinomio caracteŕıstico, en consecuencia los
mismos valores propios.
(b) Dos subespacios propios, uno de T y otro de T t que corresponden a dos
valores propios distintos son ortogonales.

313. Operador ortogonal

961. Comprobar que en R3 con el producto escalar usual, el siguiente
operador es ortogonal

T

x1

x2

x3

 =
1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

x1

x2

x3

 .
962. Demostrar que si λ es valor propio real de un operador ortogonal T

en un espacio eucĺıdeo E, entonces λ = 1 o λ = −1.

963. Demostrar que: T es ortogonal ⇔ ‖T (x)‖ = ‖x‖ ∀x ∈ E.

964. Demostrar que todo operador ortogonal en un espacio eucĺıdeo es
isomorfismo.

965. Demostrar que una condición necesaria y suficiente para que un ope-
rador en un espacio eucĺıdeo E sea ortogonal, es que transforme una base
ortonormal en otra ortonormal.

966. Demostrar que un operador en un espacio eucĺıdeo E es ortogonal
si, y sólo si su matriz en una base ortonormal es ortogonal.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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314. Operador simétrico, teorema espectral

967. En el espacio eucĺıdeo
(
R3, 〈 , 〉

)
donde 〈 , 〉 representa el producto

escalar usual, se considera T ∈ End
(
R3
)

dado por:

T (x, y, z) = (x+ 4y + 8z, 4x+ 16y + 32z, 8x+ 32y + 64z).

Demostrar que T es simétrico.

968. En R2 con el producto escalar

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 =
(
x1, x2

)(1 2
2 5

)(
y1

y2

)
,

analizar si es simétrico el operador T (x1, x2) = (2x1, x1 − x2).

969. En R2 se considera el operador T cuya matriz en una base ortonormal

B = {u1, u2} es A =

[
1 −2
−2 1

]
. Demostrar que T es simétrico, hallar

una base ortonormal formada por vectores propios y la matriz diagonal
correspondiente.

970. Sea la matriz simétrica A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2


(i) Hallar los valores propios de A. Comprobar que son reales.
(ii) Hallar unas bases de los subespacios propios. Comprobar que A es dia-
gonalizable en R.
(iii) Comprobar que vectores propios de esas bases asociados a valores pro-
pios distintos son ortogonales con el producto escalar usual.
(iv) Hallar una base de R3 ortonormal y de vectores propios.
(v) Comprobar que la matriz P de cambio de base de la canónica a la del
apartado anterior es ortogonal.
(vi) Clasificar la forma cuadrática q : R3 → R dada por q(x) = xtAx.

971. Demostrar que todo operador simétrico en un espacio eucĺıdeo de
dimensión n tiene n valores propios reales, contando multiplicidades.

972. Demostrar que el subespacio ortogonal a un vector propio de un ope-
rador simétrico T en un espacio eucĺıdeo E es invariante por este operador.

973. Demostrar es teorema espectral para operadores simétricos:
Sea T un operador simétrico en un espacio eucĺıdeo E. Entonces, existe al
menos una base ortonormal de E formada por vectores propios de T.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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974. Sea W un subespacio de un espacio eucĺıdeo de dimensión finita V .
Para cualquier v ∈ V, sea v = w + w′ con w ∈ W, w′ ∈ W⊥. Se define
T : V → V por T (v) = w − w′. Probar T es un operador simétrico de V.

975. Estudiar para qué valores de a, b ∈ R las siguientes matrices son
congruentes

A =

[
a b
b a

]
, B =

[
3 2
2 3

]
.

315. Giros alrededor de una recta

976. Sea r una recta de R3 que pasa por el origen y e1 un vector unitario
en la dirección de r. Sea B = {e1, e2, e3} una base ortonormal de R3 tal que
e1× e2 = e3. Demostrar que la matriz del giro de ángulo α alrededor de r es

G = E

1 0 0
0 cosα −sen α
0 sen α cosα

ET , siendo E =
[
e1, e2, e3

]
.

977. Hallar la matriz del giro de ángulo π/2 alrededor de la recta orientada

r : x = 0, y = 4λ, z = 3λ (λ > 0),

y el transformado del punto P = (1, 1, 1)T por tal giro.

316. Matriz adjunta

978. Dada A =

[
1 1− i 4i

1 + i −2 2− 3i

]
, calcular A∗.

979. Demostrar que,
1) (A∗)∗ = A ∀A ∈ Cm×n.
2) (A+B)∗ = A∗ +B∗ ∀A,B ∈ Cm×n.
3) (λA)∗ = λA∗ ∀λ ∈ C, ∀A ∈ Cm×n.
4. (AB)∗ = B∗A∗ ∀A ∈ Cm×n ∀B ∈ Cn×p.

317. Matrices hermı́ticas

980. Demostrar que la suma de dos matrices hermı́ticas de Cn×n es hermı́ti-
ca y que el producto de un número real por una matriz hermı́tica también
lo es.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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981. Demostrar que todos los valores propios de una matriz hermı́tica son
reales.

982. Hallar los valores y vectores propios de la matriz hermı́tica

A =

[
3 2 + 2i

2− 2i 1

]
.

318. Concepto de forma sesquilineal

983. Sea M ∈ Cm×n y la aplicación

f : Cm × Cn → C, f(x, y) = xtM y,

en donde x, y representan vectores columna de Cm y Cn respectivamente.
Demostrar que f es forma sesquilineal.

984. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas con-
tinuas definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Es decir, E = {x : [a, b]→
C, f continua.}. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =

∫ b

a
x(t) y(t) dt.

es una forma sequilineal.

985. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x =
(xn) finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos
no nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =
∑

xjyj

es una forma sesquilineal.

319. Expresión matricial de una forma sesquilineal

986. Sea f : E × F → C una forma sequilineal y BE = {u1, . . . , um},
BF = {v1, . . . , vm} bases de E y F respectivamente. Sea A = [aij ] ∈ Cm×n
dada por aij = f(ui, uj). Demostrar que para todo x ∈ E y para todo y ∈ F
se verifica

f(x, y) = XtAY ,

siendo X el vector de coordenadas de x en B, e Y el de y en B.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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987. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo C ambos de dimen-
sión finita y f : E ×F → K una forma sesquilineal. Sean BE y BF bases de
E y F respectivamente y A la matriz de f en las bases BE y BF .

Sea B′E una nueva base de E y B′F una nueva base de F. Sea P la matriz
de cambio de BE a B′E y Q la matriz de cambio de BF a B′F .

Demostrar que la matriz de la forma sesquilineal f en la nuevas bases
B′E y B′F es P tAQ.

320. Concepto de forma hermı́tica

988. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas con-
tinuas definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =

∫ b

a
x(t) y(t) dt.

es una forma hermı́tica.

989. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x =
(xn) finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos
no nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =
∑

xjyj

es una forma hermı́tica.

990. Sea E espacio vectorial complejo de dimensión finita y B una base
de E. Demostrar que una forma sesquilineal en E es hermı́tica si y sólo si la
matriz de f en B es hermı́tica.

991. Sea f : E × E → C una forma hermı́tica y q : E → R su forma
cuadrática asociada. Demostrar que para todo x, y ∈ E se verifica

f(x, y) =
q(x+ y)− q(x− y)

4
+ i

q(x+ iy)− q(x− iy)

4
.

321. Producto escalar complejo, espacio unitario

992. Demostrar que en todo espacio unitario E y para todo λ ∈ C, x, y, z ∈
E se verifica

1) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.
2) 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉.
3) 〈x, 0〉 = 〈0, y〉 = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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993. Dados dos vectores x = (xj), y = (yj) de Cn se define

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Demostrar que es un producto escalar complejo (se le llama producto escalar
usual en Cn).

994. Hallar 〈x, y〉, siendo x = (1 + 3i,−2i, 1, 5)t, y = (1 + i, 1, 0,−2 + 3i)
con 〈 , 〉 el producto escalar usual en C4.

995. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas con-
tinuas definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Es decir, E = {x : [a, b]→
C, f continua.}. Demostrar que

〈x, y〉 =

∫ b

a
x(t) y(t) dt

es un producto escalar en E.

996. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x =
(xn) finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos
no nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

〈x, y〉 =
∑

xjyj

es un producto escalar en E.

997. Sea B = {v1, v2, ..., vn} una base ortonormal de un espacio vectorial
real o complejo con producto escalar. Probar que todo u perteneciente a V
se puede escribir como: u =

∑n
j=1〈u, vj〉vj .

998. Sea P un un espacio vectorial complejo con producto escalar. Para
todo x ∈ P se define la norma (o longitud) de x como el número real no
negativo ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

1. Demostrar que para todo x, y ∈ P se verifica la desigualdad de Schwarz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

2. Demostrar que efectivamente la aplicación ‖ ‖ satisface las tres propieda-
des de una norma.
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220 322 Expresión matricial del producto escalar complejo

322. Expresión matricial del producto escalar com-
plejo

999. Si E es espacio unitario de dimensión n y B = {e1, . . . , en} es una
base de E, demostrar que para todo x, y ∈ E

〈x, y〉 = XtGY , con G =


〈e1, e1〉 〈e1, e2〉 . . . 〈e1, en〉
〈e2, e1〉 〈e2, e2〉 . . . 〈e2, en〉

...
...

〈en, e1〉 〈en, e2〉 . . . 〈en, en〉


siendo X el vector de coordenadas de x en B, e Y el de y en B.

1000. Demostrar que la matriz G de Gram es hermı́tica.

323. Matrices unitarias

1001. Comprobar que U =
1√
3

[
1 −1 + i

1 + i 1

]
es matriz unitaria.

1002. Identificar las matrices unitarias reales.

1003. Demostrar que una matriz U ∈ Cn×n es unitaria si, y sólo si sus
vectores columnas forman un sistema ortonormal con el producto escalar
complejo usual.

Aplicación. Comprobar que M =

[
0 i
−i 0

]
es unitaria.

1004. Demostrar que:
1) El producto de matrices unitarias y del mismo orden es unitaria.
2) La matriz identidad es unitaria.
3) La inversa de una matriz unitaria es unitaria.
Nota. Estas propiedades demuestran que el conjunto de las matrices uni-
tarias de orden n es subgrupo multiplicativo del grupo multiplicativo de la
matrices invertibles de Cn×n.

1005. Demostrar el módulo del determinante de una matriz unitaria es
igual a 1.

324. Descomposición en valores singulares

1006. Demostrar el teorema de descomposición en valores singulares:
Sea A ∈ Cm×n. Existen matrices unitarias Q1 ∈ Cm×m, Q2 ∈ Cn×n tales
que Q∗1AQ2 = S ∈ Rm×n siendo
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(i) S =


σ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . σm 0 . . . 0

 si m < n.

(ii) S =



σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
0 0 . . . σn
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0


si m > n.

(iii) S =


σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
0 0 . . . σn

 si m = n,

con σ1, σ2, . . . , σp todos ≥ 0 y p = mı́n{m,n}. A los números σ1, σ2, . . . , σp
se les llama valores singulares de A.

1007. Dada la matriz A =

√
2

6

 4 0
−5 3
−2 −6

 calcular números σ1, σ2 y ma-

trices U, V que verifiquen:
(a) σ1 ≥ 0, σ2 ≥ 0.
(b) U ∈ R2×2 y V ∈ R3×3 son ortogonales.

(c) V tAU =

σ1 0
0 σ2

0 0

 .
325. Matrices normales

1008. Comprobar que A =

[
i 1 + i

−1 + i 2i

]
es matriz normal.

1009. Aplicar el teorema espectral a la matriz normal:

A =

[
i 1 + i

−1 + i 2i

]
.

1010. Demostrar que
1) Las matrices hermiticas antihermı́ticas y unitarias son normales.
2) A normal ⇒ ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ para todo x ∈ Cn.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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3) Si A es normal, entonces para todo λ ∈ C y para todo x ∈ Cn, Ax = λx
⇒ A∗x = λ̄x.
4) Vectores propios de una matriz normal asociados a valores propios dis-
tintos, son ortogonales.

1011. Se considera la matriz

A =

 5 −2i 4
2i 8 −2i
4 2i 5

 .
Demostrar que es normal y encontrar una matriz unitaria U tal que U−1AU
sea diagonal.

1012. a) Sea Km (K = R o K = C) dotado del producto escalar usual y
F un subespacio de Km. Sea BF = {e1, e2, . . . er} una base ortonormal de
F. Demostrar que la proyección ortogonal p sobre F viene dada por

p : Km → Km, p(x) = (e1e
∗
1 + e2e

∗
2 + · · ·+ ere

∗
r)x, con x =

x1
...
xm

 .
A la matriz P = e1e

∗
1 + e2e

∗
2 + · · · + ere

∗
r se la llama matriz de proyección

sobre el subespacio F.
b) Como aplicación, hallar la matriz de proyección en R3 sobre F ≡ x1 +
x2 + x3.

326. Matrices de proyección y simetŕıa

1013. Demostrar que la matriz P de proyección es idempotente y hermı́ti-
ca.

1014. Sea A ∈ Km×n (K = R o K = C) una matriz con sus n columnas
linealmente independientes. Demostrar que la matriz A∗A es invertible.

1015. a) Sea A ∈ Km×n (K = R o K = C) una matriz con sus n colum-
nas linealmente independientes. Sea Km dotado del producto escalar usual.
Demostrar que la matriz de proyección P sobre el subespacio columna de A
es

P = A (A∗A)−1A∗.

b) Como aplicación, calcular la matrices de proyección P y simetŕıa S sobre
el subespacio de R4 :

F ≡


2x1 − 2x2 + x4 = 0

3x1 − 2x2 + 2x3 − x4 = 0

4x1 − 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0.
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1016. Sea el hiperplano de Km (K = R o K = C):

F ≡ a1x1 + · · ·+ amxm = 0.

1) Demostrar que la matriz de proyección sobre F es

P = I − NN∗

N∗N
con N =

a1
...
am

 .
2) Como aplicación, calcular la matrices de proyección P y simetŕıa S sobre
el hiperplano de C3 : F ≡ 2x1 + ix2 + 2x3 = 0.
3) Hallar el simétrico del vector x = (1, 1, 1)T sobre el subespacio F.

1017. Sea A ∈ Km×n matriz real o compleja y con columnas linealmente
independientes. Sean P y S las matrices de proyección y simetŕıa respectiva-
mente sobre el subespacio columna de A y con respecto del producto escalar
usual, esto es

P = A (A∗A)−1A∗, S = 2P − I.

Usando las fórmulas anteriores demostrar que:
1) P es idempotente y hermı́tica.
2) S es unitaria y hermı́tica.

1018. Sea P ∈ Kn×n con K = R o K = C una matriz idempotente y
hermı́tica, es decir P 2 = P y P ∗ = P. Demostrar que P es la matriz de
proyección sobre un determinado subespacio de Kn con el producto escalar
usual.

327. Lema de Schur

1019. Demostrar el lema de Schur:
Sea A ∈ Cn×n. Entonces, existe U ∈ Cn×n unitaria tal que U−1AU =
U∗AU = T en donde T es una matriz triangular superior y los elementos de
la diagonal principal de T son los valores propios de A.

1020. Se considera la matriz

A =

[
−5 + i −15

2 6 + i

]
.

Aplicar el lema de Schur para encontrar una matriz U unitaria tal que
U−1AU = U∗AU = T, con T triangular superior.
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328. Operador autoadjunto y unitario

1021. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión finita dotado
de un producto escalar 〈 , 〉 y sea W un subespacio de V. Se considera la
aplicación

T : V → V, T (v) = w − w′,
en donde v = w + w′ con w ∈W y w′ ∈W⊥.
a) Demostrar que T es lineal.
b) Demostrar que T es autoadjunto.
c) Demostrar que T es unitario.

329. Polinomios de Legendre y operador simétrico

1022. En el espacio vectorial E = Rn[x] de los polinomios reales de grado
≤ n se define la aplicación

T : E → E, T (f) =
(
pf ′
)′

con p(x) = x2 − 1.

(a) Demostrar que T es lineal.
(b) Hallar la matriz de T en la base canónica de E.
(c) Determinar el espectro de T y estudiar si T es diagonalizable.
(d) En el espacio vectorial eucĺıdeo que se obtiene al dotar a E del producto
escalar

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx,

estudiar si el endomorfismo T es simétrico y determinar la matriz de T
respecto de la base

BL = (p0, p1, . . . , pn)

formada por los polinomios de Legendre de grados 0, 1, 2, . . . , n.

330. Simetŕıa de Householder

1023. Sea N 6= 0 un vector columna de Rn. Sabemos que la matriz de
simetŕıa respecto del hiperplano ortogonal a N viene dada por

H = I − 2
NNT

NTN
,

la cual se llama fórmula de Householder y a la simetŕıa asociada, simetŕıa
de Householder. Sea a 6= 0 un vector columna de Rn. Demostrar que existe
al menos una simetŕıa H de Householder de modo que el vector Ha tiene
todas sus componentes nulas con excepción de la primera.
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331. Gram-Schmidt con integral impropia

1024. Se considera el espacio vectorial E formado por las funciones

f : R→ R, f(x) = (a+ bx)e−x (a, b ∈ R).

Comprobar que 〈f(x), g(x)〉 =
∫ +∞

0 f(x)g(x) dx es un producto escalar
que confiere a E estructura de espacio eucĺıdeo. Elegir una base de E y
ortonormalizarla por el método de Gram-Schmidt.

332. Proyección ortogonal en R2[x]

1025. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o
igual que 2 se define el producto escalar

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.

1. Hallar el coseno del ángulo que forman los vectores p1 = x y p2 = x2.
2. Ortonormalizar la base B = {1, x, x2} por el método de Schmidt.
3. Hallar la proyección ortogonal del vector x2 sobre el subespacio M engen-
drado por 1 y x.
4. Determinar la distancia mı́nima de x2 al subespacio M.

333. Signatura en un espacio eucĺıdeo

1026. Sea E un espacio vectorial real eucĺıdeo de dimensión n y sea u ∈ E
un vector de norma 1 (‖u‖ = 1). Para cada número real a se define en E la
forma cuadrática

Qa : E → R , Qa(x) = (〈x, u〉)2 + a ‖x‖2 .

(〈 , 〉 representa el producto escalar en E). Se pide:
(a) Determinar razonadamente la signatura de Qa (́ındice de positividad,
ı́ndice de negatividad, ı́ndice de nulidad), según los valores de a, si −1 <
a < 0.
(b) La misma pregunta si a ≥ 0 o bien a ≤ −1.
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334. Un endomorfismo antisimétrico

1027. En R3 con el producto escalar usual 〈 , 〉 se considera el endomor-
fismo f cuya matriz respecto de la base canónica es

A =

 0 −1 2
1 0 3
−2 −3 0

 .
Se pide:

1. Calcular 〈x, f(x)〉 para x = (x1, x2, x3) ∈ R3 y los valores propios de f .
2. Determinar una ecuaciones cartesianas y unas bases de ker f e Im f .
3. En Rn con un producto escalar 〈 , 〉 un endomorfismo g se llama anti-
simétrico si ∀x∀y ∈ Rn 〈g(x), y〉 = −〈x, g(y)〉 . Demostrar que:

g es antisimétrico⇔ ∀x ∈ Rn g(x) ⊥ x.

4. Verificar que si g es antisimétrico se cumplen:
i) g no tiene valores propios distintos de 0.
ii) Im g = (ker g)⊥.

335. Un endomorfismo simétrico

1028. Sea E = R(2,2) dotado del producto escalar 〈P,Q〉 = tr(P tQ). Dada
la matriz

A(α) =

[
−1 + α 1− α
α −1

]
(α ∈ R),

se considera el endomorfismo Tα de E en E definido por Tα(X) = A(α) ·X.
Se pide:

1. Determinar la matriz M(α) de Tα en la base

B = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}.

2. Estudiar para qué valores de α no es Tα un isomorfismo de E, y caracte-
rizar en este caso los subespacios kerTα e Im Tα.
3. Demostrar que la matriz M(α) y el endomorfismo Tα tienen los mismos
valores propios para cualquiera que sea α ∈ R.
4. Determinar el endomorfismo traspuesto de Tα e indicar para que valores
de α es Tα un endomorfismo simétrico.
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336. Automorfismo en un espacio eucĺıdeo

1029. Sea E espacio vectorial eucĺıdeo de dimensión n y H ⊂ E subespa-
cio.

1. Probar que existe un único automorfismo f en E cumpliendo{
f(x) = x ∀x ∈ H

f(x) = −x ∀x ∈ H⊥

Probar también que f−1 = f .
2. Calcular dicho automorfismo si E = R3 siendo H el subespacio generado
por el vector (−2, 0, 1) y calcular la imagen mediante dicho automorfismo
del subespacio

F = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y + 2z = 0}.

(Se considera el producto escalar usual).
3. Sea R3 el espacio tridimensional, H una recta pasando por el origen y la
simetŕıa g respecto de la recta H. Probar que de identificar puntos y vectores
de R3, g es el automorfismo del que se habla en el primer apartado.
4. Deducir que el simétrico de un plano respecto de una recta es a su vez un
plano y que este es único.

337. Endomorfismo, forma cuadrática y cono

1030. En R3 con el producto escalar usual 〈 , 〉 y siendo B = {e1, e2, e3}
la base canónica, se considera el endomorfismo T y la forma cuadrática f
que cumplen las condiciones:

i) ∀x∀y ∈ R3 〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 .
ii) T (e1) ∈ L[e1 − e3].

iii) T (e2) ∈ L[e2 + 2e3].

iv) T (e3) = −9e1 + 8e2 − 11e3.

v) ∀x ∈ R3 f(x) = 〈T (x), x〉 .

1. Hallar la matriz de T respecto a B. Estudiar si es un isomorfismo. Estudiar
si es un isomorfismo isométrico.
2. Estudiar si T es diagonalizable. Hallar la suma, el producto y los signos
de los valores propios.
3. Obtener la matriz de f respecto a B, y una expresión polinómica de
f(x1, x2, x3). Reducir esta expresión a suma de cuadrados.
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4. Estudiar que figura geométrica es la curva C de ecuaciones

x3 = 1, f(x1, x2, 1) = 0.

Hallar una ecuación no paramétrica, respecto de B del cono de vértice
(0, 0, 0) y directriz C.

338. Subespacio ortogonal al de las matrices dia-
gonales

1031. Sea E el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n y
entradas reales. Se considera el producto escalar

〈A,B〉 = tr ABt, ∀A.B ∈ E.

Sea W el subespacio de E formado por las matrices diagonales. Determinar
W⊥, y hallar su dimensión.

339. Diagonalización simultánea, sistema diferen-
cial

1032. (i) Hallar todas las soluciones del sistema diferencial[
1 2
2 8

] [
x′′1(t)
x′′2(t)

]
=

1

2

[
3 4
4 16

] [
x1(t)
x2(t)

]
.

(ii) Hallar la solución particular cumpliendo{
x1(0) = x2(0) = 0

x′1(0) = −
√

2, x′2(0) =
√

2/4.

340. Q(A) = (traza A)2 − 2 detA

1033. En el espacio vectorial M2(R) se considera el producto escalar

〈
[
x1 x2

x3 x4

]
,

[
y1 y2

y3 y4

]
〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4.

Se define la aplicación Q : M2(R)→ R dada por

Q(A) = (traza A)2 − 2 detA.

a) Comprobar que Q es una forma cuadrática y hallar su matriz asociada
en la base canónica de M2(R).
b) Encontrar una base ortonormal con respecto al producto escalar definido
anteriormente en la que la matriz asociada a Q sea diagonal.
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341. Propiedades de las matrices normales

1034. Sea A ∈ Cn×n una matriz normal, es decir AA∗ = A∗A (A∗ = Ā t,
traspuesta de la conjugada de A).
a) Demostrar que ∀x ∈ Cn es ‖Ax‖2 = ‖A∗x‖2 .
b) Sea λ ∈ C, estudiar si la matriz A−λI es normal razonando la respuesta.
Sea ahora λ un valor propio de A, estudiar si λ̄ es valor propio de A∗,
razonando la respuesta.
c) Sean λ y µ dos valores propios distintos de A. Sean u y v dos vectores
propios de A asociados a λ y µ respectivamente. Estudiar si u y v son siempre
ortogonales, razonando la respuesta.

342. Mı́nimo de L(f) =
∫ b
a f(x) dx ·

∫ b
a

dx
f(x)

1035. Utilizando la desigualdad de Schwarz, demostrar que si f(x) es
continua y positiva para a ≤ x ≤ b, el producto

L(f) =

∫ b

a
f(x) dx ·

∫ b

a

dx

f(x)

es mı́nimo si y sólamente si f es una función constante.

343. Operador de Sturm-Liouville

1036. Sea C[a, b] el espacio vectorial de las funciones reales continuas en
[a, b] y p ∈ C[a, b] fijo. Sea C2[a, b] el espacio vectorial de las funciones reales
de clase 2 en [a, b]. Se define el conjunto:

E = {f ∈ C2[a, b] : p(a)f(a) = 0 ∧ p(b)f(b) = 0}.

1) Demostrar que E es un subespacio vectorial de C[a, b].
2) Si q ∈ C[a, b] fijo se define la aplicación T : E → C[a, b] de la forma

T (f) =
(
pf ′
)′

+ qf.

Demostrar que T es lineal (se la llama operador de Sturm-Liouville).

3) Se considera en C[a, b] el producto escalar 〈h1, h2〉 =
∫ b
a h1h2dx. Demos-

trar que
〈T (f), g〉 = 〈f, T (g)〉 ∀f, g ∈ E

es decir, el operador de Sturm-Liouville es simétrico.
4) Sean λ y µ autovalores de T con correspondientes autofunciones f y g.
Demostrar que si λ 6= µ, las autofunciones f y g son ortogonales.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 16

Álgebra de los números
complejos

344. Compendio

1037. Demostrar que (C,+, ·) es cuerpo, siendo + y · las operaciones
habituales en C.

1038. Expresar en forma binómica de cada uno de los siguientes números
complejos:

a)
3− 2i

1 + 4i
. b) i23. c)

1

z
. d)

z − 1

z + 1
. e) (1− 2i)4. f)

√
3− 4i.

1039. Resolver en C la ecuación z2 − (2 + i)z − 1 + 7i = 0.

1040. Determinar todos los números complejos que son conjugados con
su cubo.

1041. a) Demostrar que si z ∈ C, entonces Re z > 0⇔ |z − 1| < |z + 1| .
b) Demostrar que si x + yi = (s + ti)n con n ∈ N, x, y, s, t ∈ R, entonces
x2 + y2 = (s2 + t2)n.

1042. Demostrar que si r es ráız de un polinomio p(z) ∈ C[z] con coefi-
cientes reales, también r es ráız de p(z).

1043. Sabiendo que el polinomio p(z) = 4z4− 12z3 + 13z2− 12z+ 9 tiene
la ráız compleja r = i, hallar todas sus ráıces.

1044. Determinar el valor real del parámetro a para que la ecuación en z

|z|2 − (3− 4i)z − (3− 4i)z + a = 0

represente una circunferencia en el plano complejo de radio 3.
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345. Problemas diversos

1045. Sean z1 = 1, z2, . . . , zn las distintas ráıces enésimas de la unidad.
Demostrar que (1− z2)(1− z3) . . . (1− zn) = n.

1046. Sea G = {z ∈ C : |z| = 1}. Demostrar que (G, ·) es grupo.

1047. Expresar en forma binómica

(1) 2[cos 135o + i sen 135o]. (2) 5[cos(−π/3) + i sen(−π/3)].

Expresar en forma trigonométrica

(3)
√

3− i. (4) − 1 + i. (5) − 4− 4
√

3i. (6) − 3i.

1048. Calcular las siguientes potencias expresando el resultado en forma

binómica. a)
(√

3 + i
)15

. b) (1− i)27.

1049. Expresar cos 6x y sen 6x en función de cosx y senx.

1050. Resolver las ecuaciones: a) z6 + 1 = 0. b) z4 + 4 = 0.

1051. Demostrar que las ráıces enésimas de un número complejo cualquie-
ra son los productos de una de ellas por las ráıces enésimas de la unidad.

1052. Calcular el mayor valor entero n < 0 tal que

(
1 +

√
3

3
i

)n
sea

imaginario puro.

1053. Calcular (1 + w)n, siendo w = cos 2π/3 + i sen 2π/3.

1054. Calcular (1 + cosx+ i senx)n con x ∈ R.

1055. Dada la ecuación z2 − 8iz − 19 + 4i = 0 cuyas ráıces son z1 y z2,
hallar los complejos z3 tales que los afijos z1, z2, y z3 formen un triángulo
rectángulo isósceles. Considérese el vértice correspondiente al ángulo recto
como el afijo de la ráız de mayor componente imaginaria.

1056. Siendo a, b ∈ R, calcular
√
a+ bi expresando el resultado en forma

binómica.

1057. Sea D = {z ∈ C : |z| > 1} . Demostrar que para todo w1, w2 ∈ D
se verifica ∣∣∣∣ w1 − w2

1− w1w2

∣∣∣∣ < 1.

1058. Demostrar que
∣∣(1 + i)z3 + iz

∣∣ < 3/4 si |z| < 1/2.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1059. Usando la forma trigonométrica de los números complejos, calcular
la suma:

S = 1 +

(
n

1

)
cosx+

(
n

2

)
cos 2x+ · · ·+

(
n

n

)
cosnx.

1060. Sean w0, w1, . . . , wn−1 las ráıces enésimas de la unidad y k entero
positivo. Calcular Sk = wk0 + wk1 + · · ·+ wkn−1.

1061. Resolver la ecuación en C : z3 − (5 + i)z2 + (6 + 5i)z − 6i = 0.

1062. Sean z y w dos números complejos. Demostrar la relación

|z + w|2 + |z − w|2 = 2
(
|z|2 + |w|2

)
.

¿Qué significado geométrico tiene esta identidad?

1063. Siendo z, w números complejos no nulos, demostrar la desigualdad

|z + w| ≥ 1

2
(|z|+ |w|)

∣∣∣∣ z|z| +
w

|w|

∣∣∣∣ .
1064. Sea z un número complejo tal que |z| > 1 y n entero positivo.

Demostrar que
1

|1 + zn|
≤ 1

|z|n − 1

1065. Sea λ ∈ R. Describir geométricamente el conjunto

A = {z ∈ C : |z| = λ |z − 1|}.

1066. Resolver la ecuación en C : z4 + 2z3 + 4z2 + 8z + 16 = 0.

1067. Para a, b números reales, calcular las sumas

R = cos a+ cos(a+ b) + cos(a+ 2b) + · · ·+ cos (a+ (n− 1)b) ,

I = sen a+ sen(a+ b) + sen(a+ 2b) + · · ·+ sen (a+ (n− 1)b) .

1068. Demostrar que si 0 6= z = cos θ + i sen θ, (θ ∈ R) y n natural,
entonces

zn +
1

zn
= 2 cosnθ.

1069. Determinar el subconjunto de R2 :

S = {(x, y) ∈ R2 : (x+ iy)3 ∈ R ∧ |x+ iy| > 8}.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1070. Expresar la circunferencia C : x2 +y2 +2x+2y = 0 en coordenadas
conjugadas complejas, es decir en función de z = x+ iy y de z.

1071. Sea z ∈ C y θ ∈ R.
a) Demostrar que el producto z′ = z (cos θ + i sen θ) es el resultado de girar
el vector z un ángulo θ alrededor del origen.
b) Escribir la ecuación matricial del giro.

1072. Sean z y w dos números complejos no nulos. Demostrar que si
|z + w| = |z − w| entonces, w/z es imaginario puro.

1073. Demostrar que todas las circunferencias y rectas del plano se pueden
expresar en la forma

λzz +Az +Az +B = 0 con λ,B ∈ R, λB < AA.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Isometŕıas

346. Isometŕıas en el plano

1074. Sea una aplicación h : R2 → R2. Se dice que h es una isometŕıa en
el plano si para cualquier par de puntos P,Q ∈ R2 se verifica

d (h(P ), h(Q)) = d (P,Q)

en donde d representa la distancia eucĺıdea.
Es decir, h es isometŕıa si conserva la distancia entre puntos. Usando la

identificación (x, y) ∈ R2 con x+ iy ∈ C, una isometŕıa en el plano se puede
ver como una aplicación h : C→ C que verifica |h(z)− h(ω)| = |z − ω| para
todo z, ω ∈ C.
Se pide
1) Demostrar que las traslaciones son isometŕıas.
2) Demostrar que la composición de isometŕıas es isometŕıa.
3) Demostrar que la simetŕıa sobre el eje x viene dada por h(z) = z̄ es
isometŕıa.
4) Demostrar que los giros alrededor del origen son isometŕıas.
5) Demostrar que si h es isometŕıa, la función conjugada h̄ definida por
h̄(z) := h(z) también es isometŕıa.

1075. Sean α, β ∈ C con |α| = 1. Entonces, son isometŕıas las aplicaciones
hi : C→ C dadas por h1(z) = αz + β y h2(z) = αz̄ + β.

1076. Se dice que z es punto fijo de una isometŕıa h si h(z) = z. Demostrar
que si h : C → C es una isometŕıa con puntos fijos 0, 1, i entonces, h es la
aplicación identidad.

1077. Si h : C→ C es una isometŕıa con puntos fijos 0, 1, i entonces, h es
la aplicación identidad.
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1078. Demostrar que si h : C→ C es una isometŕıa entonces,

h(z) = αz + β o bien h(z) = αz̄ + β con |α| = 1.

1079. Demostrar que toda isometŕıa h del plano es función biyectiva y su
inversa h−1 también es una isometŕıa.

1080. Demostrar que el conjunto de las isometŕıas del plano forman un
grupo no abeliano con la operación composición.

1081. Demostrar que si una isometŕıa del plano fija tres puntos que no
son colineales, entonces dicha isometŕıa es la identidad.

1082. Sean α, β, γ ∈ C con |α| = 1 y γ2 = α. Demostrar que se verifica:

h(z) = αz + β

α = 1

{
β = 0 Identidad (puntos fijos: C).
β 6= 0 Traslación no nula (puntos fijos: ∅).

α 6= 1 Giro no trivial (puntos fijos: β/(1− α)).

h(z) = αz̄ + β

{
β2/α ≤ 0 Simetŕıa (puntos fijos: β/2 + Rγ).

β2/α 6≤ 0 Simetŕıa con desplazamiento (puntos fijos: ∅).

1083. En los problemas anteriores hemos estudiado las isometŕıas del
plano usando operaciones algebraicas con números complejos. Vamos aho-
ra a trasladar las propiedades vistas, al lenguaje matricial sin salirnos del
cuerpo base R. Sabido es que las matrices ortogonales de R2×2 son aquellas
matrices A que satisfacen AT = A−1 o equivalentemente las que satisfacen
ATA = I. También es sabido que las matrices ortogonales de R2×2 son de
alguno de los dos tipos:[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
,

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
para algún θ ∈ R. En el primer caso el determinante es 1 y en el segundo
caso, −1.

Sea h una isometŕıa en el plano con z = x+iy, h(z) = x′+iy′ (x, y, x′, y′ ∈
R). Demostrar que la expresión matricial de h es de la forma[

x′

y′

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
x
y

]
+

[
βx
βy

]
,

o bien de la forma [
x′

y′

]
=

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

] [
x
y

]
+

[
βx
βy

]
.

con βx, βy ∈ R constantes.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1084. Demostrar que una aplicación h : R2 → R2 es una isometŕıa si y
sólo si es una aplicación de la forma

h

[
x
y

]
= A

[
x
y

]
+

[
βx
βy

]
,

con A ∈ R2×2 ortogonal y β = (βx, βy)
T ∈ R2 fijo. Además, se verifica:

detA = 1

A = I

{
β = 0 Identidad.
β 6= 0 Traslación no nula.

A 6= I Giro no trivial.

detA = −1

{
Simetŕıa (si existe recta de puntos fijos).
Simetŕıa con desplazamiento (si no hay puntos fijos).

1085. Clasificar la isometŕıa x′ =
2√
5
x+

1√
5
y, y′ =

1√
5
x− 2√

5
y.

1086. Clasificar la isometŕıa dada por

x′ =

√
3

2
x− 1

2
y + 2−

√
3

2

y′ =
1

2
x+

√
3

2
y +

3

2
−
√

3.

1087. Determinar la ecuación matricial de la simetŕıa respecto de la recta
r : y = mx+ b.

1088. Clasificar la isometŕıa:[
x′

y′

]
=

[
1 0
0 −1

] [
x
y

]
+

[
1
0

]
.

1089. Usar el cuerpo C para demostrar que la composición de dos si-
metŕıas es una traslación si los ejes de simetŕıa son paralelos y un giro si los
ejes son secantes.

1090. Demostrar que el conjunto T de las traslaciones del plano es un
subgrupo abeliano del grupo I de las isometŕıas del plano.

1091. Demostrar que el conjunto Gc de los giros del plano con el mismo
centro c es un subgrupo abeliano del grupo I de las isometŕıas del plano.

1092. Demostrar que toda simetŕıa s del plano es una aplicación involu-
tiva, es decir satisface s2 = I (identidad).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1093. Una isometŕıa h del plano se dice que es directa si es de la forma
h(z) = αz + β. Demostrar que el conjunto ID de las isometŕıas directas es
un subgrupo del grupo I de todas las isometŕıas del plano. ¿Es abeliano?

1094. (a) Determinar todas las isometŕıas h : C→ C que son aplicaciones
lineales considerado C como un R-espacio vectorial.
(b) Clasificarlas.
(c) Dar sus expresiones matriciales.

347. Isometŕıas en Rn

Demostramos que todas las isometŕıas de Rn son exactamente las apli-
caciones de la forma f(x) = Ax + b con A ∈ Rn×n ortogonal y b ∈ Rn fijo.
Los elementos de Rn los escribimos en columna y a sus componentes las
designamos por la misma letra, por ejemplo si x ∈ Rn entonces

x = (x1, . . . , xn)T =

x1
...
xn

 .

Consideramos en Rn el producto escalar usual x · y = x1y1 + · · · + xnyn,
que también lo podemos expresar en la forma x · y = xT y. En Rn la norma
eucĺıdea es ‖x‖ =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n con lo cual ‖x‖2 = x · x.

La distancia eucĺıdea entre los elementos x e y de Rn viene dada por
d(x, y) = ‖x− y‖ .

1095. Se dice que la aplicación f : Rn → Rn es una isometŕıa si para
todo x, y ∈ Rn se verifica d(f(x), f(y)) = d(x, y) es decir, si conserva las
distancias. Demostrar que:
(a) Cualquier traslación en Rn es isometŕıa.
(b) Toda aplicación f : Rn → Rn de la forma f(x) = Ax+ b con A ∈ Rn×n
ortogonal y b ∈ Rn fijo es una isometŕıa.
(c) La composición de dos isometŕıas es una isometŕıa.

1096. Demostrar que toda isometŕıa f : Rn → Rn se puede expresar de
manera única en la forma f = t◦ g siendo t una traslación y g una isometŕıa
que fija el origen.

1097. Sea f : Rn → Rn una aplicación. Demostrar que son equivalentes:
(i) f es una isometŕıa y f(0) = 0.
(ii) f conserva el prodicto escalar i.e. f(x) ·f(y) = x ·y para todo x, y ∈ Rn.

1098. Demostrar que la única isometŕıa de Rn que deja fijo el origen y los
elementos de la base canónica es la identidad.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1099. Demostrar que toda isometŕıa f : Rn → Rn que fija el origen es
de la forma f(x) = Ax con A ∈ Rn×n ortogonal. Como consecuencia, f es
lineal e invertible.

1100. Demostrar que toda aplicación f : Rn → Rn de la forma f(x) =
Ax + b con A ortogonal y b ∈ Rn fijo es una isometŕıa. Rećıprocamente.
demostrar que toda isometŕıa f : Rn → Rn es de la forma f(x) = Ax + b
con A ortogonal y b ∈ Rn fijo.

1101. Demostrar que el conjunto In de las isometŕıas de Rn forman grupo
con respecto de la operación composición.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 18

Polinomios en una variable

348. División eucĺıdea de polinomios

1102. Efectuar la división de A(x) = x4 + 6x3 + 10x2 + 3x − 6 entre
B(x) = x2 + 3x. Deducir de ello la descomposición de A(x) en producto de
dos trinomios de segundo grado.

1103. En R[x] hallar los siguientes restos
a) De la división de p(x) = x1237 − 1 entre q(x) = x2 − 1.
b) De la división de p(x) = x1237 − 1 entre q(x) = (x+ 1)2.

1104. En R[x] hallar los siguientes restos
a) De la división de p(x) = (x+

√
3)16 entre q(x) = x2 + 1.

b) De la división de (cosh a+ x senh a)n entre x2 − 1.

1105. Sean a y b números reales distintos y p(x) un polinomio real. De-
terminar el resto de la división de p(x) entre (x − a)(x − b) en función de
p(a) y de p(b).

1106. (a) Usando el algoritmo de Euclides, hallar el máximo común divi-
sor mónico D(x) de los polinomios de Q[x] :

p(x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1, q(x) = x3 − 2x2 − 2x− 3.

(b) Encontrar polinomios α(x), β(x) en Q[x] tales que

α(x) p(x) + β(x) q(x) = D(x).

349. Factorización de polinomios

1107. Descomponer el polinomio f(x) = x6 + 1 en producto de factores
irreducibles, a) En C[x]. b) En R[x].
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1108. Descomponer el polinomio f(x) = x4 − 10x2 + 1 en producto de
factores irreducibles, a) En C[x]. b) En R[x].

1109. Descomponer en producto de factores irreducibles el polinomio de
Z5[x]

p(x) = x5 + x4 + 4x3 + 4x2 + 3x+ 3.

1110. Efectuar la factorización de f(x) = x8 + x4 + 1 en producto de
polinomios irreducibles en R[x].

1111. Descomponer en producto de factores irreducibles el polinomio

p(x) = x4 +
7

3
x3 +

73

36
x2 +

7

9
x+

1

9
,

sabiendo que tiene dos ráıces reales dobles.

1112. (a) Descomponer en producto de factores irreducibles los polino-
mios de Z5[x]

p(x) = x4 + 4x3 + x2 + 4x, q(x) = x3 + x2 + x+ 1.

(b) Calcular mcd (p(x), q(x)) y mcm (p(x), q(x)).

350. Fórmulas de Cardano-Vieta

1113. Demostrar las fórmulas de Cardano-Vieta:
Sea p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ C[x] (an 6= 0) y sean

r1, r2, . . . , rn las ráıces de p(x) en donde cada una se escribe tantas veces
como sea su multiplicidad. Designemos por σ1, σ2, . . . , σn las llamadas
funciones elementales de las ráıces. Se verifica

σ1 =
∑
i

ri = r1 + r2 + · · ·+ rn = −an−1

an
,

σ2 =
∑
i<j

rirj = r1r2 + r1r3 + · · ·+ rn−1rn =
an−2

an
,

σ3 =
∑
i<j<k

rirjrk = r1r2r3 + r1r2r4 + · · ·+ rn−2rn−1rn = −an−3

an
,

. . .

σn = r1r2 · · · rn =
(−1)nan−1

an
.

1114. Comprobar las fórmulas de Cardano-Vieta para el polinomio

p(x) = x3 − 4x2 + x+ 6.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1115. Resolver la ecuación 17x3 + 16x2 + 33x− 2 = 0 sabiendo que tiene
una ráız compleja de módulo

√
2.

1116. Dada la ecuación x3− 7x+ k = 0, calcular k para que una solución
sea el doble de otra. Resolver dicha ecuación.

351. Ráıces en progresión

1117. Se considera el polinomio de tercer grado p(x) = ax3+bx2+cx+d ∈
R[x].
(i) Hallar la condición que han de cumplir los coeficientes de p(x) para que
tenga tres ráıces en progresión aritmética.
(ii) Usar los resultados obtenidos para resolver la ecuación

8x3 − 12x2 − 2x+ 3 = 0.

1118. Se considera el polinomio de tercer grado p(x) = ax3+bx2+cx+d ∈
R[x].
(i) Hallar la condición que han de cumplir los coeficientes de p(x) para que
tenga tres ráıces en progresión geométrica.
(ii) Usar los resultados obtenidos para resolver la ecuación

8x3 − 42x2 + 63x− 27 = 0.

352. Ráıces múltiples de polinomios

1119. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 0, a es un elemento
del cuerpo K y p(x) ∈ K[x]. Demostrar que si a es ráız de orden k ≥ 1 de
p(x), entonces a es ráız de orden k − 1 de p′(x).

1120. Demostrar que en Z2[x], a = 1 es ráız doble tanto de p(x) = x(x+
1)2 como de p′(x).

1121. Demostrar que 1 es ráız al menos triple el polinomio

p(x) = x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1.

1122. Siendo n ≥ 1, hallar la multiplicidad de 1 como ráız de

ϕ(x) = (x2 − 1)(xn − 1) ∈ C[x].

1123. Demostrar que el polinomio p(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
∈ R[x]

no tiene ráıces múltiples.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1124. Hallar las condiciones según las cuales el polinomio

f(x) = x5 + 10ax3 + 5bx+ c, a, b, c ∈ C

tiene al menos una ráız al menos triple y no nula.

1125. Calcular la multiplicidad de la ráız a de

p(x) =
x− a

2

(
f ′(x) + f ′(a)

)
− f(x) + f(a) ∈ C[x],

siendo f(x) ∈ C[x].

353. Ráız cuádruple según parámetros

1126. Determinar m,n, p ∈ R para que el polinomio f(x) = x6 + mx4 +
10x3 + nx+ p admita una ráız cuádruple.

354. Polinomio de interpolación de Lagrange

1127. Sean x0, x1, . . . , xn elementos distintos dos a dos de un cuerpo
K. Sean λ0, λ1, . . . , λn elementos de K. Demostrar que existe un único
polinomio p ∈ K[x] de grado ≤ n tal que

p(x0) = λ0, p(x1) = λ1, . . . , p(xn) = λn.

Al polinomio p se le llama polinomio de interpolación de Lagrange para los
puntos (xi, λi), i = 0,1, . . . , n.

1128. Encontrar en R[x] el polinomio de interpolación de Lagrange para
los puntos (1, 3), (−1, 9), (3, 13).

1129. Se considera la función f(x) = cos
πx

4
. Hallar el polinomio de menor

grado que toma los mismos valores que f en los puntos −2, −4/3, 0, 4/3, 2.

355. Ecuación de tercer grado

1130. Se llama ecuación cúbica o de tercer grado a toda ecuación de la
forma

x3 + ax2 + bx+ c = 0, (a, b, c ∈ C).

Demostrar que la sustitución x = y − a/3 transforma la ecuación de tercer
grado x3 + ax2 + bx+ c = 0, (a, b, c ∈ C) en una ecuación equivalente de la
forma

y3 + py + q = 0, p, q ∈ C.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1131. Sea la ecuación

x3 + px+ q = 0 con p, q ∈ C. (E)

Demostrar que
1) Las soluciones de esta ecuación son

x =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27︸ ︷︷ ︸
α

+
3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27︸ ︷︷ ︸
β

siempre y cuando αβ = −p/3.

2) Sean 1, ε, ε2 las ráıces cúbicas de la unidad, es decir

1, ε =
−1 +

√
3i

2
, ε2 =

−1−
√

3i

2
.

Supongamos que α1 y β1 son valores de α y β respectivamente tales que
α1β1 = −p/3. Entonces, las soluciones de la ecuación dada son

x1 = α1 + β1

x2 = α1ε+ β1ε
2

x3 = α1ε
2 + β1ε.

1132. Resolver la ecuación x3 + 3x2 − 3x− 14 = 0.

1133. Resolver la ecuación x3 − 12x+ 16 = 0.

1134. (Discriminante).
Sea la ecuación de tercer grado x3 + px+ q = 0 con p, q reales. Al número

D = −4p3 − 27q2 = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
se le llama discriminante de la ecuación. Demostrar que
(i) Si D < 0, la ecuación tiene una solución real y dos imaginarias conju-
gadas.
(ii) Si D = 0, todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales
entre śı.
(iii) Si D > 0, la ecuación tiene tres soluciones reales distintas.

1135. Usando el discriminante, analizar el carácter de las soluciones de
las ecuaciones
(a) x3 + 3x2 − 3x− 14 = 0.
(b) x3 − 12x+ 16 = 0.
(c) x3 − 10x+ 30 = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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356. Ecuación cuártica. Método de Ferrari

1136. Demostrar que la ecuación cuártica o de cuarto grado con coefi-
cientes complejos:

x4 + 2ax3 + bx2 + 2cx+ d = 0, (a, b, c, d ∈ C) (E)

se reduce a la resolución de una ecuación cúbica auxiliar y a la de dos
cuadráticas (Método de Ferrari).

1137. Resolver la ecuación de cuarto grado

x4 + 2x3 − x2 − 2x− 3 = 0.

357. Monómios generalizados

Si a1, a2, a3, . . . , am, . . . es una sucesión de números reales, se definen las
diferencias de órdenes 1, 2, 3, . . . , k . . . de la forma

∆am = am+1 − am

∆kam = ∆
(

∆k−1am

)
si k > 1.

1138. Determinar expĺıcitamente ∆2am y ∆3am.

1139. Demostrar que ∆kam =

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
am+k−j .

1140. Calcular expĺıcitamente ∆4am, y ∆5am.

1141. Sea S el espacio vectorial real de las sucesiones reales. Demostrar
que la aplicación ∆ : S → S es lineal. ¿Es ∆k : S → S lineal?

1142. Se llaman monomios generalizados a los polinomios en n :

n(0) = 1, n(1) = n, n(2) = n(n− 1), n(3) = n(n− 1)(n− 2),

. . . , n(k) = n(n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1).

Nótese que n(k) = Vn,k es decir, son las variaciones de n elementos tomados
de k en k. Demostrar que B = {n(0), n(1), n(2), . . . , n(k)} es base de Rk[n].

1143. Se considera el polinomio p(n) = n4−3n3 +7n2 +n−5 ∈ R4[n]. Ex-
presarlo como combinación lineal de la base B = {n(0), n(1), n(2), n(3), n(4)}.
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1144. Demostrar que para k ≥ 1 el operador ∆ actúa sobre los mono-
mios generalizados, como el operador derivación. Es decir, demostrar que se
verifica ∆n(k) = kn(k−1).

1145. Supongamos que se verifica ak = ∆Ak para k = 0, 1, . . . , n + 1.
Demostrar que

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an = An+1 −A0.

1146. Demostrar que una solución de n(k) = ∆Ak es Ak =
n(k+1)

k + 1
.

Nota. Denotamos a Ak por Int
(
n(k)

)
por analoǵıa con el operador integral.

Quedaŕıa por tanto

Int
(
n(k)

)
=
n(k+1)

k + 1
.

1147. Usando los dos problemas anteriores, dar un procedimiento para
calcular sumas del tipo

Sk = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk (k entero positivo).

1148. Aplicar dicho procedimiento al cálculo de las sumas

a) S2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2.

b) S3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3.

c) S4 = 14 + 24 + 34 + · · ·+ n4.

358. Problemas diversos

1149. Demostrar que el polinomio f(x) = x3a + x3b+1 + x3c+2 ∈ R[x] con
a, b, c ∈ N es divisible por x2 + x+ 1.

1150. Determinar λ real para que el polinomio P (x) = x5 − 209x + λ
admita dos ceros cuyo producto sea igual a 1.

1151. Encontrar dos polinomios distintos en Z3[x] que determinen la mis-
ma función de Z3 en Z3.

1152. Encontrar un polinomio P (x) ∈ R[x] de quinto grado de manera
que P (x) + 1 sea divisible por (x− 1)3 y P (x)− 1 sea divisible por (x+ 1)3.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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359. Descomposición en suma de productos de ráıces

1153. Se consideran n elementos x1, x2, . . . , xn de un cuerpo K y un
polinomio p(x) con coeficientes en K y de grado menor o igual que n. Se
desea estudiar la existencia y unicidad de unos coeficientes c0, c1, . . . , cn en
K tales que

p(x) = c0 + c1(x−x1)+ c2(x−x1)(x−x2)+ . . .+ cn(x−x1) . . . (x−xn) (∗)

1. Demostrar la unicidad de c0 y a continuación la de c1.
2. Demostrar la unicidad de todos los ci.
3. Demostrar la existencia de los ci.
4. Encontrar un algoritmo que permita el cálculo sucesivo de los ci mediante
operaciones racionales.
5. Aplicación al caso K = Q, p(x) = x5 + 32, x1 = −2, x2 = −1, x3 = 1,
x4 = 1, x5 = 2.

360. Seno de 72 grados

1154. Se considera la ecuación z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
= 0.

1) Multiplicar por z − 1 dicha ecuación.

2) Efectuar un cambio w = z +
1

z
en la citada ecuación reduciéndola a otra

cuya única variable sea w.
3) Aplicar lo anterior a obtener razonadamente sin 720 en la forma

sin 720 =
p

q
m

√
e+ f n

√
g + i(1− β)

determinando el número real β y los enteros p, q, m, e, f, n, g.

361. Familia de polinomios p(x2) = p(x)p(x+ 1)

1155. Se considera el conjunto

E = { p(x) ∈ R[x]− {0} : p(x2) = p(x)p(x+ 1)}.

1. Demostrar que todo polinomio de E es normalizado, es decir el coeficiente
de mayor grado es 1. 2. Demostrar que toda constante de E es igual a 1.
3. Demostrar que si a ∈ C es ráız de un polinomio p(x) ∈ E entonces también
lo son a2 y (a− 1)2.
4. Calcular las posibles ráıces complejas de cualquier p(x) ∈ E.
5. Aplicando el resultado anterior, determinar el conjunto E.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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362. Cotas de las ráıces de un polinomio

1156. Sea f(z) = anz
n + . . .+ a1z + a0 ∈ C[z] con an 6= 0 y c una ráız de

f(z). Demostrar que |c| ≤M siendo

M = máx

{(
n

∣∣∣∣ai−1

an

∣∣∣∣)1/i

: i = 1, . . . , n

}
.

363. Ráıces de f(x) = x3 + 1+
√

7i
2 x2 − 1−

√
7i

2 x− 1.

1157. Sea f(x) ∈ C[x], f(x) = x3 +
1 +
√

7i

2
x2 − 1−

√
7i

2
x− 1.

1) Comprobar que f(x2) = −f(x)f(−x).
2) Demostrar que si a es un cero de f(x), entonces |a| = 1.
3) Demostrar que si 1, j, j2 son las ráıces cúbicas de la unidad, dichas ráıces
no son ceros de f(x)
4) Demostrar que si a es un cero de f(x) entonces, a7 = 1.
5) Determinar las ráıces de f(x).

364. Factorización de p(x) = (x+ 1)n + (x− 1)n

1158. Descomponer p(x) = (x+ 1)n+ (x−1)n ∈ C[x] en factores lineales.

365. Lema de Gauss

1159. Demostrar el Lema de Gauss: sea P (x) ∈ Z[x], entonces

P (x) es irreducible en Z[x]⇒ P (x) es irreducible en Q[x].

366. Criterio de Eisenstein

1160. (a) Demostrar el criterio de Eisenstein:
Sea P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a0 ∈ Z[x]. Supongamos que existe p

primo tal que
(i) p - an, p | an−1, . . . , p | a0.
(ii) p2 - a0.

Entonces, P (x) es irreducible en Q[x] (como consecuencia también lo es en
Z[x]).
(b) Demostrar que los polinomios P (x) = x5 − 2x+ 6 y Q(x) = x7 − 12 son
irreducibles en Q[x].

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



250 367 Polinomio con ráız α = 2 + 3
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367. Polinomio con ráız α = 2 + 3
√

3

1161. (a) Encontrar un polinomio p(x) de tercer grado de Z[x] admitiendo
como ráız α = 2 + 3

√
3.

(b) Descomponer p(x) en producto de factores irreducibles en R[x].

368. Irreducibilidad, condiciones suficientes

1162. Sea K un cuerpo y p(x) ∈ K[x].
(a) Demostrar que si grado p(x) = 1, entonces p(x) es irreducible.
(b) Demostrar que si p(x) es un polinomio cuadrático o cúbico sin ráıces en
K, entonces p(x) es irreducible.
(c) Demostrar que los siguientes polinomios de Z2[x] son irreducibles:

x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1.

(d) Descomponer p(x) = x4 + x3 + x2 + 1 ∈ Z2[x] en producto de factores
irreducibles.
(e) Descomponer p(x) = x3 + x2 − 2x − 2 ∈ Q[x] en producto de factores
irreducibles.

369. Factorización de un polinomio homogéneo en
R[x, y]

1163. (F).
Factorizar P (x, y) = 30x4 − 41x3y − 129x2y2 + 100xy3 + 150y4 ∈ R[x, y].

370. Polinomio que genera primos

1164. (1) Sea f ∈ Z[x] tal que f(n) es primo para todo n ≥ 0 natural.
Demostrar que f es constante.
(2) Generalización. Demostrar que si f ∈ Z[x] tiene la propiedad de que f(n)
es primo para todo natural n ≥ n0 con n0 natural, entonces f es constante.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Normas de matrices

Convenios y notaciones

− K : Cuerpo R o C.
− Km×n : Conjunto de las matrices m× n con entradas en K.
− ‖ ‖p : La norma vectorial en Kn, ‖x‖p = (

∑n
k=1 |xk|p)

1/p (p ≥ 1 real).
− ‖ ‖∞ : La norma vectorial en Kn, ‖x‖∞ = máx{|xk| : k = 1, . . . , n}.
− In : Matriz identidad de orden n (o simplemente I cuando el orden se
sobreentienda).
− Ah : Traspuesta de la conjugada de A.
− ρ(A) : Radio espectral de la matriz A.
− tr (A) : Traza de la matriz A.
− Las componentes de los vectores de Kn se designarán por la misma letra
que el vector, es decir x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) etc.
− Las entradas de las matrices se designarán por la misma letra que la
matriz, es decir A = [aij ], B = [bij ] etc.

Dado que el conjunto Km×n de las matrices de órdenes m×n es espacio
vectorial sobre el cuerpo K, una norma en Km×n es un caso particular del
concepto de norma en cualquier espacio vectorial sobre el cuerpo K, esto es:

Definición. Una norma en Km×n es una aplicación ‖ ‖ : Km×n → R≥0,
A 7→ ‖A‖ que satisface los axiomas:

(N1) ‖A‖ = 0⇔ A = 0.

(N2) ‖αA‖ = |α| ‖A‖ ∀α ∈ K ∀A ∈ Km×n.

(N3) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ ∀A,B ∈ Km×n.

251
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371. Normas en Km×n

1165. En el espacio vectorial Km×n se define para toda A :

‖A‖ = máx {|aij |} (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Demostrar que ‖ ‖ es una norma en Km×n.

1166. Demostrar que si ‖ ‖ es norma en Km×n, también lo es ‖A‖∗ =
C‖A‖ con C > 0 constante. Es decir, un múltiplo positivo de una norma
también es norma.

372. Normas inducidas

El primer tipo de normas en Km×n que vamos a estudiar son aquellas
construidas a partir de unas normas vectoriales dadas ‖ ‖∗ y ‖ ‖∗∗ en Km y
Kn respectivamente. Por simplificar la notación y aunque en general serán
distintas, las designaremos ambas por ‖ ‖, pues no habrá lugar a confusión.
Supongamos definidas sendas normas en Km y Kn. Si A ∈ Km×n, se define

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

La norma del numerador es la norma dada en Km y la del denominador en
Kn.

El número ‖A‖ proporciona la máxima dilatación de las imágenes de los
vectores de Kn por medio de la matriz A. Nótese que se verifica

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x 6=0

∥∥∥∥A( 1

‖x‖
x

)∥∥∥∥ = sup
‖u‖=1

‖Au‖ .

1167. Demostrar que el cociente ‖Ax‖ / ‖x‖ con x 6= 0 alcanza su supremo
en el conjunto S = {u ∈ Kn : ‖u‖ = 1}, es decir, existe v ∈ Kn tal que
‖v‖ = 1 y ‖Av‖ = ‖A‖ .

1168. Demostrar que la aplicación ‖ ‖ : Km×n → R≥0, A 7→ ‖A‖ es norma
en el espacio vectorial Km×n. A esta norma se la llama norma inducida (por
las normas dadas en Km y Kn).

1169. Sea ‖ ‖ una norma inducida en Km×n. Demostrar que para todo
x ∈ Kn y para toda A ∈ Km×n se verifica ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ .

1170. Sea ‖ ‖ es una norma inducida y m = n. Demostrar que para todo
A,B ∈ Kn×n se verifica

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ (propiedad sub-multiplicativa).
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1171. Si m = n y las normas en Km y Kn coinciden, a la norma inducida
se la llama norma equi-inducida.
(a) Demostrar que si ‖ ‖ es una norma equi-inducida, entonces ‖I‖ = 1.
(b) Demostrar que la propiedad anterior no es válida si la norma no es
equi-inducida.

373. Normas inducidas 1, 2, ∞
Las normas de Km y Kn que permiten definir la norma inducida son

normas cualesquiera, ahora bien es frecuente el caso en el que las normas en
Km y Kn sean del mismo tipo (por ejemplo, norma p en ambos o norma ∞
en ambos) con lo cual es natural denotar:

‖A‖p = sup
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

, ‖A‖∞ = sup
x 6=0

‖Ax‖∞
‖x‖∞

.

En los siguientes problemas calculamos las normas 1, 2, ∞.

1172. (Cálculo de la norma ∞).
Si A ∈ Km×n demostrar que

‖A‖∞ = máx
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |.

En otras palabras, ‖A‖∞ es el máximo de las sumas de los módulos de las
filas de A, o de otra manera

A =

F1
...
Fm

⇒ ‖A‖∞ = máx {‖F1‖1 , . . . , ‖Fm‖1} .

(Máximo de las normas 1 de las filas).

1173. (Cálculo de la norma 1).
Si A ∈ Km×n demostrar que

‖A‖1 = máx
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |.

En otras palabras, ‖A‖∞ es el máximo de las sumas de los módulos de las
columnas de A, o de otra manera

A =
[
C1 | . . . | Cn

]
⇒ ‖A‖1 = máx {‖C1‖1 , . . . , ‖Cn‖1} .

(Máximo de las normas 1 de las columnas).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1174. Hallar las normas 1 e ∞ de la matriz

A =

1 + 3i −2 −1 + i 1
−1 3 i 0
0 i 0 −i


1175. (Cálculo de la norma 2).

Sea A ∈ Km×n. Demostrar que

‖A‖2 =
√
ρ(AhA).

1176. Calcular ‖A‖2 siendo

A =

√
2

6

 4 0
−5 3
−2 −6


374. Normas matriciales

En el espacio vectorial Kn×n tenemos definida además la operación pro-
ducto. Parece natural definir un tipo de norma que regule el comportamiento
de tal operación. Sea una aplicación ‖ ‖ : Kn×n → R≥0, A 7→ ‖A‖ . Se dice
que tal aplicación es una norma matricial si se satisfacen los axiomas:

(N1) ‖A‖ = 0⇔ A = 0.

(N2) ‖αA‖ = |α| ‖A‖ ∀α ∈ K ∀A ∈ Kn×n.

(N3) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ ∀A,B ∈ Kn×n.

(N4) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ∀A,B ∈ Kn×n.

Por tanto, una norma matricial en Kn×n es sencillamente una norma que
además cumple la propiedad (N4) (llamada propiedad sub-multiplicativa).
Nota. Por el problema 1170, toda norma inducida es una norma matricial.

1177. Demostrar que la aplicación ‖ ‖ : Kn×n → R≥0 dada por ‖A‖ =∑n
i,j=1 |aij | es una norma matricial.

1178. En el problema 1165, vimos que ‖A‖ = máx {|aij |} es una norma
en Km×n (y por tanto en Kn×n). Demostrar que no es norma matricial.

1179. Demostrar que si ‖ ‖ es norma matricial en Kn×n, entonces ‖I‖ ≥ 1.

1180. Demostrar que si ‖ ‖ es norma matricial en Kn×n y A es invertible,
entonces

∥∥A−1
∥∥ ≥ ‖A‖−1 .
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1181. Sea A ∈ Kn×n. Si ‖ ‖ es una norma matricial en Kn×n, demostrar
que ρ(A) ≤ ‖A‖ .

1182. Demostrar que la norma ‖A‖ = máx {|aij |} en Kn×n, (que según
vimos en el ejercicio 1178 no es matricial), no satisface en general que ρ(A) ≤
‖A‖.

1183. Sea ‖ ‖ una norma en Kn×n y P ∈ Kn×n una matriz no singular.
(1) Demostrar que ‖ ‖∗ : Kn×n → R≥0 dada por ‖A‖∗ =

∥∥P−1AP
∥∥ es

norma.
(2) Demostrar que si ‖ ‖ es norma matricial, también lo es ‖ ‖∗ .

1184. Dados A ∈ Kn×n y ε > 0, demostrar que existe una norma matricial
‖ ‖ en Kn×n tal que

ρ(A) ≤ ‖A‖ ≤ ρ(A) + ε.

Nota. Como consecuencia, para toda matriz A ∈ Kn×n se verifica

ρ(A) = ı́nf{‖A‖ : ‖ ‖ es norma matricial en Kn×n}.

1185. (Fórmula de Gelfand). Demostrar que si ‖ ‖ es norma matricial en
Kn×n y A ∈ Kn×n, se verifica

ρ(A) = ĺım
k→+∞

‖Ak‖1/k.

375. Norma de Frobenius

1186. Demostrar que la siguiente aplicación

〈 , 〉 : Km×n ×Km×n → K, 〈A,B〉 = tr (BhA)

es un producto interno en Km×n.

A la norma en Km×n determinada por este producto interno se la llama
norma de Frobenius y de la representa por ‖ ‖F . Es decir, ‖A‖F =

√
〈A,A〉.

1187. (Cálculo de la norma de Frobenius). Demostrar que si A = [aij ],
entonces

‖A‖F = ‖a11, . . . , a1n, . . . , am1, . . . , amn‖2 .

1188. Calcular ‖A‖F siendo

A =

2 1 + i
0 −1
3 −i

 .
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1189. Demostrar que la la norma de Frobenius en Kn×n es norma matri-
cial.

1190. Una norma ‖ ‖ en Km×n se dice que es unitariamente invariante si
para toda matriz A ∈ Km×n se verifica

‖UAV ‖ = ‖A‖ ∀U ∈ Km×m ∀V ∈ Kn×n unitarias.

Demostrar que la norma de Frobenius es unitariamente invariante.

376. Perturbaciones de sistemas lineales

Vemos ahora una aplicación de la norma al estudio de las perturbaciones
de sistemas lineales Ax = b cuando se perturba el lado derecho b y cuando
se perturba la matriz A. La única norma matricial que se usará a partir de
ahora es la norma ‖ ‖2 que la denotamos simplemente por ‖ ‖.

1191. Sea A ∈ Kn×n invertible, 0 6= b ∈ Kn y el sistema lineal

SI : Ax = b (sistema inicial).

Sea ∆b ∈ Kn y consideremos el sistema lineal

SP : Ax = b+ ∆b (sistema perturbado).

Si denominamos x0 a la única solución del sistema inicial SI (que será 6= 0),
la solución del perturbado será x0 + ∆x0. Demostrar que se verifica:

‖∆x0‖
‖x0‖

≤ ‖A‖‖A−1‖‖∆b‖
‖b‖

.

Nota. El valor
‖∆x0‖
‖x0‖

es el error relativo cometido al tomar x0 + ∆x0 como

solución del sistema inicial en vez de la auténtica solución que es x0.

1192. (Propiedades del número de condición).Si A ∈ Kn×n es invertible,
a c(A) = ‖A‖‖A‖−1 se le llama número de condición de A.
Queda por tanto

‖∆x0‖
‖x0‖

≤ c(A)
‖∆b‖
‖b‖

.

Sea A ∈ Kn×n invertible. Demostrar que

(i) c(A) ≥ 1.
(ii) Si A es hermı́tica (i.e. Ah = A), entonces,

c(A) =
|λn|
|λ1|

siendo 0 < |λ1| ≤ . . . ≤ |λn| con λ1, . . . , λn los valores propios de A.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 19. Normas de matrices 257

1193. Se considera el sistema lineal[
1 1
1 1,0001

] [
x
y

]
=

[
2
2

]
.

(i) Resolverlo por el método de Gauss.
(ii) Resolver por el método de Gauss el sistema perturbado con ∆b =
(0, 10−4)T .
(iii) Hallar el número de condición de la matriz A del sistema.
(iv) Comentar los resultados

1194. Se considera el sistema lineal[
1 1
1 −1

] [
x
y

]
=

[
−0,1

1,9

]
.

(i) Resolverlo por el método de Gauss.
(ii) Resolver por el método de Gauss el sistema perturbado con ∆b =
(0,1, 0,1)T .
(iii) Hallar el número de condición de la matriz A del sistema.
(iv) Comentar los resultados.

1195. Sea A ∈ Kn×n invertible, 0 6= b ∈ Kn y el sistema lineal

SI : Ax = b (sistema inicial).

Sea ∆A ∈ Kn×n con A+ ∆A invertible y consideremos el sistema lineal

SP : (A+ ∆A)x = b (sistema perturbado).

Si denominamos x0 a la única solución del sistema inicial SI (que será 6= 0),
la solución del perturbado será x0 + ∆x0. Demostrar que se verifica:

‖∆x0‖
‖x0 + ∆x0‖

≤ c(A)
‖∆A‖
‖A‖

.

377. Desigualdad de Hadamard

1196. Demostrar la desigualdad de Hadamard:
Si A ∈ Rn×n entonces, detA es menor o igual que el producto de las normas
eucĺıdeas de sus columnas y también menor o igual que el producto de las
normas eucĺıdeas de sus filas.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Cónicas

378. Clasificación de cónicas

Determinar la naturaleza de las siguientes cónicas sin usar el cuadro de
clasificación.

1197. x2 + y2 = 9.

1198. 4x2 + 9y2 = 36.

1199. 4x2 − 9y2 = 36.

1200. y − x2 = 0.

1201. 4x2 + 9y2 = −36.

1202. x2 + y2 = 0.

1203. x2 − y2 = 0.

1204. x2 − 5x+ 6 = 0.

1205. y2 = 0.

1206. x2 + 1 = 0.

Averiguar la naturaleza de las siguientes cónicas usando para ello el
cuadro de clasificación.

1207. 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.

1208. 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 2 = 0.

1209. x2 + y2 + 2y + 1 = 0.
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1210. x2 − 2xy − y2 + 4x− 6y − 3 = 0.

1211. 2x2 + 3xy + y2 + 5x+ 2y − 3 = 0.

1212. x2 − 2xy + y2 − 6x+ 4y + 1 = 0.

1213. 4x2 + 4xy + y2 − 4x− 2y − 3 = 0.

1214. x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y + 1 = 0.

1215. 4x2 + 4xy + y2 + 4x+ 2y + 2 = 0.

379. Rectas que componen las cónicas degenera-
das

Las siguientes cónicas son degeneradas. Hallar las rectas que la compo-
nen.

1216. x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y − 3 = 0.

1217. x2 + 3xy + 2y2 + 2x+ 5y − 3 = 0.

1218. x2 + 4xy + 4y2 + 2x+ 4y + 2 = 0.

1219. x2 + y2 + 2x+ 1 = 0.

380. Ecuaciones reducidas de las cónicas

Hallar las ecuaciones reducidas de las siguientes cónicas.

1220. 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.

1221. 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 2 = 0.

1222. x2 + y2 + 2y + 1 = 0.

1223. x2 − 2xy − y2 + 4x− 6y − 3 = 0.

1224. 2x2 + 3xy + y2 + 5x+ 2y − 3 = 0.

1225. x2 − 2xy + y2 − 6x+ 4y + 1 = 0.

1226. 4x2 + 4xy + y2 − 4x− 2y − 3 = 0.

1227. x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y + 1 = 0.

1228. 4x2 + 4xy + y2 + 4x+ 2y + 2 = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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381. Centro y ejes de las cónicas

Hallar el centro de las siguientes cónicas:

1229. 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.

1230. x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.

1231. x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y − 3 = 0.

Hallar los ejes de las siguientes cónicas:

1232. x2 + 2xy − y2 − 6x+ 4y − 3 = 0.

1233. x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.

1234. Hallar el vértice de la parábola x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.

382. Giros y traslaciones en las cónicas

1235. Se considera la cónica de ecuación f(x, y) = 0, en donde

f(x, y) = 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1.

a) Descomponer f(x, y) en suma de una forma cuadrática q(x, y) y un poli-
nomio de primer grado p(x, y).
b) Encontrar una base ortonormal y de vectores propios de R2 para la matriz
simétrica que representa a q.
c) Expresar la cónica dada en coordenadas con respecto a la base hallada
en el apartado anterior, lo cual permitirá eliminar el término en xy.
d) Interpretar geométricamente el movimiento de ejes realizado.
e) Efectuar una traslación de ejes que permita eliminar los términos de pri-
mer grado en la ecuación de la cónica obtenida en el apartado c).

1236. Hallar el centro y ejes de la cónica del problema anterior, basándose
en los movimientos de ejes realizados.

383. Familia uniparamétrica de cónicas

1237. Clasificar las siguientes cónicas según los distintos valores de λ ∈ R.

λx2 + y2 + 2xy + 2λx+ y = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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384. Circunferencia, cónica y forma cuadrática

1238. Se considera la circunferencia x2 + y2 = a2, la cónica

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy = a2

y la forma cuadrática

Q(x, y) = (a11 − 1)x2 + (a22 − 1)y2 + 2a12xy.

1. Demostrar que si la forma cuadrática Q(x, y) es definida positiva, en-
tonces la circunferencia y la cónica no se cortan. Enunciar el rećıproco y
estudiar su validez, dar una demostración en caso afirmativo o construir un
contraejemplo en caso negativo.
2. Estudiar y describir geométricamente las cónicas

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy = a2

para las cuales la forma cuadrática Q(x, y) es definida positiva.

385. Ejes de una cónica por diagonalización simul-
tanea

1239. Un plano eucĺıdeo E está referido a unos ejes oblicuos XOY, de
ángulo π/3 y vectores de referencia respectivos ~I, ~J ambos con módulo 1.
Las coordenadas (x, y) de un punto M cualquiera del plano quedan por tanto

definidos mediante
−−→
OM = x~I + y ~J. Hallar los ejes de simetŕıa de la cónica

de E

C : x2 + 3y2 + xy − 4 = 0.

386. Cónica como lugar geométrico

1240. Determinar la ecuación de la elipse con focos en F1(0,−4), F2(2, 0)
y un vértice A(3,−3).

387. Dibujo de una cónica

1241. Se considera la cónica de ecuación f(x, y) = 0, en donde

f(x, y) =
5

3
y2 + 4xy −

√
208y − 12

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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(1) Descomponer f(x, y) en suma de una forma cuadrática q(x, y) y un
polinomio de primer grado p(x, y).
(2) Encontrar una base ortonormal y de vectores propios de R2 para la
matriz simétrica que representa a q.
(3) Expresar la cónica dada en coordenadas (x′, y′) con respecto a la base
hallada en el apartado anterior.
(4) Completando cuadrados en la ecuación del apartado anterior, clasificar
la cónica y hacer un esbozo de su gráfica en los ejes x′y′.
(5) Usando la base ortonormal y de vectores propios hallada en (2), hacer
un esbozo de la gráfica de la cónica en los ejes xy.

388. Parametrización trigonométrica y racional de
la elipse

1242. Se considera la elipse

E = {(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
+
y2

b2
= 1}, (a > 0, b > 0).

(a) Demostrar que

E = {(x, y) ∈ R2 : x = a cos θ, y = b sin θ, θ ∈ [−π, π)},

lo cual proporciona una parametrización trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

E \ {(−a, 0)} = {(x, y) ∈ R2 : x = a
1− t2

1 + t2
, y = b

2t

1 + t2
, t ∈ R},

lo cual proporciona una parametrización racional de la elipse salvo un punto.

389. Parametrización trigonométrica y racional de
la hipérbola

1243. Se considera la hipérbola

H = {(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
− y2

b2
= 1}, (a > 0, b > 0).

(a) Demostrar que

H = {(x, y) ∈ R2 : x =
a

cos θ
, y = b tan θ, cos θ 6= 0},

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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lo cual proporciona una parametrización trigonométrica de la elipse.
(b) Demostrar que

H = {(x, y) ∈ R2 : x =
1

2
a

(
t+

1

t

)
, y =

1

2
b

(
1− 1

t

)
, t ∈ R \ {0}},

lo cual proporciona una parametrización racional de la hipérbola.

390. Familia de rectas 6px−2y+x+p2 = 0 y parábola

1244. Se considera el conjunto de rectas

6px− 2y + x+ p2 = 0, p ∈ R.

a) Demostrar que por cada punto del plano pasan, en general, dos rectas de
dicho conjunto.
b) Encontrar el ángulo que forman las dos rectas que pasan por el punto
(1,−2).
c) Hallar el lugar geométrico de los puntos del plano tales que las dos rectas
que pasan por ellos sean coincidentes.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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391. Superficies regladas

1245. Hallar la ecuación cartesiana del cilindro S de generatrices paralelas
al vector (1, 1, 1) y cuya directriz es la curva

C : x =
t

t− 1
, y =

t2

t− 1
, z =

t3

t− 1
.

1246. Hallar la ecuación del cilindro cuya sección recta (perpendicular a
las generatrices) viene dada por la curva{

x = z

x2 + 2y2 − 1 = 0.

1247. Hallar la ecuación cartesiana del cono de vértice V (0, 0, 0) y direc-
triz la curva

C : x = t, y = t2, z = t3.

1248. Hallar la ecuación cartesiana del cono de vértice V (1, 0, 0) y direc-
triz la curva {

x = z

x2 + 2y2 − 1 = 0.

392. Superficies de revolución

1249. Hallar la ecuación de la superficie de revolución obtenida a girar la
recta x = z, y = z alrededor del eje OZ.

1250. Hallar la ecuación cartesiana de la superficie obtenida al girar la
recta C : x = 1, y = 2 alrededor del eje r : x = y = z.
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393. Superficies de traslación

1251. Hallar la superficie de traslación de las dos siguientes parábolas{
y2 = 2px

z = 0,

{
z2 = 2qx

y = 0.

1252. Hallar la ecuación de la superficie de traslación obtenida al despla-
zarse la elipse 

x2

4
+
y2

9
= 1

z = 0

sobre la recta x− 2 =
y

2
=
z

3
.

394. Problemas diversos

1253. Hallar la ecuación de la superficie que proyecta la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1

z = 0

desde el punto V (0, 0, c).

1254. Dada la curva C : x = t, y = t2, z = t3, determinar la superficie
engendrada por las rectas tangentes en cada punto.

1255. Hallar las ecuaciones de los cilindros que proyectan la hélice

C : x = cos t, y = sen t, z = t

paralelamente a los ejes de coordenadas.

1256. Hallar la ecuación de la superficie reglada formada por todas las
rectas que cortan ortogonalmente al eje OZ y se apoyan en la circunferencia

C : y2 + z2 = 1, x = 1.

1257. Hallar la ecuación de un cono de revolución de vértice V (1, 1, 1),
eje x = 2z − 1, y = z y ángulo de cada generatriz con el cono igual a π/3.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1258. Una recta se mueve manteniéndose paralela al planoXOY y apoyándo-
se en las rectas

r :

{
y = 2z

x = 3,
s :

{
y = −2z

x = 3.

Hallar la ecuación de la superficie que engendra.

1259. Determinar la superficie de traslación obtenida al desplazarse la
recta r : x = y = z a lo largo de la curva C : y = x2, y = x3.

395. Superficie apoyándose en tres rectas

1260. Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la recta que se
mueve apoyándose en las tres rectas

r1 :

{
x = 2

y = 3
r2 :

{
x = −2

z = −4
r3 :

{
y = −3

z = 4.

396. Cuádrica como lugar geométrico (1)

1261. Se consideran las rectas r : x = y = z . s : −x + z = 0, x + 4y +
z − 6 = 0. Se pide:
1) Obtener la ecuación de la superficie que engendra la recta s al girar alre-
dedor de la recta r.
2) Se corta la superficie anterior por el plano z = 1. Clasificar la cónica resul-
tante, indicando los elementos notables (centro, ejes y aśıntotas si las tiene),
si no es degenerada o calcular las rectas que la forman si es degenerada.

397. Cuádrica como lugar geométrico (2)

1262. Hallar la ecuación cartesiana del lugar geométrico de los puntos del
espacio tales que la razón de sus distancias al plano x + y + z = 9 y al
punto (1, 1, 1) es

√
3. Comprobar que se trata de una cuádrica (ecuación de

segundo grado), clasificarla y hallar su ecuación reducida.

398. Giro y traslación de una cuádrica

1263. Se considera la cuádrica

C : 2x2 − 7y2 + 2z2 − 10xy − 8xz − 10yz + 6x+ 12y − 6z + 5 = 0.

Efectuar un giro y traslación de ejes que permita hallar la ecuación reducida
de C. Clasificar la cuádrica.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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399. Intersección de E : x2+y2+z2 = 4 y π : x+y+z =
0

1264. Determinar unas ecuaciones paramétricas de la curva intersección
de la esfera E : x2 + y2 + z2 = 4 y el plano π : x+ y + z = 0.

400. Generatrices rectiĺıneas de un hiperboloide

1265. Consideremos el hiperboloide de una hoja

H :
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (a > 0, b > 0 c > 0)

y los haces de rectas

Lt :


x = a cos t+ λa sin t

y = b sin t− λb cos t

z = λc

L′t :


x = a cos t− λa sin t

y = b sin t+ λb cos t

z = λc

en donde t ∈ [0, 2π) y λ ∈ R.
(a) Demostrar que todas las rectas de Lt y todas las de L′t están contenidas
en H.
(b) Demostrar que por cada punto de H pasa una y sólo una recta de cada
haz (por tanto Lt y L′t son dos haces de generatrices rectiĺıneas de H).
(c) Demostrar que las rectas Lt no se cortan. Idem para las rectas de L′t.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 22

Programación lineal

401. Método del simplex

1266. Hallar el máximo de la función z = 2x1 + x2 con las restricciones
3x1 + 2x2 ≤ 10

x1 + 3x2 ≤ 5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

1267. Hallar el máximo de la función z = 8x1 + 4x2 + 6x3 con las restric-
ciones 

2x1 + 3x2 + x3 ≤ 7

x1 + x2 + 2x3 ≤ 6

2x1 + 4x2 + 3x3 ≤ 15

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

1268. Hallar el mı́nimo de la función z = 4x1 + 8x2 + 3x3 con las restric-
ciones 

x1 + x2 ≥ 2

2x2 + x3 ≥ 5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

1269. Minimizar la función f(x1, x2, x3, x4) = x1 − 6x2 + 3x3 + x4 bajo
las restricciones 

x1 − 2x2 + x3 + 3x4 ≤ 8

2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 ≤ 5

x1 + x2 − 3x3 + 4x4 ≤ 6

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , 4).
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402. Máximo de una integral

1270. Hallar el valor máximo de la integral

I =

∫ 1

0
x2p

(
1

x

)
dx.

entre todos los polinomios de grado menor o igual que 2 de coeficientes no
negativos y que cumplen p(1) ≤ 2 y p′(1) ≤ 3.

403. Planificación de una empresa

1271. En el proceso semanal de fabricación de una empresa se producen
43, 46 y 42 Tm de unas substancias S1, S2, S3 que no se pueden venderse
directamente al mercado, pero permiten obtener unos productos P1, P2, P3

que reportan unos beneficios unitarios de 3, 5, 2 respectivamente. Para cada
Tm de P1 se necesitan 1, 3 y 1 Tm de S1, S2, S3 respectivamente y análoga-
mente 1, 2, 0 por Tm de P2 y 2, 0, 4 por Tm de P3. Se pide:

(a) Plantear y resolver un problema de programación lineal para organizar
la producción de P1, P2, P3 de manera que se maximicen los beneficios.
(b) Para evitar la contaminación existen disposiciones legales que obligan a
consumir cada semana la totalidad de la substancia S3 producida. Calcular
la pérdida de beneficios que el cumplimiento de dichas disposiciones supone
para la empresa.

404. Aprovechamiento de un monte

1272. Un monte de 100 Has se puede destinar a producción maderera y/o
ganadera. La producción maderera se puede realizar con chopos que produ-
cen 10000 u.m. (unidades monetarias)/Ha año. La producción ganadera se
basa en el aprovechamiento de la hierba y las hojas de los fresnos. La hierba
de las zonas sin arbolado puede mantener 50 cabezas de ganado/Ha salvo
en los meses de Julio y Agosto que no pueden mantener ninguna.

Las zonas arboladas sólo pueden mantener un 80 por ciento de dicho
número de cabezas en cuanto a hierba. En los meses de Julio y Agosto las
hojas de una Ha de fresnos pueden alimentar 100 cabezas de ganado. La
alimentación del ganado, sólo puede realizarse con los recursos indicados.

La cabeza de ganado produce una renta de 1,000 u.m./año. Se desea
plantear el aprovechamiento del monte de manera que la renta anual sea
máxima. Para ello:

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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(a) Designar las variables del problema. Plantear las condiciones del sistema
y la función objetivo.
(b) Expresar el problema en forma estándar o normalizado, añadiendo las
variables de holgura necesarias. Encontrar una solución factible básica con
variables básicas las de holgura y la superficie poblada por chopos.
(c) Proseguir por el método del simplex hasta encontrar la solución óptima.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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405. Derivada aritmética natural

1273. La función derivada aritmética es una función n′ : N→ N definida
recursivamente por
(1) p′ = 1 para todo p primo
(2) (ab)′ = a′b+ ab′ para todo a, b ∈ N (Regla de Leibniz).
1) Calcular 1′, 0′, 6′ y 9′′.
2) Calcular las derivadas de los 11 primeros números naturales.
3) Demostrar que si existe la función derivada aritmética, es única.
4) Demostrar que la función derivada aritmética existe y es

n′ =


0 si n = 0 ∨ n = 1

n

m∑
i=1

ni
pi

si n ≥ 2

en donde n =
∏m
i=1 p

ni
i ≥ 2 es la factorización de n en producto de factores

primos.
5) Usando el teorema anterior, hallar 120′.

406. Propiedades de la derivada aritmética natu-
ral

1274. 1) Demostrar que para k, n enteros positivos se verifica (nk)′ =
knk−1n′.
2) Demostrar la fórmula de Leibniz para la derivada k-ésima del producto
de dos números: (ab)(k) =

∑k
i=0

(
k
i

)
a(k−i)b(i).

3) Demostrar que la aditividad de la derivada (a + b)′ = a′ + b′ se cumple
en algunos casos y en otros no.
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4) Demostrar que
(1) (a+ b)′ = a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ = (ka)′ + (kb)′ ∀k ∈ N.
(2) (a+ b)′ ≥ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≥ (ka)′ + (kb)′ ∀k ∈ N.
(3) (a+ b)′ ≤ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≤ (ka)′ + (kb)′ ∀k ∈ N.

5) Demostrar que para todo k > 1 número natural se verifica

n′ ≥ n ≥ 1⇒ (kn)′ > kn ∀n ≥ 1.

407. Cotas para la derivada aritmética natural

1275. 1) Demostrar que para todo entero positivo n se verifica n′ ≤
n log2 n

2
.

2) Demostrar que si n = 2k la cota es exacta
3) Demostrar que si n es el producto de k factores, cada uno de ellos mayor

que 1, se verifica n′ ≥ kn
k−1
k .

4) Demostrar que si n = 2k la cota es exacta.
5) Demostrar que si n > 1 no es primo, entonces n′ ≥ 2

√
n.

408. Ecuaciones diferenciales aritméticas

1276. Es natural plantear el problema de encontrar todos los números
naturales que satisfacen a la ecuación diferencial aritmética

akn
(k) + ak−1n

(k−1) + · · ·+ a2n
′′ + a1n

′ + a0n = b

con los ai y b, números naturales. Vemos algunos ejemplos sencillos.
1) Demostrar que el único entero positivo que satisface n′ = 0 es n = 1.
2) Demostrar que los únicos números naturales n que verifican n′ = 1 son
los primos.
3) Demostrar que si a − 2 es primo, la ecuación n′ = a tiene al menos la
solución n = 2(a− 2).
4) Demostrar que n = pp con p primo es solución de la ecuación n′ = n

409. Conjetura de Goldbach

1277. La conjetura de Goldbach, no resuelta a d́ıa de hoy se enuncia
como todo número natural par mayor que dos es la suma de dos primos.
Proporcionamos una condición necesaria para que la conjetura sea cierta en
términos de una ecuación diferencial aritmética.

Demostrar que si la conjetura de Goldbach es cierta, entonces la ecuación
diferencial aritmética n′ = 2a tiene solución para todo a ≥ 2.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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410. Conjetura de los primos gemelos

1278. La conjetura de los primos gemelos, no resuelta a d́ıa de hoy se
enuncia como existen infinitos pares de números gemelos, es decir infinitos
pares (p, p+2) con p y p+2 primos. Proporcionamos una condición necesaria
para que la conjetura sea cierta en términos de una ecuación diferencial
aritmética.

Demostrar que si la conjetura de la infinitud de los primos gemelos es
cierta, entonces la ecuación diferencial aritmética n′′ = 1 tiene infinitas
soluciones.

411. Conjetura de Sophie Germain

1279. Un número primo p se dice que es un primo de Sophie Germain si
2p + 1 es también primo. Por ejemplo, 2 es primo de Sophie Germain, y 7
no lo es. Se ha conjeturado que existen infinitos primos de Sophie Germain,
pero a d́ıa de hoy, esta conjetura ni se ha demostrado ni refutado.
1) Demostrar que si p es primo, entonces (24p)′ = 24(2p+ 1).
2) Demostrar que para todo entero positivo m se verifica la desigualdad
(24m)′′ ≥ 24(4m + 3), con igualdad si y sólo si m es un primo de Sophie
Germain.
3) Demostrar que la conjetura de Sophie Germain es cierta si y sólo si la
ecuación diferencial aritmética n′′ = 4n+ 48 tiene infinitas soluciones de la
forma n = 24p con p primo.

412. Ecuación diferencial n′ = n

1280. 1) Demostrar que si n = ppm con p primo y m > 1 natural, entonces
n′ = pp(m+m′) y ĺımk→∞ n

(k) =∞.
2) Sea n número natural y pk la mayor potencia del primo p tal que pk | n.
Si 0 < k < p, demostrar que pk−1 es la mayor potencia de p tal que pk−1 | n′
y que todas las derivadas n′, n′′, . . . , n(k) son distintas.
3) Demostrar que si n = ppkm para algún primo p y enteros k,m > 1,
entonces n′ = ppk(km+m′).
4) Sea n ≥ 2 entero. Demostrar que: n está libre de cuadrados⇔ (n, n′) = 1.
5) Demostrar que todas las soluciones de la ecuación n′ = n son n = 0 y
n = pp con p primo.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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413. Derivada aritmética entera

1281. Se llama función derivada aritmética en los enteros Z a la función
n′ : Z→ Z dada por
(1) 0′ = 1′ = (−1)′ =: 0.
(2) Si n = up1p2 · · · pk con u = ±1 y los pi son primos (alguno de ellos
puede estar repetido), entonces n′ := u

∑k
i=1 p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk.

Nótese que si p es primo, entonces k = 1 y el producto anterior es vaćıo, por
tanto p′ = 1.
1) Demostrar que esta definición generaliza la derivada aritmética en N.
2) Demostrar que (−n)′ = −n′ para todo n ∈ Z, y que se verifica la regla
de Leibniz.
3) Calcular (−60)′.

414. Derivada aritmética racional

1282. 1) Demostrar que la función (a/b)′ : Q→ Q definida mediante(a
b

)′
:=

a′b− b′a
b2

,

es una extensión de la derivada aritmética en Z y cumple la regla de Leibniz.
2) Demostrar que es la única extensión que la cumple.
3) Completar la tabla

a 1 2 4 5 6 7 9

b 3 3 5 5 7 8 10

(a/b)′

415. Derivada aritmética en DFU

1283. Sea D un dominio de factorización única y elijamos en D los ele-
mentos irreducibles que son positivos, es decir elijamos un conjunto P de
elementos irreducibles tales que cada elemento irreducible de D está aso-
ciado a uno y sólo un elemento de P. Llamemos a P el conjunto de los
átomos positivos y sea U el conjunto de las unidades de D. Para todo a ∈ D
definimos la derivada a′ de a como sigue:

(1) Si a = 0 o a ∈ U entonces a′ = 0.
(2) En otro caso, existen u ∈ U , p1, . . . , pk ∈ P (únicos salvo el orden y

tal vez alguno repetido) tales que a = up1 · · · pk. Entonces

a′ := u

k∑
i=1

p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Nota. Si a = p ∈ P entonces k = 1 y tenemos un producto vaćıo, con lo
cual a′ = 1. La función a′ depende por supuesto de la elección de P, en con-
secuencia se debeŕıa escribir a′P . No obstante y por simplicidad de notación,
escribiremos a′ cuando el conjunto de átomos positivos se sobreentienda.
1) Demostrar que la derivada a′P definida en un dominio de factorización
única D, satisface la regla de Leibniz.
2) En D = Z, se consideran los conjuntos de átomos positivos

P1 = {2, 3, 5, 7, . . .}, P2 = {2,−3, 5,−7, . . .}.

Calcular (6)′P1
y (6)′P2

.
3) Si D = R[x], el conjunto de la unidades es U = R \ {0}. Elijamos como
conjunto P de átomos positivos, el conjunto de los polinomios mónicos de
primer grado unión el de los mónicos de segundo grado con discriminante
menor que 0 y sea f(x) = −x4 + 2x3 − 3x2. Calcular (f(x))′P .
4) Nota. Para todo dominio de factorización única D que no es un cuerpo y
con la derivada aritmética a′P , se puede definir una derivada aritmética en
su cuerpo de fracciones K que es extensión de a′P , de la misma manera que
se hizo en Q: (a

b

)′
P

=
a′Pb− b′Pa

b2
,

y la demostración es análoga.
Sea R[x] con los átomos positivos del apartado anterior. Calcular(

(x− 1)2

x2 + 1

)′
.

416. Derivada aritmética y anillo Z[
√

5i]

1284. 1) Demostrar que Z[
√

5i] = {a + b
√

5i : a, b ∈ Z} es dominio de
integridad con las operaciones habituales suma y producto de complejos
pero que no es dominio de factorización única.
2) Demostrar que en Z[

√
5i] no se puede definir una derivada aritmética.

Para ello, elegir diferentes conjuntos de átomos positivos.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Caṕıtulo 24

Método de inducción

417. Descripción y primeros problemas

1285. Demostrar por inducción:

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

1286. Demostrar por inducción:[
1 1
0 1

]n
=

[
1 n
0 0

]
.

1287. Demostrar por inducción:

12 + 23 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

1288. Demostrar por inducción:

1 + r + r2 + . . .+ rn =
1− rn+1

1− r
(r 6= 1).

1289. Demostrar por inducción:

n∑
k=1

k(k + 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

1290. Demostrar por inducción:

n∑
k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.
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1291. Demostrar por inducción que

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2n
≥ 1 +

n

2
.

1292. Demostrar por inducción que si un es la sucesión definida por

u1 = 3, u2 = 5, un = 3un−1 − 2un−2 ∀n ≥ 3

entonces, un = 2n + 1 ∀n ∈ Z+.

418. Derivada enésima de la función seno

1293. Demostrar por inducción que si f(x) = sen x entonces

f (n)(x) = sen
(
x+

nπ

2

)
,

en donde f (n)(x) representa la derivada enésima de f(x).

419. Desigualdad de Bernoulli

1294. Demostrar por inducción que para cualquier número real x ≥ −1
y para todo entero n ≥ 1 se verifica (1 + x)n ≥ 1 + nx (Desigualdad de
Bernoulli).

420. Binomio de Newton

1295. Sean a y b dos números reales. Demostrar por inducción que para
todo n ≥ 1 entero, se verifica la fórmula del binomio de Newton:

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

421. Regiones determinadas por n rectas del plano

1296. Demostrar por inducción que n rectas del plano dos a dos no para-
lelas y tales que ninguna terna pasa por un punto común divide al plano en
Rn = (n2 + n+ 2)/2 regiones.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1297. Se considera la sucesión de Fibonacci

f0 = 0, f1 = 1, fn = fn−1 + fn−2 (n ≥ 2).

Sea la matriz

A =

[
1 1
1 0

]
.

(a) Demostrar por inducción que[
fn+1 fn
fn fn−1

]
= An (∀n ≥ 1).

(b) Demostrar que f2n+1 = f2
n + f2

n+1 (∀n ≥ 1).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 25

Sucesiones

422. Concepto de sucesión

1298. Dadas las sucesiones

an = (−1)n+1 n
2 + 1

3n− 2
, bn =

√
n+ 1

7 + (−1)n
,

hallar a5 y b12.

1299. Determinar en cada caso una sucesión an cuyos primeros términos
son los que se indican:

(i)
2

−3
,

7

1
,

12

5
,

17

9
, . . . (ii) − 3

7
,

5

10
, − 7

13
,

9

17
, . . .

1300. Determinar en cada caso una sucesión an cuyos primeros términos
son los que se indican:

(i) 6, 12, 24, 48, . . . (ii) 7, −7

2
,

7

4
, −7

8
, . . .

1301. Determinar en cada caso una sucesión an cuyos primeros términos
son los que se indican:

(i) 1, 3, 7, 15, 31, . . . (ii) 3, 5, 9, 17, 33, . . . (iii) 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .

1302. Una sucesión {an} satisface a1 = 1, a2 = 3 y la relación de recu-
rrencia an − 2an−1 + an−2 = 0 para todo n ≥ 3. Calcular a4.
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423. Ĺımite de una sucesión

1303. (i) Sea la sucesión an =
3n

2n+ 1
. Demostrar que ĺım an =

3

2
.

(ii) Hallar a partir de qué término la diferencia |an − 3/2| es menor que
0, 001.

1304. Demostrar que ĺım
1

n
= 0.

1305. Demostrar que ĺım
1

n2
= 0.

1306. Demostrar que ĺım
(√
n+ 1−

√
n
)

= 0.

1307. Demostrar que ĺım

(
1

3

)n
= 0.

1308. Demostrar que si |q| < 1, entonces ĺım qn = 0.

1309. Demostrar que la sucesión an = (−1)n no tiene ĺımite.

424. Propiedades de los ĺımites

1310. Demostrar que si una sucesión es convergente, tiene único ĺımite.

1311. Demostrar que toda sucesión convergente está acotada.

1312. Dar un ejemplo de una sucesión acotada y no convergente.

1313. Demostrar que toda sucesión constante {an} = {k} converge a k.

1314. Demostrar que si dos sucesiones {an} y {bn} son convergentes, en-
tonces ĺım (an + bn) = ĺım an + ĺım bn, es decir que el ĺımite de la suma es la
suma de los ĺımites.

1315. Demostrar que el producto de un infinitésimo por una sucesión
acotada es también un infinitésimo.

1316. Demostrar que si dos sucesiones {an} y {bn} son convergentes, en-
tonces ĺım anbn = (ĺım an) (ĺım bn) , es decir que el ĺımite del producto es el
producto de los ĺımites.

1317. Sea {an} → a ∈ R y k ∈ R. Demostrar que {kan} → ka, es decir
que el ĺımite de una constante por una sucesión es la constante por el ĺımite
de la sucesión.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1318. Sea {an} una sucesión con an 6= 0 para todo n. Demostrar que si

{an} → a con a número real no nulo, entonces

{
1

an

}
→ 1

a
.

1319. Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes tales que {an} → a

con a 6= 0, an 6= 0 para todo n, y {bn} → b. Demostrar que

{
bn
an

}
→ b

a
.

En otras palabras, que el ĺımite del cociente es el cociente de los ĺımites si
el ĺımite del denominador es no nulo.

1320. Sean {an}, {bn}, {cn} y {dn} sucesiones tales que:

ĺım an = 3, ĺım bn = −5, ĺım cn = 4, ĺım dn = 0.

Calcular L = ĺım
2an + b2n
3cn − 8dn

.

1321. a) Demostrar que ĺım
n→∞

1

nm
= 0 para cualquier m entero positivo.

b) Usando el apartado anterior, calcular

L = ĺım
n→∞

2n3 + n2 − n+ 3

5n3 + 7n− 4
.

1322. a) Calcular ĺım
n→+∞

P (n)

Q(n)
, siendo P,Q polinomios del mismo grado.

b) Calcular ĺım
n→+∞

P (n)

Q(n)
, siendo P,Q polinomios con gradoP < gradoQ.

c) Calcular ĺım
n→+∞

−7n2 + 8n− 5

2n2 + n+ 1
y ĺım
n→+∞

2n+ 3

4n2 + 2n− 1
.

1323. Calcular L = ĺım
n→+∞

xn, siendo:

a) xn =
2 +

2n

n+ 1

9 +
n

n2 + 1

. b) xn =
4 + (1/2)n

(1/5)n + 6
. c) xn =

(
n2 + 2

3n2 + 5

)4

.

1324. Calcular L = ĺım
n→+∞

xn, siendo:

a) xn =
3n2 + 2

6n+ 1
− n2 + 2

2n+ 3
. b) xn =

senn

n
. c) xn =

1 + 2 + · · ·+ n

n2
.

1325. Calcular L = ĺım
n→+∞

(√
n2 + n−

√
n2 − n

)
.

1326. Calcular L = ĺım
n→+∞

0. 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1327. Demostrar que si {an} es convergente con ĺımite a, entonces {|an|} →
|a| . ¿Es cierto el rećıproco?

1328. Calcular ĺım
n→+∞

∣∣∣∣−3n2 + 8n+ 1

5n2 + n+ 1

∣∣∣∣ .
1329. Demostrar el teorema del Sandwich o de las tres sucesiones:

Supongamos existe n0 número natural tal que para todo n ≥ n0 se verifica
xn ≤ an ≤ yn. Supongamos además que {xn} e {yn} son convergentes y

ĺım
n→+∞

xn = ĺım
n→+∞

yn = L. Entonces, ĺım
n→+∞

an = L.

1330. Si an =
7n

nn
, demostrar que ĺım

n→+∞
an = 0 usando el teorema del

Sandwich.

1331. Demostrar que si {|an|} → 0, entonces {an} → 0.

425. Subsucesiones

1332. Usando subsucesiones, demostrar que la sucesión {(−1)n} no es
convergente.

1333. Demostrar que si una sucesión {xn} converge hacia x, entonces toda
subsucesión de {xn} converge hacia x.

426. Sucesiones monótonas

1334. Estudiar la monotońıa de las sucesiones:

xn =
2n

n+ 1
, yn =

n

n2 + 1
, zn =

n+ 1

3n− 11
.

1335. Estudiar la monotońıa de las sucesiones: an =
7n

n!
, bn =

7n

(n+ 5)!
.

1336. Se considera la sucesión an =
2n

n2 + 1
.

a) Demostrar que es monótona creciente.
b) Demostrar que K = 3 es cota superior de la sucesión.
c) Concluir que es convergente.

1337. Se considera la sucesión {an} definida por a1 = 0 y an+1 =
√

6 + an.
a) Demostrar por inducción que an ≥ 0 para todo n.
b) Demostrar que {an} es monótona creciente.
c) Demostrar {an} está acotada superiormente.
d) Calcular el ĺımite de {an} caso de ser convergente.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1338. Demostrar que toda sucesión monótona creciente y acotada supe-
riormente, es convergente, y que su ĺımite es el extremo superior del conjunto
de los términos de la sucesión.

427. Ĺımites infinitos

1339. Demostrar que ĺım (2n+ 11) = +∞, y que ĺım (−3n+ 7) = −∞.

1340. Siendo P (x) ∈ R[x], calcular L = ĺım
n→+∞

P (n).

1341. Sean {xn} e {yn} divergentes. Demostrar que con esas hipótesis no

se puede asegurar cual es el ĺımite de

{
xn
yn

}
, caso de existir tal ĺımite.

Nota. Abreviadamente decimos que las expresiones
+∞
+∞

,
+∞
−∞

,
−∞
+∞

, y
−∞
−∞

,

son indeterminadas.

1342. Sean {xn} → 0 e {yn} → 0 con yn 6= 0 para todo n. Demostrar que

con esas hipótesis no se puede asegurar cual es el ĺımite de

{
xn
yn

}
, caso de

existir tal ĺımite.

Nota. Abreviadamente decimos que la expresión
0

0
es indeterminada.

1343. Sean {xn} → 0 e {yn} divergente. Demostrar que con esas hipótesis
no se puede asegurar cual es el ĺımite de {xnyn}, caso de existir tal ĺımite.
Nota. Abreviadamente decimos que las expresiones 0 · (+∞) y 0 · (−∞) son
indeterminadas.

1344. Sean {xn} → +∞ e {yn} → −∞. Demostrar que con esas hipótesis
no se puede asegurar cual es el ĺımite de {xn+yn}, caso de existir tal ĺımite.
Nota. Abreviadamente decimos que la expresión (+∞) + (−∞) es indeter-
minada.

1345. Demostrar que la sucesión an = cosnπ es oscilante.

428. Criterios de Stolz, media aritmética y geométri-
ca

1346. Calcular L = ĺım
n→+∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n3
.

1347. Calcular L = ĺım
n→+∞

(
2

n
+

3

2n
+

4

3n
+ · · ·+ n+ 1

n2

)
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1348. Calcular L = ĺım
n→+∞

n

√
2 · 5

4
· 10

9
· . . . · n

2 + 1

n2
.

1349. A partir del criterio de Stolz, demostrar el criterio de la media
aritmética.

429. Problemas diversos

1350. Sea la sucesión an =
2n+ 1

7n+ 5
. Usando la definición de ĺımite, demos-

trar que {an} →
2

7
y hallar a partir de qué término la diferencia |an − 2/7|

es menor que 0,002.

1351. Calcular ĺım
n→+∞

(
3
√
n3 + 2n2 − n

)
.

Sugerencia: usar la identidad A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2).

1352. Demostrar que ĺım
n→+∞

2n

n!
= 0.

1353. Demostrar que la sucesión an =

⌊
(−1)n

n

⌋
no es convergente, en

donde bxc representa la parte entera de x.

1354. Sin usar el criterio de Stolz, calcular ĺım
n→+∞

n∑
k=1

k2

n3
.

1355. Demostrar que ĺım
n→+∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1.

1356. Usando el criterio de Stolz, calcular L = ĺım
n→+∞

n

2n
.

1357. Demostrar que para todo p ∈ N se verifica ĺım
n→+∞

1

np+1

n∑
k=1

kp =

1

p+ 1
.

1358. Calcular L = ĺım
n→+∞

(
3

5n
+

5

10n
+

7

15n
+ · · ·+ 2n+ 1

5n2

)
.

1359. Demostrar que la implicación que aparece en el criterio de la media
aritmética no es reversible.

1360. Calcular L = ĺım
n→+∞

n

√
7

3
· 9

6
· 11

9
· . . . · 2n+ 5

3n
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1361. Demostrar que ĺım
n→+∞

n
√
n = 1.

1362. Sabiendo que ĺım
n→+∞

n
√
n = 1, calcular ĺım

n→+∞
n
√

1 + 3n.

1363. Sea {xn} una sucesión tal que xn ≥ −1 para todo n, y {xn} → 0.
Demostrar que para todo p entero positivo se verifica ĺım

n→+∞
p
√

1 + xn = 1.

1364. Calcular ĺım
n→+∞

(
1√

n2 + 1
+ · · ·+ 1√

n2 + n

)
.

1365. Sea a > 1. Demostrar que ĺım
n→+∞

n

an
= 0.

1366. Calcular ĺım
n→+∞

log n!

log nn
.

1367. Se considera la sucesión an definida como{
a1 = 1

an+1 =
√
a1 + a2 + · · ·+ an.

Demostrar que ĺım
n→+∞

an
n

=
1

2
.

1368. Demostrar que ĺım
n→+∞

n2 − 2

3n2 + 1
=

1

3
.

430. Familia de sucesiones recurrentes

1369. Se consideran las sucesiones de números reales (xn) de la forma

x0 = a , xn+1 =
1

2

(
xn +

b

xn

)
(a > 0, b > 0).

Se pide:
(a) Si a = 3 y b = 9, estudiar razonadamente si la sucesión (xn) es conver-
gente y en su caso, hallar el ĺımite.
(b) Comprobar que para a, b fijos mayores que cero, la sucesión (xn) está
acotada inferiormente por por +

√
b.

(c) Comprobar que para a, b fijos mayores que cero, la sucesión (xn) es con-
vergente. Hallar su ĺımite.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Caṕıtulo 26

Continuidad en una variable

431. Concepto de continuidad, primeras propieda-
des

1370. Demostrar que cualquier función constante f : R→ R, f(x) = k es
continua en R.

1371. Demostrar que la función identidad f : R → R, f(x) = x es conti-
nua en R.

1372. Demostrar que cualquier función polinómica es continua en R.

1373. Demostrar que cualquier función racional es continua en todos los
valores reales que no anulan al denominador.

432. Continuidad de las funciones elementales

1374. Determinar donde son continuas las siguientes funciones elementa-
les:

(a) f(x) =
3x− 2

x2 − 5x+ 6
. (b) g(x) =

√
−2x2 + 10x− 12.

1375. Determinar donde son continuas las siguientes funciones elementa-
les:

(a) f(x) = 3

√
1

x2 + x+ 1
. (b) f(x) =

1

cosx
.

1376. Estudiar la continuidad de la función elemental

f(x) = log(x2 − x− 6).
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1377. Demostrar que para todo k ∈ [0, 1) es continua en R la función

f(x) =
1

kx2 − 2kx+ 1
.

1378. Estudiar la continuidad de las funciones elementales

(a) f(x) =
√
x3 − 3x2 − x+ 3. (b) g(x) =

√
x− 1

x+ 2
.

433. Continuidad de las funciones no elementales

1379. Estudiar la continuidad de la función:

f(x) =

x
3 − 8

x− 2
si x 6= 2

5 si x = 2.

1380. Estudiar la continuidad de la función:

g(x) =

{
3x2 + 1 si x ≤ −2
−3x+ 7 si x > −2.

1381. Estudiar la continuidad de la función:

h(x) =

{
e1/x si x 6= 0

0 si x = 0.

1382. Se considera la función

f : (0, 1)→ R, f(x) =
x2 − x
sen πx

.

Definir f(0) y f(1) para que la función sea continua en [0, 1].

1383. Estudiar la continuidad de la función f : R→ R, f(x) = |x| .

1384. Sea f : R→ R definida por:

f(x) =

{
x si x es racional
−x si x es irracional.

Estudiar la continuidad de f.

1385. Estudiar la continuidad de la función f(x) = bxc (función parte
entera de x).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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434. Continuidad en intervalos

1386. Demostrar que la ecuación x3 +x2− 9x+ 2 = 0 tiene al menos una
ráız mayor que 0 y menor que 1.

1387. Demostrar que la ecuación x−cosx = 0 tiene al menos una solución
en el intervalo (0, π).

1388. Sean a, b ∈ R tales que 0 < a < 1 y b > 0. Demostrar que la
ecuación x = a sen x+ b tiene al menos una ráız positiva menor o igual que
a+ b.

1389. Demostrar que toda ecuación polinómica real de grado impar tiene
al menos una ráız real.

1390. Demostrar el teorema de Bolzano:
Sea f : [a, b] → R continua. Supongamos que f(a)f(b) < 0 (es decir, f(a)
y f(b) son no nulos y con distinto signo). Entonces, existe al menos un
c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

1391. Demostrar que la función f(x) = x3 + x2 − 3x+ 2 toma el valor π
en el intervalo (1, 2).

1392. Usando el teorema de Bolzano, demostrar el teorema de los valores
intermedios para funciones continuas:
Sea f : [a, b] → R uuna función continua. Sean x1, x2 dos puntos de [a, b]
tales que x1 < x2 y f(x1) 6= f(x2). Entonces, la función f toma todos los
valores comprendidos entre f(x1) y f(x2) al menos una vez en el intervalo
(x1, x2).

1393. Se considera la función f : [0, 1]→ R dada por f(x) =
∣∣x3 + cosx

∣∣.
Demostrar que f alcanza en [0, 1] un máximo y un mı́nimo absolutos.

435. Continuidad uniforme

1394. Demostrar que f : R→ R dada por f(x) = 2x+5 es uniformemente
continua.

1395. Demostrar que la función f : R→ R, f(x) = |x| es uniformemente
continua.

1396. Demostrar que f : (0, 4)→ R dada por f(x) = x2 es uniformemente
continua.

1397. Sea I ⊂ R intervalo. Demostrar que si f : I → R es uniformemente
continua, entonces es continua.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



296 436 Problemas diversos

1398. Sea f : (0,+∞)→ R dada por f(x) = x2. Demostrar que es conti-
nua pero no uniformemente continua.

1399. Demostrar el teorema de caracterización de la continuidad uniforme
por sucesiones:
Sea I ⊂ R intervalo y f : I → R una función. Entonces, f es uniformemente
continua si y sólo si para cualquier par de sucesiones (xn) e (yn) de puntos
de I tales que (xn − yn)→ 0 se verifica (f(xn)− f(yn))→ 0.

1400. Sea f : R → R dada por f(x) = x3. Demostrar que no es unifor-
memente continua usando el teorema de caracterización de la convergencia
uniforme por sucesiones.

1401. Demostrar el teorema de Heine:
Sean a, b ∈ R con a < b y f : [a, b] → R una función continua. Entonces, f
es uniformemente continua.

1402. Usando el teorema de Heine, demostrar que la función f : [0, 1]→ R
dada por f(x) =

√
x es uniformemente continua.

1403. Demostrar que la función f(x) = senx es uniformemente continua
en R.

436. Problemas diversos

1404. Se considera la función definida por

f(x) =

{
2 cosx si x ≤ c

(ax+ b)2 si x > c.

Si b, c ∈ R son parámetros fijos, hallar los valores de a para los cuales f es
continua en c.

1405. Sea f : (a, b) → R continua en x0 ∈ (a, b) y supongamos que
f(x0) 6= 0. Demostrar que existe un intervalo abierto (x0− δ, x0 + δ) tal que
en cada punto de éste intervalo f(x) y f(x0) tienen el mismo signo.

1406. Demostrar que la ecuación e−x+ 2 = x tiene al menos una solución
real.

1407. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] que cumplen f(a) > g(a)
y f(b) < g(b). Demostrar que las gráficas de f y g se cortan.

1408. Si α < β, probar que la ecuación

x2 + 1

x− α
+
x6 + 1

x− β
= 0

tiene al menos una solución en el intervalo (α, β).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1409. Demostrar que la función f : (0,+∞) → R dada por f(x) =
1

x
no

es uniformemente continua.

1410. Sea I ⊂ R intervalo y f : R → R una función. Supongamos que
existe un M > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y| ∀x, y ∈ I. (∗)

Demostrar que f es uniformemente continua en I.
Nota: A la condición (∗) se la llama condición de Lipschitz y a la correspon-
diente función, función Lipschitziana.

1411. Sean f, g : R→ R dos funciones uniformemente continuas. Demos-
trar que h = g ◦ f es uniformemente continua.

437. Funciones f-continuas

1412. Sea f : R → R una función arbitraria. Diremos que una función
g : R→ R es f -continua si g ◦ f es continua para todo x ∈ R.
1. Sea f(x) = x2. Estudiar si las funciones g1, g2 : R→ R definidas por

g1(x) =

{
0 si x ≤ 0
1 si x > 0,

g2(x) =

{
0 si x < 0
1 si x ≥ 0,

son f -continuas.
2. Determinar todas las funciones que son f -continuas si:
a) f es constante.
b) f(x) = x para todo x ∈ R.
3. Consideremos f(x) = ex. Estudiar razonadamente la veracidad o falsedad
de la siguiente afirmación: g es f -continua si, y sólo si g es continua en
(0,∞).
4. Consideremos ahora f(x) = sen x. Caracterizar las funciones g : R → R
que son f -continuas.

438. Funciones monótonas

1413. 1. Definir los conceptos de función creciente, decreciente, estricta-
mente creciente, estrictamente decreciente y monótona para una función real
de variable real.
2. Demostrar que la función f : [0,+∞) → R, f(x) = x3 es estrictamente
creciente.
3. Sea f : A ⊂ R→ R una función. Demostrar que

f es creciente⇔ −f es decreciente.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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4. Sea f : [a, b]→ R creciente. Demostrar que para todo c ∈ (a, b) existen

f(c+) = ĺım
x→c+

f(x), f(c−) = ĺım
x→c−

f(x)

y además f(c−) ≤ f(c) ≤ f(c+). Demostrar que en los puntos extremos se
satisface f(a) ≤ f(a+) y f(b−) ≤ f(b).
Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema análogo para funciones decre-
cientes usando el apartado tercero.
5. Sea f : A ⊂ R → R estrictamente creciente. Demostrar que existe la
aplicación inversa f−1 : f(A)→ A y es estrictamente creciente.
Nota. Naturalmente, se obtiene un teorema análogo para funciones estricta-
mente decrecientes usando el apartado tercero.
6. Sea f : [a, b]→ R una función creciente y la partición de [a, b] :

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Demostrar la desigualdad

n−1∑
k=1

[f(xk+)− f(xk−)] ≤ f(b)− f(a).

7. Sea f : [a, b]→ R monótona. Demostrar que el conjunto de los puntos de
discontinuidad de f es contable.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Derivadas

439. Concepto de derivada

1414. Si f(x) = x2, hallar f ′(4) usando la definición de derivada.

1415. Si f(x) = x2, hallar f ′(x) usando la definición de derivada.

1416. Si f(x) = x3, hallar f ′(x) usando la definición de derivada.

1417. Si f(x) =
1

x
, hallar f ′(x) para todo x real no nulo, usando la

definición de derivada.

1418. Si f(x) =
√
x, hallar f ′(x) para todo x real y positivo, usando la

definición de derivada.

1419. Demostrar que si u es derivable en x y f(x) = ku(x) con k cons-
tante, entonces f ′(x) = ku′(x). Es decir, la derivada de una constante por
una función es la constante por la derivada de la función.

1420. Demostrar que si f es derivable en un punto x0 de (a, b), entonces
es continua en x0.

1421. Sea f una función derivable en toda la recta real. Calcular:

L = ĺım
h→0

[f(x+ 3h)]2 − [f(x− h)]2

h
.

1422. En un intervalo abierto (a, b) que contiene a x0 la función f verifica
la relación |f(x)− f(x0)| ≤ M(x − x0)2 con M > 0 real. Demostrar que f
es derivable en x0 con derivada nula.

1423. Hallar logA, sabiendo que f es derivable en a, f(a) > 0 y

A = ĺım
n→+∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n
.
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440. Álgebra de derivadas

1424. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a, b). Supon-
gamos que u y v son derivables en x ∈ (a, b). Demostrar que u + v y u − v
son derivables en x y además

(u+ v)′(x) = u′(x) + v′(x), (u− v)′(x) = u(x)− v′(x).

1425. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a, b). Supon-
gamos que u y v son derivables en x ∈ (a, b). Demostrar que u ·v es derivable
en x y además

(u · v)′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

1426. Sean u y v funciones definidas en el intervalo abierto (a, b). Supon-
gamos que u y v son derivables en x ∈ (a, b) y que v(x) 6= 0. Demostrar que
u/v es derivable en x y además:(u

v

)′
(x) =

u′(x)v(x)− v′(x)u(x)

(v(x))2 .

1427. Sean u, v y w funciones derivables en el intervalo abierto (a, b).
Demostrar que uvw es derivable en (a, b) y además:

(uvw)′ = u′vw + uv′w + uvw′.

1428. Demostrar que si u1, u2, . . . , un son funciones derivables en (a, b),
entonces el producto u1u2 · · ·un es derivable en (a, b) y además:

(u1u2 · · ·un)′ = u′1u2 · · ·un + u1u
′
2 · · ·un + . . .+ u1u2 · · ·u′n.

441. Derivación de funciones algebraicas

1429. Demostrar que si f(x) = k es función constante, entonces f ′(x) = 0
para todo x ∈ R.

1430. Demostrar que si f(x) = x, entonces f ′(x) = 1 para todo x ∈ R.

1431. Demostrar que si f(x) = xn con n entero positivo, entonces f ′(x) =
nxn−1 para todo x ∈ R.

1432. Usando conocidos teoremas de derivación, hallar las derivadas de
las funciones polinómicas: (a) f(x) = x7. (b) g(x) = 8x5. (c) h(x) = 4x5 −
6x4 + 3x2 + 6x− 11.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1433. Usando la fórmula de la derivada de un cociente, calcular las deri-

vadas de las funciones racionales: (i) f(x) =
a+ bx

c+ dx
(a, b, c, d constantes).

(ii) g(x) =
3x+ 5

x2 − 4x+ 3
.

1434. Hallar y′ siendo:

(a) y = 3
3
√
x2 − 2

√
x5 +

1

x3
. (b) y =

1−
√
x

1 +
√
x
. (c) y = 4x6

√
5x3.

442. Derivación de funciones trigonométricas y cir-
culares inversas

1435. Hallar y′ siendo:

(a) y = a cosx+ b senx. (b) y =
senx+ cosx

senx− cosx
. (c) y = x tanx.

1436. Hallar:

(a)
d

dx
(x arcsenx). (b)

d

dx
(cotx− tanx). (c)

d

dt

(
(t2 − 2) cos t− 2t sen t

)
.

1437. Demostrar que:

(a)
d

dx
(tanx) =

1

cos2 x
. (b)

d

dx
(cotx) = − 1

sen2 x
.

1438. Hallar
d

dx
(cscx) y

d

dx
(secx).

1439. Demostrar que si f(x) = senx, entonces f ′(x) = cosx.

1440. Demostrar que si f(x) = cosx, entonces f ′(x) = − senx.

443. Derivación de funciones exponenciales y lo-
gaŕıtmicas

1441. Calcular las derivadas de las funciones:

(a) y = (x2 − 6x+ 5)ex. (b) y = ex senx. (c) y =
7x

x2
.

1442. Calcular las derivadas de las funciones:

(a) y = (x3 − 5) log x. (b) y = (log5 x) cosx. (c) y =
3x2

log x
.

1443. Demostrar que si a > 0, se verifica para todo x > 0:

d

dx
loga x =

1

x
loga e.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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444. Derivación de funciones hiperbólicas

1444. Hallar las derivadas de las funciones:

(a) y = 2x senhx. (b) y =
3x2

coshx
. (c) y = x− tanhx.

1445. Demostrar que:

d

dx
senhx = coshx,

d

dx
coshx = senhx,

d

dx
tanhx = sech2 x.

1446. Calcular:

(a)
d

dx
cschx. (b)

d

dx
sechx. (c)

d

dx
cothx.

445. Derivación de funciones hiperbólicas inversas

1447. Calcular f ′(x), siendo f(x) = arthx− arctanx.

1448. Calcular y′, siendo y =
archx

x
.

1449. Calcular
d

dx
(arsenx arshx) .

446. Derivación de funciones compuestas, regla de
la cadena

1450. Calcular y′ siendo:

(a) y = (x3 + 5x2 + 1)8. (b) y = tg7 x. (c) y = arctan(log x).

1451. Calcular f ′(x) siendo:

(a) f(x) = 3cosx. (b) f(x) =

(
1 + log x

1− log x

)4

. (c) f(x) = 3
√

(x+ senx)2.

1452. Si f(x) = x3+3x2+2 y g(x) = x6+4, calcular h′(1) siendo h = f ◦g.

1453. Sea f una función derivable en R. Demostrar que si f es par, en-
tonces f ′ es impar y que si f es impar, entonces f ′ es par.

1454. Si f(ex) = log
√
x y g(x) = f(x2 + 2), calcular g′(2).

1455. Una función f positiva y derivable en R cumple f(cosx) =
1

f(senx)
.

Hallar f ′(0).
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447. Derivación por fórmulas

1456. Hallar la derivada de f(x) = arc cos
1− x2

1 + x2
.

1457. Hallar la derivada de f(x) = log

√
tg x+ 1

tg x− 1
.

1458. Hallar la derivada de f(x) = senh
(
x
√
x
√
x
)
.

1459. Calcular las derivadas de: (a) f(x) = arsh
x2

a2
. (b) g(x) = arth

2x

x2 + 1
.

1460. Demostrar las fórmulas de derivación de las funciones hiperbólicas
inversas, es decir:

d

dx
arshx =

1√
x2 + 1

,
d

dx
arch x =

1√
x2 − 1

,
d

dx
arth x =

1

1− x2
.

1461. Demostrar que
d

dx

(
log

√
1 + senx

1− senx

)
= secx.

1462. Calcular la derivada de y =
x

2

√
x2 + a+

a

2
log
(
x+
√
x2 + a

)
.

1463. Calcular f ′(4) siendo f(x) =

√√
x+

1√
x
.

1464. Siendo f(x) = log (log(senx)) , calcular f ′(π/4).

448. Teorema de la función inversa

1465. Hallar
(
f−1

)′
(9) siendo f(x) = x3 + 1.

1466. Hallar
(
f−1

)′
(16), siendo f(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 10.

1467. Hallar
(
f−1

)′
(2), siendo f(x) = 3

√
x3 + 5x+ 2.

1468. Siendo f(x− 2) = x3 + 1 y g(x) = f(arctanx), calcular
(
g−1
)′

(9).

1469. Usando el teorema de la derivada de la función inversa, deducir la
fórmula de la derivada de la función arcoseno.

1470. Usando el teorema de la derivada de la función inversa, deducir la
fórmula de la derivada de la función exponencial.

1471. Deducir una fórmula para
(
f−1

)′′
(x).

Como aplicación, calcular
(
p−1
)′′

(0) siendo p(x) = 2x+ 7x2 + 10x3.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



304 449 Derivada logaŕıtmica

449. Derivada logaŕıtmica

1472. Derivar y =
(2x− 1)2

√
3x+ 2

3
√
x

.

1473. Derivar y = xx.

1474. Hallar la derivada de la función y = xsenx.

1475. Hallar la derivada de la función y = (cosx)senx.

1476. Hallar la derivada de la función y = xx
x

1477. Siendo f(x) =

(
x− 1

x+ 1

)x
, calcular f ′(2).

450. Derivadas de órdenes superiores

1478. Hallar las derivadas hasta orden 3 de la función y =
√
x.

1479. Demostrar que la función f(x) = e−x cosx satisface la relación

f (4)(x) + 4f(x) = 0.

1480. Calcular la derivada enésima de la función f(x) =
1

x− 1
.

1481. Calcular la derivada enésima de la función f(x) =
1

x− 1
.

1482. Hallar la derivada enésima de la función f(x) =
2x+ 1

x2 + x− 2
.

1483. Calcular f (n)(x) siendo f(x) = e−kx, (k ∈ R).

1484. Se considera la función f : R→ R definida por:

f(x) =

{
e−1/x2 si x 6= 0

0 si x = 0.

Demostrar que es indefinidamente derivable en R. Determinar f (n)(0).

1485. Hallar la derivada enésima de la función f(x) = ex + e−x.

1486. Hallar la derivada enésima de la función f(x) =
√
x.

1487. Hallar la derivada enésima de la función f : R−{−1, 0} → R dada

por f(x) =
1

x3 + x2
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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451. Fórmula de Leibniz de la derivada enésima

1488. Desarrollar la fórmula de Leibniz en el caso n = 4.

1489. Siendo f(x) =
√
x log(x+ 1) calcular f (4)(1) usando la fórmula de

Leibniz.

1490. Siendo f(x) = ex senx calcular f (4)(π/2).

1491. Usando la fórmula de Leibniz, hallar la derivada enésima de la
función f(x) = eαxx2.

1492. Demostrar la fórmula de Leibniz en los casos n = 2 y n = 3.

1493. Demostrar la fórmula de Leibniz para la derivada enésima del pro-
ducto:
Sean u, v : I → R dos funciones con derivadas hasta orden n en todos los
puntos del intervalo I ⊂ R. Entonces, se verifica en I :

(uv)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k)v(k),

en donde u(0) denota u y v(0) denota v.

1494. Usando la fórmula de Leibniz, calcular y(n) para y = xex.

1495. Calcular f (2016)(0), siendo f(x) = x2 log(x+ 1).

452. Aplicaciones geométricas de la derivada

1496. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
y = x3 − x2 + 2x+ 3 en el punto de abscisa x = 0.

1497. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
y = cosx en el punto de abscisa x = π.

1498. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la catenaria
y = cosh(x/2), en el punto de abscisa x = 2 log 2.

1499. Calcular el ángulo que forman las curvas y = f(x) e y = g(x),
siendo f(x) = x3, g(x) = 1/x2.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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453. Aplicaciones f́ısicas de la derivada

1500. El espacio s recorrido en función del tiempo t está definido por la
ecuación s = t log(t + 1) (t es segundos y s en metros). Hallar la velocidad
del movimiento cuando han transcurrido dos segundos.

1501. Por el eje OX se mueven dos puntos que tienen respectivamente
las leyes de movimiento

x = 100 + 5t, x =
1

2
t2,

donde t ≥ 0. ¿ Con qué velocidad se alejaran estos puntos, el uno del otro,
en el momento de su encuentro (x se da en cent́ımetros y t en segundos)?

1502. Un punto se mueve sobre la hipérbola y = 10/x de tal manera, que
su abscisa x aumenta uniformemente con la velocidad de una unidad por
segundo. ¿Con qué velocidad variará su ordenada cuando el punto pase por
la posición (5, 2)?

454. Derivadas infinitas y laterales

1503. Hallar f ′+(0) si f(x) =
√
x.

1504. Hallar f ′+(0) y f ′−(0) si f(x) = |sen 2x| .

1505. Calcular f ′(x), siendo f(x) =

{
3x2 + x si x ≥ 1
7x− 3 si x < 1.

1506. Calcular (cuando exista) f ′(x), siendo f(x) = |x| .
1507. Se considera la función

f(x) =

{
x3sen

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

(a) Demostrar que f es derivable en R.
(b) Demostrar que f ′ es continua pero no derivable en 0.

1508. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la función

f(x) =
√
xbxc − bxc

en x = 1, en donde bxc denota la parte entera de x.

1509. Demostrar que las funciones:

1) f(x) = 3
√
x, 2) g(x) =

{
1/x si x 6= 0
0 si x = 0,

tienen en el punto x = 0 derivada infinita.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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455. Derivación de funciones impĺıcitas

1510. Hallar y′ para la función impĺıcita dada por x sen y + y senx = 0.

1511. Hallar la ecuación de la recta tangente a la hipérbola
x2

9
− y2

8
= 1

trazada en el punto P (−9,−8).

1512. Hallar y′ para la función y dada en forma impĺıcita por:

sen(y − x2)− log(y − x2) + 2
√
y − x2 − 3 = 0.

1513. Demostrar que la ecuación de la recta tangente a la elipse
x2

a2
+
y2

b2
=

1 en el punto P (x0, y0) es
x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

456. Diferencial de una función

1514. Hallar la diferencial de la función y = 3
√
x+ cosx.

1515. Hallar la diferencial y el incremento de la función y = x3 para x y
dx genéricos.

1516. Usando diferenciales, determinar aproximadamente en cuanto au-
mentará el área de un cuadrado cuando su lado aumenta de 4 cm a 4,1
cm.

1517. Usando diferenciales, hallar aproximadamente
√

3,98.

1518. Sea y = f(x) una función derivable en x. Demostrar que

ĺım
dx→0

|∆y − dy|
|dx|

= 0.

1519. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado del área de un
ćırculo cuyo radio es igual a 3,02 cm.

1520. Deducir la fórmula aproximada 3
√
x+ dx ≈ 3

√
x+

dx

3
3
√
x2
, y calcular

aproximadamente 3
√

10.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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457. Derivabilidad según parámetros

1521. Sea la función f : R→ R definida por

f(x) =


x− 1

x2
+ β si x ≥ 1

arctan (log x) si 0 < x < 1
senx+ α si x ≤ 0,

donde arctan t ∈ (−π/2, π/2) para todo t. Analizar la derivabilidad de f en
cada punto de su dominio de definición, según los valores de α y β ∈ R.

458. Familia de funciones de clase 1

1522. Sea C el conjunto de las funciones f de R en R de clase 1 y que
cumplen las condiciones siguientes:

∀x ∈ R f ′(f(x)) · f ′(x) = 1, f ′(0) > 0, f(1) = 1.

Se pide:
1. Comprobar que la función identidad I pertenece a C.
2. Verificar que f ∈ C ⇒ f ◦ f = I.
3. Demostrar que f ∈ C ⇒ f es creciente.
4. Demostrar que I es el único elemento de C.

459. Igualdad f ′(λx) = f ′(x) sinx+ f(x) cosx

1523. Determinar todas las funciones derivables f : R→ R que satisfacen
la ecuación

f ′(λx) = f ′(x) sinx+ f(x) cosx ∀λ > 0.

460. Derivada simétrica

1524. Sea f : R→ R una función. Se define la derivada simétrica de f en
un punto x0 y se designa por f ′s(x0), al siguiente ĺımite si existe y es finito

f ′s(x0) = ĺım
h→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
.

(a) Estudiar la existencia en el punto x0 = 0 de la derivada simétrica, y
calcularla en los casos que exista, para las siguientes funciones
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f1(x) = ex , f2(x) = |x| , f3(x) =

{
x sin

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0.

(b) Demostrar que si existe la derivada ordinaria f ′(x0) de la función f
en el punto x0, entonces existe la derivada simétrica f ′s(x0), y hallar la
relación entre ambas. Enunciar el rećıproco y estudiar su validez, dando una
demostración o construyendo un contraejemplo.
(c) Demostrar que si existen las derivadas a la derecha y a la izquierda f ′+(x0)
y f ′−(x0) de la función f en el punto x0, entonces existe la derivada simétrica
f ′s(x0) y hallar la relación entre ambas. Enunciar el rećıproco y estudiar su
validez, dando una demostración o construyendo un contraejemplo.

461. Derivabilidad absoluta

1525. Sea f una función real y sea a un punto interior del dominio de f.
Diremos que f es absolutamente derivable en a si la función |f | es derivable
en a. Estudiar si son ciertas o no, las siguientes proposiciones:
a.- Si f es absolutamente derivable en a, entonces f es continua en a.
b.- Si f es derivable en a, entonces f es absolutamente derivable en a.
c.- Si f es derivable en a, y f(a) 6= 0 entonces f es absolutamente derivable
en a.
d.- Si f es absolutamente derivable en a, y f(a) 6= 0 entonces f es derivable
en a.
e.- Si f es absolutamente derivable en a, continua en a y f(a) 6= 0 entonces
f es derivable en a.
f.- Supongamos que f(a) = 0 y que f es derivable en a. Entonces f es
absolutamente derivable en a, si y sólo si f ′(a) = 0.
g.- Si f y g son absolutamente derivable en a entonces f · g (producto) es
absolutamente derivable en a.
h.- Si f y g son absolutamente derivable en a entonces f + g (suma) es
absolutamente derivable en a.

462. Ecuación diferencial y fórmula de Leibniz

1526. Dada la función y = (Argsh x)2,
a) Demostrar que se verifica la igualdad (1 + x2)y′′ + xy′ = 2.
b) Utilizando la igualdad anterior y la fórmula de Leibniz hallar una expre-
sión que proporcione la derivada de cualquier orden en x = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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463. Desigualdad f(x)− f(y) ≤ kf |senx− sen y|

1527. Sea E el conjunto de las funciones f : R→ R verificando que existe
una constante kf ≤ 0 tal que

f(x)− f(y) ≤ kf |senx− sen y| ∀x, y ∈ R.

(a) Demostrar que si f ∈ E, f es periódica de periodo 2π, continua y acotada.
(b) Sea f ∈ E tal que f es derivable en R. Estudiar si f ′ ∈ E.
(c) Demostrar que para todo f ∈ E se verifica f ′(π/2) = 0.
(d) Estudiar si puede pertenecer E una función h verificando h(t) = t para
todo t ∈ [0, π/2].

464. Problemas diversos

1528. Determinar el rango de la función f : [0, 1]→ R, f(x) =
(1 + x)0,6

1 + x0,6
.

1529. (a) Demostrar la desigualdad:

1

e
≥ log x

x
, ∀x > 0.

(b) Hallar razonadamente el número exacto de soluciones de la ecuación

e(log x)2 = 2x.

1530. Hallar (g ◦ f−1)′(6), siendo:

f(x) = x3 + 2x2 + 3x , g(x) =
x3 + 6x2 + 9x+ 5

x4 + 1
.

1531. Sea el conjunto de funciones fa(x) =
x3 + a

(x+ 1)2
, donde a ∈ R− {1}.

(a) Determinar las funciones de este conjunto cuya representación gráfica
admite un punto de inflexión en el cual la tangente es paralela al eje de
abscisas.
(b) Probar que todas las funciones de este conjunto tienen una aśıntota
oblicua común, de la cual se pide la ecuación.
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Teoremas del valor medio

465. Teorema de Rolle

1532. Demostrar el teorema de Rolle:
Sea f : [a, b]→ R una función. Supongamos que se verifica: (i) f es continua
en [a, b]. (ii) f es derivable en (a, b). (iii) f(a) = f(b). Entonces, existe al
menos un c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.

1533. Verificar la validez del Teorema de Rolle para la función

f(x) = x3 + 4x2 − 7x− 10

en el intervalo [−1, 2]. Hallar el c o los c correspondientes.

1534. Verificar la validez del Teorema de Rolle para la función f(x) =
log(sinx) en el intervalo [π/6, 5π/6]

1535. Aplicar el Teorema de Rolle para demostrar que para todo m ∈ R
la ecuación 2x5 + x+m = 0 no puede tener dos soluciones reales.

1536. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función f : [1, 2]→
R definida por f(x) = 3

√
x2 − 3x+ 2.

1537. Demostrar que la ecuación x3 − 3x + α = 0 con α ∈ R no puede
tener dos soluciones distintas en el intervalo (0, 1).

1538. Sea f(x) = 1 +xm(x−1)n en donde m,n son enteros positivos. Sin
hallar f ′(x) demostrar que la ecuación f ′(x) = 0 tiene al menos una solución
en el intervalo (0, 1).

1539. Se considera el polinomio p(x) ∈ R[x] :

p(x) = a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n.

Demostrar que si x0 es una ráız positiva de p(x), entonces el polinomio
a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1 tiene una ráız positiva menor que x0.
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1540. Sin calcular la derivada de la función

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4),

establecer cuantas ráıces tiene f ′(x) e indicar en qué intervalos están.

1541. Demostrar que la función f(x) = xn + px + q con n ≥ 2 entero y
p, q reales no puede tener más de dos soluciones reales siendo n par, ni más
de tres siendo n impar.

466. Teorema de Lagrange

1542. Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema de Lagrange
para la función f(x) = x − x3 en el intervalo [−2, 1]. Hallar el c o los c
correspondientes.

1543. Aplicar el teorema de Lagrange para acotar el error que se comete
al tomar 100 como valor aproximado de

√
10 001.

1544. Demostrar que |sen x − sen y| ≤ |x − y| para todo x, y números
reales, usando el teorema del valor medio de Lagrange.

1545. Demostrar el teorema del valor medio de Lagrange:
Sea f : [a, b]→ R una función. Supongamos que se verifica:
(i) f es continua en [a, b]. (ii) f es derivable en (a, b).

Entonces, existe al menos un c ∈ (a, b) tal que f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

1546. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la función f(x) =
x4/3 en el intervalo [−1, 1].

1547. En el segmento de la parábola y = x2 comprendido entre los puntos
A(1, 1) y B(3, 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda AB.

1548. Aplicar el teorema de Lagrange para demostrar la fórmula

sen (x+ h)− sen x = h cos c (x < c < x+ h).

1549. Si f es derivable en [0.+∞) y ĺım
x→+∞

f ′(x) = A, calcular el ĺımite

ĺım
x→+∞

f(2x)− f(x)

x
.

1550. Demostrar que si f ′(x) = 0 en un intervalo (a, b) entonces f es
constante en (a, b).
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467. Teorema del valor medio de Cauchy

1551. Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema del valor medio
de Cauchy para las funciones f, g : [1, 2]→ R definidas por:

f(x) = x2 + 2, g(x) = x3 − 1.

Hallar el c o los c correspondientes.

1552. Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema del valor medio
de Cauchy para las funciones f, g : [0, π/2]→ R definidas por

f(x) = sen x, g(x) = cosx.

Hallar el c o los c correspondientes.

1553. Demostrar el teorema del valor medio de Cauchy:
Sean f, g : [a, b] → R dos funciones tales que: (i) f y g son continuas en
[a, b]. (ii) f y g son derivables en (a, b). (iii) g′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b).
Entonces, existe un c ∈ (a, b) tal que

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

468. Una aplicación del teorema de Rolle

1554. Sea f : [3, 5]→ R una función continua que es derivable en (3, 5) y
tal que f(3) = 6 y f(5) = 10.

(a) Consideremos la función g : [3, 5] → R definida por g(x) =
f(x)

x
. De-

mostrar que existe un x0 ∈ (3, 5) tal que g′(x0) = 0. Deducir que f ′(x0)x0−
f(x0) = 0.
(b) Demostrar que entre todas las rectas tangentes a la gráfica de f , al me-
nos una de ellas pasa por el origen de coordenadas.
(c) Sea [a, b] un intervalo que no contiene al 0. Sea h : [a, b] → R una fun-

ción continua que es derivable en (a, b) y tal que
h(a)

a
=
h(b)

b
. Demostrar

que existe un x0 ∈ (a, b) tal que la tangente a la gráfica de h en el punto
(x0, h(x0)) pasa por (0, 0).

469. Diámetro de un subconjunto de R

1555. Dado un subconjunto acotado A ⊂ R, se define el diámetro del
conjunto A como

d(A) = sup{|x− y| : x, y ∈ R}.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Considérese una función derivable f : R → R tal que existe M > 0 con
|f ′(x)| ≤M para todo x ∈ R.
(a) Dado r > 0 compruébese que si A es tal que d(A) ≤ r

M
entonces

d((f(A)) ≤ r.
(b) Sea S ⊂ R acotado y supongamos que M < 1. Calcular ĺım

n→∞
d (fn(S))

en donde fn(A) = {(f ◦ f ◦ . . . ◦ f)(x) : x ∈ A}.

470. Ĺımite de las ráıces de pn(x) = xn+2 − 2x+ 1

1556. Se considera la sucesión de polinomios dada por

pn(x) = xn+2 − 2x+ 1 n = 1, 2, 3, . . .

Se pide:
1) Comprobar que todos estos polinomios tienen un cero común.
2) Demostrar que cada polinomio tiene como máximo un cero en el intervalo
abierto (0, 1).
3) Comprobar que cada polinomio tiene de hecho un cero en (0, 1).
4) Sea (x)n≥1 la sucesión formada por los ceros de los polinomios pn en (0, 1).
Comprobar que esta sucesión converge.
5) Calcular ĺım

n→∞
xn.

Sugerencia: Inténtese una interpretación geométrica de la ecuación xn+2 −
2x+ 1 = 0.

471. Rećıproco del teorema del valor medio

1557. Sea f : [a, b] → R continua en [a, b] y derivable en (a, b). Se consi-
dera el siguiente enunciado:

∀c ∈ (a, b) ∃x, y ∈ [a, b] : f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
. (E)

Nótese que se trata de una especie de rećıproco del teorema del valor medio.
Demostrar mediante un contraejemplo que en general (E) es falso.
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Fórmula de Taylor

472. Polinomio de Taylor

1558. Hallar el polinomio de Maclaurin p(x) de orden 5 para la función
f(x) = senx.

1559. Hallar el polinomio de Taylor p(x) de orden 3 en x0 = π para la
función f(x) = cosx.

1560. Hallar el polinomio de Maclaurin p(x) de orden n para la función

f(x) =
1

x+ 1
.

1561. Obtener el polinomio de Taylor de orden 3 centrado en x = 0 de la
función f(x) = arctanx.

473. Fórmula de Taylor

1562. Escribir la fórmula de Maclaurin de orden 2 para las funciones:

(a) f(x) =
√

1 + x. (b) g(x) = 3
√

1 + x.

1563. Escribir la fórmula de Maclaurin de orden 5 para la función f(x) =
senx.

1564. Escribir la fórmula de Taylor de orden 3 en x0 = 4 para la función
f(x) =

√
x.

1565. Escribir la fórmula de Maclaurin de orden n para la función f(x) =
log(1 + x).
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474. Aproximación de funciones por polinomios

1566. Aproximar la función f(x) = log(1 + x) por un polinomio de grado
9 en el intervalo [0, 1]. Estimar el error debido a la supresión del resto.

1567. Acotar el error de la fórmula aproximada: e ≈ 2 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
.

1568. Calcular aproximadamente log 2, usando el polinomio de Maclaurin
de grado 5 de la función f(x) = log(x+1). Dar una cota del error cometido.

1569. Expresar el polinomio f(x) = x3−2x2 +6x−7 en potencias enteras
y positivas de x+ 1.

1570. Averiguar cuantos términos hay que tomar en la fórmula de Ma-
claurin aplicada a la función f(x) = ex, para obtener un polinomio que la
represente en el intervalo [−1, 1], con tres cifras decimales exactas.

1571. Determinar un intervalo verificando que la fórmula aproximada

cosx ≈ 1− x2

2!
+
x4

4!
tiene un error menor que 0,00005.

1572. Demostrar que la diferencia entre sen(a+ h) y sen a+ h cos a no es
mayor que h2/2.

1573. Expresar el polinomio f(x) = x3−2x2 +3x+5 en potencias enteras
y positivas de x− 2.

1574. Un hilo pesado, bajo la acción de la gravedad se comba formando la

catenaria y = a ch
x

a
. Demostrar que para valores pequeños de |x| , la forma

que toma el hilo se puede representar aproximadamente por la parábola

y = a+
x2

2a
.

1575. Calcular
√
e con un error menor que 10−3.

1576. (a) Escribir la fórmula de Taylor de orden 3 en x0 = 1 para la
función f(x) = 3

√
x

(b) Siendo |x− 1| < 0,01, acotar el error de la fórmula:

3
√
x ≈ 5x3 − 24x2 + 60x+ 40

81
.

1577. Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 4 de la función f(x) =
cosx. Usando dicho polinomio, hallar un valor aproximado de cos 0,1, dando
una cota del error cometido.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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475. La notación o minúscula de Landau

1578. Demostrar que cosx− 1 +
x2

2
= o(x2) cuando x→ 0.

1579. Demostrar que senx− x+
x3

6
= o(x3) cuando x→ 0.

1580. Demostrar que
√
x− 1− x

4
= o(x− 4) cuando x→ 4.

476. Fórmula de Taylor con o minúscula, cálculo
de ĺımites

1581. Escribir la fórmula de Maclaurin de f(x) = log(1− x) hasta o(x4).

1582. Escribir la fórmula de Maclaurin de la función f(x) = chx hasta
o(x8).

Calcular los siguientes ĺımites usando fórmulas de Maclaurin.

1583. L = ĺım
x→0

ex − 1

senx
.

1584. L = ĺım
x→0

arctanx− x
2x3

.

1585. L = ĺım
x→0

√
1 + x− cosx

senx
.

1586. L = ĺım
x→0+

√
x−
√

senx

x2
√
x

.

1587. Calcular L = ĺım
x→0

−e−8x2 + cos 4x

10x4
.

477. Una aplicación de la fórmula de Taylor

1588. De una función f : (−2, 2) → R sabemos que admite derivadas de
cualquier orden y que las derivadas se pueden acotar del siguiente modo

|f (n)(x)| ≤ 2n+2n!

3n+1
(∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1/2]).

Además conocemos que f(0) = 1 y f (n)(0) =
n!

2n
. Calcúlese f(1/2).

Indicación: Puede ser útil encontrar una expresión para Pf,n,0 (1/2) donde
Pf,n,0 es el polinomio de Taylor de orden n de la función f en 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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√

5

478. Una aproximación racional de
√

5

1589. Sea f(x) =
√
x y x0 > 0.

a) Determinar razonadamente el polinomio de Taylor de orden n, en el punto
x0 de la función f, Pn,f,x0(x) y su resto Rn,f,x0(x).
b) Mediante una adecuada elección de x0, calcular una aproximación racional
de
√

5 con un error menor que 10−3.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Regla de L’Hôpital

479. Ĺımites de funciones por la definición

Usando la definición de ĺımite de una función, demostrar que los ĺımites
de las siguientes funciones son los que se dan.

1590. ĺım
x→1

(2x+ 3) = 5.

1591. ĺım
x→2

(
2

3
x− 1

)
=

1

3
.

1592. ĺım
x→1/2

(−x− 1) = −3

2
.

1593. ĺım
x→0

x2 = 0.

1594. ĺım
x→0

x3 senx = 0.

1595. ĺım
x→2

(
x2 + x− 2

)
= 4.

1596. ĺım
x→3

2

x+ 1
=

1

2
.

1597. Demostrar que ĺım
x→+∞

1

x
= 0.

480. Concepto de indeterminación

1598. Demostrar que 0/0 es es una forma indeterminada considerando los
ĺımites

ĺım
x→0

2x

x
, ĺım

x→0

3x

x
.
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1599. Demostrar que∞/∞ es una forma indeterminada considerando los

ĺımites ĺım
x→∞

5x

x
y ĺım
x→∞

x

2x
.

1600. Demostrar que 0 · ∞ es una forma indeterminada considerando los

ĺımites ĺım
x→∞

1

x
· 6x y ĺım

x→∞

1

x
· 4x.

1601. Demostrar que ∞−∞ es una forma indeterminada considerando
los ĺımites: ĺım

x→∞
((x+ 1)− x) y ĺım

x→∞
((x+ 2)− x) .

1602. Demostrar que 1∞ es una forma indeterminada considerando los

ĺımites: L1 = ĺım
x→∞

(
1 +

1

x

)x
y L2 = ĺım

x→∞

(
1 +

2

x

)x
.

481. Regla de L’Hôpital para 0/0

Calcular los siguientes ĺımites aplicando la regla de L’Hôpital.

1603. ĺım
x→0

senx

2x
.

1604. L = ĺım
x→2

x3 − 3x2 + 4

x2 − 4x+ 4
.

1605. L = ĺım
x→0

x+ sen 2x

x− sen 2x
.

1606. L = ĺım
x→0

ex − 1

x2
.

1607. L = ĺım
x→0

ex + e−x − x2 − 2

x2 − sen2 x
.

1608. Demostrar la regla de L’Hôpital para 0/0:
Sean f y g funciones derivables en el intervalo abierto (a, b) tales que:
1) ĺım

x→a+
f(x) = ĺım

x→a+
g(x) = 0.

2) f y g son derivables en (a, b) y g′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b).

3) Existe ĺım
x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

Entonces, ĺım
x→a+

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a+
f ′(x)

g′(x)
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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482. Distintas formas indeterminadas

1609. Calcular L = ĺım
x→0

8x − 2x

4x
.

1610. Calcular L = ĺım
x→+∞

log x

x
.

1611. Calcular L = ĺım
x→0+

(x2 log x).

1612. Calcular L = ĺım
x→2

(
4

x2 − 4
− 1

x− 2

)
.

1613. Calcular L = ĺım
x→0+

xx.

1614. Calcular L = ĺım
x→+∞

x1/x.

1615. Calcular L = ĺım
x→0

(ex + 3x)1/x.

483. Problemas diversos

1616. Calcular L = ĺım
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
.

1617. Calcular L = ĺım
x→+∞

√
1 + x2

x
.

1618. Calcular L = ĺım
x→2

ex − e2

x− 2
.

1619. Calcular L = ĺım
x→0

xex

1− ex
.

1620. Calcular L = ĺım
x→+∞

log x√
x
.

1621. Calcular L = ĺım
x→0

(ex − 1) cotx.

1622. Calcular L = ĺım
x→−∞

x2ex.

1623. Calcular L = ĺım
x→0

(
1

x
− 1

senx

)
.

1624. Calcular L = ĺım
x→0

x− arctanx

x3
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1625. Calcular L = ĺım
x→1

x10 − 10x+ 9

x5 − 5x+ 4
.

1626. Calcular L = ĺım
x→+∞

2x3 + 7x2 + x+ 1

5x3 + 8x2
.

1627. Calcular L = ĺım
x→1

(
x

x− 1
− 1

log x

)
.

1628. Calcular L = ĺım
x→1

(1− x) tan
πx

2
.

1629. Calcular L = ĺım
x→0+

xsenx.

1630. Calcular L = ĺım
x→0+

(
1

x

)tanx

.

1631. Calcular L = ĺım
x→0

(1 + x2)3/x.

1632. Demostrar que el ĺımite L = ĺım
x→0

x2 sen
1

x
senx

, no se puede calcular

mediante la regla de L’Hôpital. Calcularlo por otro método.

1633. Si usar la regla de L’Hôpital, calcular el ĺımite

L = ĺım
x→0

x2ex

5x− 5ex + 5

1634. Calcular L = ĺım
x→0

x− sinx

x3
,

(a) Usando la regla de L’Hopital.
(b) Usando un desarrollo limitado de Maclaurin de sinx.
(c) Usando algún método esencialmente distinto de los anteriores.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Integrales indefinidas

484. Integral de la función potencial

Calcular las siguientes integrales.

1635.

∫
x3dx.

1636.

∫
x21dx.

1637.

∫
1

x7
dx.

1638.

∫ √
x dx.

1639.

∫
1
3
√
x
dx.

1640.

∫
(2x3 − 5x2 + 6x− 11) dx.

1641.

∫
x3 − 8x+ 2

x
dx.

1642.

∫
t(t+ 1)(t+ 2) dt.

1643.

∫
x+ 2

4
√
x
dx

1644. Demostrar que

∫
xpdx =

xp+1

p+ 1
+ C (p ∈ R, p 6= −1).
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1645. Demostrar que

∫
1

x
dx = log |x|+ C.

1646. Calcular

∫
|x| dx.

485. Integrales inmediatas

Calcular las siguientes integrales inmediatas.

1647.

∫
2x

3x2 + 1
dx.

1648.

∫
3x√

2x2 + 1
dx.

1649.

∫
x senx2 dx.

1650.

∫
dx

6 + 5x2
dx.

1651.

∫
x25x

3
dx.

1652.

∫
e3 cosx senx dx.

1653.

∫
sen2 x dx.

1654.

∫
cos2 x dx.

1655.

∫
(senx+ cosx)2 dx.

1656.

∫
3x+ 5

x+ 6
dx.

1657.

∫
x3

x2 + 1
dx.

1658.

∫
ex

cos2 ex
dx.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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486. Integrales por sustitución o cambio de varia-
ble

Calcular las siguientes integrales, efectuando el cambio de variable indi-
cado.

1659.

∫
x(4x2 + 7)9dx, t = 5x2 + 7.

1660.

∫
x√
x+ 1

dx, t =
√
x+ 1.

Efectuando sustituciones o cambios de variable adecuados, hallar las in-
tegrales:

1661.

∫
x3 3
√
x4 + 1 dx.

1662.

∫
(2x+ 1)25dx.

1663.

∫
(2 log x+ 3)3

x
dx.

1664.

∫
dx

ex + 1
.

1665.

∫
senx cos7 x dx.

1666.

∫
sen 2x√

1− cos4 x
dx.

1667. Calcular

∫ √
a2 − x2dx, (a 6= 0) usando la sustitución trigonométri-

ca x = a sen t.

1668. Con la sustitución x = sh t, calcular∫
dx√

1 + x2
.

487. Integración por partes

1669. Demostrar la fórmula de la integración por partes:∫
u dv = uv −

∫
v du.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Usando integración por partes, calcular:

1670.

∫
log x dx.

1671.

∫
xexdx.

1672.

∫
x2exdx.

1673.

∫
arctanx dx.

1674.

∫
x cos 5x dx.

1675.

∫
x3−xdx.

1676.

∫
x dx

sen2 x
.

1677.

∫
2x cosx dx.

1678. I =

∫
eax sen bx dx (a 6= 0, b 6= 0),

1679. Sea P (x) un polinomio real de grado 2 y a 6= 0 un número real.
(i) Demostrar que

∫
P (x)eaxdx = Q(x)eax, para algún polinomio real Q(x)

de grado 2.
(ii) Calcular

∫
(x2 + 3x− 1)e2xdx, usando el apartado anterior.

(iii) Calcular la misma integral usando integración por partes.

488. Integración de funciones racionales

1680. Calcular

∫
dx

x2 − 5x+ 6
.

1681. Calcular

∫
x3 dx

x3 − 2x2 − x+ 2
.

1682. Calcular

∫
x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
dx.

1683. Calcular

∫
dx

x4 − x3
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1684. Calcular

∫
(x+ 1) dx

(x2 + x− 2)2
.

1685. Calcular

∫
dx

3x2 − x+ 1
.

1686. Calcular

∫
4x− 5

3x2 − x+ 1
dx.

1687. Sea el trinomio ax2+bx+c (a > 0). Demostrar que si dicho trinomio
no tiene ráıces reales, entonces∫

dx

ax2 + bx+ c
=

2√
4ac− b2

arctan
2ax+ b√
4ac− b2

+ C.

1688. Calcular

∫
dx

x3 − 1
.

1689. Calcular I =

∫
x dx

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
.

489. Método de Hermite

1690. Calcular

∫
dx

(x2 + 1)2
.

1691. Calcular

∫
3x+ 5

(x2 + 2x+ 2)2
dx.

1692. Calcular I =

∫
dx

(x− 1)2(x2 + x+ 1)2
.

1693. a) Descomponer en suma de fracciones racionales simples:

f(x) =
1

(x+ 1)2(x2 + 1)2
.

b) Usando la descomposición del apartado anterior, hallar

∫
f(x) dx.

490. Integración de funciones irracionales

1694. Calcular

∫
dx√

3x+ 1− 4
√

3x+ 1
.

1695. Calcular

∫
x3 dx√
x+ 2

.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



328 490 Integración de funciones irracionales

1696. Calcular I =

∫
dx

(2x− 5)2/3 − (2x− 5)1/2
.

1697. Calcular

∫
dx√

2 + 3x− 2x2
.

1698. Calcular las integrales:

I1 =

∫
dx√

x2 + 2x+ 6
, I2 =

∫
x+ 3√

x2 + 2x+ 6
dx.

1699. Calcular las integrales:

I1 =

∫
dx√

1− 2x− x2
, I2 =

∫
2x− 3√

1− 2x− x2
dx.

1700. Calcular I =

∫
dx

x
√

1− x2
.

1701. Se consideran las integrales:

I =

∫
dx

(mx+ n)
√
ax2 + bx+ c

, J =

∫
dx√

Ax2 +Bx+ C
,

con m 6= 0. Demostrar que la sustitución t =
1

mx+ n
, transforma las inte-

grales del tipo I en integrales del tipo J.

1702. Calcular

∫
x2

√
x2 − x+ 1

dx.

1703. Calcular

∫
x3 + 2x2 + 3x+ 4√

x2 + 2x+ 2
dx.

1704. Mediante un adecuado cambio de variable, transformar la integral

I =

∫
dx

x5
√
x2 − 1

,

en otra en la que sea aplicable el método alemán.

1705. Calcular I =

∫ √
x2 + 2x+ 7 dx.

1706. Calcular I =

∫ √
x− x2 dx.

1707. Demostrar que∫ √
A+ u2 u′ dx =

u

2

√
A+ u2 +

A

2
log|u+

√
A+ u2|+ C.

1708. Demostrar que:∫ √
A2 − u2 u′ dx =

u

2

√
A2 − u2 +

A2

2
arcsen

u

A
+ C (A 6= 0).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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491. Integración de diferenciales binomias

1709. Calcular I =

∫
dx

√
x ( 4
√
x+ 1)

10 .

1710. Calcular I =

∫
x3dx

(a2 − x2)
√
a2 − x2

.

1711. Calcular I =

∫
dx

x4
√

1 + x2
.

492. Integración de funciones trigonométricas

1712. Calcular I =

∫
sen4 x cos5 x dx.

1713. Calcular I =

∫
sen5 x dx.

1714. Calcular I =

∫
sen10 x cos3 x dx.

1715. Calcular I =

∫
sen2 x cos2 x dx.

1716. Calcular I =

∫
sen4 x dx.

1717. Calcular I =

∫
tan4 x dx.

1718. Calcular I =

∫
tan5 x dx.

1719. Calcular I =

∫
cot4 x dx.

1720. Calcular I =

∫
tan2 7x dx.

1721. Calcular

∫
sen 5x cos 7x dx.

1722. Calcular

∫
sen 13x sen 8x dx.

1723. Calcular

∫
cos(ax+ b) cos(ax− b) dx.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1724. Demostrar:

(a) sen px cos qx =
1

2
[sen(p+ q)x+ sen(p− q)x] .

(b) sen px sen qx =
1

2
[cos(p− q)x− cos(p+ q)x] .

(c) cos px cos qx =
1

2
[cos(p− q)x+ cos(p+ q)x] .

1725. Calcular I =

∫
dx

5 + 4 senx+ 3 cosx
.

1726. Calcular I =

∫
dx

1 + senx+ cosx
.

1727. Calcular I =

∫
dx

3 + 5 cosx
.

1728. Calcular I =

∫
dx

1 + cos2 x
.

1729. Demostrar que si t = tan
x

2
, entonces:

senx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2 dt

1 + t2
.

1730. Demostrar que si t = tanx, entonces:

senx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2
.

493. Integración de funciones hiperbólicas

1731. Calcular

∫
cosh2 x dx.

1732. Calcular

∫
senh3 x dx.

1733. Calcular

∫
senh3 x coshx dx.

1734. Calcular I =

∫
senh2 x cosh2 x dx.

1735. Calcular

∫
tanh3 x dx.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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494. Problemas diversos

1736. Calcular

∫ (
eax + e−ax

)2
dx, (a 6= 0).

1737. Calcular

∫
2x 32x 53x dx.

1738. Calcular

∫
(tanx+ cotx)2 dx.

1739. Usando integración por partes, calcular I =

∫ √
a2 − x2dx, (a 6=

0).

1740. Usando integración por partes, calcular I =

∫ √
A+ x2dx.

Nota. Se puede usar la igualdad

∫
dx√
A+ x2

= log
∣∣∣x+

√
A+ x2

∣∣∣ .
1741. Calcular

∫
x2 dx

(x+ 1)6
.

Sugerencia. Puede ser útil buscar una alternativa a la tradicional descom-
posición en suma de fracciones racionales simples.

1742. Calcular

∫
mx+ n

x2 + px+ q
dx siendo m 6= 0 y x2 + px + q sin ráıces

reales.

1743. Se considera la integral I =

∫
dx

x(x7 + 1)
.

a) Esbozar una posible solución por descomposición en suma de fracciones
simples.
b) Efectuar una adecuada manipulación en el numerador, que transforme I
en una integral inmediata.

1744. ¿Existe

∫ √
−x2 + 6x− 10 dx? Justificar la respuesta.

1745. Sea la integral de diferencial binomia I =

∫
xm(a + bxn)pdx. De-

mostrar que si p ∈ Z, entonces la sustitución x = ts en donde s es el mı́nimo
común múltiplo de los denominadores de m y n, transforma I en una integral
racional en t.

1746. Sea la integral de diferencial binomia I =

∫
xm(a + bxn)pdx. De-

mostrar que si (m+ 1)/n ∈ Z, entonces la sustitución a+ bxn = ts en donde
s es el denominador de la fracción p, transforma I en una integral racional
en t.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1747. Sea la integral de diferencial binomia I =

∫
xm(a + bxn)pdx. De-

mostrar que si p +
m+ 1

n
∈ Z, entonces la sustitución ax−n + b = ts en

donde s es el denominador de la fracción p, transforma I en una integral
racional en t.

1748. Calcular

∫
cos6 x dx.

1749. Calcular I =

∫
senx sen 2x sen 3x dx.

1750. Calcular I =

∫
dx

(a2 + b2)− (a2 − b2) cosx
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Integrales definidas

495. Integral definida como ĺımite de sumas

1751. Sea f : [a, b]→ R una función continua. Demostrar las fórmulas:∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n−1∑
k=0

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
,

∫ b

a
f(x) dx = ĺım

n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

1752. Calcular

∫ 10

1
(1 + x) dx por medio del ĺımite de una sucesión de

sumas integrales.

1753. Calcular

∫ a

0
x2dx por medio del ĺımite de una sucesión de sumas

integrales.

496. Cálculo de ĺımites de sucesiones mediante in-
tegrales

1754. Calcular ĺım
n→+∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ · · ·+ n− 1

n2

)
.

1755. Calcular ĺım
n→+∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

n+ n

)
.

1756. Calcular L = ĺım
n→+∞

1p + 2p + 3p + · · ·+ np

np+1
(p > 0).
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1757. Calcular L = ĺım
n→+∞

1

n

n∑
k=1

k2

n2
.

1758. Relacionar el ĺımite

ĺım
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n

)

con la integral

∫ 2

1

1

x
dx. Calcular el ĺımite anterior.

497. Teorema fundamental del Cálculo

1759. Demostrar el teorema fundamental del Cálculo:
Sea f : [a, b]→ R una función continua, y sea la función

F : [a, b]→ R, F (x) =

∫ x

a
f(t) dt.

Entonces, F es derivable en [a, b] y F ′(x) = f(x) para todo x ∈ [a, b].

Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

1760. F (x) =

∫ x

1
log t dt.

1761. F (x) =

∫ x

3

√
1 + t2 dt.

1762. F (x) =

∫ x3+1

2x+3
sen t dt.

1763. F (x) =

∫ x2

x
e−t

2
dt.

1764. Calcular ĺım
x→0+

1

x3/2

∫ x2

0
sen t1/4 dt.

498. Regla de Barrow

1765. Calcular

∫ 2

−1
x3 dx.

1766. Calcular I =

∫ π

0
sen5 x dx.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1767. Demostrar la regla de Barrow:
Sea f : [a, b]→ R una función continua y sea F una primitiva de f en [a, b].
Entonces, ∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).

499. Problemas diversos

1768. Calcular la integral de la función f(x) =
√

32 + 4x− x2 en el in-
tervalo en donde esta función está definida.

1769. Calcular

∫ e

1

log2 x

x
dx mediante la sustitución t = log x.

1770. Ordenar, sin calcularlas, las siguientes integrales

I1 =

∫ 1

0

√
1 + x2dx, I2 =

∫ 1

0
x dx.

1771. Calcular I =

∫ 1

0
(|x|+ |3x− 1|) dx.

1772. Acotar las siguientes integrales

a)

∫ 1

0

√
4 + x2dx. b)

∫ 1

−1

dx

8 + x3
. c)

∫ 2π

0

dx

10 + 3 cosx
.

1773. Calcular f ′(π/2) siendo

f(x) =

∫ senx

cosx

dt

1 + 7t+ 5t2
.

1774. Deducir la fórmula del área de un ćırculo.

500. Integrales impropias en intervalos infinitos

Calcular las integrales:

1775.

∫ +∞

1

dx

x
.

1776.

∫ +∞

1

dx

x3
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1777.

∫ +∞

0
sen x dx.

1778.

∫ −1

−∞

dx

x2
.

1779.

∫ 0

−∞

dx

4 + x2
.

1780.

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 1
.

1781.

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x+ 9
.

1782. Calcular I =

∫ +∞

1

dx

xp
con p ∈ R.

501. Criterios de convergencia

1783. Sean f, g : [a,+∞) continuas a trozos en todo intervalo [a, b] y
supongamos que

∫ +∞
a f(x) dx y

∫ +∞
a g(x) dx son convergentes. Demostrar

que:

a)

∫ +∞

a
(f(x) + g(x)) dx es convergente y

∫ +∞

a
(f(x) + g(x)) dx =

∫ +∞

a
f(x) dx+

∫ +∞

a
g(x) dx.

b) Para todo λ ∈ R,
∫ +∞

a
λf(x) dx es convergente y

∫ +∞

a
λf(x) dx = λ

∫ +∞

a
f(x) dx.

1784. Calcular

∫ +∞

2

dx

x
√
x2 − 1

.

1785. Calcular

∫ +∞

2

dx

1− x3
.

1786. (a) Estudiar la convergencia de la integral∫ s

−∞

t

t4 + 1
dt

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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en función del valor s ∈ R.
(b) Calcular los ĺımites ĺım

x→+∞
F (x) y ĺım

x→−∞
F (x) siendo

F (x) =

∫ x

−∞

t

t4 + 1
dt.

1787. Sabiendo que

∫ +∞

0

senx

x
dx =

π

2
, calcular

(a)

∫ +∞

0

1− cosx

x2
dx. (b)

∫ +∞

0

sen2 x

x2
dx. (c)

∫ +∞

0

sen4 x

x2
dx.

1788. Sea f : [a,+∞)→ R continua a trozos en cualquier intervalo [a, b]
tal que ∫ +∞

a
f(x) dx es convergente y ĺım

x→+∞
f(x) = A ∈ R.

Demostrar que A = 0.

1789. Sea f : [a,+∞] → R continua a trozos en todo intervalo [a, b] y
a′ ≥ a. Demostrar que∫ +∞

a
f(x) dx es convergente⇔

∫ +∞

a′
f(x) dx es convergente.

1790. Sea f ≥ 0 en [a,+∞) y continua a trozos en todo intervalo [a, b].

Demostrar que

∫ +∞

a
f(x) dx existe, pudiendo ser finita o no serlo.

1791. Sean f, g : [a,+∞) funciones tales que 0 ≤ f ≤ g y continuas a
trozos en todo intervalo [a, b]. Demostrar que

(i)

∫ +∞

a
g(x) dx es convergente⇒

∫ +∞

a
f(x) dx es convergente.

(ii)

∫ +∞

a
f(x) dx es divergente⇒

∫ +∞

a
g(x) dx es convergente.

1792. Sean f, g : [a,+∞) funciones tales que f ≥ 0, g ≥ 0 y continuas a
trozos en todo intervalo [a, b]. Supongamos que f(x) ∼ g(x) cuando x →
+∞, es decir

ĺım
x→+∞

f(x)

g(x)
= L 6= 0.

Demostrar que las integrales
∫ +∞
a f(x) dx y

∫ +∞
a g(x) dx son ambas con-

vergentes o ambas divergentes.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1793. Dada la integral impropia

∫ +∞

1

x+ 2

x3 + x
dx,

(a) Estudiar su convergencia.
(b) Calcularla caso de ser convergente.

1794. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias

(a)

∫ +∞

1

dx√
x3 + 1

. (b)

∫ +∞

1

x+ 1√
x3

dx. (c)

∫ +∞

1

dx√
x+ cos2 x

.

1795. Analizar la convergencia de la integral de Euler

∫ +∞

0
e−x

2
dx.

1796. Estudiar si la integral

∫ +∞

1

3x dx√
x4 + 2x+ 1

es convergente o diver-

gente.

502. Criterio de Cauchy en intervalos infinitos

1797. Demostrar el criterio de Cauchy para integrales impropias en inter-
valos infinitos:
Sea f : [a,+∞) → R continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Demostrar
que ∫ +∞

a
f(x) dx es convergente

⇔ ∀ε > 0 ∃b0 tal que b′ ≥ b ≥ b0 ⇒

∣∣∣∣∣
∫ b′

b
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε

503. Convergencia absoluta en intervalos infinitos

1798. Sea f : [a,+∞) → R continua a trozos en todo intervalo [a, b].
Demostrar que si

∫ +∞
a f(x) dx es absolutamente convergente, entonces es

convergente.

1799. Demostrar que

∫ +∞

π

senx

x
dx es convergente pero no absolutamente

convergente.
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504. Valor principal de Cauchy de una integral im-
propia

1800. Sea f : R→ R continua a trozos en todo intervalo [a, b]. Definimos
el valor principal de Cauchy (VP) de la integral

∫ +∞
−∞ f(x) dx como

VP

∫ +∞

−∞
f(x) dx = ĺım

t→+∞

∫ t

−t
f(x) dx.

Demostrar que si
∫ +∞
−∞ f(x) dx es convergente, entonces∫ +∞

−∞
f(x) dx = VP

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

1801. Demostrar que el valor principal de Cauchy de una integral puede
ser finito, siendo la integral divergente.

505. Integrales impropias en intervalos finitos

1802. Calcular

∫ 1

0

dx√
x
.

1803. Calcular

∫ 2

−1

dx

x
.

1804. Calcular I =

∫ 1

0

dx

xp
con p ∈ R.

1805. Calcular

∫ 3

0

dx

(x− 1)2
.

1806. Calcular

∫ 1

0

dx√
1− x2

.

1807. Calcular

∫ 1/2

0

dx

x log x
.

1808. Estudiar la convergencia de la integral

∫ 2

1

dx

log x
.

1809. Estudiar la convergencia de la integral

∫ 1

0

cos2 x
3
√

1− x2
dx.

1810. Analizar la convergencia de la integral

∫ 1

0

log (1 + 3
√
x)

esenx − 1
dx.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1811. Estudiar el carácter de la integral

∫ 1

0

cos 1
x

3
√
x
dx.

1812. Calcular

∫ 4

2

1
E(x)
√
|x− 3|

dx, siendo E(x) la función parte entera de

de x.

506. Cotas de la longitud de una elipse

1813. El objeto de este problema es encontrar cotas de la longitud de una
elipse.
1. Demostrar que el cálculo de la longitud de una elipse se reduce al cálculo
de la integral ∫ π/2

0

√
1 + k2sen2θ dθ.

2. Verificar que la integral del apartado anterior coincide con la integral∫ π/4

0

(√
1 + k2 sen2 θ +

√
1 + k2 cos2 θ

)
dθ.

3. Determinar los extremos de la función integrando de la integral del apar-
tado anterior en el intervalo de integración.

4. Aplicar a demostrar que si L es la longitud de la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1, se

tiene

a+ b <
L

π
< (a+ b)

√
1 +

(
a− b
a+ b

)2

.

507. π es irracional

1814. En este problema se demuestra que el número pi es irracional.
1. Sean p, q, n ∈ N∗. Se considera la función polinómica

Pn(x) =
1

n!
xn(qx− p)n.

Demostrar que P
(r)
n (0) ∈ Z para todo r = 0, 1, 2, . . .

2. Demostrar P
(r)
n (p/q) ∈ Z para todo r = 0, 1, 2, . . .

3. Hallar el máximo de la función |Pn(x)| sobre el intervalo [0, p/q].
4. Sean p y q tales que π ≤ p/q. Demostrar que ĺımn→∞ In = 0, siendo:

In =

∫ π

0
Pn(x) sinx dx.
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5. Supongamos que π sea racional e igual a p/q, demostrar que |In| es entero
positivo para todo n. ¿Qué conclusión se saca de estos resultados?

508. Fórmula de Wallis

1815. En este problema se demuestra la fórmula de Wallis.

Sea In =

∫ π/2

0
sinn x dx, ∀n ∈ N.

(a) Establecer una relación de recurrencia entre In e In−2.
(b) Establecer una fórmula que permita calcular In conocido n.

(c) Demostrar que ĺım
n→∞

I2n+1

I2n
= 1 y deducir que:

ĺım
n→∞

1√
n

(2n)!!

(2n− 1)!!
=
√
π.

509. Integrales de Fresnel

1816. Demostrar que las integrales de Fresnel∫ +∞

0
cosx2 dx,

∫ +∞

0
sen x2 dx,

son convergentes.

510. Función Γ de Euler

1817. 1. Para todo p ∈ R se considera la integral

I(p) =

∫ +∞

0
xp−1e−x dx.

Demostrar que esta integral es convergente śı y solamente si p > 0. Esta
condición se supondrá en todo lo siguiente.
2. Demostrar que I(p) > 0.
3. Demostrar que I(p) = (p − 1)I(p − 1) para todo p > 1 Calcular I(n)
siendo n un entero positivo.
4. Demostrar que para n entero positivo y β > 0 las siguientes integrales
son convergentes:

ϕn(β) =

∫ +∞

0
xβ−1e−x(log x)ndx.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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5. Para x > 0, demostrar

xh − 1 = h log x+
h2

2
(log x)2 +

h3

6
xθh(log x)3 (0 < θ < 1).

6. Cuando h tiende a 0 y p > 0 podemos elegir |h| < p/2. Demostrar aśı que

I(p+ h)− I(p)− hϕ1(x)− h2

2
ϕ2(x) está comprendido entre

h3

6
ϕ3

(p
2

)
y
h3

6
ϕ3

(
3p

2

)
.

7. Demostrar que I(p) es continua y derivable para todo p > 0, que su
derivada es ϕ1(p) y su derivada segunda ϕ2(p).
Nota La función I(p) aśı construida se denomina función gamma de Euler
y en general se escribe en la forma

Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

8. Demostrar la existencia de un p0 ∈ (1, 2) tal que (dI/dp)(p0) = 0.
9. Estudiar el signo de d2I/dp2 . Deducir el sentido de las variaciones de
dI/dp , el signo de dI/dp y el sentido de las variaciones de I.
10. Sea 0 < p < 1 , comparar I(p) con I(p + 2) y demostrar que 1/2p <
I(p) < 2/p . Deducir el ĺımite de I(p) cuando p→ 0+.

511. Integral mediante las Gamma y Beta de Eu-
ler

1818. Utilizando las propiedades de las funciones gamma y beta de Euler,
calcular

I =

∫ 1

−1

dx
3
√

1 + x− x2 − x3
.

512. Convolución de dos campanas de Gauss

1819. La convolución de dos funciones f, g : R→ R continuas en R es la
función f ∗ g : R→ R definida mediante

(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt

en el supuesto de que la integral anterior sea convergente para cada valor
del parámetro x. Este problema tiene por objeto determinar la convolución
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Caṕıtulo 32. Integrales definidas 343

de dos campanas de Gauss.
(a) Calcular para cada valor real del parámetro p la integral

I(p) =

∫ +∞

−∞
e−t

2+pt dt.

(b) Dados dos números reales λ y µ, considérense las funciones ϕ y ψ defini-
das a partir de f y g mediante ϕ(x) = f(x−λ), ψ(x) = g(x−µ). Establecer
la relación que expresa la convolución ϕ ∗ ψ en términos de la convolución
f ∗ g.
(c) Calcular la convolución de las dos funciones

ϕ(x) = exp

{
−(x− λ)2

2a2

}
, ψ(x) = exp

{
−(x− µ)2

2b2

}
,

donde λ, µ, a, b son números reales dados de los cuales los dos últimos son
positivos.

513. Integral de Euler-Poisson

1820. Este problema tiene por objeto desarrollar una demostración de la
conocida fórmula: ∫ +∞

−∞
e−t

2
dt =
√
π. (∗)

a) Se considera la función f definida para cada x ≥ 0 mediante

f(x) =

∫ 1

0

e−x(1+t2)

1 + t2
dt.

Calcular f(0) y determinar ĺımx→+∞ f(x).
b) Obtener una expresión de la derivada de la función f en terminos de g y
g′, estando g definida por:

g(x) =

∫ √x
0

e−t
2
dt.

c) Justificar utilizando los dos apartados anteriores la validez de la fórmula
(∗).

514. Derivación paramétrica

Sean [a, b] y [α, β] dos intervalos reales y

f : [a, b]× [α, β]→ R, (x, λ)→ f(x, λ)
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una función continua. Si damos a λ un valor fijo de [α, β] obtenemos una
función continua de x en [a, b] y su integral es una función de λ:

I(λ) =

∫ b

a
f(x, λ)dx

que se llama integral dependiente de un parámetro.

1821. Demostrar que la función I(λ) es continua en [α, β].

1822. Sea el rectángulo D = [a, b]× [α, β]. Supongamos que:
(1) f es continua en D.
(2) Existe ∂f

∂λ y es continua en D.

Demostrar que existe la derivada de I(λ) =
∫ b
a f(x, λ)dx en [α, β] y es

igual a:

I ′(λ) =

∫ b

a

∂f

∂λ
dx.

1823. Calcular ∫ 1

0

dx

(x2 + λ)2 (λ > 0).

1824. Calcular∫ 1

0
xm(log x)ndx, (m y n enteros positivos).

1825. Calcular la integral∫ π/2

0

arctan(sinx)

sinx
dx.

1826. Calcular ∫ π

0

1

(5− 3 cosx)3
dx.

Sugerencia. Para adecuados valores de λ considérese:

I(λ) =

∫ π

0

1

λ− 3 cosx
dx

Para derivar la integal impropia
∫ +∞
a f(x, λ)dx respecto del parámetro λ

es necesario que las integrales
∫ +∞
a f(x, λ)dx y

∫ +∞
a

∂f
∂λdx sean convergentes.

1827. Calcular∫ +∞

0

dx

(x2 + λ)n+1
, (n entero positivo y λ > 0).
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1828. Hallar

I(λ) =

∫ +∞

0

e−x − e−λx

x
dx, (λ > 0).

1829. Sean a(λ) y b(λ) dos funciones definidas en el intervalo [λ0, λ1] con
a(λ) ≤ b(λ) para todo λ ∈ [λ0, λ1] y f(x, λ) una función definida en el recinto

D :

{
λ0 ≤ λ ≤ λ1

a(λ) ≤ x ≤ b(λ).

Supongamos que

(1) f(x, λ) es continua en D.
(2) a(λ) y b(λ) son derivables en [λ0, λ1].
(3) Existe ∂f

∂λ y es continua en D.

Consideremos la función

I(λ) =

∫ b(λ)

a(λ)
f(x, λ)dx.

Demostrar que I(λ) es derivable en [λ0, λ1] y además

I ′(λ) =

∫ b(λ)

a(λ)

∂f

∂λ
dx+ f [b(λ), λ]b′(λ)− f [a(λ), λ]a′(λ).

1830. Calcular

I(λ) =

∫ λ

0

log(1 + λx)

1 + x2
dx

derivando previamente respecto del parámetro λ.

515. Integral de Gauss o de probabilidades

1831. Se consideran las funciones f, g : R→ R :

f(x) =

(∫ x

0
e−t

2
dt

)2

, g(x) =

∫ 1

0

e−x
2(t2+1)

t2 + 1
dt.

(a) Demostrar que las funciones f y g son derivables en R y hallar sus
derivadas.
(b) Para todo x ∈ R, demostrar que f ′(x) + g′(x) = 0 y deducir de ello el
valor de f(x) + g(x).
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(c) Encontrar una función h : R→ R tal que |g(x)| ≤ |h(x)| ∀x ∈ R.
(d) Usar el apartado anterior para deducir el valor de la integral de Gauss
o de probabilidades. Es decir, demostrar que∫ +∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π.

516. Derivación paramétrica y ĺımite

1832. 1. Calcular

∫ +∞

0

dt

x2 + t2
(x > 0).

2. Calcular

∫ +∞

0

dt

(x2 + t2)n+1
.

Indicación: derivar la integral respecto de un parámetro y razonar por in-
ducción.

3. Calcular

∫ +∞

0

dt(
1 + t2

n

)n .
4. Como aplicación de lo anterior, calcular el ĺımite:

ĺım
n→+∞

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3)

2 · 4 · . . . · (2n− 2)
·
√
n.

517. Cálculo de ĺımx→+∞ e
x2
∫ x
x− log x

2x
e−t

2

dt

1833. Evaluar justificadamente

ĺım
x→+∞

ex
2

∫ x

x− log x
2x

e−t
2
dt.

518. Número combinatorio
(

2n
n

)
e integral

1834. Para todo entero positivo n, demostrar la relación(
2n

n

)
=

22n

(2n+ 1)
∫ 1

0 (1− x2)ndx
.

519. Igualdad de dos integrales impropias

1835. Demostrar la igualdad entre las integrales impropias

I =

∫ +∞

π

sin t

t log2 t
dt, J =

∫ +∞

π

cos t

log t
dt.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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520. Integrabildad de la función de Thomae

1836. Se define la función de Thomae como la función f : R→ R tal que

f(x) =


1 si x = 0
1

q
si x is racional, x =

p

q
, q > 0 y mcd (p, q) = 1

0 si x is irracional.

Demostrar que es integrable Riemann en [0, 1].

521. Desigualdad de Jensen

1837. El teorema de la desigualdad de Jensen, se expresa en los siguientes
términos:
Sea (Ω,M , µ) un espacio de medida con µ(Ω) = 1. Sea f : Ω→ R tal que:
a) f ∈ L1(µ).
b) a < f(x) < b para todo x ∈ (a, b).
c) ϕ : (a, b)→ R es convexa.
Entonces, se verifica la desigualdad de Jenssen

ϕ

(∫
Ω
fdµ

)
≤
∫

Ω
(ϕ ◦ f) dµ.

Sean y1, . . . , yn números positivos. Aplicar la desigualdad de Jensen para
demostrar que

n
√
y1 . . . yn ≤

y1 + . . .+ yn
n

es decir, que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

522. Ĺımite de una suma finita

1838. 1) Calcular la suma finita

n∑
k=1

be
k
n

n
(b ∈ R).

2) Calcular L = ĺım
n→+∞

n∑
k=1

be
k
n

n
.

3) Calcular el ĺımite anterior por sumas de Riemann.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



348 523 Aproximación de Stirling

523. Aproximación de Stirling

1839. 1) Se consideran las sucesiones

an =
n!

√
2n
(n
e

)n , bn = log an.

Demostrar que bn − bn+1 =
1

2
(2n+ 1) log

n+ 1

n
− 1.

2) Usar los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones log(1 + x) y
− log(1− x) para demostrar que

bn − bn+1 =

+∞∑
k=1

1

2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k

.

3) Demostrar que la sucesión (bn) es decreciente y está acotada inferiormen-
te.
4) Demostrar que para una constante real C se verifica la siguiente aproxi-
mación de Stirling

n! ∼ C
√

2n
(n
e

)n
para n→ +∞.

5) Sea In =

∫ π/2

0
sinn x dx, ∀n ∈ N. Demostrar que

In =
n− 1

n
In−2 (∀n ≥ 2).

6) Usando la relación del apartado anterior, demostrar que

π

2
=

I2n

I2n+1

n∏
k=1

2k

2k − 1

2k

2k + 1
.

7) Demostrar que ĺım
n→+∞

I2n+1

I2n
= 1.

8) Demostrar la siguiente fórmula de Wallis:

+∞∏
n=1

2n

2n− 1

2n

2n+ 1
=
π

2
.

9) Demostrar que la fórmula de Wallis se puede expresar en la forma

ĺım
n→+∞

24n(n!)4

((2n!)2) (2n+ 1)
=
π

2
.

10) Demostrar la fórmula de aproximación de Stirling

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, (n→ +∞).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Series numéricas

524. Concepto de serie numérica real

1840. Dada la serie
1

2
+

3

22
+

5

23
+

7

24
+ · · · , hallar el término enésimo y

escribirla en forma
+∞∑
n=1

un.

1841. Dada la serie
1

4
+

1

42
+

1

43
· · · , hallar el término enésimo, escribirla

en forma

+∞∑
n=1

un y hallar la suma parcial enésima Sn.

525. Convergencia y divergencia de series numéri-
cas

Aplicar a las siguientes series el teorema de la condición necesaria de
convergencia.

1842.
+∞∑
n=1

3n+ 5

7n+ 2
.

1843.

+∞∑
n=1

1

n
.

1844.
+∞∑
n=1

1

3n
.

349
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1845.

+∞∑
n=1

5.

1846.
+∞∑
n=1

cosn.

1847. Demostrar el teorema de la condición necesaria para la convergencia

de una serie, es decir si

+∞∑
n=1

un es convergente, entonces ĺım
n→+∞

un = 0.

1848. Sea p > 0 un entero. Demostrar que la serie u1+u2+· · ·+un+· · · es
convergente si, y sólo si la serie up+1 +up+2 + · · ·+un+p+ · · · es convergente.

1849. Calcular la suma de una serie cuyas sumas parciales son

Sn =
4n3 − 3n2 + 6

3n3 + 6n+ 2
.

1850. Demostrar que la suma de una serie convergente y una divergente,
es divergente.

1851. Hallar la suma de la serie

+∞∑
n=1

log cos
1

2n
.

Sugerencia. Usar la fórmula sen 2a = 2 sen a cos a.

526. Esquemas de asociación de series

1852. Se considera la serie 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · · .
a) Demostrar que no tiene suma.
b) Aplicar un esquema de asociación de términos a la serie anterior, para
obtener una serie que tenga suma.

1853. Se considera la serie

1 + (−2) + 2 + (−3) + 3 + (−4) + 4 + · · · .

a) Demostrar que no tiene suma.
b) Aplicar dos esquema de asociación de términos a la serie anterior, uno para
obtener una serie con suma −∞ y otro para obtener una serie convergente
con suma con suma 1.

1854. Sea
∑+∞

n=1 un una serie con suma S (finita o no). Demostrar que
cualquier esquema de asociación de términos en paquetes finitos aplicada a
dicha serie da lugar a una nueva serie con la misma suma S.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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527. Serie geométrica

Analizar el carácter de las siguientes series y hallar su suma cuando sean
convergentes.

1855.
+∞∑
n=0

(
1

5

)n
.

1856.
+∞∑
n=0

(
−1

5

)n
.

1857.

+∞∑
n=0

3n

2n
.

1858.
+∞∑
n=0

a2n.

1859. 1− 2 + 22 − 23 + · · · .

1860. Demostrar que:
a) La serie geométrica 1+x+x2 +x3 + · · · es convergente si, y sólo si |x| < 1.

b) Si es convergente, su suma es S =
1

1− x
.

1861. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

3

√
1

2n
.

1862. Si f(x) = e−x, hallar la suma de la serie
+∞∑
n=0

f (n)(n).

528. Álgebra de series

1863. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=0

(
5

2n
− 3

4n

)
.

1864. Demostrar el teorema del álgebra de series: supongamos que las

series
+∞∑
n=1

un y
+∞∑
n=1

vn son convergentes de sumas respectivas U y V. Entonces,

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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a) La serie suma

+∞∑
n=1

(un + vn) es convergente con suma U + V.

b) Para todo λ ∈ R, la serie
+∞∑
n=1

λun es convergente con suma λU.

529. Series de términos positivos

Analizar el carácter de las series:

1865.
+∞∑
n=1

1

n2
.

1866.
+∞∑
n=1

1
3
√
n

1867.
+∞∑
n=1

n2.

1868.

+∞∑
n=1

(
2

n4
− 7

n
√
n

)
.

Usando el criterio de comparación por cociente, analizar el carácter de
las series:

1869.
+∞∑
n=1

2n2 + n− 1

3n4 + n3 − 2
.

1870.
+∞∑
n=1

3
√
n+ 2 4

√
n+ 1

2n+ 5
√
n+ 6

.

1871. Usando el criterio de las series mayorante y minoramte, analizar el
carácter de las series:

a) 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · · . b) 1 +

22 + 1

23 + 1
+

32 + 1

33 + 1
+

42 + 1

43 + 1
+ · · · .

1872. Demostrar que toda serie de términos positivos tiene siempre una
suma y que esta suma es finita, si y sólo si las sumas parciales estén acotadas.

1873. Sean
∑+∞

n=1 un y
∑+∞

n=1 vn dos series de términos positivos con un ≤
vn para todo n. Demostrar que:
a)
∑+∞

n=1 un es divergente⇒
∑+∞

n=1 vn es divergente.
b)
∑+∞

n=1 vn es convergente⇒
∑+∞

n=1 un es convergente.
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1874. Sean
∑+∞

n=1 un y
∑+∞

n=1 vn dos series de términos positivos tales
que existe L = ĺımn→+∞(un/vn). Demostrar el criterio de comparación por
cociente, es decir:
i) Si L 6= 0 y finito, ambas series tienen el mismo carácter.
ii) Si L = 0 y

∑+∞
n=1 vn es convergente, entonces

∑+∞
n=1 un es convergente.

iii) Si L = +∞ y
∑+∞

n=1 vn es divergente, entonces
∑+∞

n=1 un es divergente.

1875. Calcular L = ĺım
n→+∞

(
1

4
+

1

5
+

1

6
+ · · ·+ 1

n+ 3

)
.

530. Series absolutamente convergentes

1876. Demostrar que la serie

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
es convergente.

1877. Calcular la suma S de la serie

+∞∑
n=0

(
b0
5n

+
b1

5n−1
+

b2
5n−1

+ · · ·+ bn

)
,

sabiendo que
+∞∑
n=0

bn es absolutamente convergente con suma 3.

1878. Demostrar el criterio de Cauchy:
Una serie de números reales u1 + u2 + · · · + un + · · · es convergente si,
y sólo si, para todo ε > 0 existe n0 natural tal que n ≥ m ≥ n0 ⇒
|un + un+1 + · · ·+ um| < ε.

1879. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergen-
te.

531. Criterios de la ráız, cociente y Raabe

1880. Usando el criterio de la ráız, analizar el carácter de las siguientes
series de términos positivos:

1)
∑(

n+ 1

2n− 1

)n
. 2)

∑(
3n− 1

2n+ 1

)n+2

. 3)
∑ 1

n
.

Usando el criterio del cociente, analizar el carácter de las siguientes series
de términos positivos:

1881.
∑ 3n− 1(√

2
)n .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1882.
∑ 2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1)

1 · 5 · 9 · . . . · (4n− 3)
.

1883.
∑ 1

n
.

1884.
∑ n!

3n
.

1885.
∑ (n+ 1)(n+ 2)

n!
.

1886.
∑ 5n

n!
.

1887.
∑ n

2n
.

1888. Usar el criterio del cociente, y después el de Raabe para analizar el

carácter de la serie
∑ 2 · 4 · 6 · . . . · 2n

3 · 5 · 7 · . . . · (2n+ 1)
.

1889. Demostrar el criterio de la ráız:
Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie. Supongamos que n

√
|un| tiene ĺımite

L. Entonces: i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. ii) Si L > 1,
la serie es divergente.

1890. Demostrar la regla de D’Alembert o criterio del cociente :
Sea u1 +u2 + · · ·+un+ · · · una serie. Supongamos que |un+1/un| tiene ĺımite
L. Entonces: i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. ii) Si L > 1,
la serie es divergente.

1891. Demostrar que si para una serie el ĺımite L correspondiente al cri-
terio del cociente es 1, de este hecho no podemos deducir el carácter de la
misma.

1892. Demostrar que si para una serie el ĺımite L correspondiente al cri-
terio de la ráız es 1, de este hecho no podemos deducir el carácter de la
misma.

1893. Usando el criterio del cociente, analizar el carácter de las siguientes
series de términos positivos:

1)
∑ 32n−1

n2 − n
. 2)

∑ (n+ 1)2n

n!
. 3)

∑
n

(
3

4

)n
.

Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series de términos
positivos.
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1894.
∑ 1

n!
.

1895.
∑ 1

(n+ 3)2 − 2
.

1896.
∑ 1

(4n− 3)(4n+ 1)
,

1897.
∑ 2n2

n2 + 1
.

1898.
∑(

4n

3n+ 1

)n
.

1899.
∑(

2n+ 1

5n+ 2

)n/2
.

1900.
∑ n3

en
.

1901.
∑ 2n+1

nn
.

1902.
∑

arcsen
1√
n
.

1903.
∑

sen
1

n2
.

1904.
∑

log

(
1 +

1

n

)
.

1905.
∑ 2nn!

nn
.

1906. Demostrar que si |a| < 1, la serie

+∞∑
n=1

an log n

n+ 4
es absolutamente

convergente.

532. Criterio integral

1907. Usando el criterio integral, estudiar el carácter de la serie

+∞∑
n=1

n

n2 + 1
.

1908. Usando el criterio integral, estudiar el carácter de la serie
+∞∑
n=1

ne−n
2
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1909. Demostrar el criterio integral:
Sea f : [1,+∞) → R continua. Supongamos además que f es decreciente y
positiva para x suficientemente grande. Entonces,

∑+∞
n=1 f(n) es convergente

⇔
∫ +∞

1 f(x) dx es convergente.

533. Convergencia de las series de Riemann

1910. Se consideran la series de Riemann

+∞∑
n=1

1

np
, p ∈ R.

Analizar su convergencia usando el criterio integral y el teorema de la con-
dición necesaria.

534. Series alternadas, criterio de Leibniz

1911. Analizar la convergencia de las siguientes series alternadas:

1)
+∞∑
n=1

(−1)n

n
. 2)

+∞∑
n=1

(−1)n−1

√
n

. 3)
+∞∑
n=1

(−1)nn2

3n2 + 5
.

1912. Analizar la convergencia de las siguientes series alternadas. Si son
convergentes, estudiar si la convergencia es absoluta o condicional.

1)
+∞∑
n=1

(−1)n

n
. 2)

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
. 3)

+∞∑
n=1

(−1)nn

7n− 3
.

1913. Analizar la convergencia absoluta y condicional de las series:

1)
+∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+ 1

n(n+ 1)
. 2)

+∞∑
n=1

(−1)n
n

2n
. 3)

+∞∑
n=1

(−1)n
(

2n+ 1

3n+ 1

)n
.

1914. Estudiar la convergencia de la serie

+∞∑
k=1

(−1)k

k
log2 k.

535. Series telescópicas

1915. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

(
arctan

1

n+ 1
− arctan

1

n

)
.

1916. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.
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Caṕıtulo 33. Series numéricas 357

1917. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

1

n2 + 4n
.

1918. Demostrar que si
∑+∞

n=1 un es telescópica con un = ϕ(n)−ϕ(n−1),
su suma es

S =

(
ĺım

n→+∞
ϕ(n)

)
− ϕ(0),

en el supuesto de que exista ĺımn→+∞ ϕ(n).

1919. Sea la serie
∑+∞

n=1 un y supongamos que existe una función ϕ tal
que un = ϕ(n+ 2)−ϕ(n) para todo n. Demostrar que la suma de la serie es

S = 2 ĺım
n→+∞

ϕ(n)− (ϕ(1) + ϕ(2)) ,

en el supuesto de que exista ĺımn→+∞ ϕ(n).

Calcular la suma de las siguientes series.

1920.
+∞∑
n=1

(
−1

n+ 1
− arctann+ arctan(n+ 1)

)
.

1921.
+∞∑
n=1

−1

n2 + 5n+ 6
.

1922.

+∞∑
n=1

7

(2n− 1)(2n+ 1)
.

1923.

+∞∑
n=1

−3

n2 + 5n+ 4
.

1924.

+∞∑
n=1

1

n(n+ q)
, siendo q un entero positivo.

1925.

+∞∑
n=2

log
n2

n2 − 1
.

1926. Hallar la suma de la serie

+∞∑
n=0

n!

2n
(
1 + 1

2

)
. . .
(
1 + n

2

) .
Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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536. Series hipergeométricas

1927. Demostrar que la serie

+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
es hipergeométrica y hallar su

suma.

1928. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
.

1929. Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie hipergeométrica. Demostrar
que:

i) Si α+ β < γ, la serie es convergente con suma S =
γu1

γ − (α+ β)
.

ii) Si α+ β ≥ γ, la serie es divergente.

1930. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
.

1931. Dada la serie

+∞∑
n=2

n!

a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)
(a > 0),

analizar su carácter según los valores de a, y hallar la suma cuando sea
convergente.

537. Series aritmético-geométricas

1932. Hallar la suma de la serie
+∞∑
n=1

2n+ 5

3n
.

1933. Siendo |r| < 1, demostrar que

i)

+∞∑
n=0

crn =
c

1− r
. ii)

+∞∑
n=0

(an+ b)rn =
b

1− r
+

ar

(1− r)2
.

538. Series con factoriales en el denominador

1934. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

3n2 + 2n+ 6

(n+ 2)!
.
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1935. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

n2 + 5n+ 1

n!
.

1936. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

2n2 + 3n+ 1

(n+ 5)!
.

539. Suma de series numéricas por desarrollos en
serie de funciones

1937. Hallar la suma de la serie

1

2
− 1

8
+

1

24
− 1

64
+ · · ·+ (−1)n

n2n
+ · · · .

1938. Hallar la suma de las siguientes series, usando para ello desarrollos
en serie conocidos.

1) 2 +
8

6
+

32

120
+

128

5040
+ · · · . 2) 1 +

1

4
+

1

24
+

1

720
+ · · · .

1939. Hallar la suma de las siguientes series, usando para ello desarrollos
en serie conocidos.

1) 1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n

n
+ · · · . 2)

+∞∑
n=0

(−1)n
√

3

3n+1(2n+ 1)
. 3)

+∞∑
n=0

1

2nn!
.

1940. Hallar la suma de la serie

+∞∑
n=0

n+ e

n!
· 2n.

540. Series de Bertrand

1941. Se llaman series de Bertrand a las series de la forma:

S(α, β) :

+∞∑
n=2

1

nα logβ n
(α, β ∈ R).

El objetivo se este problema es estudiar su convergencia, para ello se pide:
1. Demostrar que si α > 1 entonces S(α, β) es convergente.
Sugerencia. Comparar con la serie de término general vn = 1/nα

′
para una

adecuada elección de α′.
2. Demostrar que si α < 1 entonces S(α, β) es divergente.
3. Si α = 1, demostrar que S(α, β) es convergente si β > 1 y divergente si
β ≤ 1.
Sugerencia. Usar el criterio integral.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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541. Una suma por la definición

1942. Calcular

+∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
usando la definición de suma de una serie.

542. Serie definida por las ráıces de un polinomio

1943. Si an es la ráız mayor y bn la menor de x2 − 2nx+ 1 = 0, analizar
el carácter de las series

1)
∑

(−1)nbn. 2)
∑ 1

an
. 3)

∑
b2n. 4)

∑
e−(an+bn).

543. El número e es irracional

1944. Se sabe que número e de Euler se define como el ĺımite:

e = ĺım
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
,

y que dicho número se puede expresar como la suma de una serie:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . . =

+∞∑
k=0

1

k!
. (∗)

1. Sea sn la suma parcial enésima de la serie que aparece en (∗). Demostrar
que

0 < e− sn <
1

n! n
(∀n ≥ 1).

2. Supongamos que e = p/q con p y q enteros positivos. Demostrar que
q!(e− sq) es un número entero.
3. Usando la desigualdad del primer apartado, demostrar que

0 < q!(e− sq) < 1.

4. ¿Qué conclusión se deduce de los dos apartados anteriores?

544. Suma de una serie a partir de la de Basilea

1945. Se considera la serie

∞∑
n=1

2n− 1

n2(n+ 1)2
.

(a) Demostrar que es convergente.

(b) Hallar su suma sabiendo que
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(serie de Basilea).
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545. Producto de Cauchy, contraejemplo

1946. Sabido es que para dos series de números reales
∑

n≥0 un y
∑

n≥0 vn
absolutamente convergentes, de sumas U y V respectivamente, las serie pro-
ducto de Cauchy ∑

n≥0

wn, en donde wn =
∑
i+j=n

uivj

es absolutamente convergente de suma UV. Demostrar que no es cierto en
general que si la convergencia de las series no es absoluta, su producto de
Cauchy no tiene por qué ser convergente. Para ello, efectuar el producto de
Cauchy de la siguiente serie por ella misma:

∞∑
n=0

(−1)n√
n+ 1

.

546. Suma de los inversos de los números primos

1947. Denotamos por pn al enésimo número primo, es decir p1 = 2, p2 =
3, p3 = 5, p4 = 7, . . . y al conjunto de todos los números primos lo denotamos
por P. La letra p designará siempre un número primo, por ejemplo

∑
p≥N p

denota a pN + pN+1 + pN+2 + · · · .
Demostrar que la serie∑

p∈P

1

p
=

1

2
+

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · ·+ 1

pn
+ · · ·

de la suma de los inversos de los números primos es divergente.

547. Serie en función de parámetros

1948. Analizar la convergencia de la serie

+∞∑
n=1

∣∣∣∣log

(
cos

1

n

)∣∣∣∣p según el

parámetro p ∈ R.

548. Números armónicos

1949. Se define el n-ésimo número armónico como la suma de los rećıpro-
cos de los primeros n números naturales. Se le denota por Hn, es decir

Hn =

n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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1. Demostrar la representación de Euler de los números armónicos:

Hn =

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx.

2. Demostrar la expresión combinatoria

Hn = −
n∑
k=1

(−1)k

k

(
n

k

)
.

3. Demostrar que la sucesión an = Hn−log n es convergente con ĺımite γ que
verifica 0 ≤ γ ≤ 1. Al número γ se le llama constante de Euler-Mascheroni.
Nota. Se demuestra que γ ≈ 0,577.

549. Teorema de reordenación de Riemann

1950. En este problema demostramos el teorema de Riemann de la reor-
denación de series: dada una serie real condicionalmente convergente y dado
x ∈ [−∞,+∞], existe una reordenación de la serie cuya suma es x.

Por simplicidad, denotaremos
∑
an =

∑∞
n=1 an.

1) Demostrar que si la serie real
∑
an es condicionalmente convergente,

entonces existen infinitos términos positivos e infinitos negativos.
2) Para todo n descomponemos an = a+

n + a−n con a+
n ≥ 0 y a−n ≤ 0 de la

siguiente manera:

a+
n =

an + |an|
2

, a−n =
an − |an|

2
.

Describir tal descomposición según los casos an positivo, negativo o nulo.
3) Demostrar que

∑
a+
n = +∞ y que

∑
a−n = −∞.

4) Dada una serie real condicionalmente convergente y dado cualquier núme-
ro real x, demostrar que existe una reordenación de la serie cuya suma es x.
5) Dada una serie real condicionalmente convergente demostrar que existe
una reordenación de la serie cuya suma es +∞ y otra cuya suma es −∞
(esto completará la demostración del teorema).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Series funcionales

550. Ĺımite puntual

Para las siguientes sucesiones funcionales determinar el ĺımite puntual.

1951. fn : [−1, 1]→ R, fn(x) = xn.

1952. fn : R→ R, fn(x) = e−n
2x2 .

1953. fn : R→ R, fn(x) =
x

1 + nx2
.

551. Convergencia uniforme de sucesiones de fun-
ciones

1954. Demostrar que la sucesión de funciones

fn : (−1, 1)→ R, fn(x) = xn

converge puntualmente en (−1, 1) pero no uniformemente.

1955. Se considera la sucesión de funciones:

fn : (0,+∞)→ R, fn(x) = e−n
2x2 .

Determinar la función ĺımite puntual f y analizar si fn → f uniformemente.

1956. Demostrar que la sucesión de funciones fn(x) =
x

nx+ 1
converge

uniformemente hacia la función nula en el intervalo (0, 1).

1957. Sea I un intervalo de la recta real y fn : I → R una sucesión
de funciones continuas que converge uniformemente a la función f en I.
Demostrar que f es continua.

363
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1958. Demostrar que que la sucesión de funciones fn : (−1, 1] → R,
fn(x) = xn no converge uniformemente.

1959. Mostrar con un ejemplo que una sucesión de funciones fn puede
converger a una función continua sin que la convergencia sea uniforme.

1960. Sea fn : [a, b]→ R una sucesión de funciones continuas que converge
uniformemente a la función f en [a, b]. Demostrar que

ĺım
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

1961. Se considera la sucesión de funciones fn : [0, 1] → R, fn(x) =

nxe−nx
2
. Comprobar que

ĺım
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx 6=

∫ 1

0
ĺım
n→∞

fn(x) dx.

Esto prueba que en general las operaciones ĺımite e integración no se pueden
intercambiar.

1962. Sea fn : [a, b]→ R una sucesión de funciones derivables con deriva-
da continua en [a, b] (es decir fn ∈ C1[a, b]). Supongamos que se verifica
(i) fn → f uniformemente en [a, b].
(ii) f ′n → g uniformemente en [a, b].
Demostrar que g admite derivada continua y además f ′ = g en [a, b].

1963. Demostrar el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme:
Sea I ⊂ R intervalo y fn : I → R una sucesión de funciones. Entonces, fn
converge uniformemente a un ĺımite f en I si, y sólo si para todo ε > 0
existe un número natural n0 tal que m,n ≥ n0 implica |fm(x)− fn(x)| < ε
para todo x ∈ I.

552. Teorema de Dini

1964. Demostrar el teorema de Dini:
Sea (E, d) un espacio métrico compacto y fn : E → R una sucesión de
funciones continuas (monótona creciente o monótona decreciente). Entonces,
si fn → f en E y f es continua, la convergencia es uniforme.

1965. Se considera la sucesión de funciones fn : [0, 1] → R definida de
forma recurrente por f0(x) = 1, fn(x) =

√
x fn−1(x). Demostrar que la

sucesión converge en [0, 1] y que la convergencia es uniforme.
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553. Series uniformemente convergentes. Criterio
de Weierstrass

1966. Demostrar que la serie

∞∑
n=1

sen2 x

2n + 1
converge uniformemente en R.

1967. Demostrar que la serie
∞∑
n=1

e−nx
2

n2 + x2
converge uniformemente en R.

1968. Sea f(x) =

∞∑
n=1

sennx

n3
.Demostrar que

∫ π

0
f(x) dx = 2

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4
.

1969. Demostrar el criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme
de series:
Sea I un intervalo de R y u1 + u2 + · · · + un + · · · una serie de funciones
definidas en I. Supongamos que existe una sucesión de constantes reales
αn ≥ 0 que satisfacen |un(x)| ≤ αn para todo x ∈ I. Entonces, si

∑∞
n=1 αn

es convergente, la serie
∑∞

n=1 un es uniformemente convergente en I.

554. Series enteras o de potencias, radio de con-
vergencia

1970. Sea la serie entera
∑
n≥0

anx
n. Demostrar que si converge para x =

x0 6= 0, entonces converge para todo x tal que |x| < |x0| .

1971. Sea la serie entera
∑
n≥0

anx
n. Demostrar que existe un único R ∈

[0,+∞] tal que:
i) Si |x| < R la serie es absolutamente convergente.
ii) Si |z| > R la serie es divergente.

1972. Para las siguientes series enteras determinar su radio de convergen-
cia, el intervalo abierto de convergencia absoluta, y estudiar la convergencia
en los extremos del intervalo.

a)
∞∑
n=0

xn. b)
∞∑
n=1

xn

n2n
. c)

∞∑
n=0

x2n−1

2n− 1
. d)

∞∑
n=0

2n−1x2n−1

(4n− 3)2
.

1973. Para las siguientes series enteras determinar su radio de convergen-
cia, el intervalo abierto de convergencia absoluta, y estudiar la convergencia
en los extremos del intervalo.

a)
∞∑
n=0

n!xn. b)
∞∑
n=0

xn

n!
. c)

∞∑
n=1

(x− 3)n

n5n
. d)

∞∑
n=1

(x+ 3)n

n2
.
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1974. Demostrar la fórmula de Hadamard:

Sea la serie entera

+∞∑
n=0

anx
n y R su radio de convergencia. Entonces

1

R
= ĺım sup

n→+∞
|an|1/n .

1975. Usando la fórmula de Hadamard hallar el radio de convergencia de
la serie

+∞∑
n=1

anx
n , a2n =

(
1

2

)2n

, a2n+1 =

(
1

3

)2n+1

.

555. Derivación e integración de series enteras

1976. Sea a0 + a1x+ a2x
2 + · · · una serie entera con radio de convergen-

cia R. Demostrar que si ρ ∈ [0, R), la serie converge uniformemente en el
intervalo [−ρ, ρ].

1977. Demostrar que toda serie entera y su serie derivada tienen el mismo
radio de convergencia.

1978. Sea a0 + a1x+ a2x
2 + · · · una serie entera o de potencias con radio

de convergencia R > 0. Demostrar que la suma f(x) de la serie es una fun-
ción con infinitas derivadas en (−R,R). Las derivadas se obtienen derivando
término a término la serie dada.

1979. Sea la serie entera a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · · con radio de
convergencia R y de suma f(x) en (−R,R). Demostrar que la serie entera

a0x+ a1
x2

2
+ a2

x3

3
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ · · ·

tiene el mismo radio de convergencia que la serie dada, y que para todo
x ∈ (−R,R) :∫ x

0
f(x) dx = a0x+ a1

x2

2
+ a2

x3

3
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ · · · .

556. Suma de series enteras por derivación o inte-
gración

Valiéndose de la derivación o integración término a término y de la serie
geométrica, hallar la suma de las siguientes series enteras.
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1980. x+
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn

n
+ · · · .

1981. x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · .

1982. 1 + 2x+ 3x2 + (n+ 1)xn + · · · .

1983. x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · .

1984. x+
x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ x2n−1

2n− 1
+ · · · .

1985. 1− 3x2 + 5x4 − · · ·+ (−1)n−1(2n− 1)x2n−2 + · · · .
1986. 1 · 2 + 2 · 3 · x+ 3 · 4 · x2 + · · ·+ n(n+ 1)xn−1 + · · · .

557. Serie de Maclaurin

1987. Sea I un intervalo abierto centrado en 0 y f una función definida
en I. Si f es igual en I a la suma de una serie entera, demostrar que esta
serie es necesariamente

f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
+ · · · .

1988. Sea I intervalo abierto centrado en el origen y f : I → R una
función con infinitas derivadas en I. Demostrar que si f es par, su serie de
Maclaurin no hace intervenir más que términos pares, y que si es impar, no
hace intervenir más que términos impares.

558. Desarrollos en serie de Maclaurin de las fun-
ciones habituales

1989. Demostrar que

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

+∞∑
k=0

xk

k!
(∀x ∈ R) .

1990. Demostrar que si a > 0,

ax = 1 +
x log a

1!
+
x2 (log a)2

2!
+ · · ·+ xn (log a)n

n!
+ · · · =

+∞∑
k=0

xk (log a)n

k!

para todo x ∈ R.
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1991. Demostrar que

chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

x2k

(2k)!
(∀x ∈ R) ,

shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
(∀x ∈ R) .

1992. Demostrar que

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
(∀x ∈ R) .

senx = x− x
3

3!
+
x5

5!
−· · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
(∀x ∈ R) .

1993. Demostrar que si |x| < 1,

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ · · · =

+∞∑
k=1

(−1)k−1 x
2k−1

2k − 1

1994. Demostrar que si |x| < 1,

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · · =

+∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
.

1995. Demostrar que si |x| < 1,

log(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · ·+ xn

n
− · · · = −

+∞∑
k=1

xk

k
.

1996. Sea p ∈ R. Demostrar que si |x| < 1 se verifica

(1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · · =

+∞∑
k=0

(
p

k

)
xk.

Nota. Si además p es entero ≥ 0,

(1 + x)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
x+

(
p

2

)
x2 + · · ·+

(
p

p

)
xp

para todo x ∈ R, como consecuencia del desarrollo del binomio de Newton

1997. Estudiar la convergencia de la serie numérica:

+∞∑
n=0

∫ 1

0

(
1

x4 + 2x2 + 2

)n
dx.

En caso de ser convergente, hallar su suma.
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Caṕıtulo 34. Series funcionales 369

559. Función suave pero no anaĺıtica

1998. Sea la función f : R→ R

f(x) =

{
e−1/x si x > 0,

0 si x ≤ 0.

(a) Demostrar que para todo entero n ≥ 1 se verifica

f (n)(x) =


pn(x)

x2n
f(x) si x > 0,

0 si x ≤ 0,

siendo pn(x) un polinomio de grado n − 1 que cumple la relación de recu-
rrencia

p1(x) = 1, pn+1(x) = x2p′n(x)− (2nx− 1)pn(x) (n ≥ 1).

(b) Concluir que f es suave en R, pero no anaĺıtica.

560. Convergencia uniforme en un intervalo no aco-
tado

1999. Para cada n = 1, 2, . . . se define el subconjunto An de R :

An =

{
(n, n2) si n par

[−2n2,−1/n] si n impar.

y la función fn : R→ R :

fn(x) =


0 si x 6∈ An
1

n2 − n
si x ∈ An y n par

n

2n3 − 1
si x ∈ An y n impar.

1. Determinar el conjunto A =
⋃
n≥1An.

2. Determinar el menor conjunto compacto que contiene a R−A.
3. Determinar del dominio de convergencia puntual de la sucesión (fn)

y su ĺımite f.
4. Estudiar si la convergencia fn → f es uniforme.
5. Estudiar si se verifica la igualdad:

ĺım
n→+∞

∫
R
fn(x) dx =

∫
R
f(x) dx.
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561. Sucesión de Fibonacci

2000. Consideremos la sucesión de Fibonacci, esto es {Fn}n=0,1,2,... tal
que:

F0 = F1 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1 (∗)

Es conocido que existe: ĺımn→+∞
Fn+1

Fn
.

(a) Usando las condiciones (∗), calcúlese justificadamente dicho ĺımite.

(b) Considérese la serie
∑+∞

n=0 Fnx
n. Calcular su radio de convergencia

R y demostrar que f(x)− xf(x)− x2f(x) = 1 para todo x tal que |x| < R
siendo f(x) =

∑+∞
n=0 Fnx

n.

(c) Representar gráficamente la suma de la serie de potencias
∑+∞

n=0 Fnx
n.

562. Función exponencial real

2001. Sea f : R→ R una función que satisface f ′ = f y f(0) = 1. Se pide,

1. Demostrar que f(x) 6= 0 para todo x ∈ R.
2. Demostrar que la función f es única. Es decir, si una función g : R→ R

satisface g′ = g y g(0) = 1, entonces f = g.
3. Demostrar que f es estrictamente creciente y convexa.
4. Demostrar que para todo x, y ∈ R se verifica f(x+ y) = f(x)f(y).
5. Demostrar que para todo a real y para todo n entero positivo se verifica

f(na) = f(a)n.
6. Demostrar que ĺım

x→+∞
f(x) = +∞ y ĺım

x→−∞
f(x) = 0.

7. Demostrar que la función

f(x) =
+∞∑
k=0

xk

k!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

está definida en R y satisface las condiciones f ′ = f y f(0) = 1.
Nota. El lector habrá reconocido que f(x) = ex.

563. Sucesión funcional con ĺımite Γ(x)

2002. Para cada entero positivo n se considera la función definida por

In(x) =

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt (x > 0),
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y se pide
(a) Determinar expĺıcitamente I1(x), I2(x), I3(x).
(b) Determinar la expresión expĺıcita de la función In(x).
(c) Inducir heuŕısticamente la expresión del ĺımite

ĺım
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1− t

n

)n
dt.

Combinando este resultado con el del apartado anterior, dedicir una repre-
sentación de una conocida función.
(d) Demostrar rigurosamente el resultado conjeturado en el apartado ante-
rior. Se sugiere utilizar las acotaciones

(1− λ2)e−λ ≤ 1− λ ≤ e−λ (0 ≤ λ ≤ 1),

y aplicar la desigualdad de Bernoulli, a saber: ∀h > −1, (1 + h)n ≥ 1 + nh.

564. Producto de Cauchy de series igual a la uni-
dad

2003. Usando el producto de Cauchy de series, demostrar que(
+∞∑
n=0

xn

n!

)
·

(
+∞∑
n=0

(−x)n

n!

)
= 1.

Dar una obvia interpretación de la igualdad anterior.

565. Suma de la serie
∑∞

n=1
n

2n(n+1)

2004. Dada la serie

∞∑
n=1

n

2n(n+ 1)
.

(a) Demostrar que es convergente.
(b) Hallar su suma.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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∑∞

n=1
n

2n(n+1)

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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566. Ĺımites reiterados, contraejemplo

2005. Consideremos la función f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{
y si x > 0

−y si x ≤ 0.

(a) Demostrar que existe ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

(b) Demostrar que no existe alguno de los ĺımites reiterados en (0, 0).

567. Continuidad y derivadas direccionales

2006. Se considera la función f : R2 → R

f(x, y) =


xy2

x2 + y4
si x 6= 0

0 si x = 0.

(a) Demostrar que existen todas las derivadas direccionales de f en (0, 0).
(b) Demostrar que f no es continua en (0, 0).

568. Diferenciabilidad en varias variables

2007. Se considera la función f(x, y) = (x3 +y, log xy,
√
x2 + y2). Demos-

trar que es diferenciable en (1, 1) y hallar su diferencial en este punto.

373
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2008. Sea la función f(x, y) =


xy2

x2 + y4
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.
Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2009. Sea la función f(x, y) =

x sin
1

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.
Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2010. Sea la función f(x, y) =


xy√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.
Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2011. Sea la función

f(x, y) =

(x2 + y2) sin
1√

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = 0.

Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2012. Sea la función f(x, y) = e3x+2y. Estudiar
(i) Su continuidad en a = (0, 0).
(ii) Existencia de derivadas parciales en a = (0, 0).
(iii) Diferenciablildad en a = (0, 0).

2013. Sea I un intervalo abierto real y a ∈ I. Demostrar que f es dife-
renciable en a si y sólo si f es derivable en a.

2014. Sea la aplicación f : A ⊂ Rn → Rm con A abierto y a ∈ A.
Demostrar que si f es diferenciable en a entonces, la aplicación lineal λ que
satisface

ĺım
h→0

‖f(a+ h)− f(a)− λ(h)‖
‖h‖

= 0, (1)

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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es única.

2015. Sea la aplicación f : A ⊂ Rn → Rm con A abierto y a ∈ A.
Demostrar que si f es diferenciable en a, entonces es comtinua en a.

2016. Sea la aplicación f : A ⊂ Rn → R con A abierto y a ∈ A.
(i) Demostrar que si f es diferenciable en a existe la derivada de f en ese
punto según cualquier vector v ∈ Rn y además Dvf(a) = Df(a)v.
(ii) Calcular D(2,3)f(1, 1) siendo f(x, y) = x2y.

569. Teorema del valor medio escalar

2017. 1) Demostrar el teorema del valor medio escalar:
Sea E un espacio nornado, A ⊂ E abierto y f : A → R diferenciable. Sean
a, b ∈ A con a 6= b tales que el segmento [a, b] ⊂ A. Entonces, existe c ∈ (a, b)
tal que

f(b)− f(a) = Df(c)(b− a).

2) Verificar la validez del teorema del valor medio escalar para la función
f : R2 → R dada for f(x, y) = x2 + 2y2 en el intervalo [a, b] con a = (0, 0),
b = (1, 1).
3) Demostrar que el teorema del valor medio escalar no se puede extender
a campos no escalares. Para ello, considerar f : E = R→ R2 dada por

f(t) = (cos t, sin t)T ∀t ∈ R

y cualquier intervalo cerrado de R de amplitud 2π.

570. Una derivada direccional máxima

2018. Determinar los valores de las constantes a, b y c tales que la derivada
direccional de la función f(x, y, z) = axy2+byz+cz2x3 en el punto (1, 2,−1)
tenga un valor máximo de 64 en una dirección paralela al eje z.

571. Diferencial de una composición

2019. Se consideran las funciones f y g definidas por

f(u, v) =

(∫ u+v

1
sin8 t dt,

∫ u−v

1
cos6 t dt,

∫ 3u−2v

1
cos3 t dt

)
,

g(x, y, z) =

(
x

y
sin z, 1 +

y

z
cos z

)
.

Calcular razonadamente Dg(1,−1, 0) y D(f ◦ g)(1,−1, 0).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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572. Puntos de discontinuidad, compacidad

2020. Se considera la función f : R2 → R

f(x, y) =

{ x

4x2 + y2 − 1
si 4x2 + y2 6= 1 ∧ (x, y) 6= (0, 0)

1 si 4x2 + y2 = 1 ∨ (x, y) = (0, 0).

(a) Estudiar la continuidad de f en R2.
(b) Probar que el conjunto de los puntos de discontinuidad de f es compacto.

573. Funciones homogéneas, teorema de Euler

2021. Demostrar que la función f(x, y) = 3
√
x5 + y5 es homogéna y de-

terminar su grado.

2022. Calcular x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
(a) Por derivación directa.
(b) Usando el teorema de Euler.

2023. Demostrar el teorema de Euler para funciones homogéneas:
Sea f : Rn → R diferenciable y homogénea de grado α ∈ R. Entonces, para
todo x = (x1, . . . , xn) se verifica

x · ∇f(x) = αf(x),

o de manera equivalente

x1
∂f

∂x1
+ x2

∂f

∂x2
+ · · ·+ xn

∂f

∂xn
= αf(x).

574. Invertibilidad local y teorema fundamental
del Cálculo

2024. Para 0 ≤ x ≤ π/2 , 0 ≤ y ≤ π/2 se considera la función

f(x, y) =

(∫ x

y
sin t dt ,

∫ x+y

π/2
cos
(
t− π

2

)
dt

)
.

Calcular (f−1)′(0, 0).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 35. Análisis multivariable 377

575. Invertibilidad local con series de potencias

2025. Sea (an)∞0 una sucesión de números reales tales que an > 0 para
cada n = 0, 1, 2, . . .. Supongamos que la serie de potencias

∑∞
n=1 anx

n tiene
radio de convergencia R > 1. Sea D = {(x, y) ∈ R2 : |x| < R, |y| < R} y
definimos f : D → R2 por:

f(x, y) =

(
y
∞∑
n=0

anx
n, x

∞∑
n=0

any
n

)
.

(a) Demostrar que f es de clase 1 en todos los puntos de D.
(b) Demuéstrese que f es localmente invertible en el punto (1, 1) śı, y sólo
si, la suma de la serie

∑∞
n=1 an es distinta de la suma de la serie

∑∞
n=1 nan.

576. Teorema de la función impĺıcita (en R× R)

2026. Se considera la función F : R × R → R definida por F (x, y) =
x2 + y2 − 5 y el punto (a, b) = (1, 2).
(a) Comprobar que se verifican las hipótesis del teorema de la función
impĺıcita en (a, b).
(b) Deducir que la ecuación F (x, y) = 0 determina un única función impĺıci-
ta y = f(x).
(c) Calcular f ′(1).

2027. Comprobar que la ecuación x2y+ 3y3− 2y2− 2 = 0 determina una
función impĺıcita y = f(x) en un entorno del punto (1, 1). Hallar f ′(1).

577. Función impĺıcita con teorema fundamental
del Cálculo

2028. (a) Probar que la expresión

x6y + y2

∫ x

0

1

1 + sin6 t
+ y5 − 1 = 0

define a y como una función impĺıcita diferenciable y = f(x) en un entorno
del punto (0, 1).
(b) Calcular la ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto
(0, 1).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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578. Teorema de la función impĺıcita en Rn × Rm

2029. (a) Probar que el sistema{
xz3 + y2u3 = 1
2xy3 + u2z = 0,

define a z, u como funciones impĺıcitas diferenciables de las variables x, y en
un entorno del punto P (0, 1, 0, 1).
(b) Hallar las derivadas parciales en el punto a = (0, 1) de las funciones
impĺıcitas z = z(x, y) y u = u(x, y) que determinan el sistema anterior.

2030. Demostrar que la ecuación x2y + y2x + z2 cos(xz) = 1 define a z
como función impĺıcita z = z(x, y) en un entorno del punto P (0,

√
2, 1).

Hallar las derivadas parciales
∂z

∂x
(0,
√

2),
∂z

∂y
(0,
√

2).

2031. Demostrar que el sistema{
7x2 + y2 − 3z2 = −1
4x2 + 2y2 − 3z2 = 0

define funciones diferenciables y = y(x), z = z(x) de la variable independien-
te x en un entorno del punto P (1,−2, 2). Hallar y′(1), z′(1), y′′(1), z′′(1).

579. Puntos cŕıticos: casos dudosos

2032. Analizar el carácter del punto singular (0, 0) para la función

f(x, y) = y2 − 3x2y + 2x4.

2033. Dada la función f(x, y) = x4 + y4 − 2x2 + axy − 2y2, analizar el
carácter del punto cŕıtico (0, 0) según los valores de a ∈ R.

580. Puntos cŕıticos de f(x, y) =
∑∞

k=0(xy)k

2034. (a) Dibujar en el plano el dominio de la función escalar

f(x, y) =

∞∑
k=0

(xy)k.

(b) Hallar y clasificar los puntos cŕıticos de f.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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581. Máximos y mı́nimos condicionados

2035. Hallar los extremos de la función f(x, y) = x+ 2y con la condición
x2 + y2 = 5.

2036. Hallar los extremos de la función f(x, y) = xy con la condición
x+ y = 1.

2037. Hallar los extremos de la función f(x, y) = x+ 2y con la condición
x2 + y2 = 5 sin usar el método de los multplicadores de Lagrange.

2038. Hallar los extremos de la función f(x, y, z) = x + y + z con la
condiciones x2 + y2 = 1, z = 2.

582. Paraleleṕıpedo inscrito en un elipsoide

2039. Calcular el paraleleṕıpedo de mayor volumen inscrito en el elipsoide

x2

a2
+
y2

b2
+
x2

c2
= 1 (a > 0, b > 0, c > 0).

583. Extremos absolutos sobre compactos

2040. Considérese la función f : R2 − {(0, 0)} → R :

f(x, y) =
−2(x+ y)

x2 + y2
.

Determinar sus extremos absolutos sobre la región

D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.

2041. ¿Cuánto vale y en qué punto alcanza su máximo la función f(x, y) =
(x|y| − y|x|)113 sobre el compacto x2 + y2 ≤ 1?

2042. Calcular los extremos absolutos de la función f : R2 → R definida
por:

f(x, y) =

∫ (x+y)3

0

cos2 t

1 + sin4 t
dt,

sobre el compacto C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

584. Desarrollo de Taylor de f(x, y) = log(x+ y)

2043. Desarrollar la función f(x, y) = log(x+y) por la fórmula de Taylor
de orden n en un entorno de (1, 1).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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585. Extremos de f(x, y, z) = xmynzp

2044. Hallar, caso de existir, los valores extremos de la función

f :
(
R+
)3 → R, f(x, y, z) = xmynzp (m.n.p enteros positivos)

con x+ y + z = a (a ∈ R+).

586. Integral I =
∫∫∫

T x
mynzp(1− x− y − z)qdxdydz

2045. Calcular la integral triple

I =

∫∫∫
T
xmynzp(1− x− y − z)qdxdydz

siendo T el recinto limitado por los tres planos coordenados y el plano x+
y + z = 1, y m, n, p, q enteros positivos.

587. Máximo de f(x1,...,xn)=
∑n

i=1 log(1+xi) con
∑n

i=1 xi=a

2046. Determinar el máximo de la función

f :
(
R+
)
→ R, f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

log(1 + xi),

con la restricción x1 + · · ·xn = a (a real y positivo).
Sugerencia: usar que la media geométrica de n números reales y no negativos
no es mayor que su media aritmética.

588. Puntos cŕıticos de g(x, y) = p(f(x)) + p(f(y))

2047. a) Sea f : R→ R una función derivable tal que f ′(x) > 0 ∀x ∈ R.
Supongamos que ĺımx→+∞ f(x) = +∞ y ĺımx→−∞ f(x) = 0. Demostrar que
f(x) > 0 ∀x ∈ R y que dado b > 0 existe un único a ∈ R tal que f(a) = b.
b) Sea p(x) un polinomio de grado 3 (con coeficientes reales) y con tres
ráıces reales distintas y positivas. Sea α una ráız de p′(x) (derivada de p).
Demostrar que signo [p(α)] = −signo [p′′(α)]. Probar además que si β 6= α
es otra ráız de p′ entonces signo [p′′(α)] = −signo [p′′(β)].
c) Sea g(x, y) = p(f(x)) + p(f(y)) siendo p un polinomio cumpliendo las
hipótesis del apartado b) y f una función cumpliendo las hipótesis del apar-
tado a). Calcular los puntos cŕıticos de g(x, y).
d) Clasificar los puntos cŕıticos obtenidos en c).
e) Calcular los máximos y mı́nimos de g(x, y) bajo la restricción f(x) −
f(y) = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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589. Extremos locales de una integral biparamétri-
ca

2048. Hallar y clasificar los puntos cŕıticos de la función:

I(a, b) =

∫ π/2

−π/2
[(1 + a sinx)5 + 80b2] dx.

590. Continuidad uniforme para f(x, y) = x+ y/x

2049. Sea f : R2 → R definida por:

f(x, y) = x+
y

x
(si x 6= 0) , f(0, y) = 0.

(a) Determinar el subconjunto M de R2 en donde f es continua.
(b) Probar que f no es uniformemente continua en M .
(c) Estudiar la continuidad uniforme de f en el subconjunto de M : (1, 2)×
(1, 2).

591. Integral doble como producto de simples

2050. Sea f una función continua real de variable real. Expresar la integral∫ b

a

(∫ b

x
f(x)f(y) dy

)
dx

en términos de la integral

∫ b

a
f(x) dx. Como aplicación calcular la integral

doble: ∫∫
M

xy

(4 + x2)(4 + y2)
dxdy

siendo M = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ y ≤
√

2, 0 ≤ x ≤
√

2}.

592. Integral en el cubo unidad

2051. Calcúlese

I =

∫
M
f(x, y, z) dxdydz,

en donde M = [0, 1]3 y f(x, y, z) = máx {x, y, z}.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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593. Integral de superficie de una función homogénea

2052. En R3, sea F (~r) (~r = x~i+ y~j + z~k) una función escalar homogénea
de grado m > 0. Sea S la esfera unidad x2+y2+z2 ≤ 1 y sea ∂S su superficie
frontera.

1. Transformar la integral de superficie

∫∫
∂S
F (~r) dσ en una integral triple

extendida a la esfera S.
2. Como aplicación de lo anterior, calcular la integral de superficie∫∫

∂S
(Ax4 +By4 + Cz4 +Dx2y2 + Ey2z2 + Fz2x2) d~σ.

594. Integral doble impropia por un cambio orto-
gonal

2053. Calcular

I(a, b) =

∫∫
R2

e−(ax2+2bxy+cy2) dxdy (a > 0 , ac− b2 > 0).

595. Integral doble impropia con parámetros

2054. Estudiar en función de los valores reales de α y β la convergencia
de la integral impropia ∫∫

x,y≥0

dxdy

1 + xα + yβ
.

Cuando resulte convergente, expresar su valor en términos de la función
gamma de Euler. Sugerencia: Hacer el cambio de variables xα = u2, yβ = v2

seguido de un cambio a coordenadas polares.

596. Teoremas de Stokes y Gauss: comprobación

2055. Se considera el campo vectorial en R3 :

~F (x, y, z) = (x− 2yz, y + 2xz, z).

y el cono K : x2 + y2 = 4z2, 0 ≤ z ≤ 1. Se pide:
1) Comprobar la validez del teorema de Stokes para el campo ~F y el cono
K.
2) Comprobar la validez del teorema de Gauss para el campo ~F y el cono
K limitado por z = 1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 35. Análisis multivariable 383

597. Flujo y circulación de un campo

2056. Se considera el campo vectorial en R3 definido por
−→
F (~r) = (~a ·~r)10~r

en donde ~a es un vector fijo y no nulo de R3 y ~r es el vector de posición. Se
pide:

a) Calcular la divergencia y rotacional del campo
−→
F . Determinar si existen

vectores ~a no nulos para los cuales el campo
−→
F es conservativo.

b) Calcular el flujo del campo
−→
F sobre la cara exterior de la esfera unidad

x2 + y2 + z2 = 1.

c) Calcular la circulación del campo
−→
F sobre cualquier curva cerrada situada

sobre la esfera unidad.

598. Centro de gravedad de una esfera

2057. En una esfera maciza de radio a, existe una distribución de masa
cuya densidad en cada punto es proporcional a la distancia de dicho punto
a uno fijo de la superficie de la esfera. Se pide determinar la posición del
centro de gravedad de este sólido.

599. Móviles sobre dos circunferencias

2058. Considérense dos circunferencias concéntricas C1, C2 de radios a, 2a
respectivamente. Dos móviles M y P situados cada uno de ellos respecti-
vamente en C1 y C2 describen las circunferencias en el mismo sentido con
velocidad lineal constante en módulo e igual para ambos móviles. En el ins-
tante inicial M y P se encuentran sobre el mismo radio. Determinar unas
ecuaciones paramétricas para la curva descrita por el punto medio del seg-
mento MP. Calcular el área encerrada por dicha curva.

600. Circulación de un campo y producto mixto

2059. Dados tres vectores ~a,~b y ~c de R3 se considera el campo vectorial
F (~r) = ~a × ~r con ~r ∈ R3 y la curva cerrada γ : [0, 2π] → R3 dada por
γ(θ) = ~b cos θ+~c sin θ. Calcular la circulación del campo F sobre γ y deducir
la condición que han de cumplir los vectores ~a,~b,~c para que la circulación
se anule.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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601. Potencial de un campo con función homogénea

2060. Se trata de probar que todo campo vectorial de la forma

−→
F (x, y, z) = g(x, y)~k

donde g(x, y) es una función continua en R2 conocida, admite una función

potencial de la forma
−→
V (x, y, z) = f(x, y)(−y~i+ x~j).

(a) Deducir la ecuación que debe satisfacer f para que en todo punto se

cumpla rot(
−→
V ) =

−→
F .

(b) Determinar f cuando g sea una función homogénea de grado α. Apĺıquese
al caso en que g(x, y) = x2 + 2xy + 3y2.
(c) Resolver en el caso general la ecuación obtenida en el apartado (a).
Apĺıquese al caso en que la función g viene dada por:

g(x, y) =
1

(1 + x2 + 2xy + 3y2)2
.

Indicación : deŕıvese la función dada por ϕ(t) = f(tx, ty).

602. Un campo gradiente

2061. Se considera un campo vectorial F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))
definido en R3 y de clase C1. Se construye a partir de él un campo escalar
V (x, y, z) de la siguiente manera:

V (x, y, z) =

∫
Γ
P dx+Q dy +R dz,

en donde Γ es la poligonal determinada por los puntos (0, 0, 0), (x, 0, 0),
(x, y, 0) y (x, y, z).
(a) Expresar V como suma de integrales simples. Enunciar y demostrar una
condición necesaria y suficiente que debe cumplir F para que grad V = F .
(b) Determinar los valores de p, q y r para los cuales el campo de compo-
nentes

P (x, y, z) = −2xy(x2 + z2 + 1)p,

Q(x, y, z) = (x2 + z2 + 1)q,

R(x, y, z) = −2yz(x2 + z2 + 1)r.

cumpla la condición del apartado anterior, y construir V en este caso.
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603. Distancia de un plano y de una curva al ori-
gen

2062. Usando técnicas de cálculo diferencial,
1. Calcular la mı́nima distancia del plano α : 2x− y + 2z = 2 al origen y el
punto en el que dicha distancia mı́nima se obtiene.
2. Calcular la mı́nima distancia del conjunto

A = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1, x+ y + z = 1}

al origen y el punto en el que dicha distancia mı́nima se obtiene.

604. Puntos cŕıticos con caso dudoso

2063. Calcular y clasificar los puntos cŕıticos de la función

f : R2 → R, f(x, y) = 2x4 + 3y4 − 4x2y3.

605. Derivada de un campo escalar respecto de
uno vectorial

Sea M ⊂ Rn un conjunto abierto, F : M → R un campo escalar de clase
≥ 2 en M y v : M → Rn un campo vectorial de clase ≥ 1 en M. Se llama
derivada del campo escalar F respecto del campo vectorial v y se representa
por LvF, al campo escalar

LvF : M → R, LvF (x) = 〈∇F (x), v(x)〉.

Es decir, si x = (x1, . . . , xn) y v = (v1, . . . , vn), entonces,

LvF (x) =
∂F

∂x1
(x)v1(x) + . . .+

∂F

∂xn
(x)vn(x).

Es claro que la derivada de un campo escalar respecto de uno vectorial es
una función al menos de clase 1.

2064. Demostrar que la derivada de un campo escalar respecto de uno
vectorial satisface las propiedades:
(1) Lv(F +G) = LvF + LvG.
(2) Lv(F ·G) = LvF ·G+ F · LvG.
(3) Lv+wF = LvF + LwF.
(4) (LF ·v)(G) = (F · Lv)(G).
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606. Tres integrales a partir de la de Dirichlet

Recordamos el valor de la integral de Dirichlet;∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

2065. Calcular

∫ +∞

0

1− cosx

x2
dx.

2066. Calcular

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx.

2067. Calcular

∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx.
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Espacios normados

607. Norma, espacio normado

2068. Sea E = C ([a, b]) el espacio vectorial de las funciones continuas

sobre K (K = R o K = C) f : [a, b]→ K. Demostrar que ‖f‖ =

∫ b

a
|f(x)| dx

es una norma en E.

2069. Sea I = [a, b] intervalo cerrado de la recta real y E = C (I) el
espacio vectorial sobre K (K = R o K = C) de las funciones continuas
f : I → K. Demostrar que ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ I} es una norma en E.

2070. Demostrar que las únicas normas en K = R o K = C son el módulo
o sus múltiplos positivos.

2071. Demostrar que la siguiente aplicación es una norma en Kn (K = R
o K = C):

‖ ‖∞ : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|} .

2072. Demostrar que la siguiente aplicación es una norma en Kn (K = R
0 K = C):

‖ ‖1 : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn| .

2073. Demostrar que la siguiente aplicación es una norma en Kn (K = R
0 K = C):

‖ ‖2 : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖2 =

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2.

2074. En el espacio vectorial E = Km×n de las matrices de ordenes m×n
reales o complejas se define para toda A = [aij ] ∈ E :

‖A‖ = máx {|aij |} (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Demostrar que ‖ ‖ es una norma en E.
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608. Desigualdades de Young, Hölder y Minkows-
ki

2075. Sean a, b, p, q números reales tales que

a ≥ 0, b ≥ 0, p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1.

Demostrar la desigualdad de Young:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

2076. Sean ak, bk ≥ 0 números reales con k = 1, 2, . . . , n, p > 1, q > 1,
1/p+ 1/q = 1. Demostrar la desigualdad de Hölder

n∑
k=1

akbk ≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

bqk

)1/q

.

2077. Sean ak, bk ≥ 0 números reales con k = 1, 2, . . . , n, y p ≥ 1, real.
Demostrar la desigualdad de Minkowski(

n∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/p

≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p

+

(
n∑
k=1

bpk

)1/p

.

609. Normas p

2078. Sea p real con 1 ≤ p < +∞. Demostrar que es una norma en Kn

(K = R o K = C):

‖x‖p =

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn.

2079. Demostrar que para 0 < p < 1, la aplicación

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn

no es una norma en Kn.
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610. Normas p

2080. Sea x→ ‖x‖ una norma en un espacio vectorial E. Demostrar que

d : E × E → R+, d(x, y) = ‖x− y‖

es una distancia en E.
Nota. Como consecuencia, todo espacio normado puede ser considerado co-
mo un espacio métrico con la distancia anterior.

2081. Sea E espacio normado. Demostrar que la aplicación E × E → E,
dada por (x, y)→ x+ y es uniformemente continua.

2082. Sea E espacio normado. Demostrar que la función K×E → E dada
por (λ, x)→ λx es continua.

2083. Sea E espacio normado. Demostrar que para todo a ∈ K, la función
E → E dada por x→ ax es uniformemente continua.

2084. Sea E un espacio normado. Demostrar que las traslaciones y ho-
motecias en E son homeomorfismos.

2085. Demostrar que no toda distancia en un espacio vectorial está indu-
cida por una norma.

2086. Sea E un espacio normado y xn, yn dos sucesiones en E convergen-
tes tales xn → x, yn → y.
(a) Demostrar que xn + yn → x+ y.
(b) Demostrar que para todo λ ∈ K, λxn → λx.

2087. Sea (E, ‖ ‖) un espacio normado y F un subespacio de E. Demostrar
que la adherencia de F también es subespacio de E.

2088. Sea E un espacio normado. Demostrar que
a) |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ para todo x, y ∈ E.
b) La aplicación E → [0,+∞) dada por x→ ‖x‖ , es continua.

2089. Sean x, y dos vectores no nulos de un espacio vectorial normado.
Demostrar que ∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥ ≤ 2
‖x− y‖
‖x‖

.
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611. La distancia es uniformemente continua

2090. Sea (E, d) un espacio métrico. Demostrar que la aplicación distancia
d : E × E → R+ es uniformemente continua considerando en E × E la
distancia

d1[(x, y), (u, v)] = d(x, u) + d(y, v).

y en R+ la distancia usual du(t, s) = |t− s|

612. Series en espacios normados

2091. Sea
∑

n≥0 xn una serie convergente en un espacio normado E. De-
mostrar que xn → 0. Dar un contraejemplo que demuestre que el rećıproco
no es cierto.

2092. (Álgebra de series). Sean
∑

n≥0 xn y
∑

n≥0 x
′
n dos series en un es-

pacio normado E de sumas s y s′ respectivamente.
a) Demostrar que la serie suma

∑
n≥0(xn+x′n) es convergente de suma s+s′.

b) Demostrar que para todo escalar λ, la serie
∑

n≥0 λxn es convergente de
suma λs.

2093. (Criterio de Cauchy para la convergencia de series). Sea
∑

n≥0 xn
una serie en un espacio normado E. Demostrar que
a) Si

∑
n≥0 xn es convergente, entonces para todo ε > 0 existe número

natural n0 tal que si m > n ≥ n0 se verifica ‖xn+1 + · · ·+ xm‖ < ε.
b) Si E es de Banach, el rećıproco es cierto.

2094. Una serie
∑

n≥0 xn en un espacio normado E se dice que es absolu-
tamente convergente si, y solo si

∑
n≥0 ‖xn‖ es convergente. Demostrar que

si
∑

n≥0 xn es una serie absolutamente convergente en un espacio de Banach
E, entonces
a)
∑

n≥0 xn es convergente.

b)
∥∥∥∑n≥0 xn

∥∥∥ ≤∑n≥0 ‖xn‖ .

2095. Dada una serie
∑

n≥1 xn en un espacio normado E, un esquema de
asociación de términos en paquetes finitos viene dada por(

x1 + · · ·+ xϕ(1)

)
+
(
xϕ(1)+1 + · · ·+ xϕ(2)

)
+ · · ·

en donde 1 ≤ ϕ(1) < ϕ(2) < ϕ(3) < . . . , y ϕ(n) es número natural para todo
n. Si

∑
n≥1 xn es serie con suma s ∈ E, demostrar que cualquier esquema

de asociación de términos en paquetes finitos aplicada a dicha serie da lugar
a una nueva serie con la misma suma s.
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613. Normas equivalentes

2096. Demostrar que dos normas ‖ ‖ y ‖ ‖∗ de un espacio espacio vectorial
E son equivalentes, si y sólo si existen constantes reales a > 0 y b > 0 tales
que

a ‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ b ‖x‖

para todo x ∈ E.

2097. Se consideran las normas de Kn (K = R o K = C):

‖x‖∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|}
‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn| .

‖x‖2 =

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2.

en donde x = (x1, . . . , xn). Demostrar que

‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ n
1/p ‖x‖∞ (p = 1, 2)

y concluir que la tres normas son equivalentes.

614. Normas no equivalentes

2098. a) Demostrar que en el espacio vectorial real C[0, 1] de las funciones
continuas de [0, 1] en R las normas

‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(t)| dt , ‖f‖∞ = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

no son equivalentes.
(b) Sea (E, ‖ ‖) un espacio vectorial normado de dimensión infinita. Demos-
trar que existen en E al menos dos normas no equivalentes.

615. Propiedades topológicas en los espacios nor-
mados

2099. Sean E y F espacios normados. Se dice que la aplicación f : E → F
es Lipschitziana si existe una constante k > 0 tal que

‖f(x)− f(y)‖ ≤ k ‖x− y‖

para todo x, y ∈ E. Demostrar que toda aplicación Lipschitziana es unifor-
memente continua.
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2100. Sean E un espacio normado. Designemos por B(a, r) la bola abierta
de centro a ∈ E y radio r > 0, y por B[a, r] la correspondiente bola cerrada.
(a) Demostrar que T : B(0, 1)→ B(a, r), T (x) = a+ rx es homeomorfismo,
siendo además T y T−1 lipschitzianas.
(b) La misma cuestión considerando bolas cerradas.

2101. Sea (E, d) un espacio métrico y B(a, r) una bola abierta de centro
a ∈ E y radio r > 0.
(a) Demostrar que B(a, r) ⊂ B[a, r]. Es decir, la adherencia de una bola
abierta está contendida en la bola cerrada.
(b) Demostrar que no siempre B(a, r) = B[a, r].

2102. Demostrar que en todo espacio normado la adherencia de una bola
abierta es la bola cerrada del mismo centro y radio.

2103. Sea E un espacio normado. Demostrar que ningún subespacio vec-
torial propio de E tiene puntos interiores.

2104. Sea E 6= {0} un espacio normado. Demostrar que E no es compacto.

2105. Sea E un espacio normado. Demostrar que toda bola (abierta o
cerrada), es un conjunto convexo.

2106. Demostrar que todo espacio normado E es conexo por arcos (en
consecuencia, es conexo).

616. Aplicaciones lineales continuas entre espacios
normados

2107. Sean E y F espacios normados y f : E → F lineal. Demostrar que
si f es continua en un puntto a ∈ E, entonces es uniformemente continua
en E.

2108. Sean E y F espacios normados y T : E → F una aplicación lineal.
Demostrar que

T es continua⇔ T está acotada en B(0, 1).

3. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados E y F.
Demostrar que T no está acotada en todo E salvo si T = 0.

2109. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados
E y F. Demostrar que T no está acotada en todo E salvo si T = 0.

2110. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados E
y F. Demostrar que: T es continua ⇔ T es acotada en cada A ⊂ E acotado.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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2111. Sea T : E → F una aplicación lineal entre los espacios normados
E y F. Demostrar que: T es continua ⇔ existe K > 0 real tal que ‖T (x)‖ ≤
K ‖x‖ para todo x ∈ E.

617. Una aplicación lineal discontinua

2112. Se considera el espacio vectorial E = C1[0, 1] de las funciones reales
de clase 1 definidas en [0, 1] con la norma ‖f‖ = supx∈[0,1] |f(x)| . Demostrar
que la aplicación

T : E → R, T (f) = f ′(0)

es lineal pero no continua.

618. Espacios normados de dimensión finita

2113. Demostrar que todos los espacios normados (E, ‖ ‖E) de dimensión
finita dada n sobre el cuerpo K (K = R o K = C), son homeomorfos.

2114. Sean E y F espacios normados sobre K con E de dimensión finita.
Demostrar que toda aplicación lineal T : E → F es continua.

2115. Sea E espacio vectorial sobre K de dimensión finita. Demostrar que
todas las normas que se pueden definir en E son equivalentes.

619. Teorema de Riesz

2116. Demostrar el teorema de Riesz:
Sea E un espacio normado. Entonces, son equivalentes:
(a) E es de dimensión finita.
(b) La bola cerrada unidad es compacta.
(c) Los conjuntos compactos de E son exactamente los cerrados y acotados.
(d) E es localmente compacto.

620. Norma de una aplicación lineal y continua

2117. Sean E y F dos espacios normados y T : E → F una aplicación
lineal y continua. Sabemos que en tal caso existe K > 0 tal que ‖T (x)‖ ≤
K ‖x‖ para todo x ∈ E. En consecuencia el conjunto{

‖T (x)‖
‖x‖

: x ∈ E, x 6= 0

}
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está acotado por K. Ello implica que tal conjunto tiene supremo finito.
Definimos la norma de T y se representa por ‖T‖ a:

‖T‖ = sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

.

Demostrar que ‖T‖ = sup‖u‖=1 ‖T (u)‖ .

2118. Demostrar que ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ para todo x ∈ E.
2119. Sean E,F,G espacios normados y T : E → F, U : F → G lineales

y continuas. Demostrar que ‖U ◦ T‖ ≤ ‖U‖ ‖T‖ .
2120. Sean E y F espacios normados y denotemos por L(E,F ) al espacio

vectorial de las aplicaciones lineales y continuas entre E y F. Demostrar que
la aplicación T → ‖T‖ es una norma en L(E,F ).

2121. Sean E y F espacios normados. Demostrar que si F es de Banach
entonces L(E,F ) también es de Banach.

621. Diferenciabilidad entre espacios de Banach

2122. Sean E y F espacios de Banach, ambos sobre el cuerpo K con
K = R o K = C. Sea A ⊂ E abierto y x0 ∈ A. Sea f : A→ F una aplicación
continua en x0. Se dice que f es diferenciable en x0 si y sólo si existe una
aplicación lineal λ : E → F tal que:

ĺım
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− λ(h)‖
‖h‖

= 0.

1. Interpretar geométricamente la definición anterior.
2. Demostrar que si f es diferenciable en x0, la aplicación lineal λ es única.
Si f es diferenciable en x0, a la única aplicación lineal λ : E → F de la que
habla la definición se la llama diferencial (o derivada) de f en x0 y se la
representa por f ′(x0) o bien por Df(x0).
3. Demostrar que si f es diferenciable en x0 entonces f ′(x0) : E → F es
continua.
Nota. Como consecuencia, f ′(x0) pertenece al espacio de Banach L(E,F )
de las aplicaciones lineales y continuas de E en F.

622. Criterio de Dirichlet para la convergencia de
series

2123. Sea (λn) una sucesión monótona y acotada de números reales y (sn)
una sucesión acotada de vectores de un espacio normado E. Sea un = (λn−
λn+1)un. Demostrar que la serie

∑+∞
n=1 un es absolutamente convergente.
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2124. Demostrar el criterio de Dirichlet para la convergencia de series:
Sea E un espacio de Banach. Consideremos la serie

∑+∞
n=1 xn en donde:

(a) xn = λnyn con λn ∈ R e yn ∈ E para todo n.
(b) (λn) es monótona con ĺımite 0.
(c) Las sumas parciales de la serie

∑+∞
n=1 yn están acotadas.

Entonces, la serie
∑+∞

n=1 xn es convergente.

2125. Usando el criterio de Dirichlet, demostrar que la siguiente serie es
convergente

+∞∑
n=1

sen (nπ/2)

n
.

2126. Demostrar el criterio de Leibniz para series alternadas a partir del
criterio de Dirichlet.

623. Criterio de Abel para la convergencia de se-
ries

2127. Sea (λn) una sucesión monótona y acotada de números reales y (sn)
una sucesión acotada de vectores de un espacio normado E. Sea un = (λn−
λn+1)un. Demostrar que la serie

∑+∞
n=1 un es absolutamente convergente.

2128. Demostrar el criterio de Abel para la convergencia de series:
Sea E un espacio de Banach. Consideremos la serie

∑+∞
n=1 xn en donde:

(a) xn = λnyn con λn ∈ R e yn ∈ E para todo n.
(b) (λn) es monótona y acotada.
(c) La serie

∑+∞
n=1 yn es convergente.

Entonces, la serie
∑+∞

n=1 xn es convergente.

2129. Usando el criterio de Abel demostrar que es convergente la serie

+∞∑
n=1

1

n2

1

(1 + i)n
.

624. Espacio de funciones completo y no compacto

2130. Sea E = C(I, I) el espacio de las funciones continuas de I = [0, 1]
en I con la distancia

d(f, g) = máx{|f(x)− g(x)| : x ∈ I}.

a) Demostrar que E es completo.
b) Demostrar que E no es compacto.
c) Encontrar un elemento de E que tenga un único punto fijo.
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625. Espacio de Banach con la norma del supremo

2131. Sea I = [a, b] intervalo cerrado de la recta real y E = C (I) el
espacio vectorial sobre K (K = R o K = C) de las funciones continuas
f : I → K.
a) Demostrar que ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ I} es una norma en E.
b) Demostrar que (E, ‖ ‖) es espacio de Banach.

626. Espacio de Banach l1(N)

2132. Sea l1(N) el conjunto de las sucesiones x = (xn)∞1 con términos en
K (K = R o C), tales que

∑∞
n=1 |xn| es finito.

a) Demostrar que l1(N) es espacio vectorial con las operaciones habituales
suma y producto por un escalar.

b) Demostrar que ‖x‖1 =
∞∑
n=1

|xn| define una norma en l1(N).

c) Demostrar que
(
l1(N), ‖ ‖1

)
es de Banach.

627. Espacios lp

Designamos por K al cuerpo de los números reales o complejos indistin-
tamente. Sabemos que en el espacio vectorial Kn y para todo p ∈ [1,+∞)
se definen la normas

‖x‖p =

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

y también la norma ‖x‖∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|} . Generalizaremos estos
conceptos a KN.

2133. Sea KN el espacio vectorial de las sucesiones en K con las operacio-
nes habituales. Para cada p ∈ [1,+∞) se define el subconjunto de KN:

lp := {x = (xk) ∈ KN :
+∞∑
k=1

|xk|p < +∞}.

Demostrar que lp es subespacio vectorial de KN y que ‖x‖p =
(∑+∞

k=1 |xk|p
)1/p

es una norma en lp.

2134. Demostrar que lp es espacio de Banach para todo p ∈ [1,+∞).

2135. Demostrar que para todo p ∈ [1,+∞) la dimensión de lp es infinita.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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2136. Demostrar que para 1 ≤ p < q < +∞ se verifica lp ⊂ lq con lp 6= lq.
Es decir lp se agranda de manera estricta al aumentar p.

2137. Se define el subconjunto de KN :

l∞ :=
{
x = (xk) ∈ KN : sup{|xk| : k ∈ N} < +∞

}
es decir, l∞ está formado por las sucesiones en K acotadas. Demostrar que l∞
es subespacio vectorial de KN de dimensión infinita y que ‖x‖∞ = sup{|xk| :
k ∈ N} es una norma en l∞.

2138. Demostrar que lp ⊂ l∞ con lp 6= l∞ para todo p ∈ [1,+∞).

2139. Demostrar que l∞ es espacio de Banach.

628. Suma
∑∞

k=0 (I − A)k en un espacio de matrices

2140. Sea K el cuerpo de los reales o los complejos, y ‖ ‖ una norma
matricial en el espacio vectorial E = Kn×n de las matrices cuadradas de
orden n con coeficientes en K. Sea A ∈ Kn×n tal que ‖A− I‖ < 1. Demostrar
que la serie

∑∞
k=0 (I −A)k es absolutamente convergente y que

∞∑
k=0

(I −A)k = A−1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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k=0 (I −A)k en un espacio de matrices
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629. Proyección estereográfica

2141. Se llama esfera de Riemann a la esfera

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

Sea C∞ = C ∪ {∞} el pano complejo ampliado. Definimos la aplicación:

φ : C∞ → S ,

{
φ(x+ iy) = M si x+ iy ∈ C
φ(∞) = (0, 0, 1).

en donde M es el punto (distinto del (0, 0, 1)) en el que la recta de R3 que
pasa por (x, y, 0) y (0, 0, 1) corta a la esfera. A la aplicación φ se la llama
proyección estereográfica.

Demostrar que las ecuaciones de la proyección estereográfica son

φ(x+ iy) =

(
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
si z = x+ iy ∈ C.

2142. Demostrar que las ecuaciones de la inversa de la proyección este-
reográfica son

φ−1(x1, x2, x3) =
x1 + x2i

x3 − 1
si (x1, x2, x3) 6= (0, 0, 1).

2143. Definimos en C∞ la distancia (llamada distancia cordal) de la for-
ma:

d∞(z, w) = d2(φ(z), φ(w)) , ∀z∀w ∈ C∞,

399
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en donde d2 representa la distancia eucĺıdea en R3. Demostrar que:

d∞(z, w) =
2|z − w|√

1 + |z|2
√

1 + |w|2
si z, w ∈ C,

d∞(z,∞) =
2√

1 + |z|2
si z ∈ C.

630. Derivada compleja

2144. Si f(z) = z2, hallar f ′(z) usando la definición de derivada.

2145. Si f(z) = z3, hallar f ′(z) usando la definición de derivada.

2146. Si f(z) =
1

z
, hallar f ′(z) para todo z real no nulo, usando la defi-

nición de derivada.

2147. Demostrar que la función f(z) = z̄ no es derivable en z = 0.

2148. Demostrar que si f es derivable en un punto z, entonces es continua
en z.

2149. Calcular las derivadas de las funciones complejas

(i) f(z) =
a+ bz

c+ dz
(a, b, c, d constantes complejas). (ii) g(x) =

3z + 5

z2 − 4z + 3
.

2150. Calcular
d

dz
(z3 + 5z2 + 1)8.

631. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

2151. Demostrar que la función f(z) = λz̄ con λ 6= 0 constante real no es
derivable en ningún punto de C.

2152. Determinar los puntos del plano complejo para los cuales es deri-
vable la función f(z) = |z| Rez̄.

2153. Demostrar que si f(z) = ez entonces f ′(z) = ez para todo z del
plano complejo.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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632. Función exponencial compleja

2154. Demostrar que para todo z1, z2 ∈ C se verifica ez1ez2 = ez1+z2 y
ez1/ez2 = ez1−z2 .

2155. Demostrar que para todo z ∈ C, k ∈ Z se verifica |ez| = ex y
ez+2kπi = ez.

2156. Determinar los valores de z ∈ C para los cuales

(a) e3z = 1, (b) e4z = i.

633. Funciones trigonométricas complejas

2157. Demostrar que las funciones seno y coseno complejos son una ge-
neralización de las correspondientes seno y coseno reales.

2158. Demostrar las relaciones

sen2 z + cos2 z = 1,

1 + tan2 z = sec2 z,

1 + cot2 z = csc2 z.

2159. Demostrar las relaciones

sen(−z) = − sen z, cos(−z) = cos z, tan(−z) = − tan z.

2160. Demostrar las relaciones

a) sen(z1 ± z2) = sen z1 cos z2 ± cos z1 sen z2,

b) cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sen z1 sen z2,

c) tan(z1 ± z2) =
tan z1 ± tan z2

1∓ tan z1 tan z2
.

2161. (a) Determinar las partes real e imaginaria de las funciones sen z
y cos z.
(b) Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, determinar las derivadas de
sen z y cos z.

2162. Determinar el dominio de la función f(z) = tan z.

2163. Demostrar que: (a)
d

dz
(tan z) =

1

cos2 z
. (b)

d

dz
(cot z) = − 1

sen2 z
.

2164. Hallar
d

dz
(csc z) y

d

dz
(sec z).

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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634. Funciones hiperbólicas complejas

2165. Demostrar las relaciones

cosh2 z − senh2 z = 1,

1− tanh2 z = sech2 z,

coth2 z − 1 = csch2 z.

2166. Demostrar las relaciones

senh(−z) = − senh z, cosh(−z) = cos z, tanh(−z) = − tanh z.

2167. Demostrar las relaciones

a) senh(z1 ± z2) = senh z1 cosh z2 ± cosh z1 senh z2,

b) cosh(z1 ± z2) = cosh z1 cosh z2 ± senh z1 senh z2,

c) tanh(z1 ± z2) =
tanh z1 ± tanh z2

1± tanh z1 tanh z2
.

2168. (a) Determinar las partes real e imaginaria de las funciones senh z
y cosh z.
(b) Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, determinar las derivadas de
senh z y cosh z.

2169. Demostrar que

d

dz
tanh z = sech2 z,

d

dz
coth z = − csch2 z.

2170. Calcular: (a)
d

dz
csch z. (b)

d

dz
sech z.

635. Logaritmo complejo

2171. Demostrar que z = 0 no tiene logaritmos y que si z 6= 0 entonces

log z = log |z|+ i arg z,

en donde arg z representa el conjunto de los argumento de z.

2172. Interpretar log z como una aplicación de C\{0} en un grupo cocien-
te determinado por un subgrupo del grupo aditivo de los números complejos.

2173. Demostrar que la aplicación logaritmo es un homomordismo entre
el grupo multiplicativo C \ {0} y el grupo aditivo C/i2πZ.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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2174. Determinar los logaritmos principales de los números:

√
3 + i, −4, −1

2
−
√

3

2
i, 3i, 9,

√
3− i.

2175. Sea Ω un subconjunto abierto de C que no contiene al origen y
ϕ : Ω → C una función continua que satisface eϕ(z) = z para todo z ∈ Ω.
Demostrar que ϕ es derivable en Ω y además ϕ′(z) = 1/z para todo z ∈ Ω.

2176. Demostrar que la rama principal de log es derivable en C\{x ∈ R :

x ≤ 0} siendo log′(z) =
1

z
para todo z ∈ C \ {x ∈ R : x ≤ 0}.

2177. Demostrar que si existe una determinación ϕ(z) de log z en un
abierto conexo D ⊂ C que no contiene al origen, cualquier otra determina-
ción es de la forma ϕ(z) + 2kπi con k ∈ Z. Rećıprocamente, ϕ(z) + 2kπi con
k ∈ Z, es una determinación de log z.

636. Funciones armónicas

2178. Analizar si son armónicas las funciones:

a) f(x, y) = 2ex cos y. b) g(x, y) = arctan
y

x
.

2179. Analizar si son armónicas las funciones:

a) f(x, y) = log(x2 + y2). b) g(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2.

2180. Sea A ⊂ C abierto y f : A → C anaĺıtica. Demostrar que las
funciones partes real e imaginaria de f son funciones armónicas en A.

637. Función armónica conjugada

2181. Comprobar que la función u = 3x2y + 2x2 − y3 − 2y2 es armónica
en R2 y determinar su armónica conjugada v para expresar f(z) = u(x, y)+
iv(x, y) como función holomorfa de z en C.

638. Principio del módulo máximo

2182. Sea el disco unidad D = {z ∈ C : |z| < 1} y sea f una función
holomorfa en D, continua en D y no constante. Analizar cuales de cada una
de las siguientes situaciones es posible
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a) |f | ≤ 3 en D y f(0) = −3.
b) |f | ≤ 3 en D y f(1) = 3.

c) |f | ≤ 3 en D y f(0) =
3√
2

(1 + i).

d) f(1/2) = 4 y si x2 + y2 = 1, entonces f(x+ iy) = 3

2183. Sean a1, . . . , an puntos de la circunferencia unidad |z| = 1. Demos-
trar que existe un z de dicha circunferencia tal que el producto de distancias
de z a los aj es al menos 1.

639. Lema de Schwartz

2184. Demostrar el lema de Schwarz:
Sea D el disco unidad |z| < 1. Sea f : D → C holomorfa tal que f(0) = 0 y
|f(z)| < 1 para todo z ∈ D. Entonces,
i) Se verifica |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D.
ii) Si para z0 ∈ D no nulo se verifica |f(z0)| = |z0| , existe λ ∈ C con |λ| = 1
tal que f(z) = λz para todo z ∈ D.

2185. Sea f holomorfa en D tal que f(0) = 0 y |f(z)| ≤ |z + 3/2| para
todo z ∈ D.
i) Demostrar que |f(1/2)| ≤ 1.
ii) Determinar todas las funciones f para las cuales |f(1/2)| = 1.

640. Fórmulas integrales de Cauchy

2186. Calcular (a)

∫
|z|=3

ez

z − 2
dz. (b)

∫
|z|=1

ez

z − 2
dz.

2187. Calcular (a)

∫
|z|=1

sen6 z

z − π/6
dz. (b)

∫
|z|=2

eiz

z3
dz.

2188. Calcular

∫
C

e2z

z + πi
dz, si C es

(a) La circunferencia |z − 1| = 4. (b) La elipse |z − 2|+ |z + 2| = 6.

641. Teorema fundamental del álgebra

2189. (a) Demostrar el teorema fundamental del Álgebra:
Todo polinomio

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0 ∈ C[z]
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con n ≥ 1 y an 6= 0 tiene al menos una ráız compleja.

(b) Demostrar que todo polinomio

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . a1z + a0 ∈ C[z]

con n ≥ 1 y an 6= 0 se puede expresar en la forma

p(z) = an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn)

en donde z1, z2, . . . , zn son números complejos repetidos o no.

642. Ceros de las funciones anaĺıticas

2190. Hallar los ceros de la función f(z) = z4 + 4z2 y determinar sus
órdenes.

2191. Hallar los ceros de f(z) = 1+cos z y determinar sus multiplicidades.

2192. Hallar el orden del cero z0 = 0 para la función f(z) =
z8

z − sin z
.

2193. Hallar los ceros de la función f(z) = (z2 + 1)3 sinh z determinando
sus órdenes.

2194. Determinar los ceros en C de las funciones seno y coseno complejos.

643. Series complejas: conceptos básicos

2195. (Condición necesaria para la convergencia de una serie). Demostrar

que si la serie compleja

+∞∑
n=1

un es convergente, entonces ĺım
n→+∞

un = 0.

2196. (Serie geométrica). Se considera la serie geométrica

+∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + z3 + · · · (z ∈ C).

Demostrar que
a) Es convergente si, y sólo si |z| < 1.

b) Si es convergente, su suma es S =
1

1− z
.
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2197. (Álgebra de series). Supongamos que las series
+∞∑
n=1

un y
+∞∑
n=1

vn son

convergentes de sumas respectivas U y V. Demostrar que

a) La serie suma
+∞∑
n=1

(un + vn) es convergente con suma U + V.

b) Para todo λ ∈ C, la serie
+∞∑
n=1

λun es convergente con suma λU.

2198. Hallar la suma de la series

a)

+∞∑
n=0

(
1

2

)n
. b)

+∞∑
n=0

(
1

1 + i

)n
. c)

+∞∑
n=0

(
i

(
1

2

)n
+ 5

(
1

1 + i

)n)
.

2199. Sea un = u′n + iu′′n el término general de una serie (u′n, u
′′
n ∈ R).

(i) Demostrar que para que la serie de término general un sea convergente,
es necesario y suficiente que las series de término general u′n y u′′n lo sean.
(ii) Demostrar además, si S, S′ y S′′ representan las sumas de estas tres
series, se verifica S = S′ + iS′′.

2200. (Criterio de Cauchy para la convergencia de series). Sea u1 + u2 +
. . .+ un + . . . una serie de números complejos. Demostrar que para que sea
convergente es necesario y suficiente que se cumpla la siguiente condición:
Para todo ε > 0 existe un número natural N tal que

n ≥ m ≥ N ⇒ |um + um+1 + · · ·+ un| < ε.

644. Series complejas: criterios de la ráız y del co-
ciente

2201. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergen-
te.

2202. Demostrar que no toda serie convergente es absolutamente conver-
gente.

2203. Demostrar el criterio de la ráız:
Sea u1 + u2 + · · · + un + · · · una serie compleja. Supongamos que n

√
|un|

tiene ĺımite L. Entonces:
i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente.
ii) Si L > 1, la serie es divergente.
iii) Si L = 1, el criterio no decide.
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2204. Demostrar el criterio del cociente:
Sea u1 + u2 + · · ·+ un + · · · una serie compleja. Supongamos que |un+1/un|
tiene ĺımite L. Entonces:
i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente.
ii) Si L > 1, la serie es divergente.
iii) Si L = 1, el criterio no decide.

2205. Estudiar la convergencia absoluta de las series:

a)
+∞∑
n=1

(1 + i)nn

2n
. b)

+∞∑
n=1

sen in

3n
. c)

+∞∑
n=1

1

(z − 2)n
.

2206. Estudiar las regiones de convergencia absoluta de las series

a)
+∞∑
n=1

1

n(z + 1)n
. b)

+∞∑
n=1

n2n

(z − 3i)2n
.

Nota. No se pide analizar los casos dudosos.

2207. Estudiar las regiones de convergencia absoluta de las series

a)
+∞∑
n=1

√
ne−nz. b)

+∞∑
n=1

nenz.

Nota. No se pide analizar los casos dudosos.

645. Series complejas enteras, radio de convergen-
cia

2208. Sea la serie entera compleja
∑
n≥0

anz
n. Demostrar que si converge

para z = z0 6= 0, entonces converge para todo z tal que |z| < |z0| .

2209. Sea la serie entera compleja
∑
n≥0

anz
n. Demostrar que existe un úni-

co ρ ∈ [0,+∞] tal que:
i) Si |z| < ρ la serie es absolutamente convergente.
ii) Si |z| > ρ la serie es divergente.
A ρ se le llama radio de convergencia de la serie entera dada, y al ćırculo
abierto |z| < ρ, ćırculo o disco de convergencia.

2210. Generalizar el resultado del problema anterior para la serie entera

compleja
∑
n≥0

an(z − z0)n.
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2211. Hallar los radios de convergencia de las series enteras o de potencias

a)

+∞∑
n=1

einzn. b)
+∞∑
n=0

(
z

1− i

)n
.

2212. Hallar el radio de convergencia de la serie de potencias

+∞∑
n=0

(z − 1)n

n22n
.

646. Fórmula de Cauchy-Hadamard

2213. Demostrar el teorema de Cauchy-Hadamard:

Sea la serie entera compleja

+∞∑
n=0

anz
n y ρ su radio de convergencia. Entonces

1

ρ
= ĺım sup

n→+∞
|an|1/n .

2214. Usando la fórmula de Caucy-Hadamard hallar el radio de conver-
gencia de la serie

+∞∑
n=1

anz
n , a2n =

(
1

2

)2n

, a2n+1 =

(
1

3

)2n+1

.

647. Desarrollo en serie de Laurent

2215. Desarrollar en serie de Laurent la función f(z) =
1

3z − 7
en poten-

cias enteras de z.

2216. Desarrollar en serie de Laurent la función f(z) =
(4 + i)z + 3i− 8

z2 + z − 6
en potencias enteras de z.

2217. Desarrollar f(z) =
z

(z + 1)(z + 2)
en una corona abierta de centro

z0 = −2.

2218. Desarrollar f(z) =
e2z

(z − 1)2
en una corona abierta de centro z0 = 1.

2219. Desarrollar f(z) =
1

(z − 3)2
en un entorno de z0 =∞.
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2220. Determinar los diferentes desarrollos en serie de Laurent de la fun-
ción

f(z) =
1

z(z − 1)(z − 2)
.

648. Suma de series por residuos

2221. Sea N entero no negativo y ΓN el cuadrado de vértices(
N +

1

2

)
(1 + i),

(
N +

1

2

)
(1− i),(

N +
1

2

)
(−1 + i),

(
N +

1

2

)
(−1− i).

Demostrar que existe M > 0 tal que |cotπz| ≤M para todo z ∈ ΓN .

2222. Sea f(z) anaĺıtica en todo el plano complejo salvo en un número
finito de polos z1, z2, . . . , zm ninguno de los cuales es un número entero.
Supongamos además que existen H > 0 y k > 1 tales que

|f(z)| ≤ H

|z|k
para |z| suficientemente grande.

Demostrar que
+∞∑
−∞

f(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cotπz) .

2223. Calcular la suma de la serie

+∞∑
n=1

1

n2 − a2
con (a ∈ R− Z).

2224. Calcular la suma de la serie
+∞∑
n=1

1

n4 − a4
con (a ∈ R− Z).

2225. Demostrar que (a)

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
. (b)

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

2226. Sea f(z) anaĺıtica en todo el plano complejo salvo en un número
finito de polos z1, z2, . . . , zm ninguno de los cuales es un número entero.
Supongamos además que existen H > 0 y k > 1 tales que |f(z)| ≤ H/ |z|k
para |z| suficientemente grande. Con estas hipótesis, se demuestra que

+∞∑
−∞

(−1)nf(n) = −π
m∑
j=1

Res z=zj (f(z) cscπz) .

Usando este resultado, hallar

+∞∑
−∞

(−1)n

n2 + a2
(a > 0).
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410 649 Teorema de Rouché

649. Teorema de Rouché

2227. Hallar el número de ceros de F (z) = z8 − 4z5 + z2 − 1 en |z| < 1.

2228. Aplicando el teorema de Rouché, hallar el número de soluciones de
las siguientes ecuaciones en los dominios que se indican.
1) z4 − 3z3 − 1 = 0 en |z| < 2.
2) z3 + z + 1 = 0 en |z| < 1/2.

2229. Hallar el número de soluciones de la ecuación 4z4 − 29z2 + 25 = 0
en 2 < |z| < 3.

650. Familia de funciones armónicas

2230. Hallar todas las funciones armónicas de la forma w = f(x2 + y2).

651. Polinomio de Hurwitz

2231. Sea p(z) ∈ C[z]. Se dice que p(z) es un polinomio de Hurwitz si
todos sus ceros tienen parte real negativa. Demostrar que si p(z) es un
polinomio de Hurwitz, también lo es p′(z).

652. Funciones holomorfas f con Re f + Im f = 1

2232. Encontrar todas las funciones holomorfas f(z), z ∈ C que satisfa-
cen la condición a Re f(z) + b Im f(z) = 1 siendo a, b constantes reales no
simultáneamente nulas.

653. Integral
∫
T z̄

2 dz sobre una curva de Jordan

2233. Sean a, b y c tres puntos no alineados del plano complejo. Calcular
la integral ∫

T
z̄2 dz,

siendo T el borde del triángulo determinado por los puntos anteriores y
recorrido en el sentido positivo. Generalizar el resultado obtenido al caso en
el que se sustituya en la integral anterior el triángulo T por una curva de
Jordan Γ.
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654. Integral
∫ +∞

0 (cosx/ coshx) dx por residuos

2234. Calcular aplicando la técnica de residuos la integral real impropia∫ +∞

0

cosx

coshx
dx.

Sugerencia: integrar f(z) =
eiz

cosh z
a lo largo de un cierto rectángulo.

655. Función holomorfa biperiódica

2235. Sea f una función holomorfa en C salvo por una cantidad finita de
polos y que verifica

∀z ∈ C f(z + 1) = f(z), f(z + i) = f(z).

Diremos que f es doblemente periódica de periodos 1 e i. Consideremos
un paralelogramo de vértices z0+i, z0, z0+1, z0+1+i cuyo borde llamamos
Γ siendo z0 ∈ C un punto cualquiera pero tal que f no tiene ningún polo en Γ.

1. Calcular

∫
Γ
f(z) dz.

2. Estudiar si g(z) = f ′(z)/f(z) es doblemente periódica, y en caso afir-
mativo determinar sus periodos. Suponiendo que f no tiene ceros sobre Γ,
calcular

∫
Γ(f ′(z)/f(z)) dz.

3. Si f tiene m polos en C, hallar el número de ráıces de la ecuación f(z).

656. Principio del argumento: ceros en Re(z) > 0

2236. Usando el principio del argumento, calcular el número de ceros de
la función

f(z) = z5 + z4 + 2z3 − 8z − 1

en el semiplano Re (z) > 0.

657. Una integral con residuo en el punto del in-
finito

2237. Calcular la integral: I =

∫
|z|=3

z17dz

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
.
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658. Teorema de Pitágoras por series complejas

2238. Usando los desarrollos en serie de potencias, demostrar el teorema
de Pitágoras trigonométrico en C, es decir

sen 2z + cos2 z = 1, ∀z ∈ C.

659. Ecuación funcional f(2z) = f(z)+f(−z)
2

2239. Determinar todas las funciones enteras f que satisfacen la ecuación
funcional compleja

f(2z) =
f(z) + f(−z)

2
, ∀z ∈ C

660. Desarrollo de Laurent según parámetros

2240. Se considera la función compleja de variable compleja:

f(z) =
z2 − 1

λz2 + (λ2 + 1)z + λ
(λ ∈ C).

(a) Hallar y clasificar sus singularidades según los diferentes valores del
parámetro complejo λ.
(b) Para cada valor de λ ∈ C hallar los diferentes desarrollos en serie de
Laurent de f(z) en potencias de z y especificar sus respectivos dominios de
validez.
(c) Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la función real de variable real
definida en [0, 2π] :

ϕ(t) =
sin t

1 + a2 − 2a cos t
(0 < a < 1).

Indicación: la serie de Fourier es

+∞∑
−∞

cne
int con cn =

1

2π

∫ 2π

0
ϕ(t)eint dt.

Relacionar esta serie con algún desarrollo de Laurent de f(z).
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Caṕıtulo 37. Análisis complejo 413

661. Recurrente compleja por serie de potencias

2241. (a) Los términos de una sucesión (an) de números complejos satis-
facen la relación de recurrencia de segundo orden 4an+2 + 4an+1 + an = 0.
Encontrar una acotación de la forma |an| ≤MKn.
(b) Demostrar que la serie de potencias f(z) =

∑∞
n=0 anz

n tiene su radio de
convergencia no nulo.
(c) Resolver la ecuación en diferencias 4an+2 + 4an+1 + an = 4 con a0 =
1, a1 = −1.
Indicación. Multiplicar por zn+2 ambos miembros de la ecuación en diferen-
cias finitas y despejar f(z). Después, desarrollar f(z) en serie de potencias.

662. Familia de racionales complejas

2242. Para cada número real t con |t| < 1 se considera la función compleja
definida por

f(z) =
4− z2

4− 4tz + z2
.

y se pide:
(a) Descomponer f(z) en fracciones simples.
(b) Obtener la expresión de las derivadas sucesivas en z = 0 de la función
f(z).
(c) Demostrar que el coeficiente Tn(t) de zn en el desarrollo en serie de
Taylor en z = 0 de f(z) es un polinomio de grado n en t y que se cumple la
relación de recurrencia

4Tn+1 − 4tTn(t) + Tn−1(t) = 0.

663. Función holomorfa: representación integral

2243. Se considera la función compleja definida mediante la representa-
ción integral

f(z) =

∫ +∞

0
e−zt

2
dt.

(a) Comprobar que la función está bien definida en el semiplano de los
números complejos con parte real estrictamente positiva y calcular el valor
f(z) cuando z es un número real positivo.
(b) Aceptando que la función f es holomorfa en ese semiplano, determinar
el valor de la integral ∫ +∞

0
e−t

2
cos t2 dt.
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∫ +∞

0 x dx/((1 + x)n − (1− x)n) por residuos

664. Integral
∫ +∞

0 x dx/((1 + x)n− (1− x)n) por resi-
duos

2244. a) Para cada valor de n entero positivo calcular todas las ráıces
reales o complejas de la ecuación (1 + z)n = (1− z)n.
b) Para cada valor de n entero positivo, determinar y clasificar las singula-
ridades de la función compleja:

f(z) =
z

(1 + z)n − (1− z)n
.

c) Aplicando la técnica de residuos, calcular la siguiente integral real, de-
terminando previamente los valores de n (entero positivo) para los cuales es
convergente: ∫ +∞

0

x dx

(1 + x)n − (1− x)n
.

665. Una aplicación de las desigualdades de Cauchy

2245. Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n una función entera (holomorfa en todo el

plano complejo), tal que an ≥ 0,
∑∞

n=0 an = 1 y además satisface la des-
igualdad |f(x)| ≤ x para todo x ≥ 0. Se pide:
(a) Calcular f(0) y f(1).
(b) Demostrar que |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ C.
(c) Demostrar que f(z) = z para todo z ∈ C. Indicación: utilizar las des-
igualdades de Cauchy para las derivadas de f.

666. Un problema de Dirichlet

2246. Se considera una función compleja f(z) holomorfa en el semiplano
Im z ≥ 0 y tal que |z|p|f(z)| ≤ M en dicho semiplano con p > 0, M > 0
constantes. Se pide:
(a) Para cada z0 ∈ C : Im z0 < 0 calcular la integral compleja curviĺınea∫

ΓR

f(z)

(z − z0)(z − z̄0)
dz.

siendo ΓR el circuito formado por la circunferencia z(t) = Reit con t ∈ [0, π]
y el segmento rectiĺıneo [−R,R], recorrido en sentido positivo.
(b) Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y) con y > 0, calcular∫ +∞

−∞

u(t, 0)

(t− x)2 + y2
dt.
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(c) Aplicando el apartado anterior a la función f(z) = 1/(z + i), resolver el
siguiente problema de Dirichlet en el semiplano y > 0 : Hallar una función

u(x, y) con y > 0 tal que ∆u = 0, u(x, 0) =
x

x2 + 1
.

667. Integrales de Fresnel

2247. Se sabe que las integrales de Fresnel:

I1 =

∫ +∞

0
cosx2 dx, I2 =

∫ +∞

0
senx2 dx,

son convergentes. Calcular su valor.

Indicación: usar la integral de Euler, es decir

∫ +∞

0
e−x

2
dx =

√
π

2
.

668. Ĺımite de promedios en un poĺıgono regular

2248. (a) Siendo n un entero positivo, determinar la expresión de la suma

sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx.

(b) Se considera un poĺıgono regular de n lados inscrito en una circunferencia
de radio 1. Determinar el promedio de las distancias de un vértice fijo del
poĺıgono a los vértices restantes. Calcular el valor ĺımite de esos promedios
cuando el número de lados crece indefinidamente.
(c) Determinar el valor de la integral

I =
1

2π

∫ 2π

0
|1− eit| dt.

Justificar la relación del resultado obtenido con el resultado del apartado
anterior.

669. Fórmula integral de Cauchy y matriz expo-
nencial

2249. La fórmula integral de Cauchy se puede generalizar a matrices de
la siguiente manera

f(M) =
1

2πi

∫
γ
f(z)(zI −M)−1 dz,
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donde γ es la circunferencia |z| = r, I es la matriz identidad y todos los
autovalores de zI −M están en el interior de γ.
(a) Calcular las integrales complejas

I1(t) =

∫
|z|=r

zez dz

z2 + t2
, I2(t) =

∫
|z|=r

tez dz

z2 + t2
(t ∈ R, |t| < r).

(b) Si A es la matriz A =

(
2 5
−1 −2

)
, calcular f(tA) = etA.

670. Polinomio de Lagrange-Sylvester, represen-
tación integral

2250. (a) Comprobar que cualquiera que sea la función f(z) holomorfa
en los puntos de Γ y en su interior, la función definida mediante

ϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

p(ξ)
· p(ξ)− p(z)

ξ − z
dξ

es un polinomio en z cuyo grado se determinará.
(b) Supóngase que a es un cero del polinomio p(z). Determinar el valor de
la función ϕ(z) en a.
(c) Supóngase que a es un cero del polinomio p(z) de multiplicidad ν. De-
terminar los valores que toman en el punto a las funciones derivadas ϕ(k)

para k = 1, 2, . . . , ν − 1.

671. Transformado de un polinomio complejo

2251. Para cada polinomio complejo p(z) se define el nuevo polinomio

p∗(z) = p(−z̄)

en donde z̄ es el conjugado de z.
1) Si p(z) es un polinomio de grado n ≥ 1, expresar las ráıces de p∗(z) en
términos de las ráıces de p(z).
2) Sea p(z) = 1 + z. Determinar la región del plano complejo en el que se

transforma el semiplano Re(z) > 0 mediante la transformación w =
p∗(z)

p(z)
.

3) Sea p(z) un polinomio complejo de grado n ≥ 1 que satisface las dos
condiciones siguientes:

a) La imagen del semiplano Re(z) > 0 bajo la transformación w =
p∗(z)

p(z)
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está contenida en el ćırculo unidad |w| < 1.
b) p(z) y p∗(z) no tienen ráıces comunes.

Determinar la parte real de las ráıces de p(z).
4) Sea p(z) un polinomio complejo de grado n ≥ 1 cuyas ráıces z1, z2, . . . , zn
satisfacen Re(zk) < 0 (k = 1, . . . , n). Decidir razonadamente si la siguiente
implicación es verdadera o falsa:

Re(z) > 0⇒ |p(z)| > |p∗(z)| .

672. Área de una imagen del ćırculo unidad

2252. 1. Se considera en el plano complejo una curva de Jordan Γ con
orientación positiva. Expresar el área de la región interior a dicha curva en
términos de la integral compleja curviĺınea

∫
Γ w̄ dw.

2. Calcular el área de la imagen del ćırculo unidad |z| ≤ 1 bajo la transfor-
mación w = z

(
z − 1

2z
)
.

3. Sea f(z) =
∑+∞

n=0 cnz
n una función holomorfa e inyectiva del plano com-

plejo que contiene al ćırculo unidad. Expresar el área de la imagen bajo f
del ćırculo unidad en términos de los coeficientes cn.

673. Relación entre dos integrales por residuos

2253. Para cada entero positivo n se considera la función racional

fn(z) =
(1 + z2)n−1

1 + z2n
.

(a) Calcular los residuos de fn en sus puntos singulares.
(b) Empleando la fórmula de los residuos de Cauchy, deducir el valor de las
integrales

In =

∫ +∞

0
fn(x) dx.

(c) Aplicar el resultado anterior al cálculo de las integrales

Jn =

∫ 1

0
fn(x) dx.
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674. Una integral trigonométrica en [0, π]

2254. Se considera la función compleja definida por

f(z) =
+n∑

k=−n
ckz

k.

(a) Obtener la expresión de la integral

∫ 2π

0

∣∣∣f (eiθ)∣∣∣2 dθ en términos de los

coeficientes ck de la función f.
(b) Aplicar el resultado anterior al cálculo de las integrales∫ π

0

(
sin 2nθ

sin θ

)2

dθ (n = 1, 2, . . .).

675. Integral
∫ 2π

0
cos 3t

1−2a cos t+a2 dt

2255. Calcular la integral

I(a) =

∫ 2π

0

cos 3t

1− 2a cos t+ a2
dt

para todos los posibles valores del parámetro real a.

676. Función entera y polinomio

2256. Sea p(z) un polinomio complejo y f(z) una función entera de varia-
ble compleja. Se considera una curva de Jordan Γ sobre la que no se anula
el polinomio p(z). Deducir la expresión de la integral∫

Γ
f(z)

p′(z)

p(z)
dz.

mediante los valores de la función f(z) en los ceros del polinomio.

677. Integral
∫ +∞

0 xn dx/(x2n+1 + 1)

2257. (a) Determinar y clasificar las singularidades de la función compleja
de variable compleja f(z), siendo n un entero positivo. Hallar el valor del
residuo en dichas singularidades.

f(z) =
zn

z2n+1 + 1
.
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(b) Aplicando la técnica de residuos calcular la integral real impropia:∫ +∞

0

xn

x2n+1 + 1
dx.

Indicación: utilizar como camino de integración el borde de un sector ade-
cuado.

678. Parte principal de 1/ sin2 z en π < |z| < 2π

2258. Sea

+∞∑
n=−∞

cnz
n el desarrollo de Laurent de f(z) =

1

sin2 z
en la co-

rona π < |z| < 2π. Obtener todos los coeficientes cn para n < 0.
Sugerencia. Se puede expresar cn mediante una integral. Demostrar previa-
mente que:

Resz=0
zm

sin2 z
= δm,1 (m ≥ 0).

en donde δm,1 es delta de Kronecker.

679. Integral de (log z)3dz/z en un arco de circun-
ferencia

2259. Calcular la integral I =

∫ i

1

log3 z

z
dz en |z| = 1.

680. Extremos absolutos del módulo de una fun-
ción compleja

2260. Determinar los valores máximo y mı́nimo absolutos de
∣∣z2n+m + iazn+m + zm

∣∣
en |z| ≤ 1 con a ∈ R y n,m enteros no negativos.

681. Integral compleja dependiente de dos paráme-
tros

2261. Sea

In (R, λ) =

∫
γR

(z)n eλzdz
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donde n ∈ Z, λ ∈ C y γR es la circunferencia C (iπ,R) , R > 0 y R 6= π si
n < 0.
(a) Demostrar la fórmula

In (R, λ) =

∫
γR

(
R2

z − iπ
− iπ

)n
eλzdz

(b) Calcular I2 (R, λ) usando la fórmula integral de Cauchy (generalizada).
(c) Demostrar que In (R, λ) = 0 cuando n < 0 y R > π.
(d) Calcular I−1 (R, λ) para R < π y particularizar el resultado para R =
π/2 y λ = 4/3.

682. Serie de Taylor según división en potencias
crecientes

2262. Se considera la función de variable compleja

f (z) =
z2(

sin2 z
)

cos z
.

(a) Hallar sus singularidades.
(b) Demostrar que z = 0 es singularidad evitable de f.
(c) Determinar el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de z = 0 hasta
orden 2 inclusive. (Sugerencia. Usar división según potencias crecientes).
(d) Determinar el radio de convergencia de la serie de Taylor de f centrada
en el origen.

683. Teorema de Casorati-Weierstrass: singulari-
dades de 1/f

2263. Sea U ⊂ C abierto y f : U \ {a} → C anaĺıtica, con singularidad
esencial en a y que no se anula en : U \ {a}.
(a) Usando el teorema de Casorati-Weierstrass, estudiar el tipo de singula-
ridad que presnta 1/f en a.
(b) Verificar el resultado anterior para la función f(z) = e1/z, mediante
desarrollos en serie de Laurent en una corona de centro 0.

684. Funciones holomorfas en un disco

2264. Determinar todas las funciones holomorfas en el disco

D(1, 1) = {z ∈ C : |z − 1| < 1}
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y que satisfacen en tal disco la condición

f

(
n

n+ 1

)
= 1− 1

2n2 + 2n+ 1
∀n ∈ N. (1)

685. Singularidades y residuos de f(z) = sin z
z3+z2−z−1

2265. Se considera la función

f(z) =
sin z

z3 + z2 − z − 1
.

Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

686. Singularidades y residuos de f(z) = e1/z

z−1

2266. Se considera la función

f(z) =
e1/z

z − 1
.

Determinar sus singularidades, clasificarlas y hallar sus residuos.

687. Singularidad y residuo en el origen de f(z) =
1

2+z2−2 cosh z

2267. Usando desarrollo en serie de Laurent, clasificar la singularidad en
el origen de la función

f(z) =
1

2 + z2 − 2 cosh z

y hallar su residuo en tal punto.

688. Integral
∫ 2π

0
dθ

a+b cos θ+c sin θ

2268. Demostrar que para a, b, c reales positivos con a2 > b2+c2 se verifica∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ + c sin θ
=

2π√
a2 − b2 − c2

.
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∫ 2π

0
dθ

a+b cos θ+c sin θ
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Ecuaciones diferenciales

689. Concepto de ecuación diferencial ordinaria

2269. Averiguar si las funciones que se dan son soluciones de la ecuación
diferencial correspondiente
a) xy′ = 2y, función y = 5x2.

b) y′′ = x2 + y2, función y =
1

x
.

2270. Comprobar que y = C1e
λ1x+C2e

λ2x es solución general de la ecua-
ción diferencial

y′′ − (λ1 + λ2)x+ λ1λ2y = 0,

y encontrar dos soluciones particulares.

2271. Demostrar que y = C1 cos 2x + C2 sen 2x es solución general de
la ecuación diferencial y′′ + 4y = 0. Encontrar la solución particular que
satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y′(0) = 6.

2272. Demostrar que y = log(xy) es solución de la ecuación diferencial

(xy − x)y′′ + x(y′)2 + yy′ − 2y′ = 0.

2273. Demostrar que f : (0. +∞) → R, f(x) = log x es solución de la
ecuación diferencial xy′′ + y′ = 0.

2274. Demostrar que y =
1

x2 − 1
es una solución de y′+2xy2 = 0 en el in-

tervalo I = (−1, 1), pero no en ningún intervalo que contenga estrictamente
a I.

2275. Demostrar que y = Cx+ 2C2 es solución general de la ecuación de
la ecuación diferencial xy′+2(y′)2−y = 0. ¿Es y = −x2/8 solución singular?

423



424 690 Construcción de ecuaciones diferenciales

2276. Demostrar que la curva para la cual la pendiente de la recta tan-
gente en cualquier punto es proporcional a la abscisa del punto de contacto,
es una parábola.

690. Construcción de ecuaciones diferenciales

Recordemos que para una familia de curvas que dependen de n constantes

φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0,

se puede formar la ecuación diferencial cuya solución general es la fami-
lia de curvas dada derivando n veces y eliminando C1, C2, . . . , Cn entre las
relaciones

φ = 0 ,
dφ

dx
= 0 ,

d2φ

dx2
= 0 , . . . ,

dnφ

dxn
= 0.

2277. Formar la ecuación diferencial de las siguientes familias de curvas
a) y = Cx. b) y = C1 cos 2x+ C2 sen 2x.

2278. Encontrar la ecuación diferencial de las siguientes familias de curvas
a) x2 + y2 = C. b) y = C1e

2x + C2e
−2x.

2279. Formar la ecuación diferencial de todas las rectas no verticales del
plano.

2280. Formar la ecuación diferencial de todas las parábolas del plano
XOY con eje vertical.

2281. Hallar la ecuación diferencial de las parábolas del plano de la forma
y = Cx2.

691. Ecuación diferencial de variables separadas

Recordamos que se dice que la ecuación P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 es de
variables separadas, si es de la forma

P1(x)P2(y)dx+Q1(x)Q2(y)dy = 0.

Si la ecuación es de variables separadas, dividiendo entre P2(y)Q1(x) :

P1(x)

Q1(x)
dx+

Q2(y)

P2(y)
dy = 0.

Integrando, ∫
P1(x)

Q1(x)
dx+

∫
Q2(y)

P2(y)
dy = C,

lo cual proporciona una solución general de la ecuación diferencial.
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2282. Hallar la solución general de la ecuación diferencial

x(y2 − 1)dx− y(x2 − 1)dy = 0.

2283. Hallar la solución de la ecuación diferencial (1 + ex)yy′ = ex que
satisface la condición inicial y(0) = 1.

2284. Resolver la ecuación (x2 − x)y′ = y2 + y.

2285. Determinar la ecuación de una curva que pasa por el punto (0, 4) y
que la pendiente de la recta tangente en cada uno de sus puntos es igual a
la ordenada del punto aumentada en 5 unidades.

2286. Resolver la ecuación diferencial x′ = x+
1

x
con la condición inicial

x(0) = a (a > 0). Escribir la solución en forma expĺıcita y hallar su intervalo
de continuidad.

692. Ecuación diferencial homogénea

2287. Demostrar que si la ecuación Pdx+Qdy = 0 es homogénea, enton-
ces la sustitución y = vx la transforma en una de variables separadas.

2288. Resolver la ecuación diferencial (x2 − y2)dx+ 2xydy = 0.

2289. Resolver la ecuación diferencial
(
2yey/x − x

)
y′ + 2x+ y = 0.

693. Ecuación diferencial con coeficientes lineales

2290. Sea la ecuación con coeficientes lineales

(ax+ by + c)dx+ (a′x+ b′y + c′)dy = 0.

Demostrar que si los coeficientes de dx y dy representan rectas secantes en
el punto (h, k), entonces la sustitución x = h + X, y = k + Y transforma
la ecuación en una homogénea, y que si representan rectas paralelas, la
sustitución z = ax+ by la transforma en una de variables separadas.

2291. Resolver la ecuación diferencial y′ =
4x− y + 7

2x+ y − 1
.

2292. Resolver la ecuación diferencial

(2x− 4y + 5)y′ + x− 2y + 3 = 0.

2293. Proporcionar un método para resolver ecuaciones de la forma:

y′ = F

(
ax+ by + c

a′x+ b′y + c′

)
.
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694. Ecuación diferencial exacta

Recordamos que la ecuación P (x, y)dx + Q(x.y)dy se llama diferencial
exacta si se verifica la relación Py = Qx. Además, supongamos que P (x, y),
Q(x, y) son continuas, aśı como sus derivadas parciales Py y Qx en un recinto
D simplemente conexo del plano y se verifica Py = Qx en D. En estas
hipótesis, se sabe que existe una función u = u(x, y) (única salvo constante
aditiva) tal que se verifica en D :

du = uxdx+ uy = Pdx+Qdy.

Entonces, la solución general de la ecuación diferencial exacta Pdx+Qdy = 0
es u(x, y) = C.

2294. Resolver la ecuación diferencial (3x2+6xy2)dx+(6x2y+4y3)dy = 0.

2295. Resolver la ecuación diferencial

log(y2 + 1) dx+
2y(x− 1)

y2 + 1
dy = 0.

2296. Resolver la ecuación diferencial (x2 + y2 + 2x) dx+ 2xy dy = 0.

695. Factores integrantes

Supongamos que la ecuación Pdx+Qdy = 0 no es diferencial exacta. Si
µ = µ(x, y) es una función tal que µPdx + µQdy = 0 es diferencial exacta,
decimos que µ es un factor integrante de la ecuación dada. La condición
para que µ = µ(x, y) sea factor integrante de la ecuación Pdx+Qdy = 0 es

∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x
,

o de manera equivalente

∂µ

∂y
P + µ

∂P

∂y
=
∂µ

∂x
Q+ µ

∂Q

∂x
.

Esta última ecuación diferencial en derivadas parciales será en principio más
dif́ıcil de resolver que la ecuación inicial dada, sin embargo es posible hallar
factores integrantes cuando conocemos a priori una forma particular de la
función µ.

2297. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(x) que dependa exclusivamente de x.
(b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial (1−xy)dx+(xy−x2)dy = 0.
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2298. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(y) que dependa exclusivamente de y.

(b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial
y

x
dx+ (y3 − log x)dy = 0.

2299. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(y2 − x2) que dependa de y2 − x2.
(b) Aplicación: hallar un factor integrante de la ecuación

(x+ y2 + 1)dx− 2xydy = 0.

2300. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0. Determinar la
relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga un factor integrante
µ = µ(x+ y2) que dependa exclusivamente de x+ y2.

2301. Se considera la ecuación diferencial Pdx+Qdy = 0.
(a) Determinar la relación que se ha de cumplir para que la ecuación tenga
un factor integrante µ = µ(x2 + y2) que dependa exclusivamente de x2 + y2.
(b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial xdx+ydy+x(xdy−ydx) = 0.

696. Ecuación diferencial lineal

2302. Demostrar que la solución general de la ecuación diferencial lineal
y′ + py = q es

ye
∫
pdx −

∫
qe

∫
pdxdx = C.

2303. Resolver la ecuación y′ = y tanx+ cosx.

2304. Resolver la ecuación lineal y′ + 2xy = 2xe−x
2
.

2305. Usando el método de variación de las constantes, resolver la ecua-

ción lineal y′ + 2xy = 2xe−x
2
.

2306. Resolver la ecuación
dy

dx
=

1

x cos y + sen 2y
.

2307. Demostrar que la solución general de la ecuación lineal completa
y′ + py = q se obtiene sumando a una solución particular todas las de la
homogénea.

2308. Resolver la ecuación 2xy′ − y = 3x2.
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2309. Usando el método de variación de las constantes, resolver la ecua-
ción lineal

dy

dx
+

2x+ 1

x
y = e−2x.

2310. Demostrar que si y1 e y2 son soluciones particulares de la ecuación
lineal y′ + py = q, entonces su solución general es

y − y2

y2 − y1
= C.

2311. Resolver la ecuación diferencial

x′ +
2tx

3 + t2
= et

con la condición inicial x(0) = 0. Escribir la solución en forma expĺıcita e
indicar su intervalo máximo de continuidad.
(Propuesto en examen, Amp. Mat., ETS de Ing. de Montes, UPM).

697. Ecuación diferencial de Bernoulli

2312. Resolver la ecuación diferencial xy′ = y + 2xy2.

2313. Demostrar que la ecuación de Bernoulli se reduce a una ecuación
lineal mediante la sustitución v = y1−n.

2314. Resolver la ecuación diferencial x3y′ = 2x2y + y3.

698. Ecuación diferencial de Riccati

2315. Resolver la ecuación y′+xy2− (2x2 +1)y+x3 +x−1 = 0, sabiendo
que tiene la solución particular y1 = x.

2316. Se considera la ecuación de Riccati:

y′ = y2 − 1

x
y − 1

x2
.

(a) Encontrar una solución de la forma y = xm con m real.
(b) Encontrar la solución particular y = y(x) que verifica y(1) = 2.

2317. Demostrar que si y1 es una solución particular de la ecuación de

Riccati y′ = py2 + qy+ r, entonces la sustitución y = y1 +
1

v
la trasforma en

lineal.

2318. Hallar una solución de la ecuación diferencial (x2y2+1)dx+2x2dy =
0, de la forma y = a/x.
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699. Cambios de variable

2319. Demostrar que sustitución z = ax+ by transforma la ecuación y′ =
f(ax+ by + c), en una de variables separadas.

2320. Demostrar que la expresión xdx + ydy, se transforma mediante la
sustitución u = x2 + y2 en du/2.

2321. Efectuar una adecuada sustitución que transforme la siguiente ecua-
ción en una de variables separadas

(xy + 1)dx+ 2x(2xy − 1)dy = 0.

2322. Efectuar el cambio de variable y = v− x para transformar la ecua-
ción (x+ y)dx+ dy = 0 en una de variables separadas, e integrarla.

2323. a) Demostrar que toda ecuación del tipo xy′ − y = f(x)g(y/x) se
transforma en una de variables separadas mediante la sustitución y = vx.
b) Aplicación: resolver la ecuación diferencial

xy′ − y = 2x
y2 − x2

x4 − 1
.

2324. Demostrar que la expresión xdy − ydx, se transforma mediante la
sustitución v = x/y en −x2dv/v2 y mediante v = y/x en x2dv.

700. Ecuación diferencial con paso a polares

2325. (a) Expresar xdx+ ydy y xdy − ydx en coordenadas polares.
(b) Como aplicación, resolver la ecuación

(x2 + y2)(xdx+ ydy) + (x2 + y2 − 2x+ 2y).

701. Máquina quitanieves

2326. Una máquina quitanieves desplaza un volumen de V (m3/ hora),
barriendo una anchura a (m) de la carretera. Su velocidad cuando avanza
por la carretera vaŕıa según la cantidad de nieve precipitada para mantener
V constante en el tiempo. Nieva regularmente, de manera que la altura de
nieve crece a razón de r (m/hora). Despues de empezar a nevar, la máquina
empieza la limpieza de la carretera en t = 0 (horas). Se pide:
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430 702 Lineal, Bernoulli y Riccati

(a) Plantear la ecuación diferencial que satisface la longitud de carretera
x(t) (Km) limpiada por la máquina. Determinar la solución.
(b) En la primera hora de trabajo, la máquina ha limpiado 2 Km de carretera
y en la segunda hora ha avanzado 1 Km más. Si la máquina empezó la
limpieza a las 12 h del mediod́ıa, determinar en qué momento empezó a
nevar.

702. Lineal, Bernoulli y Riccati

2327. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales, escribiendo
en cada caso la solución forma expĺıcita, y su intervalo de continuidad.

a) x′ =
t

1 + t2
x+ t, x(0) = 2.

b) x′ = − tx

1 + t2
− tx2, x(0) = 1/2.

c) x′ =
t− t3

4(1 + t2)
+

t3

1 + t2
x− tx2, x(0) = 1.

Indicación: la ecuación tiene una solución particular constante.

703. Cociente de factores integrantes

2328. Demostrar que si µ1 y µ2 son factores integrantes de la ecuación
diferencial

Pdx+Qdy = 0 (1)

entonces
µ2

µ1
= C con C constante es solución de (1).

704. Factor integrante de la forma µ = µ(xy2)

2329. (a) Demostrar que la ecuación diferencial

xdy + ydx+ (3x3y4)dy = 0 (E)

tiene un factor integrante de la forma µ = µ(xy2) y calcularlo.
(b) Verificar que la ecuación obtenida al multiplicar la ecuación (E) por µ,
es una ecuación diferencial exacta.
(c) Resolver la ecuación (E).
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705. Ecuación de Verhulst

A la ecuación diferencial

dP

dt
= rP

(
1− P

K

)
se la llama ecuación de Verhulst. P es la variable depenciente (población),
t la independiente (tiempo), r es el coeficiente de la razón de crecimiento
de la población (parámetro) y K la capacidad de carga del sistema (ĺımi-
tes territoriales y de recursos que tienen las poblaciones para poder seguir
creciendo).

Esta ecuación fue publicada por primera vez por el matemático belga
Pierre François Verhulst en 1838 y modeliza crecimiento de poblaciones, pro-
pagación de enfermedades epidémicas, difusión en redes sociales, economı́a,
etc.

2330. Demostrar que la solución de la ecuación de Verhulst con la condi-
ción inicial P (0) = P0 es

P (t) =
KP0e

rt

K + P0 (ert − 1)
.

2331. Demostrar que cuando el tiempo aumenta indefinidamente, la po-
blación tiende a la capacidad de carga.

706. Ley de absorción de Lambert

2332. La ley de absorción de Lambert asegura que la tasa de absorción de
luz relativa a una profundidad x de un material translúcido es proporcional
a la intensidad I en tal profuncidad x. Es decir,

dI

dx
= −kI (Ley de absorción de Lambert).

Supongamos que la intensidad I a una profundidad de 30 pies es 4/9 de la
intensidad en la superficie. Encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies.

707. Diferencial exacta por simplificación

2333. Resolver la ecuación diferencial (xy+y log y)dx+(xy+x log x)dy =
0.
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Caṕıtulo 39

Transformadas de Laplace

708. Concepto de transformada de Laplace

2334. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = 1.

2335. Calcular L{t}.

2336. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = eat.

2337. Calcular L{sen bt}.

2338. Demostrar que L{cos bt} =
s

s2 + b2
.

709. Funciones de orden exponencial

2339. Una función f : (0,+∞) → R se dice que es de orden exponencial
si, y sólo si existen α ∈ R, t0 > 0, M > 0 tales que

|f(t)| < Meαt si t > t0.

Demostrar que toda función acotada es de orden exponencial.

2340. Demostrar que sen bt y cos bt son de orden exponencial.

2341. Demostrar que f(t) = eat sen bt es de orden exponencial.

2342. Demostrar que f(t) = tn con n entero positivo, es de orden expo-
nencial.

2343. Demostrar que f(t) = et
2

no es de orden exponencial.
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710. Existencia y linealidad de la transformada de
Laplace

2344. Demostrar el teorema de existencia de la transformada de Laplace:
Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo intervalo [0, b]
con b > 0, y de orden exponencial, es decir existen α ∈ R, t0 > 0, M > 0
tales que

|f(t)| < Meαt si t > t0.

Entonces, existe L{f(t)} = F (s) =

∫ +∞

0
e−stf(t) dt para s > α.

2345. Demostrar el teorema de linealidad de la transformada de Laplace:
Sean f y g dos funciones para las que existe la transformada de Laplace y
λ, µ ∈ R. Entonces

L{λf + µg} = λL{f}+ µL{g}.

2346. Usando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace,
hallar L{sen3 bt}.

711. Transformada de Laplace de las derivadas

2347. Sea f : [0,+∞)→ R una función continua y de orden exponencial
eαt. Sea f ′ continua a trozos en todo intervalo [0, b]. Demostrar que existe
L{f ′(t)} para todo s > α y además

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0).

Nota. En general se verifica:
Sea f : [0,+∞)→ R una función con derivadas continuas hasta orden n− 1
y todas ellas de orden exponencial eαt. Sea f (n) continua a trozos en todo
intervalo [0, b]. Entonces, existe L{f (n)(t)} para todo s > α y además

L{f (n)(t)} = snL{f(t)}−sn−1f(0)−sn−2f ′(0)−sn−3f ′′(0)− . . .−f (n−1)(0).

2348. Sabiendo que L{sen2 bt} =
2b2

s(s2 + 4b2)
, hallar L{sen bt cos bt}.

2349. Sabiendo que L{t2} =
2

s3
, hallar L{t4}.

2350. Sabiendo que L{t4} =
24

s5
, hallar L{t8}.
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712. Propiedades de traslación

2351. Demostrar la primera propiedad de traslación de las transformadas
de Laplace:
Supongamos que f es una función tal que existe F (s) = L{f(t)} para s > α.
Entonces, se verifica

L{eatf(t)} = F (s− a) si s > α+ a.

2352. Demostrar la segunda propiedad de traslación de las transformadas
de Laplace:
Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo intervalo [0, b]
y de orden exponencial eαt. Sea L{f(t)} = F (s), s > α y definamos para
a > 0 :

g(t) =

{
0 si 0 < t < a

f(t− a) si t > a.

Entonces, L{g(t)} = e−asF (s).

2353. Sabiendo que L{t2} = F (s) =
2

s3
si s > 0, hallar L{eatt2}.

2354. Sabiendo que L{sen t} = F (s) =
1

s2 + 1
si s > 0, hallar L{eat sen t}.

2355. Hallar L{g(t)}, siendo

g(t) =

{
0 si 0 < t < π/2

cos t si t > π/2.

713. Derivadas de las transformadas de Laplace

2356. Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo inter-
valo [0, b] y de orden exponencial eαt. Demostrar que si L{f(t)} = F (s) para
s > α, se verifica

L{tnf(t)} = (−1)n
dn

dsn
F (s) si s > α.

2357. Calcular L{t2 sen bt}.

2358. Calcular L{t4eat}.
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714. Transformada inversa de Laplace

2359. Calcular L−1

{
s

s2 + 9

}
.

2360. Demostrar la propiedad de linealidad para la trasformada inversa
de Laplace.

2361. Hallar la transformada inversa de Laplace de F (s) =
1

s2 + 4s+ 9
.

2362. Calcular L−1

{
2s

(s− 2) (s2 + 4)

}
.

2363. Hallar la transformada de Laplace de la función

g(t) =


1 si 0 < t < 2
3 si t = 2
1 si t ≥ 2.

Concluir que la trasformada inversa de Laplace de una función, no es única.

2364. Calcular L−1

{
2s2 − 4

(s+ 1) (s− 2) (s− 3)

}
.

715. Convolución de dos funciones

2365. Demostrar que la convolución es conmutativa.

2366. Usando la convolución, hallar L−1

{
1

s(s2 + 1)

}
.

716. Aplicación a la resolución de ecuaciones

2367. Resolver la ecuación x′ − 2x = e5t, x(0) = 3.

2368. Resolver la ecuación

x′′ − 5x′ + 4x = 4, x(0) = 0, x′(0) = 2.

2369. Resolver la ecuación

x′′′ + x′ = et, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

2370. Resolver el problema de valor inicial{
x′ = 6x− 3y + 8et

y′ = 2x+ y + 4et,

{
x(0) = −1
y(0) = 0.

2371. Resolver la ecuación x′ − 2x = e5t.
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717. Cambio de escala

2372. Sea f : (0,+∞) → R una función continua a trozos en todo inter-
valo y de orden exponencial. Supongamos que L{f(t)} = F (s). Demostrar
que

L{f(at)} =
1

a
F
(s
a

)
, a > 0.

A esta propiedad se la llama propiedad del cambio de escala.

718. Transformada de una integral

2373. Transformada de Laplace de la integral. Sea f : (0,+∞) → R una
función continua a trozos en todo intervalo y de orden exponencial. Demos-
trar que

L{f(t)} = F (s)⇒ L{
∫ t

0
f(u) du} =

F (s)

s
.

719. Relación con la funcción Γ

2374. Sea q > −1 número real. Demostrar que L{tq} =
Γ(q + 1)

sq+1
, s > 0.

720. Función unitaria de Heaviside

2375. Se llama función escala unitaria o función unitaria de Heaviside, a
la función

U(t− a) =

{
0 si t < a
1 si t > a

Calcular L{U(t− a)} .

2376. Se define para ε > 0 la función

fε(t) =

{
1/ε si 0 ≤ t ≤ ε
0 si t > ε

(a) Calcular L{fε(t)} .
(b) Calcular ĺım

ε→0
L{fε(t)} .
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Caṕıtulo 40

Miscelánea de ecuaciones
diferenciales

721. Trayectorias ortogonales y oblicuas

2377. Determinar las trayectorias ortogonales de:
(a) La familia de parábolas y = ax2.
(b) La familia de circunferencias x2 + y2 − 2ax = 0.

2378. Hallar la familia de trayectorias oblicuas que corta a la familia de
rectas y = ax formando un ángulo de π/4.

722. Ecuación de Clairaut

2379. Se llama ecuación de Clairaut a toda ecuación de la forma

y = y′x+ f
(
y′
)
.

Denotando p = y′ la ecuación de queda en la forma

y = px+ f(p). (∗)
Demostrar que una solución general de la ecuación de Clairaut es y = Cx+
f(C).

2380. Demostrar que {
x = −f ′(p)
y = −pf ′(p) + f(p)

son las ecuaciones paramétricas de una solución singular de la ecuación de
Clairaut, y que es además la única solución singular.

2381. Resolver la ecuación y = y′x+
a

y′
.
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723. Ecuación de Lagrange

2382. Se llama ecuación diferencial de Lagrange (o de D’Alembert), a toda
ecuación de la forma y = xg(y′) + f(y′). Denotando p = y′, la ecuación se
escribe en la forma

y = xg(p) + f(p). (∗)

Nota. Para g(p) = p obtenemos la ecuación de Clairaut.

Demostrar que derivando respecto de x la ecuación de Lagrange, obtenemos
una ecuación lineal en x como función de p. Concluir que la solución general
de la ecuación de Lagrange se puede expresar en la forma{

x = x(p, C)

y = x(p, C)g(p) + f(p)

con p parámetro.

2383. Hallar la solución general en forma implicita de la ecuación

y = x+
(
y′
)2 − 2

3

(
y′
)3
.

2384. Hallar la solución general de la ecuación

y = 2xy′ + log y′.

724. EDO lin. homog. con coef. const.

Recordamos algunas definiciones y resultados teóricos:
Definición. Se llama ecuación diferencial lineal real ordinaria con coeficientes
constantes y de orden n a toda ecuación de la forma:

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a2x

′′ + a1x
′ + a0x = 0, (1)

en donde ai (i = 0, 1, . . . , n− 1) son constantes reales y x = x(t) es función
real de la variable real t.
Teorema. (a) El conjunto S de las funciones x;R→ R que son soluciones de
la ecuación diferencial (1) tiene estructura de espacio vectorial real con las
operaciones usuales. (b) dimS = n.
Nota. Como consecuencia, encontrando una base B = {x1(t), . . . , xn(t)} de
S tendremos resuelta la ecuación pues todas las soluciones de (1) vendrán
expresadas en la forma

x(t) = C1x1(t) + . . .+ Cnxn(t) (C1, . . . , Cn ∈ R).
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Definición. Se llama ecuación caracteŕıstica de la ecuación diferencial (1) a
la ecuación algebraica

λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0.

Método. Se demuestra que se obtiene una base del espacio de las soluciones
de una ecuación diferencial lineal real homogénea de coeficientes constantes,
eligiendo funciones de las siguiente manera:
(a) Por cada ráız real simple λ de la ecuación caracteŕıstica elegimos la
función eλt.
(b) Por cada ráız real λ de multiplicidad k de la ecuación caracteŕıstica
elegimos las funciones

eλt , teλt , t2eλt , . . . , tk−1eλt.

(c) Por cada ráız compleja a+bi simple de la ecuación caracteŕıstica elegimos
las funciones

eat cos bt , eat sin bt.

(d) Por cada ráız compleja a + bi de multiplicidad k de la ecuación carac-
teŕıstica elegimos las funciones

eat cos bt , teat cos bt , t2 cos bt . . . . , tk−1eat cos bt,

y las funciones

eat sin bt , teat sin bt , t2 sin bt . . . . , tk−1eat sin bt.

Nota. Como la ecuación caracteŕıstica tiene coeficientes reales por cada ráız
compleja a+bi, aparece su conjugada a−bi. Por esta conjugada no elegimos
ninguna función.

2385. Hallar la solución general de la ecuación diferencial x′′′−2x′′−3x′ =
0.

2386. Hallar la solución general de la ecuación diferencial x′′′+2x′′+x′ =
0. Hallar la solución particular que cumple x(0) = 4, x′(0) = 2, x′′(0) = −7.

2387. Hallar la solución general de la ecuación diferencial x′′′ + 4x′′ +
13x′ = 0.

2388. Hallar la solución general de la ecuación diferencial

x(4) + 4x(3) + 8x′′ + 8x′ + 4x = 0.

2389. Encontrar una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficien-
tes constantes que tenga las soluciones: cosh t sin t, sinh t cos t, t.
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725. EDO lin. no homog, con coef. const.

Recordamos los siguientes resultados teóricos:
Teorema. Consideremos la ecuación diferencial ordinaria lineal, no homogénea,
con coeficientes reales constantes y de orden n:

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1x

′ + a0x = b(t), (1)

en donde t es la variable independiente, x la dependiente y b(t) representa
una función continua de R en R. La correspondiente ecuación homogénea
asociada es por tanto

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1x

′ + a0x = 0. (2)

Entonces, todas las soluciones de la ecuación completa (1) se obtienen su-
mando a una solución particular de esta todas las de la homogénea (2).
Teorema (Método de selección de soluciones particulares). Si b(t) es una
función de la forma

b(t) = eαt (Pk(t) cosβt+Qr(t) sinβt) . (3)

con Pk, Qr polinomios de grados k, r respectivamente, y α, β ∈ R, entonces,
una solución particular de la ecuación (1) es de la forma:

xp(t) = tseαt
(
P̃d(t) cosβt+ Q̃d(t) sinβt

)
,

en donde:
(i) P̃d, Q̃d son polinomios con coeficientes indeterminados ambos de grado
d = máx {k, r} .
(ii) s es el orden de multiplicidad de α+ βi como ráız de la ecuación carac-
teŕıstica λn + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0.

2390. Hallar la solución general de la ecuación

x′′′ − x′′ + x′ − x = t2 + t.

2391. Hallar la solución general de la ecuación

x′′′ − x′′ = 12t2 + 6t.

2392. Hallar la solución general de la ecuación

x′′ − 6x′ + 9x = 25et sin t.

2393. Resolver la ecuación diferencial x′′+ x = sin2 t, con las condiciones
iniciales x(0) = 0, x′(0) = 1.
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726. Ecuación diferencial equivalente a un sistema

2394. Se considera la ecuación diferencial lineal real de coeficientes cons-
tantes

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1x

′ + a0x = 0.

(a) Transformarla en un sistema diferencial de primer orden.
(b) Usando el apartado anterior, resolver el problema de valor inicial

x′′′ − x′′ − 8x′ + 12x = 0 , x(0) = 0, x′(0) = 1, x′′(0) = −2.

727. Ecuación de Euler

2395. Se llama ecuación de Euler a toda ecuación de la forma

ant
nx(n) + an−1t

n−1x(n−1) + · · ·+ a1tx
′ + a0x = 0,

en donde ai son números reales con an 6= 0 y x es función de t.
Demostrar que el cambio de variable independiente de x(t) a x(u) definido
por t = expu transforma la ecuación de Euler t2x′′ + atx′ + bx = 0 en una
ecuación lineal de segundo orden con coeficientes constantes.

2396. Resolver la ecuación t2x′′ + 2tx′ − 2x = 0 con x(1) = 0, x′(1) = 1.

2397. Resolver la ecuación de Euler t2x′′ + 2tx′ − 2x = 0 del problema
anterior ensayando soluciones de la forma x(t) = tk.

728. Independencia funcional

Recordamos las siguientes definiciones:
Definición. Sea I = [a, b] un intervalo cerrado de la recta real, K el cuerpo
R o C, y

V = {v : I → K : v ∈ C1(I)},

el espacio vectorial sobre K de las funciones v con derivada continua en I.
Sea el espacio vectorial producto V m con m entero positivo. Es decir, cada
vector de V m es una n-upla de funciones de V.
Definición. Se dice que los vectores v1, v2, . . . , vp de V m son funcionalmente
independientes, si

f1v
1 + f2v

2 + · · ·+ fpv
p = 0 con f1, f2, . . . , fp ∈ V

⇒ f1 = f2 = . . . = fp = 0.

En caso contrario, se dice que son funcionalmente dependientes.
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2398. Demostrar que si v1, v2, . . . , vp son funcionalmente independientes,
también son linealmente independientes.

2399. Demostrar que

v1 =


e−t

0
−1
e−t

 , v2 =


0
t2

0
−1

 , v3 =


1
t2

−e−t
0


son linealmente independientes en [0, 1], pero funcionalmente dependientes.

729. Cálculo de la matriz exponencial

2400. Hallar etA, siendo A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

2401. Hallar etA, siendo A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 .
2402. Hallar etA, siendo A =

[
3 −1
13 −3

]
.

730. Matriz exponencial e inversa de I + tA

2403. Se considera la matriz A =


1 0 1 0
0 −1 0 −1
1 0 −1 0
0 −1 0 1

 .
(a) Calcular etA.
(b) Calcular (I + tA)−1.

731. Tres propiedades de la matriz exponencial

2404. (a) Demostrar que si etA = etB para todo t entonces es A = B.
(b) Demostrar que si A es simétrica (AT = A) entonces etA es simétrica
para todo t. Enunciar el rećıproco y estudiar su validez.
(c) Demostrar que si A es antisimétrica (AT = −A)) entonces etA es orto-
gonal (MT = M−1) para todo t. Enunciar el rećıproco y estudiar su validez.
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732. Forma de Jordan asociada a una ecuación di-
ferencial

2405. 1.- Escribir la solución general de la ecuación diferencial

x(6) − 6x(4) + 12x′′ − 8x = 0.

2.- Escribir justificadamente la forma de Jordan J de la matriz

A =



0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
8 0 −12 0 6 0

 .

733. Sist. dif. lin. homog. con coefs. const.

Recordemos el siguiente teorema: sea el sistema diferencial lineal ho-
mogéneo con coeficientes constantes:

S ≡


x′1 = a11x1 + . . .+ a1nxn

. . .
x′n = an1x1 + . . .+ annxn

que se puede expresar matricialmente en la forma X ′ = AX en donde:

X =

x1
...
xn

 , X ′ =
x
′
1
...
x′n

 , A =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 .

Entonces, dados t0 ∈ R y X0 ∈ Rn, existe solución única de S que satisface
X(t0) = X0. Dicha solución es X(t) = e(t−t0)AX0.

Resolver los siguientes sistemas diferenciales:

2406.


x′1 = 2x1 + x2 + x3

x′2 = x1 + 2x2 + x3

x′3 = x1 + x2 + 2x3

con la condición inicial


x1(1) = 1
x2(1) = 0
x3(1) = 3.

2407.

x′1x′2
x′3

 =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

x1

x2

x3

 .
2408.

[
x′

y′

]
=

[
3 −1
13 −3

] [
x
y

]
con la condición inicial

[
x(0)
y(0)

]
=

[
2
2

]
.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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734. Sist. dif. lin. no homog. con coefs. const.

Recordemos el siguiente teorema: sea el sistema diferencial lineal no ho-
mogéneo con coeficientes constantes X ′ = AX + b(t) en donde A ∈ Rn×n y
b : R→ Rn es una función continua. Entonces, dado t0 ∈ R y X0 ∈ Rn, exis-
te una única solución del sistema cumpliendo X(t0) = X0. Dicha solución
es

X(t) = e(t−t0)AX0 +

∫ t

t0

e(t−s)Ab(s) ds. (1)

2409. Resolver el sistema diferencial:

X ′ =

[
4 1
−2 1

]
X +

[
0
−2et

]
,

con la condición X(0) =

[
1
0

]
.

2410. Resolver el sistema diferencial:

X ′ =

−1 0 0
0 2 1
0 0 2

X +

t1
0

 ,

con la condición X(0) =

 0
1
−1

 .

735. Soluciones acotadas de un sistema diferencial

2411. Dado el sistema diferencial X ′(t) = AX(t) con

A =

 6 −1 4
8 −2 4
−4 1 −2

 ,

calcula el conjunto de condiciones iniciales (x0, y0, z0)t que dan lugar a so-
luciones acotadas.
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736. Polinomio de Taylor de una solución de una
EDO

2412. Calcular el polinomio de Taylor de cuarto grado (centrado en el
origen) de la solución x(t) del problema de valor inicial

x′(t) = log(1 + t+ x),

x(0) = 0.

737. Una ecuación en diferencias finitas

2413. Resolver la ecuación en diferencias finitas

x(m+ 2) + 2x(m+ 1) + x(m) = m2

con la condición inicial x(0) = 1, x(1) = 0.

738. Un sistema en diferencias finitas

2414. Resolver el sistema de ecuaciones en diferencias finitas{
x(m+ 1) = x(m)− 2y(m)
y(m+ 1) = 2x(m)− y(m)

con la condición inicial x(0) = 1, y(0) = 0.

739. Ecuación diferencial por serie de potencias

2415. Se considera la ecuación diferencial y′′(x) + y(x) = x. Sea y(x)
solución de la ecuación que se puede expresar como suma de una serie entera
convergente en R. Determinar expĺıcitamente todas las funciones y(x).

740. Teorema de existencia y unicidad de solucio-
nes

2416. Se considera el siguiente teorema de existencia y unicidad de las
soluciones de una ecuación diferencial:

Teorema. Sea D ⊂ R2 un dominio y f : D → R tal que f y
∂f

∂y
son continuas

en D. Sea (x0, y0) ∈ D. Entonces, existe una única solución de la ecuación
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diferencial y′ = f(x, y) que pasa por (x0, y0).

1. Aplicando el teorema anterior, estudiar en que subconjuntos de R2 las
siguientes ecuaciones admiten solución única

(a) y′ = x2 + y3. (b) y′ =
1

y2
. (c) y′ =

y + 1

x− y
. (d) y′ =

3

2
y2/3.

2. Comprobar que tanto ϕ(x) = x3/8 como ψ(x) = 0 son soluciones de

la ecuación diferencial y′ =
3

2
y2/3 que pasan por (0, 0). ¿Supone esto una

contradicción?

741. Acotación por eαt para un sistema diferencial

2417. Sea A ∈ Rn×n , con n valores propios distintos y la parte real de
cada valor propio λ es menor que algún número negativo α. Demuestre que
para cada solución de X ′(t) = Ax(t), existe t0 > 0 tal que

‖X(t)‖ < eαt si t0 ≤ t.

742. Ecuación de Legendre

Se llama ecuación de Legendre a la ecuación diferencial

(1− x2)y′′ − 2xy′ + α(α+ 1)y = 0 (L)

con α real.

2418. Demostrar que la ecuación de Legendre se puede escribir en la forma(
(x2 − 1)y′

)′
= α(α+ 1)y.

2419. Demostrar que la ecuación de Legendre se puede escribir en la forma
T (y) = λy con λ = α(α+ 1) y T un operador de Sturm-Liouville.

2420. Demostrar que la ecuación de Legendre tiene dos soluciones anaĺıti-
cas en el intervalo (−1, 1) y que son linealmente independientes.

2421. Demostrar que y =
∑

n≥0 anx
n es solución de la ecuación de Le-

gendre si y sólo si se verifica

an+2 = −(α− n)(n+ α+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
an ∀n ≥ 0. (∗)

2422. Determinar an en función de a0 para n par y en función de a1 para
n impar.

2423. Determinar dos soluciones linealmente independientes de (L) en el
intervalo (−1, 1) y deducir la solución general.
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743. EDO por cambio de variable independiente

2424. Para 0 < x < 1 consideremos la ecuación diferencial

x(1− x2)2y′′ − (1− x2)2y′ + 5x3y = 0.

Resolverla usando el cambio de variable independiente t = −1

2
ln(1− x2).

744. Variación de las constantes para x′′+x = 1/ cos t

2425. Usando el método de variación de las constantes hallar la solución
general de la ecuación diferencial

x′′ + x =
1

cos t

745. Sistema diferencial dependiente de un paráme-
tro

2426. Resolver el sistema diferencial{
x′ = cx+ y + 2

y′ = −c2x− cy + 1
(c ∈ R).

746. EDO con coeficientes anaĺıticos

En los siguientes problemas vamos a demostrar que la ecuación diferen-
cial homogénea de segundo orden y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 con coeficientes
anaĺıticos p(x) y q(x) en un intervalo (x0 − r, x0 + r) tiene dos soluciones
anaĺıticas y linealmente independientes en el mismo intervalo y damos un
ejemplo de aplicación.

2427. Se considera la ecuación diferencial

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (E)

en donde las funciones p y q son anaĺıticas en el intervalo I = (x0−r, x0 +r)
con desarrollos

p(x) =
+∞∑
n=0

bn(x− x0)n, q(x) =
+∞∑
n=0

cn(x− x0)n.
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Supongamos que y(x) es una solución de (E) anaĺıtica en I, esto es

y(x) =

+∞∑
n=0

an(x− x0)n.

Demostrar que se verifican las relaciones de recurrencia

(n+2)(n+1)an+2 = −
n∑
k=0

[(k + 1)ak+1bn−k + akcn−k] , ∀n = 0, 1, 2, . . . . (∗)

2428. Las relaciones recurrentes anteriores definen an+2 en función de los
coeficientes a0, a1, . . . , an+1 y de los de p(x) y q(x) y por ende, a2, a3, a4, . . .
en función de a0, a1 y de los de p(x) y q(x). Demostrar que la serie

+∞∑
n=0

an(x− x0)n

es convergente en I, con lo cual estará demostrado que y(x) es solución de
(E).

2429. Demostrar que existen dos funciones anaĺıticas de (E) que son li-
nealmente independientes.
Nota. En general, se puede demostrar que para la ecuación homogénea

y(n) + pn−1(x)y(n−1) + · · ·+ p1(x)y′ + p0y = 0 (n ≥ 1)

con coeficientes pn−1(x), . . . , p0(x) funciones anaĺıticas en el intervalo (x0 −
r, x0 + r), existen n funciones y1(x), . . . , yn(x) linealmente independientes y
anaĺıticas en dicho intervalo.

2430. Dar una solución general de la ecuación diferencial y′′−xy′+4y = 0
que sea anaĺıtica en R. Expresarla como combinación lineal de dos funciones
linealmente independientes.

747. Iteraciones de Picard

Recordamos el teorema de Picard:
Sea f(x, y) una función definida en el rectángulo

R =
{

(x, y) ∈ R2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b
}
, (a > 0, b > 0).

Supongamos que
(i) f es continua en R (por tanto acotada en el compacto R, es decir existe
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K > 0 tal que |f(x, y)| ≤ K para todo (x, y) ∈ R).
(ii) f es Lipschitziana en R, i.e. existe L > 0 tal que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| , ∀(x, yi) ∈ R.

Entonces, existe una única solución y = y(x) del problema de valor inicial
y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

2431. (a) Verificar que se verifican las hipótesis del teorema de Picard
para el problema de valor inicial

y′ = 2x(1− y), y(0) = 2. (1)

(b) Resolver el problema (1) usando iteraciones de Picard.
(c) Verificar que la solución hallada es válida en I = (−∞,+∞).

748. Variación de las constantes para x′′+ P (t)x′+
Q(t)x = cos t

2432. Si la ecuación diferencial x′′ + P (t)x′ + Q(t)x = 0 tiene como so-
luciones ϕ1(t) = sin2 t y ϕ2(t) = sin t, encontrar una solución particular
de

x′′ + P (t)x′ +Q(t)x = cos t.
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Sistemas autónomos

749. Concepto de sistema autónomo

Recordamos la definición de sistema autónomo.
Definición. Sea M ⊂ Rn un conjunto abierto, v : M → Rn un campo
vectorial de clase al menos 1 y x0 ∈ Rn. Al sistema diferencial{

x′ = v(x)
x(0) = x0

(1)

se le llama sistema autónomo asociado al campo v con la condición inicial
x(0) = x0.

Denotando

x =

x1
...
xn

 , x′ =

x
′
1
...
x′n

 , v =

v1
...
vn

 , x0 =

x
1
0
...
xn0

 ,
podemos escribir (1) en la forma

x′1 = v1(x1, . . . , xn)
. . .

x′n = vn(x1, . . . , xn)


x1(0) = x1

0

. . .
xn(0) = xn0

(2)

Observación. Lo que caracteriza a un sistema autónomo es que en el segundo
miembro v(x) no aparece expĺıcitamente la variable independiente t.

2433. Analizar si el siguiente sistema diferencial es autónomo{
x′1 = 1 + x2

1

x′2 = −2x1x2

{
x1(0) = 0
x2(0) = 1.

2434. Analizar si el siguiente sistema diferencial es autónomo{
x′1 = x1 cos t
x′2 = −x1x2

{
x1(0) = 0
x2(0) = 0.

453
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750. Concepto de solución de un sistema autóno-
mo

Recordamos la definición de solución de un sistema autónomo.
Definición. Sea M ⊂ Rn un conjunto abierto, v : M → Rn un campo
vectorial de clase al menos 1, y x0 ∈ Rn

Sea J un intervalo real y ϕ : J → Rn una función. Se dice que ϕ es
solución del sistema autónomo {

x′ = v(x)
x(0) = x0

si, y sólo si se verifica:

1) 0 ∈ J.
2) ϕ(J) ⊂M.

3) ϕ es derivable en J

(
∃ϕ′(t) =

dϕ

dt

)
.

4) ϕ′(t) = v [ϕ(t)] ∀t ∈ J.
5) ϕ(0) = x0.

2435. Comprobar que la función

ϕ :
(
−π

2
,
π

2

)
→ R2, ϕ(t) =

[
tan t
cos2 t

]
es solución del sistema diferencial autónomo:{

x′1 = 1 + x2
1

x′2 = −2x1x2

{
x1(0) = 0
x2(0) = 1.

2436. Interpretar f́ısicamente el concepto de solución del sistema autóno-
mo {

x′ = v(x)
x(0) = x0.

751. Resolución de sistemas diferenciales autóno-
mos

2437. Resolver el sistema diferencial autónomo{
x′1 = cos2(x1 + x2)
x′2 = sen2(x1 + x2)

con

{
x1(0) = 0
x2(0) = 0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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2438. Resolver el sistema diferencial autónomo{
x′1 = 1 + x2

1

x′2 = −2x1x2
con

{
x1(0) = 0
x2(0) = 1.

2439. Resolver el sistema diferencial autónomo{
x′ = −y − x2y
y′ = x− xy2 con

{
x(0) = 1/2
y(0) = 0.

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas polares.

2440. Resolver el sistema diferencial
x′1 = −x2x3

x′2 = x1x3

x′3 = x2
1 + x2

2.

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas cilindricas.

2441. Resolver el sistema diferencial
x′ = −xz
y′ = −yz
z′ = x2 + y2.

Sugerencia. Efectuar un cambio a coordenadas esféricas.

2442. Resolver


x′1 = 2x1 + x2 + x3

x′2 = x1 + 2x2 + x3

x′3 = x1 + x2 + 2x3

con


x1(1) = 1
x2(1) = 0
x3(1) = 3.

2443. Resolver el sistema diferencial{
x′ = −y − x2y
y′ = x− xy2

con la condición inicial x(0) = 1/2, y(0) = 0. (Indicación: Pasar a coorde-
nadas polares).

2444. Resolver el sistema diferencial autónomo
x′1 = −x2x3

x′2 = x1x3

x′3 = x2
1 + x2

2.

Indicación: pasar a coordenadas ciĺındricas.

2445. Resolver el sistema diferencial autónomo
x′ = −xz
y′ = −yz

z′ = x2 + y2.

Indicación: pasar a coordenadas esféricas.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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752. Cálculo de un difeomorfismo enderezante

2446. Hallar un difeomorfismo enderezante f para el sistema diferencial{
x′1 = 1 + x2

1

x′2 = −2x1x2

y que cumpla f(0, b) = (0, b) (para cada b). Comprobar.

753. Estabilidad: método directo de Lyapunov

2447. Analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0, 0) para los siste-
mas

(a)

{
x′ = −y − x3

y′ = x− y3.
(b)

{
x′ = −xy4

y′ = yx4.

754. Función de Liapunov y teorema de Poincaré

2448. 1. Enunciado y demostración de la triple caracterización de las in-
tegrales primeras para sistemas diferenciales autónomos de primer orden.
Aplicación: Comprobar que f(x, y) = e−x

2
(y2 − 1) es integral primera para

S, siendo S : x′ = y, y′ = xy2 − x.

2. Enunciado del método directo de Liapunov para la estabilidad de los pun-
tos de equilibrio en los sistemas diferenciales autónomos de primer orden.
Aplicación: Comprobar que f(x, y) = e−x

2
(y2− 1) es una función de Liapu-

nov para (0, 0) en el sistema S.

3. Enunciado del Teorema de Poincaré (relación entre las órbitas cerradas y
los puntos de equilibrio).
Aplicación: Demostrar que S no tiene órbitas cerradas contenidas ni par-
cialmente contenidas en el semiplano y ≥ 1 ni en el semiplano y ≤ −1 .

755. Sistema autónomo: dibujo de una órbita

2449. Dibujar la órbita que pasa por el punto (0, 2) en el sistema diferen-
cial autónomo {

x′ = 1 + x2

y′ = −2xy.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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756. Órbita con paso a polares

2450. Dibujar la órbita que pasa por el punto (1, 0) en el sistema diferen-
cial {

x′ = −y − xy
y′ = x+ x2.

757. Soluciones periódicas y órbita

2451. (i) Hallar el valor de α para que el problema de valor inicial

x′′(t) + αx(t) = 0 x(0) = 1, x′(0) = 0,

tenga soluciones periódicas de periodo T = π.
(ii) Para ese valor de α determinar una ecuación impĺıcita de la órbita que
pasa por el punto (1, 0) en el sistema diferencial lineal asociado a la ecuación
diferencial anterior.

758. Tres órbitas en un conjunto de nivel

2452. Dado el sistema {
x′ = y2

y′ = x2

determinar una integral primera F (x, y) no constante del mismo. Compro-
bar. Dibujar las órbitas que determina el conjunto de nivel que pasa por el
origen.

759. Integral primera y órbita circular

2453. Hallar una integral primera no constante definida en un conjunto
lo más amplio posible del plano de fases para el sistema diferencial{

x′ = 3y + x2y
y′ = −4x+ xy2.

Comprobar el resultado. Hallar las órbitas circulares.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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760. Estabilidad en el interior de una elipse

2454. Especificar y representar el espacio de fases del sistema diferencial

x′ = x2 − y
y′ = log(6− 2x2 − 3y2).

Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

761. Teorema de Poincaré-Bendixson

2455. 1. Enunciar el Teorema de Bendixson. Aplicarlo al sistema:

S :

{
x′1 = x1 − x2 − x3

1

x′2 = x1 + x2 − x3
2.

2. Enunciar el Teorema de Poincaré. Hallar los puntos de equilibrio de S
y aplicar dicho teorema a este sistema (puede ser útil dibujar las curvas
x1 − x2 − x3

1 = 0 y x1 + x2 − x3
2 = 0).

3. Enunciar el Teorema de Poincaré-Bendixson. Demostrar que la corona
circular 1 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 2 cumple las hipótesis de este teorema en relación al

sistema S. Concluir.

762. Teorema de Bendixson-Dulac, órbitas cerra-
das

2456. (a) Aplicar el teorema de Bendixson a los sistemas

(i)

{
x′1 = ex1

x′2 = 1− x1.
(ii)

{
x′1 = x2

x′2 = 1− x2
1.

(iii)

{
x′ = −y − x+ x(x2 + y2)
y′ = x− y + y(x2 + y2).

(b) Usar el teorema de Bendixson para estudiar la existencia de órbitas
cerradas en el plano de fases M = R2 para el sistema

S ≡
{
x′ = 1− x2 − y2

y′ = 2xy.

(c) Aplicar la función de Dulac F (x, y) = x al sistema S para las misma
cuestión.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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763. Ecuación diferencial compleja

2457. Se considera la ecuación diferencial con condiciones iniciales

z′′ + cz = h(t) , z(0) = γ0, z
′(0) = γ1. (∗)

La incógnita es la función compleja z(t) (R → C), c, γ0, γ1 son números
complejos y h(t) una función compleja conocida (R→ C).

Por otro lado, se considera el sistema diferencial con condiciones iniciales{
x′′ + ax− by = f(t)
y′′ + bx+ ay = g(t)

,

{
x(0) = α0 , y(0) = β0

x′(0) = α1 , y
′(0) = β1.

(∗∗)

Las incógnitas son las funciones reales x(t), y(t) (R → R), α0, β0, α1, β1,
son números reales, y f(t), g(t) son funciones reales continuas conocidas
(R→ R).

Se supone que los problemas (∗) y (∗∗) están relacionados mediante

c = a+ ib, γ0 = α0 + iβ0, γ1 = α1 + iβ1, h(t) = f(t) + ig(t).

Se pide:
1. Enunciar con precisión un teorema que exprese la equivalencia entre los
problemas (∗) y (∗∗).
2. Demostrar el teorema anterior.
3. Aplicar el teorema para resolver el sistema diferencial{

x′′ − 2y = 10 cos t
y′′ + 2x = 10 sin t

con las condiciones iniciales x(0) = y(0) = y′(0) = 0, x′(0) = 1.

764. Prolongación en el tiempo a un conjunto

2458. Se considera el sistema{
x′1 = −x2 − x1(1− x2

1 − x2
2)

x′2 = x1 − x2(1− x2
1 − x2

2).

Demostrar que toda solución que pasa por un punto del ćırculo x2
1 + x2

2 < 1
no se puede prolongar en el tiempo al conjunto x2

1 + x2
2 > 1.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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765. Sistema gradiente y factor integrante

2459. Dado el sistema diferencial plano{
x′ = 4(x2 + xy)µ(x+ y)

y′ = (3x2 + 2xy − y2)µ(x+ y)

con µ : R→ R de clase C1(R), se pide
(i) Encontrar una función µ no idénticamente nula para que dicho sistema
sea un sistema gradiente.
(ii) Determinar una función potencial G : R2 → R para el sistema gradiente
del apartado (i).
(iii) Resolver la ecuación diferencial

4(x2 + xy) dx+ (3x2 + 2xy − y2) dy = 0.

766. Puntos atráıdos por el origen en un sistema
diferencial

2460. Determinar los puntos M(a, b, c) que son atráıdos por el origen
(cuanto t→ +∞) en el sistema diferencial X ′ = AX.

A =

0 2 3
2 1 2
3 2 0

 .
767. Configuración de centro en un sistema autóno-

mo

2461. Se considera el sistema diferencial X ′ = AX, con A =

[
1 −2
1 −1

]
. Se

pide:
(a) Escribir la forma general de la solución para resolver el sistema con la
condición inicial X(0) = (1, 0)t.
(b) Dibujar la órbita que pasa por el punto (1, 0).
(c) Calcular la matriz exponencial exp (tA).

768. Plano de fases de x′ = x, y′ = y2

2462. Se considera el sistema diferencial autónomo{
x′ = x
y′ = y2

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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(1) Determinar sus soluciones.
(2) Esbozar el plano de fases asociado al sistema.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Caṕıtulo 42

Cardinales

769. Conjuntos equivalentes

Recordamos que si A y B son dos conjuntos, se dice que A es equivalente
a B y se escribe A ∼ B si existe una aplicación biyectiva f : A → B. Un
conjunto A se dice que es finito si es vaćıo o es equivalente a {1, 2, . . . , n}
para algún n natural, en otro caso se dice que es infinito.

2463. Demostrar que los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {a, b, c} son equi-
valentes.

2464. Demostrar que los conjuntos N = {1, 2, 3, . . .} y P = {2, 4, 6, . . .}
son equivalentes.

2465. Demostrar que en cualquier clase C de conjuntos, la relación A ∼ B
es de equivalencia.

2466. Demostrar que (−1, 1) es equivalente al conjunto de los números
reales R. Para ello considerar la aplicación

f : (−1, 1)→ R, f(x) =
x

1− |x|
.

770. Conjuntos numerables y contables

Sea N = {1, 2, 3, . . .} el conjunto de los números naturales. Un conjunto
X se dice que es numerable o que tiene cardinalidad ℵ0, si X es equivalente
a N. Un conjunto X se dice que es contable si es finito o numerable.

2467. Demostrar que toda sucesión infinita a1, a2, a3, . . . formada por dis-
tintos términos dos a dos es numerable.
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2468. Demostrar que N× N es numerable.

2469. Demostrar que cada conjunto infinito contiene un conjunto nume-
rable.

2470. Demostrar que cualquier subconjunto de un conjunto contable es
contable.

2471. Demostrar que un conjunto es infinito si y sólo si es equivalente a
un subconjunto propio.

2472. Sea {A1, A2, . . .} una familia numerable y disjunta de conjuntos
numerables. Demostrar que ∪∞i=1Ai es numerable.

2473. Demostrar que si {Bi : i ∈ I} es una familia contable de conjuntos
contables, la unión, ∪i∈IBi es contable.

2474. Demostrar que el conjunto Q de los números racionales es numera-
ble.

2475. 1) Demostrar que el conjunto de los números algebraicos es conta-
ble.
2) Demostrar que el conjunto de los números trasdecendentes no es contable.

771. Potencia del continuo

2476. Demostrar que el intervalo [0, 1] no es numerable.

2477. Se dice que un conjunto X tiene la potencia del continuo o que
tiene cardinalidad c si es equivalente al intervalo [0, 1]. Demostrar que los
intervalos (0, 1), [0, 1) y (0, 1] tienen cardinalidad c.

2478. Sean a, b números reales con a < b. Demostrar que los intervalos
[a, b], (a, b), [a, b) y (a, b] tienen cardinalidad c.

2479. Demostrar que R tiene cardinalidad c.

772. Teorema de Cantor-Bernstein

2480. Demostrar el teorema de Cantor-Bernstein:
Sean A y B dos conjuntos tales que existen aplicaciones inyectivas f : A→ B
y g : B → A. Entonces, existe una biyección entre A y B.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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773. Orden en los cardinales

Si C la clase de todos los conjuntos. Sabemos que la relación en C ,
A ∼ B ⇔ existe una aplicación biyectiva de A en B, es de equivalencia.
Si A ∼ B decimos que A y B tienen la misma cardinalidad o el mismo
cardinal. Al cardinal de un conjunto A le denotamos por #A. Por tanto,
si A ∼ B tenemos #A = #B y si [A] representa el elemento del conjunto
cociente C / ∼ al que pertenece A, tiene sentido definir el cardinal de [A]
como #[A] = #A y a cada elemento de C / ∼ le llamamos cardinal.

2481. Demostrar que la relación en C / ∼ dada por

#[A] ≤ #[B]⇔ ∃B∗ ⊂ B : A ∼ B∗

está bien definida y es de orden.

2482. Sean α y β dos números cardinales. Demostrar que se verifica α ≤ β
o β ≤ α. Es decir, la clase de los cardinales está totalmente ordenada.

774. Teorema de Cantor

2483. Demostrar el teorema de Cantor: si A es un conjunto, entonces el
conjunto P(A) de las partes de A tiene cardinalidad mayor que A.

775. Suma de cardinales

2484. Si α y β son dos cardinales, demostrar que siempre existen conjun-
tos disjuntos A y B tales que α = |A| y β = |B|.

2485. Sean α y β dos cardinales y sean A y B conjuntos disjuntos tales que
α = |A| y β = |B| con A∩B = ∅. Se define su suma como α+ β := |A∪B|.
Demostrar que la definición no depende de los conjuntos A y B elegidos

2486. Suponiendo conocidos el significado de los cardinales 1, 2 y 3, cal-
cular 1 + 2.

En los siguientes problemas estudiamos propiedades de la suma de car-
dinales. Las letras α, β, γ designarán cardinales cualesquiera.

2487. α+ β = β + α.

2488. α+ (β + γ) = (α+ β) + γ.

2489. 0 + α = α.

2490. Si α1, α2, β1, β2 son cardinales, α1 ≤ α2 ∧ β1 ≤ β2 ⇒ α1 + β1 ≤
α2 + β2.

2491. ℵ0 + ℵ0 = ℵ0.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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776. Producto de cardinales

Sean α = |A|, y β = |B| dos cardinales. Se define su producto como
αβ = |A×B|.

2492. Demostrar que la operación está bien definida-

2493. Suponiendo conocidos el significado de los cardinales 2, 3 y 6, cal-
cular 2 · 3.

Para todo α, β, γ cardinales, demostrar las siguientes propiedades.

2494. αβ = βα.

2495. α(βγ) = (αβ)γ.

2496. 1α = α.

2497. α(β + γ) = αβ + αγ.

2498. Si α1, α2, β1, β2 son cardinales, α1 ≤ α2 ∧ β1 ≤ β2 ⇒ α1β1 ≤ α2β2.

2499. ℵ0ℵ0 = ℵ0.

777. Potenciación de cardinales

Sean A y B dos conjuntos y AB = {f : B → A con f aplicación}. Si A y
B son finitos con m y n elementos respectivamente, el número de elementos
de AB son las variaciones con repetición de m elementos tomados de n en n
es decir, V Rm,n = mn y por tanto |AB| = |A||B|. Generalizamos esto para
cardinales cualesquiera.

Sean α y β dos cardinales y sean A y B conjuntos tales que α = |A| y
β = |B|. Se define αβ := |AB|.

2500. Demostrar que la operación está bien definida.

Demostrar que para todo α, β, γ cardinales se verifica:

2501. αβ+γ = αβαγ .

2502. (αβ)γ = αγβγ .

2503. (αβ)γ = αβγ .

2504. Si α ≤ β, entonces αγ ≤ βγ .

2505. α2 = αα.

2506. Si X es un conjunto y P(X) el conjunto de las partes de X, se
verifica |P(X)| = 2|X|.

2507. Se verifica ℵℵ00 = 2ℵ0 .

2508. Se verifica c = 2ℵ0 .

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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Topoloǵıa

778. Concepto de espacio topológico

2509. Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}. Demostrar que T es
topoloǵıa en X, siendo T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4, 5}} .

2510. Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}. Demostrar que T no es
topoloǵıa en X, siendo T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}} .

2511. Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}. Demostrar que T no es
topoloǵıa en X, siendo T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 4, 5}} .

2512. Sea X 6= ∅ y T = P (X) (conjunto de las partes de X). Demostrar
que T es topoloǵıa en X. Se la llama topoloǵıa discreta.

2513. Sea X 6= ∅ y T = {∅, X} Demostrar que T es topoloǵıa en X. Se la
llama topoloǵıa indiscreta.

2514. Sea X 6= ∅ y T = {∅} ∪ {A ⊂ X : Ac es finito}. Demostrar que T
es topoloǵıa en X. Se la llama topoloǵıa de los complementos finitos.

2515. Sea X un conjunto y p ∈ X fijo. Demostrar que T = {∅} ∪ {A ⊂
X : p ∈ X} es un topoloǵıa en X. Se la llama topoloǵıa del punto particular.

2516. Para todo n ∈ N se define Sn = {n.n + 1, n + 2, . . .}. Demostrar
que T = {∅} ∪ {Sn : n ∈ N} es una topoloǵıa en N. Determinar todos los
abiertos que contienen al número natural n0.

2517. Demostrar que T = {∅,R} ∪ {Iq : q ∈ Q} con Iq = (0,+∞) no es
una topoloǵıa en R.

469



470 779 Puntos de acumulación

2518. Sea X 6= ∅ un conjunto e (Y, T ′) un espacio topológico. Sea f :
X → Y una aplicación. Demostrar que T = {f−1(G) : G ∈ T ′} es topoloǵıa
en X.

2519. Sea (X,T ) un espacio topológico tal que para todo x ∈ X el con-
junto unitario {x} es abierto. Demostrar que T es la topoloǵıa discreta.

2520. Sea X un conjunto infinito y T una topoloǵıa sobre X en la cual
todos los subconjuntos infinitos de X son abiertos. Demostrar que T es la
topoloǵıa discreta.

2521. Sea {Ti : i ∈ I} una familia de topoloǵıas en un conjunto X. De-
mostrar que la intersección T =

⋂
i Ti es también una topoloǵıa en X.

2522. Demostrar la unión de dos topoloǵıas en X no tiene por qué ser
topoloǵıa en X.

2523. Sean T y T ′ dos topoloǵıas en X. Se dice que T es menos fina que
T ′ o bien que T ′ es más fina que T, si T ⊂ T ′. Dado un conjunto X no vaćıo,
determinar la topoloǵıa más fina y la menos fina que se pueden definir en
X.

2524. Demostrar el siguiente teorema:
Teorema. Sea X un conjunto no vaćıo y sea

T (X) = {T : T es topoloǵıa en X} ⊂ P (P (X)) .
Entonces, (T (X),⊂) es un conjunto ordenado con primer y último elemento.
Si X es un conjunto con más de un elemento, (T (X),⊂) no está totalmente
ordenado.

2525. Sea X un conjunto no vaćıo y T una colección de subconjuntos
de X. Demostrar que T es una topoloǵıa en X si y sólo si se verifican los
axiomas:
[1) ∅, X ∈ T .
(2) Si A y B son elementos de T, entonces A ∩B ∈ T.
(3′) Si {Ai : i ∈ I} es una familia de elementos de T − {∅, X}, entonces⋃
i∈I Ai ∈ T.

2526. Para cada entero positivo n se considera el intervalo abierto de la
recta real In = (−n, n). Demostrar que (R, T ) es espacio topológico, en
donde T = {∅,R} ∪ {In : n = 1, 2, . . .}.

779. Puntos de acumulación

2527. Sea X un espacio topológico. Recordamos que un punto x ∈ X se
dice que es punto de acumulación o punto ĺımite de un subconjunto A de

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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X si para todo abierto G que contiene a x se verifica (G− {x}) ∩ A 6= ∅.
Al conjunto de los puntos de acumulación de A se le denota por A′ y se le
llama conjunto derivado de A.
Se considera el conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5} con la topoloǵıa

T = {∅, X, {1}, {3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4, 5}} .
Determinar el conjunto derivado de A = {1, 2, 3}.

2528. Sea X el espacio topológico indiscreto, es decir con la topoloǵıa
indiscreta TI . Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A
de X.

2529. Sea X el espacio topológico discreto, es decir con la topoloǵıa dis-
creta TD. Determinar el conjunto derivado de cualquier subconjunto A de
X.

2530. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico X. Demos-
trar que A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′.

2531. Sea A un subconjunto de un espacio topológico X. Demostrar que
x ∈ X no es punto de acumulación de A si y sólo si existe un abierto G tal
que x ∈ G y G ∩A ⊂ {x}.

2532. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico X. Demos-
trar que (A ∪B)′ = A′ ∪B′.

2533. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico X. Demos-
trar que (A ∩B)′ ⊂ A′ ∩B′.

2534. Encontrar un caso en el que no se verifique la igualdad (A ∩B)′ =
A′ ∩B′.

2535. Sean T y T ′ dos topoloǵıas en X con T ′ más fina que T y sea
A ⊂ X. Demostrar que si x es punto de acumulación de A con respecto a T ′,
también lo es con respecto a T. Construir un contraejemplo que demuestre
que el rećıproco es falso.

780. Distancia d(x, y) = |f(x)− f(y)| en los reales

2536. Sea f : R→ R una función estrictamente creciente.
(a) Demostrar que d(x, y) = |f(x)− f(y)| es una distancia en R.
(b) Demostrar que si f no es continua, la distancia d no es equivalente a la
distancia usual du(x, y) = |x− y| .
(c) Demostrar que si f es continua, la distancia d es equivalente a la distancia
usual du.
(d) Demostrar que si f es lineal, d puede definirse mediante una norma.
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781. Axiomas de clausura de Kuratowski

2537. Sea X un conjunto no vaćıo y sea k : P(X)→ P(X) una aplicación
que saisface los llamados axiomas de clausura de Kuratowski:

[K1] k (∅) = ∅.
[K2] A ⊂ k(A) para todo A ∈ P(X).

[K3] k(A ∪B) = k(A) ∪ k(B) para todo A,B ∈ P(X).

[K4] k (k(A)) = k(A) para todo A ∈ P(X).

Demostrar que existe una única topoloǵıa en T tal que k(A) es la clausura
de A para todo A ⊂ X.

782. Métrica producto d(x, y) =
∑+∞

n=1
1
2n

dn(xn,yn)
1+dn(xn,yn)

2538. Sea {(Xi, di) : i ∈ N∗} una colección numerable de espacios métricos
y sea X =

∏∞
i=1Xi. Demostrar que:

d : X ×X → R≥0, d [(xn), (yn)] =
+∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)

define una métrica en X (se la denomina métrica producto).

783. Caracterización de ĺımites por sucesiones

2539. Sean (X, d) un espacio métrico, A ⊂ X, f : A→ X una función, a
un punto de acumulación de A y b ∈ X. Demostrar que
ĺım
x→a

f(x) = b ⇔ para toda sucesión (xn) en A con xn 6= a para todo n y

(xn)→ a, se verifica ĺım
n→∞

f(xn) = b.

784. Conjuntos acotados y totalmente acotados

2540. Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X no vaćıo. Se dice que A está
acotado si existe una bola B(p, r) en X tal que A ⊂ B(p, r).
(a) Demostrar que A está acotado si y sólo si su diámetro

D(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}
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es menor que +∞.
(b) Se considera (X, d) con la métrica discreta

d(x, y) =

{
1 si x 6= y
0 si x = y.

Demostrar que todo A ⊂ X está acotado.
(c) En R3 con la distancia eucĺıda d, demostrar que

A = {(x, y, z) : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

no está acotado.

2541. Sea (X, d) es un espacio métrico y A ⊂ X. Se dice que A está
totalmente acotado si para todo ε > 0 existe un número finito de bolas,
todas con radio ε que recubre a A, o de forma equivalente si para todo ε > 0
el conjunto A está contenido en una unión finita de conjuntos cada uno de
ellos con diámetro menor que ε.
(a) Demostrar que todo conjunto totalmente acotado está acotado.
(b) Demostrar que el rećıproco no es cierto. Para ello considérese como
contraejemplo el subconjunto A del espacio l2 formado por los elementos

e1 = (1, 0, 0, . . .)

e2 = (0, 1, 0, . . .)

e3 = (0, 0, 1, . . .)

. . .

785. Diámetro, clausura y conjunto conexo

2542. Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X. Denotemos por

δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}

al diametro de A. Demostrar que δ(A) = δ(A) (en donde A representa la
clausura de A).

2543. Sea (X,T ) un espacio topológico y A ⊂ X. Analizar la veracidad
de las siguientes afirmaciones
(1) Si A es conexo entonces su clausura Ā también es conexo.
(2) Si Ā es conexo entonces A también es conexo.
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786. Distancia acotada usual

2544. Sea d una distancia en un conjunto no vaćıo X. Demostrar que la
función D definida por

D : X ×X → [0,+∞), D(x, y) = mı́n{1, d(x, y)}

es una distancia. A la distancia D se la llama distancia acotada usual de d.

2545. Sea d una distancia en un conjunto no vaćıo X y sea D(x, y) =
mı́n{1, d(x, y)} la distancia acotada usual de d. Demostrar que d y D son
distancias equivalentes.

787. Espacios topológicos finitos metrizables

2546. Sea (X,T ) un espacio topológico conX finito. Demostrar que (X,T )
es metrizable si y sólo si T es la topoloǵıa discreta.

788. Topoloǵıas de Zariski y usual en kn

Demostramos que para k = R o k = C, la topoloǵıa de Zariski en kn es
estrictamente menos fina que la usual.

2547. Demostrar que si F ∈ k[X1, . . . , Xn] entonces V (F ) es cerrado en
kn con la topoloǵıa usual.

2548. Demostrar que si F ∈ k[X1, . . . , Xn] y V (F ) contiene a un abierto
no vaćıo de kn con la toploǵıa usual, entonces F = 0.

2549. Demostrar que si F ∈ k[X1, . . . , Xn] es no nulo, entonces kn−V (F )
es abierto y denso en kn con la topoloǵıa usual.

2550. Demostrar que todo abierto no vaćıo de kn con la topoloǵıa de
Zariski es abierto y denso en kn con la topoloǵıa usual.

2551. Demostrar que la topoloǵıa de Zariski en kn es estrictamente menos
fina que la usual.

789. Caracterizaciones de la continuidad

Si (X,T ) (Y, T ∗) son dos espacios topológicos, por definición, una apli-
cación f : (X,T ) → (Y, T ∗) es continua sii f−1(G) ∈ T para todo G ∈ T ∗
es decir, si la imagen inversa de todo abierto es abierto. En los siguientes
problemas caracterizamos esta definición.
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2552. Sea B una base de de T ∗. Demostrar que

f : (X,T )→ (Y, T ∗) es continua⇔ f−1(H) ∈ T ∀H ∈ B.

2553. Sea S una subbase de T ∗. Demostrar que

f : (X,T )→ (Y, T ∗) es continua⇔ f−1(S) ∈ T ∀S ∈ S .

2554. Demostrar que f : (X,T ) → (Y, T ∗) es continua ⇔ la imagen in-
versa de todo cerrado en Y es cerrado en X.

2555. Demostrar que f : (X,T ) → (Y, T ∗) es continua ⇔ f(A) ⊂ f(A)
para todo A ⊂ X.

2556. Por definición, f : (X,T )→ (Y, T ∗) f es continua en p ∈ X sii para
todo entorno V ∗ de f(p) se verifica que f−1(V ∗) es entorno de p.
Demostrar que f : (X,T ) → (Y, T ∗) es continua ⇔ f es continua en cada
punto p de X.

790. Axiomas de separación

2557. Sea (X,T ) un espacio topológico. Se dice que es un espacio T1

si para todo par de elementos a, b distintos de X existen abiertos G,H
tales que a ∈ G, b /∈ G y b ∈ H, a /∈ H. Sea X = {a, b} con la topoloǵıa
T = {∅, X, {a}}. Demostrar que no es T1.

2558. Demostrar que un espacio topológico X es T1 si y solo si cada
subconjunto unitario {p} de X es cerrado.

2559. Demostrar que todo espacio métrico es T1.

2560. Sea (X,T ) un espacio topológico. Se dice que es un espacio T2 o de
Hausdorff si para todo par de elementos a, b distintos de X existen abiertos
G,H tales que a ∈ G, b ∈ H y G ∩ H = ∅. Demostrar que todo espacio
topológico T2 es T1.

2561. Demostrar que existen espacios T1 que no son T2.

2562. Un espacio topológico X se dice que es regular si para todo F ⊂ X
cerrado y para todo p ∈ X con p /∈ F , existen G,H abiertos disjuntos
tales que F ⊂ G y p ∈ H. Demostrar que X = {a, b, c} con la topoloǵıa
T = {∅, X, {a}, {b, c}} es regular pero no T1.

2563. Un espacio topológico X se dice que es T3 si es regular y T1. De-
mostrar que todo espacio topológico T3 es T2.
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2564. Demostrar que existen espacios T2 que no son T3.

2565. Un espacio topológico X se dice que es normal si para cada par de
conjuntos F1, F2 cerrados y disjuntos existen dos conjuntos G,H abiertos
y disjuntos tales que F1 ⊂ G y F2 ⊂ H. Sea en X = {a, b, c} la topoloǵıa
T = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}. Demostrar que es normal pero no T1.

2566. Un espacio topológico X se dice que es T4 si es normal y T1. De-
mostrar que todo espacio topológico T4 es T3.

2567. Demostrar que todo espacio metrizable es normal.

2568. Demostrar que todo espacio metrizable es T4.

2569. Establecer las implicaciones que se deducen entre los espacios defi-
nidos en los problemas anteriores.

791. Infinitud de los primos, demostración topológi-
ca

Desarrollamos la demostración de Furstenberg de la infinitud de los
números primos basada en ideas topológicas.

2570. Demostrar que existe infinitos números primos.

792. El conjunto de las fracciones diádicas en [0, 1]
es denso

2571. Sea D el conjunto de las fracciones diádicas (fracciones cuyos de-
nominadores son potencias naturales de 2) en el intervalo [0, 1]. Es decir

D =

{
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
,

1

16
, . . . ,

15

16
, . . .

}
.

Demostrar que D es denso en [0, 1], i.e. D = [0, 1].

793. Recta de Sorgenfrey

2572. Demostrar que la colección de subconjuntos

B = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b}

es base para una topoloǵıa en R. A la topoloǵıa T generada por B se la llama
topoloǵıa de Sorgenfrey o topoloǵıa del ĺımite inferior y al espacio topológico
(X,T ) se le designa abreviadamente por Rl y se le llama recta de Sorgenfrey.
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2573. Demostrar que en la recta de Sorgenfrey,
(a) Son abiertos: [a,+∞), (−∞, a), (a,+∞), (a, b).
(b) Son abiertos y cerrados: [a, b), (−∞, a), [a,+∞).
(c) Los puntos son conjuntos cerrados pero no abiertos.

2574. Demostrar que la topoloǵıa de Sorgenfrey es más fina que la usual.

2575. Demostrar que el espacio topológico Rl es Hausdorff.

2576. Demostrar que el espacio topológico Rl es separable.

2577. Demostrar que la recta de Sorgenfrey cumple el primer axioma de
numerabilidad.

2578. Demostrar que la recta de Sorgenfrey no cumple el segundo axioma
de numerabilidad.

794. Un conexo, pero no por caminos

2579. En R2 con la topoloǵıa usual se considera el subconjunto

A =
{

(x, y) ∈ R2 : y = sin(1/x)
}
∪ {(0, 0)}.

(a) Demostrar que es conexo.
(b) Demostrar que no es conexo por caminos.

795. Imágenes inversas de conjuntos compactos

2580. Sean X e Y espacios topológicos y f : X → Y continua.
(a) Demostrar que si X es compacto e Y es de Hausdorff entonces, las
imágenes inversas de conjuntos compactos son conjuntos compactos.
(b) Demostrar que la propiedad del apartado anterior no es cierta en general
si se suprime la condición de ser Y de Hausdorff.

796. Condiciones iniciales en métricas equivalen-
tes

Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Esto asegura que todo
entorno de cualquier x ∈ X contiene algún punto distinto de X. Sea f : X →
X una aplicación es decir, un sistema dinámico. Se dice que f es sensible a
condiciones iniciales si existe un η > 0 tal que para todo x ∈ X y para todo
ε > 0 existe y ∈ X con d(x, y) < ε tal que para algún n ≥ 0 se verifica
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d (fn(x), fn(y)) > η. Al número η se le llama constante de sensibilidad
del sistema. El objetivo de los problemas de esta sección es demostrar que
la sensibilidad a condiciones iniciales no necesaeiamente se conserva por
métricas equivalentes.

Sea ahora X = (1,+∞).

2581. Demostrar que D : X ×X → R dada por D(x, y) = |log x− log y|
define una distancia en X.

2582. Demostrar que D es equivalente a la distancia usual en X: d(x, y) =
|x− y|.

2583. Demostrar que el sistema dinámico f : (X, d) → (X, d) dado por
f(x) = 2x es sensible a condiciones iniciales.

2584. Demostrar que el sistema dinámico f : (X,D) → (X,D) dado por
f(x) = 2x no es sensible a condiciones iniciales. Concluir.

797. Grupos topológicos

Sea (G, ·) un grupo y T una topoloǵıa definida en G. Decimos que
(G, ·, T ) es un grupo topológico si son continuas la aplicaciones

G×G→ G, (x, y)→ xy

G→ G, x→ x−1

en donde en G×G se considera la topoloǵıa producto. Es decir, han de ser
continuas la operación del grupo y la operación inversión. Abreviadamente
escribimos simplemente G para designar a un grupo topológico.

2585. Demostrar que todo grupo G es un grupo topológico con la topo-
loǵıa discreta en G.

2586. Demostrar que todo subgrupo de un grupo topologico es un grupo
topológico con respecto a la topoloǵıa inducida.

2587. Sea (E, ‖·‖) un espacio normado. Demostrar que el grupo aditivo
(E,+) es grupo topológico cuando en E se considera la topoloǵıa inducida
por la norma.
Nota. Caso particular importante es el grupo topológico aditivo Rn con la
topoloǵıa inducida por la distancia eucĺıdea.

2588. ea (GLn(R), ·) el grupo lineal de orden n, es decir

GLn(R) = {A ∈ Rn×n : A es invertible}
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con la operación producto. Demostrar que GLn(R) es grupo topológico con
la topoloǵıa inducida por la métrica

d(A,B) =

 n∑
i,j=1

|aij − bij |2
1/2

, A = [aij ], B = [bij ] ∈ GLn(R).

798. Topoloǵıa cociente

Sea (X,T ) un espacio topológico, R una relación de equivalencia en X
y π : X → X/R la proyección canónica es decir, la aplicación dada por
π(x) = x̄ en donde x̄ es la clase de equivalencia a la que pertenece x.

2589. Demostrar que

TR :=
{
U ⊂ X/R : π−1(U) ∈ T

}
es una topoloǵıa en X/R. Se la denomina topoloǵıa cociente de X por R.

2590. Describir intuitivamente la topoloǵıa cociente en términos de “pe-
gar puntos”.

2591. Demostrar que π : (X,T )→ (X/R, TR) es continua y que TR es la
topoloǵıa más fina sobre X/R de entre todas las que hacen a π continua.

2592. En X = {0, 1, 2, 3} se consideran la topoloǵıa T y la relación de
equivalencia R dadas por

T = {∅, X{0, 1}, {2, 3}} , xRy ⇔ ∃k ∈ Z : x− y = 3k

Determinar la topoloǵıa cociente TR.

799. Teorema de los valores extremos sobre un
compacto

2593. (a) Demostrar el teorema de los valores extremos sobre un com-
pacto: Sea (X,T ) un espacio topológico, K ⊂ X un compacto no vaćıo y
f : K → R una función continua en donde en R se considera la topoloǵıa
usual. Demostrar que la función f alcanza un máximo y mı́nimo absoluto
en K.
(b) Se considera la función f : [0, 1] → R dada por f(x) =

∣∣x3 + cosx
∣∣.

Demostrar que f alcanza en [0, 1] un máximo y un mı́nimo absolutos.
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800. Topoloǵıa Fort

Sea X un conjunto infinito y p ∈ X. Se define la familia de subconjuntos
de X :

Tp = {G ⊂ X : p /∈ G o Gc es finito}.

2594. Demostrar que Tp es una topoloǵıa en X. A la topoloǵıa Tp se la
denomina topoloǵıa Fort y a (X,Tp), espacio Fort.

2595. Demostrar que el espacio Fort es de Hausdorff.

2596. Demostrar que el espacio Fort no es conexo.

2597. Demostrar que el espacio Fort es compacto.

801. Teorema de compactificación de Alexandrov

Sea (X,T ) un espacio topológico. Sea X∞ := X ∪ {∞}, en donde ∞
representa cualquier elemento tal que ∞ /∈ X y al que llamamos punto del
infinito. Consideremos la clase T∞ de subconjuntos de X∞:

T∞ = T ∪ {A ∪ {∞} : A ⊂ X y X −A es cerrado y compacto}

es decir, T∞ está formada por los elementos de T y los complementos en
X∞ de los subconjuntos cerrados y compactos de X. Se trata de demostrar
el teorema de compactificación de Alexandrov por un único punto, es decir
que (X∞, T∞) es un espacio topológico compacto.

2598. Demostrar que T∞ es una topoloǵıa en X∞.

2599. Demostrar que T es la topoloǵıa T∞|X inducida por T∞ sobre X.

2600. Demostrar que (X∞, T∞) es un espacio compacto, lo cual probará
el teorema de Alexandrov.

2601. Demostrar que si X no es compacto entonces X es denso en X∞.

2602. Demostrar el siguiente lema:
Sea Y un espacio compacto, Z un espacio de Haussdorf y f : Y → Z
biyectiva y continua. Entonces, f es homeomorfismo.

2603. Sea X = (0, 1) y S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} ambos con la
topoloǵıas inducidas por la usuales de R y R2 respectivamente y llamemos
P = (1, 0) ∈ S1. Demostrar que

f : X∞ → S1, f(t) =

{
(cos 2πt, sin 2πt) si t ∈ (0, 1)

P si t =∞

es un homeomorfismo. Es decir, topológicamente X∞ = S1.
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802. Completación de todo espacio métrico

Sea X un espacio métrico. Se dice que el espacio métrico X∗ es una
completacion de X si X∗ es completo y X es isométrico a un subespacio
denso de X∗. El objetivo los problema de esta sección es demostrar que todo
espacio métrico tiene una completación y que ésta es única salvo isometŕıas.

2604. Sea (X, d) un espacio métrico y sea C[X] el conjunto de todas las
sucesiones de Cauchy en X. Se define en C[X] la relación

(xn) ∼ (yn)⇔ ĺım d(xn, yn) = 0.

Demostrar que ∼ es una relación de equivalencia en C[X]

2605. Sean (xn) e (yn) dos elementos de C[X]. Demostrar que la sucesión
de números reales d(xn, yn) es convergente.

2606. Sea el conjunto cociente X∗ = C[X]/ ∼. Se define la aplicación

d∗ : X∗ ×X∗ → R, d∗ ([xn], [yn]) = ĺım d(xn, yn).

Demostrar que está bien definida, es decir que no depende del representante
elegido en cada clase.

2607. Demostrar que d∗ es una distancia en X∗.

2608. Para todo p ∈ X sea la sucesión constante (p) = (p, p, p, . . .). Con-
sideremos el subconjunto de X∗: X̂ = {[(p)] : p ∈ X}. Demostrar que X es
isométrico a X̂.

2609. Demostrar que X̂ es denso en X∗.

2610. Demostrar el siguiente lema:
Sea (M,d) un espacio métrico, (bn) una sucesión de Cauchy en M y sea (an)
una sucesión en M tal que d(an, bn) < 1/n para todo n natural. Entonces,
(i) (an) es sucesión de Cauchy en M .
(ii) (an)→ p ∈M ⇔ (bn)→ p ∈M

2611. Demostrar que (X∗, d∗) es completo.

2612. Demostrar que si Y ∗ es una completación de X, entonces Y ∗ es
isométrico a X∗.

2613. ¿Cuál es la completación de Q con la distancia usual?
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803. Topoloǵıa final

2614. Sea fi : (X,Ti) → Y, i ∈ I una familia de aplicaciones de los espa-
cios topológicos (Xi, Ti) en el conjunto Y .
Demostrar que TF = {V ⊂ Y : f−1

i (V ) ∈ Ti ∀i ∈ Ti} es una topoloǵıa en Y .
A la topoloǵıa TF se la llama topoloǵıa final determinada por las aplicaciones
fi.

2615. Demostrar que la topoloǵıa final TF es la mayor topoloǵıa en Y de
entre todas las que hacen a las fi continuas.

2616. Sea fi : (X,Ti) → Y, i ∈ I una familia de aplicaciones de los espa-
cios topológicos (Xi, Ti) en el conjunto Y . Sea (Z, T ) un espacio topológico.
Demostrar que una aplicación g : (Y, TF ) → (Z, T ) es continua si y sólo si
todas las composiciones g ◦ fi son continuas.

2617. Rećıprocamente, demostrar que si una topoloǵıa T ′ en Y cumple

g : (Y, T ′)→ (Z, T ) es continua⇔ g ◦ fi es continua para todo i ∈ I

entonces, T ′ es la topoloǵıa final TF .

804. Separación de puntos y espacio de Hausdorff

2618. Sea F = {fi : X → Y : i ∈ I} una familia de aplicaciones entre los
conjuntos X e Y. Se dice que F separa puntos si para todo par de puntos
distintos x e y de X existe i ∈ I tal que fi(x) 6= fi(y).
Demostrar que la familia F = {fn : R → R, fn(x) = sinnx : n ∈ Z>0} no
separa puntos.

2619. Sea X un espacio topológico y C (X,R) la clase de todas las fun-
ciones continuas de X en R. Demostrar que

C (X,R) separa puntos⇒ X es espacio de Hausdorff.

805. Topoloǵıa del orden

Sea X un conjunto y ≤ una relación de orden total en X. Si a, b ∈ X
con a < b se definen los subconjuntos de X:

(a, b) = {x ∈ X : a < x < b},
(a, b] = {x ∈ X : a < x ≤ b},
[a, b) = {x ∈ X : a ≤ x < b},
[a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b},
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denominados respectivamente intervalo de extremos a y b, abierto, semi-
abierto por la izquierda, semi-abierto por la derecha y cerrado.

2620. Sea X un conjunto totalmente ordenado con al menos dos elementos
y B la colección de subconjuntos de X de los siguientes tipos:
(1) Todos los intervalos abiertos (a, b).
(2) Todos los intervalos de la forma [a0, b) con a0 elemento mı́nimo de X (si
tal elemento existe).
(3) Todos los intervalos de la forma (a, b0] con b0 elemento máximo de X (si
tal elemento existe).

Demostrar que B es base para una topoloǵıa en X. A la topoloǵıa que
define B se la llama topoloǵıa del orden en X.

2621. Localizar la topoloǵıa del orden en R con el orden usual.

2622. Localizar la topoloǵıa del orden en R = R∪{−∞,+∞} con el orden
usual.

2623. Localizar la topoloǵıa del orden en X = Z>0 con el orden usual.

2624. Localizar la topoloǵıa del orden en X = Z<0 con el orden usual.

2625. Sea X = {1, 2} × Z>0 con el orden lexicográfico. Analizar si su
topoloǵıa del orden es la discreta.

806. Lema de Uryshon

2626. Un espacio topológico (X,T ) es normal si y sólo si para cada par
de subconjuntos cerrados no vaćıos y disjuntos F1, F2 ⊂ X, existe una apli-
cación continua f : X → [0, 1] tal que f(F1) = {0} y f(F2) = {1}.
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Geometŕıa diferencial

807. Representación paramétrica regular

2627. Sea I un intervalo de la recta real y E = R2 o R3. Se llama repre-
sentación paramétrica regular a cualquier aplicación

x : I → E, t→ x(t)

que satisface las condiciones

(1) x ∈ C1(I).

(2) x′(t) 6= 0 ∀t ∈ I.

1) Demostrar que las siguientes aplicaciones son representaciones paramétri-
cas regulares

(a) x : (−∞,+∞)→ R2, x(t) = (2t, 1 + t2).

(b) x : (−∞,+∞)→ R3, x(t) = (1 + cos t, sin t, 2 sin(t/2)).

2) Demostrar que si x es una representación paramétrica regular en el in-
tervalo I entonces, para todo t0 ∈ I existe un entorno de t0 en el cual x es
inyectiva. Interpretar el resultado.

808. Cambio admisible de parámetro

2628. Sea Iu un intervalo de la recta real y t : Iu → R una aplicación. Se
dice que la función t = t(u) es un cambio admisible de parámetro sii

(1) t ∈ C1(Iu). (2)
dt

du
6= 0 ∀u ∈ Iu.
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Demostrar que las siguientes aplicaciones son cambios admisibles de paráme-
tro

(a) t = 3u5 + 10u3 + 15u+ 1 en Iu = R.

(b) t = tan
πu

2
en Iu = [0, 1).

2629. Demostrar que si t es cambio admisible de parámetro en Iu enton-
ces, t es en Iu estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

2630. Demostrar que si t es cambio admisible de parámetro en Iu enton-
ces, It := t(Iu) es un intervalo de la recta real y que t : Iu → It es biyectiva.

2631. Demostrar que la inversa de un cambio admisible de parámetro
también es cambio admisible de parámetro.

809. Curvas regulares

2632. Se dice que la representación paramétrica regular x = x(t), t ∈ It
es equivalente a la representación paramétrica regular x = x∗(u), u ∈ Iu sii
existe un cambio admisible de parámetro t = t(u) en Iu tal que t(Iu) = It y
además

x[t(u)] = x∗(u) ∀u ∈ Iu.

1) Demostrar que la relación definida anteriormente es una relación de equi-
valencia sobre el conjunto de las representaciones paramétricas regulares.
2) Se llama curva regular a cada una de las clases de equivalencia de la rela-
ción anterior. Demostrar que las dos siguientes representaciones paramétri-
cas regulares definen la misma curva regular.

x :


x1 = t

x2 = sin t

x3 = et
(t ∈ R), x∗ :


x1 = log t

x2 = sin log t

x3 = t

(t ∈ (0,+∞)).

810. Triedro de Frenet, rectas y planos asociados

2633. Se considera la curva γ de ecuaciones paramétricas

γ :


x = 1− cos t

y = sin t

z = t

(a) Determinar los vectores T (tangente), B (binormal) y N (normal) que
determinan el triedro de Frenet de la curva γ en un punto genérico de la
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misma.
(b) Hallar las ecuaciones de las rectas tangente, binormal y normal a la curva
γ en el punto P0 correspondiente a t0 = π/2.
(c) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a la
curva γ en el punto P0.

811. Curvas rectificables. Longitud de arco

2634. Sea C un arco de curva en Rn dada por la función

x : [a, b]→ Rn, t 7→ x = x(t),

y no se imponen condiciones a x. Consideremos el conjunto

P = {P : P es partición de [a, b]}.

Para cada partición P : a = t0, t1, . . . , tn−1, tm = b de [a, b] consideramos la
poligonal de E : x(t0),x(t1), . . . ,x(tm−1),x(tm) y su correspondiente longi-
tud

s(P ) = |x(t1)− x(t0)|+ |x(t2)− x(t1)|+ . . .+ |x(tm)− x(tm−1)|

=

m∑
i=1

|x(ti)− x(ti−1)| .

Se dice que C es rectificable si el conjunto {s(P ) : P ∈P} está acotado.
Si C es un arco de curva rectificable, definimos su longitud L(C) como

L(C) = sup{s(P ) : P ∈P}.

Demostrar que el arco de parábola C dado por x(t) = (t, t2) con t ∈ [0, 1] es
rectificable.

2635. Se considera la curva del plano

Γ :


x = t si 0 ≤ t ≤ 1

y =

{
t cos

1

t
si 0 < t ≤ 1

0 si t = 0.

Demostrar que no es rectificable.
Sugerencia: considerar particiones de [0, 1] de la forma

P : 0,
1

(n− 1)π
,

1

(n− 2)π
, . . . ,

1

2π
,

1

π
, 1.
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2636. Demostrar que todo arco de curva de clase C1 es rectificable.

2637. Sea x : [a, b] → Rn un arco de curva de clase C1 (y por tanto
rectificable). Demostrar que su longitud es

s =

∫ b

a

∣∣x′(t)∣∣ dt.
2638. Calcular la longitud del arco de la hélice circular

x(t) :


x(t) = a cos t

y(t) = a sin t

z(t) = bt.

t ∈ [0, 1].

812. Hélice circular: longitud, curvatura y torsión

2639. Se considera la hélice circular
x(t) = a cos t

y(t) = a sin t

z(t) = bt.

(a) Determinar su longitud, correspondiente al intervalo [0, t0] (t0 > 0).
(b) Determinar su curvatura y torsión en un punto genérico.

813. Curvatura, torsión y ecuaciones intŕınsecas

2640. (a) Determı́nese en t = 1 la curvatura y la torsión de la curva

x = 3t− t3, y = 3t2, z = 3t+ t3.

(b) Determı́nense las ecuaciones intŕınsecas de la catenaria de ecuación

x = a cosh
x

a
, y = t.

814. Primera forma fundamental de una superficie

2641. Sea U un abierto de R2 y S una superficie en R3 definida mediante

x : U → R2, x = x(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))
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con x ∈ C1(U) y

rango


∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂x3

∂u

∂x1

∂v

∂x2

∂v

∂x3

∂v

 = 2 para todo (u, v) ∈ U.

Es decir, tenemos una representación paramétrica regular de S.

Demostrar que la condición del rango 2 puede ser sustituida de forma
equivalente por xu × xv 6= 0 para todo (u, v) ∈ U .

2642. Se define la primera forma fundamental de S y se la representa por
I como la forma cuadrática I = dx · dx. Expresar I en la forma:

I = (du, dv)

(
E F
F G

)(
du
dv

)
.

2643. Calcular la primera forma fundamental de la superficie

S ≡ x(u, v) = (u, v, u2 − v2).

Particularizar para el punto de S correspondiente a (u, v) = (2, 1) y clasificar
la forma cuadrática resultante.

2644. Demostrar que la primera forma fundamental es siempre una forma
cuadrática definida positiva.

2645. Justificar la validez de la fórmula I ≈ |∆x|2 para valores pequeños
de du y dv.

2646. Sean u(t) y v(t) dos funciones reales de clase 1 en [a, b] con (u(t), v(t)) ∈
U para todo t ∈ [a, b]. Consideremos la curva contenida en S

γ : x = x(u(t), v(t)) t ∈ [a, b].

Demostrar que la longitud de γ es

L =

∫ b

a

√
I

(
du

dt
,
dv

dt

)
dt

2647. Determinar la longitud del arco de curva definida por u = t, v = 2t
desde t = 0 hasta t = 1 y contenida en la superficie S : (x, y, z) = (u+v, u−
v, uv).
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2648. En el punto de S correspondiente a (u0, v0) ∈ U se consideran las
curvas de S dadas por {

u = t
v = v0

{
u = u0

v = t

a las cuales se las llama curvas coordenadas. Determinar el ángulo que for-
man tales curvas en función de los coeficientes de la primera forma funda-
mental.

815. Una curva plana

2649. Averiguar si es plana la curva de ecuaciones paramétricas

x = t, y =
t2 + t+ 2

t
, z =

−t2 − t+ 3

t
(t > 0).

En caso afirmativo, hallar la ecuación cartesiana del plano que la contiene.

816. Plano osculador y curva plana

Resolvemos el mismo problema anterior usando el concepto de plano
osculador.

2650. Demostrar que la curva de ecuaciones paramétricas

x = t, y =
t2 + t+ 2

t
, z =

−t2 − t+ 3

t
(t > 0)

es plana usando el concepto de plano osculador. Hallar el plano que la con-
tiene.
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Probabilidad

817. σ−álgebras y conjuntos de Borel

2651. Sea E un conjunto y M una coleción de subconjuntos de E. Deci-
mos que M es una σ−álgebra (sigma álgebra) en E si se verifica:
1) E ∈M.
2) Si A ∈M, entonces Ac ∈M.
3) Si A1, A2, . . . pertenecen a M entonces

⋃∞
n=1An ∈M.

Al par (E,M) se le llama espacio medible y a los elementos de M eventos
o conjuntos medibles.

Demostrar que para todo conjunto E las siguientes colecciones de sub-
conjuntos de E son σ−álgebras en E.
(1) M1 = P(E) (partes de E).
(2) M2 = {∅, E}.
(3) M3 = {∅, A,Ac, E} con A ⊂ E.

2652. Si E es un conjunto, demostrar que la colección de subconjuntos de
E,M = {A ⊂ E : A es contable o Ac es contable} es una σ−álgebra en E.

2653. Sea (E,M) un espacio medible. Demostrar que:
(a) ∅ ∈ M.
(b) Si A1, A2, . . . , An son elementos deM, entonces A1∪A2∪ . . .∪An ∈M.
(c) M es cerrada respecto de uniones e intersecciones contables.
(d) Si A y B son elementos de M, entonces A−B ∈M.

2654. Sea {Mi : i ∈ I} una familia de σ−álgebras en un conjunto E.
Demostrar que M =

⋂
i∈IMi es una σ−álgebra en E.

2655. Demostrar que no es cierto en general que la unión de σ−álgebras
en E es σ−álgebra en E.
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2656. Sea E un conjunto y F una colección de subconjuntos de E. Defi-
nimos la σ−álgebra en E :

σ(F) =
⋂
M⊃F

M con M σ − álgebra en E.

Es decir, σ(F) es la intersección de todas las σ−álgebras en E que contie-
nen a F . Claramente es la menor de entre todas las σ−álgebras en E que
contienen a F . A σ(F) se la llama σ−álgebra generada por F .

Sea (X,T ) un espacio topológico. A los elementos de la σ−álgebra σ(T )
se les llama conjuntos de Borel asociados a la topoloǵıa T.

Demostrar que:
(1) Los conjuntos abiertos son conjuntos de Borel.
(2) Los conjuntos cerrados son conjuntos de Borel.
(3) Las uniones numerables de conjuntos cerrados son conjuntos de Borel
(se les llama conjuntos Fσ).
(4) Las intersecciones numerables de conjuntos abiertos son conjuntos de
Borel (se les llama conjuntos Gδ).

2657. En la σ−álgebra σ(Tu) en donde Tu es la topoloǵıa usual de R,
demostrar que el intervalo semiabierto (a, b] es un conjunto de Borel (en
particular un Gδ).

2658. Demostrar que todo subconjunto numerable A de R es un Fσ.

818. Probabilidad y espacio de probabilidad

2659. Sea (E,M) un espacio medible. Una medida de probabilidad o pro-
babilidad, es una función p :M→ R tal que:
1) 0 ≤ p(A) ≤ 1 para todo A ∈M.
2) Si A1, A2, . . . son elementos de M disjuntos dos a dos, entonces

p

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

p(An).

3) p(E) = 1.
A la terna (E,M, p) se la llama espacio de probabilidad.

Demostrar que
1) p(Ac) = 1− p(A).
2) p(∅) = 0.
3) A ⊂ B ⇒ p(A) ≤ p(B).
4) p (A1 ∪A2) = p (A1) + p (A2)− p (A1 ∩A2) .
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819. Probabilidad de la unión de n sucesos

2660. Sea (E,Ω, p) un espacio de probabilidad. Se trata de demostrar la
fórmula:

p (A1 ∪ . . . ∪An) =

n∑
i=1

p (Ai)−
n∑

i,j=1, i<j

p (Ai ∩Aj) +

n∑
i,j,k=1, i<j<k

p (Ai ∩Aj ∩Ak) + . . .+ (−1)n+1p (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) ,

para A1, . . . , An ∈ Ω. Se pide:
1) Demostrar la fórmula para n = 2.
2) Demostrar la fórmula para n = 3.
3) Usando el método de inducción, demostrar que la fórmula es válida para
todo n ≥ 2.

820. Fórmula de Bayes

2661. Sea (E,B, p) un espacio probabiĺıstico, B,A1, A2, . . . , An ∈ B con
probabilidades no nulas, A1, A2, . . . , An mutuamente excluyentes y que for-
man un sistema exhaustivo, es decir,

Ai ∩Aj = ∅ ∀i 6= j, y A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An = E.

1) Demostrar el teorema de la probabilidad total, es decir

p(B) =

n∑
i=1

p(Ai) p(B | Ai).

2) Demostrar la fórmula de Bayes, es decir que para todo i = 1, . . . , n:

p(Ai | B) =
p(Ai) p(B | Ai)∑n
j=1 p(Aj) p(B | Aj)

.

3) Aplicación. Tenemos tres urnas con las siguientes composiciones: A1 tres
bolas blancas y una negra, A2 dos blancas y dos negras y A3 una blanca tres
negras. Se extrae una bola al azar de una de las urnas y resulta ser blanca.
Determinar la probabilidad de que proceda de la urna A3.
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821. Esquema de urnas de Poisson. Función gene-
ratriz

2662. (a) Supongamos que realizamos n experimentos aleatorios y que en
el experimento r-ésimo la probabilidad del suceso A (éxito) es pr y la del
complementario (fracaso) es qr = 1− pr. Llamemos prn a la probabilidad de
obtener r éxitos en las n pruebas. Denotemos

αn(ξ) = p0n + p1nξ + p2nξ
2 + . . .+ prnξ

r + . . .

(suma con un número finito de términos pues prn = 0 si r > n ). Demostrar
que se verifica

αn(ξ) = (p1ξ + q1)(p2ξ + q2) . . . (pnξ + qn).

Nota: como consecuencia, la identificación de los coeficientes de ξr en la
igualdad anterior permite calcular prn en función de las probabilidades pi y
qj .
(b) Tres urnas U1, U2, U3 tienen las siguientes composiciones

U1 : 2 bolas blancas y 3 negras,

U2 : 1 blanca y 2 negras,

U3 : 3 blancas y 3 negras.

Se extrae una bola de cada urna. Usar la función generatriz para hallar la
probabilidad de obtener exactamente dos bolas blancas.

822. Distribución de Poisson

2663. Se define la distribución de Poisson de parámetro λ > 0 como:

pk =
λke−λ

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

en donde λ es un número real positivo.
1) Demostrar que la distribución de Poisson es una distribución de probabi-
lidad.
2) Determinar su media y desviación t́ıpica.
3) Demostrar que los ĺımites cuando n→ +∞ de las probabilidades pk(n) de
una distribución binomial B(n, p), son las pk de una distribución de Poisson
con λ = np (constante).
Nota. Esto significa que la distribución de Poisson aproxima bien la binomial
cuando n es grande y p pequeño. Se considera que la aproximación es buena
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si p < 0, 1 y np < 5.
4) Aplicación. Supóngase que el 2 % de los art́ıculos producidos por una
fábrica son defectuosos. Hallar la probabilidad P de que halla 3 art́ıculos
defectuosos en un lote de 100 art́ıculos.

823. Concepto de variable aleatoria

Recordemos que si E es un conjunto y F una colección de subconjuntos
de E, a la menor σ−álgebra en E que contiene a F la designamos por σ(F).
Por otra parte, si T es una topoloǵıa en E, a los elementos de σ(T ) los
llamamos conjuntos de Borel asociados a la topoloǵıa T . En el caso de ser
Tu la topoloǵıa usual de R designamos a σ(Tu) por B(R) (σ−álgebra de los
conjuntos de Borel en R).

Sea (E,M, p) un espacio probabiĺıstico y ξ : E → R una aplicación.
Decimos que ξ es una variable aleatoria asociada al espacio probabiĺıstico
dado, si

∀B ∈ B(R) se verifica ξ−1(B) ∈M.

Es decir, si la imagen inversa de todo conjunto de Borel es un suceso del
espacio probabiĺıstico.

2664. Sea ξ una variable aleatoria asociada al espacio probabiĺıstico (E,M, p).
Demostrar que (E,B(R), pξ) es un espacio probabiĺıstico en donde

pξ(B) = p[ξ−1(B)] para todo B ∈ B(R).

2665. Si F = {(−∞, x] : x ∈ R}, demostrar que σ(F) = B(R). Es decir,
los intervalos de la forma (−∞, x] generan todos los conjuntos de Borel de
R.

2666. Sea (E,M, p) un espacio probabiĺıstico y ξ : E → R una aplicación.
Demostrar que

ξ es variable aleatoria⇔ ξ−1((−∞, x]) ∈M para todo x ∈ R.

824. Operaciones con variables aleatorias

Recordamos que existen varias caracterizaciones del concepto de variable
aleatoria asociada a un espacio de probabilidad (Ω,M, p) :

ξ es variable aleatoria⇔ ∀x ∈ R, ξ−1(−∞, x] ∈M

⇔ ∀x ∈ R, ξ−1(−∞, x) ∈M
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⇔ ∀x ∈ R, ξ−1(x,+∞) ∈M
⇔ ∀x ∈ R, ξ−1[x,+∞) ∈M

⇔ ξ−1(a, b) ∈M para todo intervalo (a, b) de R.

Sea (Ω,M, p) un espacio de probabilidad. Todas las variables aleatorias que
se usen supondremos que están definidas en Ω. Demostrar que:

2667. La función constante X = c es una variable aleatoria.

2668. Si X es una variable aleatoria y c es una constante, entonces cX es
una variable aleatoria.

2669. Si X e Y son variables aleatorias, X + Y es variable aleatoria.

2670. Si X e Y son variables aleatorias, XY es variable aleatoria.

2671. Si X es variable aleatoria y p es un polinomio real, entonces p(X)
es variable aleatoria.

2672. Si X e Y son variables aleatorias con Y (ω) 6= 0 para todo ω ∈ Ω,
entonces X/Y es variable aleatoria.

2673. Si X e Y son variables aleatorias entonces máx{X,Y } y mı́n{X,Y }
también lo son. Como casos particulares son variables aleatorias X+ =
máx{0, X} y X− = −mı́n{0, X}.

2674. Si X es variable aleatoria, |X| también lo es. El rećıproco no es
cierto.

2675. Si Xn es una sucesión de variables aleatorias, entonces supXn e
ı́nf Xn (cuando existan) son variables aleatorias.

2676. Si Xn es una sucesión de variables aleatorias, son variables aleato-
rias cuando existan ĺım supn→∞Xn y ĺım infn→∞Xn.

2677. Si Xn es una sucesión de variables aleatorias, es variable aleatoria
(cuando exista) ĺımn→∞Xn.

825. Función de distribución de una variable alea-
toria

2678. Sea (Ω,M, p) un espacio probabiĺıstico y An una sucesión de ele-
mentos de M. Demostrar que
(a) Si An es creciente, es decir A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . ., entonces:

ĺım
n→∞

p(An) = p

( ∞⋃
n=1

An

)
.
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(b) Si An es decreciente, es decir A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . ., entonces:

ĺım
n→∞

p(An) = p

( ∞⋂
n=1

An

)
.

Sea (Ω,M, p) un espacio probabiĺıstico y X una variable aleatoria asocia-
da a dicho espacio. Dado que para todo x ∈ R se verifica X−1(−∞, x] ∈M,
tiene sentido definir la función

F : R→ [0, 1], F (x) = p
(
X−1(−∞, x]

)
o bien, abreviadamente

F : R→ [0, 1], F (x) = p(X ≤ x).

A F se la llama función de distribución asociada a la variable aleatoria X.

2679. Sea F la función de distribución de una variable aleatoria X. De-
mostrar que,
1. ĺım

x→+∞
F (x) = 1.

2. ĺım
x→−∞

F (x) = 0.

3. Si x1 ≤ x2 entonces F (x1) ≤ F (x2).
4. F es continua a la derecha, es decir F (x+) = F (x) para todo x ∈ R.

2680. Sea (Ω,M, p) un espacio probabiĺıstico, X una variable aleatoria
en tal espacio y F : [0, 1] → R la correspondiente función de distribución.
Demostrar que:
1. p(X < x) = F (x−).
2. p(X = x) = F (x)− F (x−).
3. p(X ∈ (a, b]) = F (b)− F (a).
4. p(X ∈ [a, b]) = F (b)− F (a−).
5. p(X ∈ (a, b)) = F (b−)− F (a).
6. p(X ∈ [a, b)) = F (b−)− F (a−).

2681. Demostrar que toda función de distribución F tiene a lo sumo una
cantidad numerable de discontinuidades.

826. Media y desviación t́ıpica de la distribución
binomial

2682. Dada la distribución binomial B(n, p)

P (X = k) =

(
n

k

)
pkqn−k (k = 0, 1, . . . , n),

(a) Hallar su media µX .
(b) Hallar su desviación t́ıpica σX .
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827. Media y desviación t́ıpica de la distribución
de Poisson

2683. Dada la distribución de Poisson:

p(X = k) =
e−λλk

k!
(λ > 0, k = 0, 1, 2, . . .).

(a) Hallar su media µX .
(b) Hallar su desviación t́ıpica σX .

828. Media y desviación t́ıpica de la distribución
normal

2684. (a) Sea X una variable aleatoria con distribución normal. Demos-
trar que la función

f : R→ R, f(x) =
1√
2πσ

e

−1
2(x− µ)2

σ2

que la define es efectivamente una función de densidad.
(b) Determinar su media.
(c) Determinar su desviación t́ıpica.

829. Representación gráfica de la campana de Gauss

2685. Representar gráficamente la campana de Gauss, es decir la gráfica
de la función

f(x) =
1√
2πσ

e

−1
2(x− µ)2

σ2 .

830. Variable aleatoria sin esperanza matemática

2686. Hallar la esperanza matemt́ica de la variable aleatoria discreta X
cuya función de probabilidad es

p

(
X =

(−1)k2k

k

)
=

1

2k
(k = 1, 2, . . .).
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831. Distribución uniforme continua

2687. Se define la distribución uniforme continua como la distribución
cuya función de densidad es, para a < b:

f(x) =


1

b− a
si a ≤ x ≤ b,

0 si x < a o x > b.

Determinar su función de distribución, su media y su desviación t́ıpica.

832. Distribución de Pascal o geométrica

2688. Sea A un suceso de un experimento aleatorio y consideremos una
serie de pruebas independientes de dicho experimento. Sea P (X = k) la
probabilidad de que aparezca A por primera vez en la prueba k.

1. Determinar la probabilidad P (X = k), k = 1, 2, 3, . . . (Distribución de
Pascal o geométrica).

2. Demostrar que P (X = k), k = 1, 2, 3, . . . es efectivamente una función de
probabilidad.

3. Determinar la media de la distribución de Pascal o geométrica.
4. Determinar su desviación t́ıpica.
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500 832 Distribución de Pascal o geométrica

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.



Caṕıtulo 46

Teoŕıa p-ádica

833. Norma en un anillo unitario

2689. Sea R un anillo unitario con unidad 1 = 1R y N : R → R+ una
aplicación. Se dice que N es una norma sobre R si se verifican las condiciones

(N1) N(x) = 0⇔ x = 0.

(N2) N(xy) = N(x)N(y) ∀x, y ∈ R.
(N3) N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) ∀x, y ∈ R.

A la condición (N3) se la llama desigualdad triangular. Una norma en un
anillo unitario R se dice que es no arquimediana si el axioma (N3) es susti-
tuye por la condición más fuerte

(N3)′ N(x+ y) ≤ máx{N(x), N(y)}∀x, y ∈ R,

llamada desigualdad ultramétrica, y si no se cumple (N3)′ la norma se dice
que es arquimediana. Frecuentemente se usa la notación ‖x‖ en vez de N(x).
1) Sea R cualquier subanillo unitario de los complejos C. Demostrar que
N(x) = |x| (valor absoluto) es una norma arquimediana en R (en particular,
para R = Z, Q, R, C).
2) (Norma trivial). Demostrar que en cualquier subanillo unitario R de los
complejos C, la aplicación

‖ ‖ : R→ R+, ‖x‖ =

{
0 si x = 0
1 si x 6= 0

es una norma no arquimediana.
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834. Seminorma del supremo

2690. Sea R = C(I) el anillo de las funciones reales continuas en el inter-
valo I = [a, b] con las operaciones habituales suma y producto. Se define la
aplicación

N : R→ R+, N(f) = sup{|f(x)| : x ∈ I}.

(a) Demostrar que N es una seminorma en R (se la denomina seminorma
del supremo).
(b) Demostrar que tal seminorma es arquimediana.

835. Ordinales racionales y norma p-ádica

2691. En todo este problema, p representa a un número primo ≥ 2.
1. Sea 0 6= x ∈ Z. Se define el ordinal p-ádico de x como

ordpx = máx{r ∈ N : pr | x}

es decir, ordpx es el exponente de p en la descomposición de x en producto
de factores primos. Calcular los ordinales p-ádicos en Z :

ord5200, ord2200, ord215, ord7(−98).

2. Sea 0 6= x =
a

b
∈ Q. Se define el ordinal p-ádico de x como

ordp
a

b
= ordpa− ordpb,

Nótese que ordp está bien definido, es decir

a

b
=
a′

b′
⇒ ordp

a

b
= ordp

a′

b′
.

También se define ordp0 =∞. Calcular los ordinales p-ádicos en Q :

ord3
40

27
, ord7

(
−98

15

)
3. Demostrar que para todo x, y ∈ Q se verifica: (a) ordpx =∞⇔ x = 0. (b)
ordp(xy) = ordpx+ordpy. (c) ordp(x+y) ≥ mı́n{ordpx, ordpy} con igualdad
si ordpx 6= ordpy.
4. Se define la norma p-ádica en Q como ‖x‖p = p−ordpx. Demostrar que es
una norma no arquimediana en Q, es decir que se verifican las propiedades
(a) ‖x‖p = 0⇔ x = 0.
(b) ‖xy‖p = ‖x‖p ‖y‖p ∀x, y ∈ Q.

(c) ‖x+ y‖p ≤ máx
{
‖x‖p ‖y‖p

}
∀x, y ∈ Q.
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836. Norma p-ádica en los racionales

2692. Si p es un número primo ≥ 2 se define la norma p-ádica en Q como
‖x‖p = p−ordpx. Demostrar que ‖ ‖p es una norma no arquimediana en Q es
decir, que se verifican las propiedades
1. ‖x‖p = 0⇔ x = 0.
2. ‖xy‖p = ‖x‖p ‖y‖p ∀x, y ∈ Q.

3. ‖x+ y‖p ≤ máx
{
‖x‖p ‖y‖p

}
∀x, y ∈ Q.

837. Principio del triángulo isósceles

2693. (a) Sea N una norma en un anillo unitario R. Demostrar que
dN (x, y) = N(x− y) define una distancia en R.
(b) Demostrar que si la norma N es no arquimediana, entonces para todo
x, y, z ∈ R se verifica

dN (x, y) ≤ máx{dN (x, z), dN (z, y)}

con igualdad si dN (x, y) 6= dN (z, y).
(c) Demostrar el principio del triángulo isósceles: en normas no arquimedia-
nas, todos los triángulos son isósceles.

838. Una sucesión de Cauchy con la distancia p-
ádica

2694. 1) Demostrar que en R = Q con la norma p-adica la sucesión

xn = 1 + p+ p2 + · · ·+ pn−1

es de Cauchy.
2) Demostrar que es además convergente con ĺımite x = 1/(1− p) ∈ Q

839. Anillo de las sucesiones de Cauchy

2695. Sea R un anillo unitario con norma ‖ ‖ y d(x, y) = ‖x− y‖ la dis-
tancia inducida por ella. Sea C el conjunto formado por todas las sucesiones
de Cauchy en R. Definimos en C las operaciones:

(xn) + (yn) = (xn + yn), (xn) · (yn) = (xnyn).

Demostrar que (C,+, .) es anillo unitario y que es conmutativo si R lo es.
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840. Ideal en el anillo de las sucesiones de Cauchy

2696. Sea R un anillo unitario con una norma ‖ ‖ y C el anillo unitario
de las sucesiones de Cauchy sobre R. Demostrar que el conjunto I formado
por las sucesiones nulas sobre R (es decir, con ĺımite 0) es un ideal de C.

841. Norma en el anillo cociente R̂

2697. 1) Sea R anillo unitario con norma ‖ ‖ . Demostrar que

|‖a‖ − ‖b‖| ≤ ‖a− b‖ , ∀a, b ∈ R.

Es decir,que el valor absoluto de la diferencia de normas es menor o igual
que la norma de la diferencia.
2) Sea R anillo unitario con norma ‖ ‖R y sea R̂ = C/I el anillo cociente de
las sucesiones de Cauchy en R sobre el ideal I de las sucesiones nulas en R,
y designemos por {xn} la clase a la que pertenece (xn). Es decir,

R̂ = {{xn} = (xn) + I : (xn) es sucesión de Cauchy en R}.

Demostrar que la aplicación ‖ ‖
R̂

: R̂→ R+ dada por

‖{xn}‖R̂ = ĺım ‖xn‖R

es una norma en el anillo unitario R̂.

842. R como subanillo de R̂

2698. Sea R anillo unitario y R̂ = C/I el anillo cociente de las sucesiones
de Cauchy de R sobre el ideal I de las sucesiones nulas de R. Sea la aplicación
φ : R→ R̂ dada por φ(a) = (a) en donde (a) representa la sucesión constante
de término general a. Demostrar que φ es un homomorfismo inyectivo de
anillos.

843. Completación de todo anillo normado

2699. 1) Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Sea (bn) una sucesión
de Cauchy en X y (an) una sucesión en X tal que d(an, bn) < 1/n para cada
n natural. Demostrar que
(i) (an) es también sucesión de Cauchy en X.
(ii) (an) converge a p en X si y sólo si, (bn) converge a p en X.
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2) Sea R anillo unitario con norma ‖ ‖R. Demostrar que R̂ es completo con

la norma ‖ ‖
R̂

. Además, R es denso en R̂.

3) Demostrar que si R es cuerpo, también R̂ es cuerpo.

844. Conservación de normas no arquimediadas

2700. 1) Sean (an) y (bn) dos sucesiones convergentes de números reales.
Demostrar que la sucesión máx{an, bn} es convergente con ĺımite:

ĺım (máx{an, bn}) = máx{ĺım an, ĺım bn}.

2) Si ‖ ‖R es no arquimediana en el anillo R, demostrar que también ‖ ‖
R̂

es no arquimediana en el anillo R̂.

845. Cuerpo Qp de los números p-ádicos y subani-
llo Zp

2701. Sea Q el anillo de los números racionales con la norma p-ádica ‖ ‖p
y sea Qp := Q̂. Al anillo Qp se le llama anillo de los números p-ádicos. La
norma en Qp también se la designará por ‖ ‖p.
Nota. Dado que si un anillo unitario R es cuerpo también lo es R̂, se concluye
que Qp es cuerpo.
Se llama conjunto de los enteros p-ádicos al disco cerrado:

Zp = {α ∈ Qp : ‖α‖p ≤ 1}.

Demostrar que el conjunto de los enteros p-ádicos Zp es un subanillo con-
mutativo y unitario de Qp.

846. Sucesiones eventualmente constantes

2702. Sea R anillo unitario con una norma no arquimediana ‖ ‖. Sea (an)
una sucesión de Cauchy en R y b ∈ R tal que ĺım an 6= b. Demostrar que
existe n0 tal que

m,n ≥ n0 ⇒ ‖am − b‖ = ‖an − b‖ .

Es decir, la sucesión de números reales (‖an − b‖) es eventualmente constan-
te. En particular, si (an) no es no nula, la sucesión (‖an‖) es eventualmente
constante.
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Varios

847. Álg. unif. densas. Teorema Stone-Weierstrass

Sea X un espacio topológico compacto y C(X) el espacio vectorial de
las funciones reales continuas f : X → R con la norma de la convergencia
uniforme

‖f‖∞ = máx {|f(x)| : x ∈ X} .

Es claro que una sucesión fn de C(X) converge uniformemente a f ∈
C(X) si y sólo si fn converge a f con la norma anterior. El teorema de Stone-
Weierstrass asegura que si F es un álgebra de C(X) que separa puntos y
contiene a las funciones constantes, entonces es uniformemente densa en
C(X) (es decir, es densa con la norma de la convergencia uniforme).

Esto, naturalmente equivale a decir que para toda función f ∈ C(X)
existe una sucesión fn en F tal que fn → f uniformemente.

2703. Demostrar que el conjunto R[x] de las funciones polinómicas es
familia uniformemente densa en C([a, b]). Concluir.

2704. Ídem para K ⊂ Rn compacto y la familia F = R[x1, . . . , xn] de las
funciones polinómicas.

2705. Demostrar que el subespacio vectorial de C[0, 1] generado por las
funciones {enx : n ∈ Z} es uniformemente densa en C[0, 1].

2706. Demostrar que el teorema de Stone-Weirstrass es aplicable al inter-
valo [a, b] con

F = Lip ([a, b]) = {f : [a, b]→ R con f lipschitziana}.
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848. Ecuación diofántica lineal en dos incógnitas

2707. Una ecuación diofántica lineal en dos incógnitas es una ecuación de
la

ax+ by = c, (a, b, c ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0). (E)

Se llama solución de la ecuación anterior a todo par de enteros (x, y) que la
satisface.
1) Sea d = m.c.d. (a, b) . Demostrar que la ecuación (E) tiene alguna solución
⇔ d | c.
2) Hallar, si es posible, una solución particular de la ecuación diofántica
97x+ 35y = 13.
3) Hallar, si es posible, una solución particular de la ecuación diofántica
14x+ 21y = 11.
4) Sea la ecuación diofántica ax+ by = c con d = m.c.d. (a, b) | c. Demostrar
que la solución general (i.e. todas las soluciones) de la ecuación es{

x = x0 + k bd
y = y0 − k ad

(k ∈ Z)

siendo (x0, y0) una solución particular.
5) Hallar la solución general de la ecuación diofántica 97x+ 35y = 13.

849. Iteración de punto fijo

Sea una función g : D ⊂ R→ R. Se dice que p ∈ D es punto fijo de g si
se verifica g(p) = p.

2708. Sea una función f : D ⊂ R→ R y p ∈ D. Demostrar que

p es cero o ráız de f ⇔ p es punto fijo de g(x) = x− f(x).

2709. Sea g ∈ C[a, b] tal que g(x) ∈ [a, b] para todo x ∈ [a, b]. Demostrar
que
i) g tiene un punto fijo en [a, b].
ii) Si además, g es derivable en (a, b) y existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |g′(x)| ≤ k para todo x ∈ (a, b), el punto fijo de g es único.

2710. Demostrar el Teorema del punto fijo:
Sea g ∈ C[a, b] tal que g(x) ∈ [a, b] para todo x ∈ [a, b]. Supongamos además
además, g es derivable en (a, b) y que existe constante k con 0 < k < 1 tal
que |g′(x)| ≤ k para todo x ∈ (a, b). Entonces, la sucesión

pn = g (pn−1) , n ≥ 1

converge al único punto fijo p en [a, b] (método de iteración de punto fijo).
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2711. Demostrar que en las hipótesis del teorema del punto fijo, se veri-
fican para todo n ≥ 1 las acotaciones de la sucesión de iteración de punto
fijo:

(a) |pn − p| ≤ kn ·máx{p0 − a, b− p0}.

(b) |pn − p| ≤
kn

1− k
|p1 − p0| .

2712. Se considera la función g : [−1, 1]→ R dada por g(x) = (x2− 1)/3.
a) Demostrar que g satisface las hipótesis del teorema del punto fijo.
b) Calcular el p3 de la iteración de punto fijo con p0 = −1.
c) Determinar a partir de qué n la iteración de punto fijo proporciona p con
tres cifras decimales exactas.
d) Demostrar que la iteración de punto fijo proporciona en el caso presente
una sucesión convergente a la única solución de la ecuación x2 − 3x− 1 = 0
en [−1, 1]. Dar una fórmula cerrada para esta solución.

850. Polinomios de Bernstein

El teorema de Weierstrass asegura que toda función continua f : [a, b]→
R puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Construiremos de
manera expĺıcita una de tales sucesiones.

2713. Sea f : [a, b] → R una función continua. Se define el n-ésimo poli-
nomio de Bernstein asociado a f como el polinomio:

Bn(f)(x) :=

n∑
k=0

f

(
a+

k(b− a)

n

)(
n

k

)
(x− a)k(b− x)n−k.

Determinar los polinomios de Bernstein asociados a las funciones f0(x) = 1,
f1(x) = x en el intervalo [0, 1].

2714. Ídem para la función f2(x) = x2 en el intervalo [0, 1].

2715. Demostrar que la sucesión de polinomios de Bernstein Bn(fi)(x)
converge a fi uniformemente en el intervalo [0, 1] para cada i = 0, 1, 2.

2716. Sea ahora f : [0, 1] → R una función continua cualquiera. Demos-
trar que la sucesión de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente
a f en [0, 1].

2717. Sea ahora f : [a, b] → R una función continua cualquiera. Demos-
trar que la sucesión de sus polinomios de Bernstein convergen uniformemente
a f en [a, b].
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851. El número e es trascendente

2718. Demostrar que el número real e es trascendente sobre Q, es decir
que no existe p ∈ Q[x] no nulo tal que p(e) = 0

852. Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Sea A ∈ Cn×n, λ1, . . . , λn sus valores propios (repetidos o no) y sea

ρ(A) = máx {|λ1| , . . . , |λn|} .

su radio espectral. Según sabemos,

ĺım
k→+∞

Ak = 0⇔ ρ(A) < 1 (1)

para cualquier norma en Cn×n.

2719. Sea ahora A invertible y consideremos el sistema lineal Ax = b
con b ∈ Cn×1 (sistema que por supuesto es compatible y determinado). Se
considera la sucesión definida por

x(0) ∈ Cn×1, x(m) = (I −A)x(m−1) + b. (2)

Demostrar que la sucesión x(m) converge a la única solución x del sistema
Ax = b si y sólo si, ρ(I −A) < 1.

2720. (Método de Jacobi).
Supongamos que la matriz A se puede descomponer en la forma A = D+T
con D diagonal y todos los términos de su diagonal principal no nulos.
Demostrar que la sucesión iterativa

x(m) = −D−1Tx(m−1) +D−1b (3)

tiende a la única solución x del sistema Ax = b para toda elección de x(0) si
y sólo si, ρ(−D−1T ) < 1.

2721. Se considera el sistema lineal

(
2 −1
−1 2

)(
x1

x2

)
=

(
8
−7

)
. Hallar su

solución exacta y una solución aproximada mediante el método de Jacobi
para la elección x(0) = (1, 0)T y hasta la cuarta iteración.

2722. (Método de Gauss-Seidel).
Supongamos que la matriz A se puede descomponer en la forma A = S + T

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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con S triangular inferior invertible y T triangular superior con ceros en la
diagonal principal. Demostrar que la sucesión iterativa

x(m) = −S−1Tx(m−1) + S−1b (4)

tiende a la única solución x del sistema Ax = b para toda elección de x(0) si
y sólo si, ρ(−S−1T ) < 1.

2723. Para el sistema del problema 2721 hallar una solución aproximada
mediante el método de Gauss-Seidel para la elección x(0) = (1, 0)T y hasta
la cuarta iteración.

Versión de muestra. Sólo aparecen las soluciones de los caṕıtulos 1 y 2.
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